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VORREDE  DES  HERAUSGEBERS. 


JLn  der  Geschichte  der  wissenschaftlichen  Literatur  eines 
Landes  kann  man  drei  Perioden  unterscheiden.  In  der  ersten 
dieser  Perioden  ist  das  Land,  mangels  einer  eigenen  Literatur  für 
das  betreffende  Wissensgebiet,  auf  Übersetzungen  und  Bearbei- 
tungen von  Werken  vorgeschrittener  Nationen  angewiesen;  in 
der  zweiten  hat  es  sich  eine  eigene  Literatur  geschaffen,  und  es 
wird  sich  hüten,  dieser  ihr  Erstarken  durch  die  Konkurrenz  mit 
ausländischen  Werken  zu  erschweren;  in  der  dritten  endlich 
ist  diese  Gefahr  geschwunden,  und  das  Land  ist  in  der  Lage, 
sich  die  eigene  wie  die  fremde  Literatur  nutzbar  zu  machen. 

Das  sind  etwa  die  Erwägungen,  die  den  Herausgeber  be- 
stimmten, dem  Antrage  der  Verlagshandlung  betreffend  die  Ver- 
anstaltung einer  deutschen  Ausgabe  von  Andrew  Grays  „Treatise 
on  Physics"  Folge  zu  leisten;  denn  daß  wir  uns  in  Deutschland 
hinsichtlich  der  Physik  längst  in  der  dritten  Periode  befinden, 
kann  keinem  Zweifel  unterliegen.  Dazu  kommt,  daß  der  Verfasser 
der  würdig  befunden  wurde,  der  Nachfolger  eines  Lord  Kelvin 
auf  dessen  akademischem  Lehrstuhle  zu  werden,  schon  in  früheren 
und  so  auch  wieder  in  diesem  Buche  seine  besondere  Begabung 
für  klare  und  interessante  Darstellung  ganzer  Disziplinen  dar- 
getan hat.  Daß  diese  Darstellung,  die  Auswahl  des  Stoffes,  das 
Verhältnis  zwischen  Erfahrung  und  Theorie  und  manches  andere 
von  dem  bei  uns  Üblichen  vielfach  abweicht,  daß  das  Buch  so- 
zusagen spezifisch  englisch  ist,  wird  man  nach  den  obigen  Er- 
wägungen gerade  auch  für  den  deutschen  Leser  als  einen  Vorzug 
ansehen  dürfen;  denn  es  kann  ihm  nur  von  großem  Nutzen  sein 
zu  sehen,  wie  seine  Wissenschaft  in  einem  Lande  behandelt  wird, 
dem   sie   einen   so   großen   Teil    ihrer  wunderbaren   Fortschritte 


VI  Vurwort- 

verdankt.  Demgemäß  sind  auch  die  für  die  deutfiche  Ausgabe 
notwendigen  Änderungen  und  Ergänzungen  auf  ein  sehr  geringes 
Maß  beschränkt  worden;  im  übrigen  wurden  einige  deutsche 
Autorennamen  eingefügt  und  die  Umrechnungen  der  Zahlenbei- 
spiele auf  das  metrische  System  Yorgenommen,  auch  sind  einige 
Figuren  neu  hinzugekommen. 

Die  Übersetzung  rührt  im  wesentlichen  Ton  meiner 
Frau  her;  nur  einige  besonders  schwierige  Stellen  habe  ich  selbst 
bearbeitet,  außerdem  natürlich  das  Ganze  durchgesehen.  Die 
Arbeit  war  nicht  eben  leicht,  da  die  englische  Sprache  sich  der 
modernen  physikalischen  Begriffs-  und  Ideenbildung  leicht,  die 
deutsche  hingegen  oft  nur  schwer  anpassen  läßt  —  eine  Schwierig- 
keit, die  schon  Helmholtz  gegenüber  dem  Werke  Ton  Thomson 
und  Tait  empfunden  hat,  und  die  sich  seitdem  in  mancher  Hin- 
sicht noch  gesteigert  hat  Dazu  kommt,  daß  das  Original  leider 
ungewöhnlich  zahlreiche  Druckfehler  aufweist  Die  in  ihm  kon- 
sequent benutzte  Newtonsche  Schreibweise  und  die  schrägen 
Bruchstriche  sind  in  der  deutschen  Ausgabe  auf  den  Text  be- 
schränkt, in  den  Formeln  dagegen  durchaus  yermieden  worden. 
Das  Register  ist  ganz  selbständig  liergesteUt 

In  ganz  außerordentlich  dankenswerter  Weise  hat  sich  der 
Herr  Verfasser  der  Mühe  unterzogen,  nicht  nur  sämtliche 
Korrekturbogen  und  zum  Teil  auch  die  Revisionen  zu  lesen,  son- 
dern auch  Verbesserungen  und  Zusätze  für  die  deutsche  Ausgabe 
zur  Verfügung  zu  stellen. 

Möge  somit  das  Buch,  das  auch  von  der  Verlagshandlung 
YortrefQich  ausgestattet  wurde,  auch  bei  uns  sich  recht  viele 
Freunde  erwerben! 

Jena,  Dezember  1903. 

Felix  Auerbach. 


VORREDE  DES  VERFASSERS. 


Uas  vorliegende  Werk  bezweckt,  ein  Lehrbuch  zur  Ver- 
fügung zu  stellen,  geeignet  für  diejenigen,  welche,  mit  den  Ele- 
menten des  Gegenstandes  beginnend,  in  einem  einzigen  Buche 
einen  Abriß  der  theoretischen  und  der  experimentellen  Physik 
zu  besitzen  wünschen,  der  für  die  meisten  praktischen  Zwecke 
wissenschaftlicher  und  technischer  Ausbildung  hinreicht; 

Die  ungebührliche  Wichtigkeit,  die  man  in  unserem  Er- 
ziehungssystem den  Prüfungen  beilegt,  und  die  Überschätzung 
bloßer  Prüfungszeugnisse  hat  zur  Teilung  einer  Wissenschaft  wie 
die  Physik  in  einzelne,  abgesonderte  Gebiete  geführt;  dem  gegen- 
über halte  ich  es  für  wünschenswert,  denjenigen,  welche  ein 
ernsthaftes  Studium  vorhaben,  von  vornherein  alles,  was  sie 
brauchen,  um  die  Wissenschaft  anwenden  zu  können,  in  einheit- 
Ueher  Darstellung  vorzulegen.  Ich  nehme  also  an,  daß  kein  zu- 
künftiger Ingenieur  oder  Elektrotechniker  sich  mit  einer  durchweg 
elementaren  Darstellung  zufrieden  geben  wird,  und  deshalb  habe 
ich  mich  nicht  gescheut,  da,  wo  es  der  Gegenstand  erfordert, 
Differential-  und  Integralrechnung  anzuwenden.  Was  auch  über 
diese  Frage  in  neuerer  Zeit  geschrieben  worden  sein  mag,  soviel 
steht  fest,  daß  kein  wirklicher  Fortschritt  in  der  exakten  Natur- 
wissenschaft oder  in  der  Technik  ohne  Mathematik  gemacht 
werden  kann,  und  daß  selbst  zum  Verständnis  der  Grundbegriffe 
der  Dynamik  und  der  Prinzipien  der  Physik  überhaupt  dieselben 
Denkprozesse  Anwendung  finden,  die  in  der  Mathematik  aus- 
gebildet werden.  Übrigens  sind  vielfach  Erklärungen  der  be- 
natzten mathematischen  Begriffe  und  Methoden  vorangeschickt, 
die  das  Nachschlagen  mathematischer  Werke  entbehrlich  machen. 


VIII  Vorwort. 

Der  Leser  wird  bemerken,  daß  einige  Kapitel,  welche  sonst 
unter  „Eigenschaften  der  Materie"  behandelt  zu  werden  pflegen, 
hier  fehlen.  So  die  Diffusion  und  Osmose  sowie  die  Reibung. 
Diese  Dinge  werden  jedoch  besser  im  Zusammenhange  mit  der 
Gastheorie  im  zweiten  Bande  behandelt.  Femer  fehlt  ein  Gegen- 
stand, von  dem  hin  und  wieder  Anwendungen  hätten  gemacht 
werden  können  —  das  Prinzip  der  Dimensionen  oder  der  dyna- 
mischen Ähnlichkeit;  es  wird  mit  seinen  Anwendungen  auf 
Probleme,  die  sonst  kaum  lösbar  sind,  in  späteren  Teilen  erklärt 
und  näher  ausgeführt  werden. 

In  Bezug  auf  viele  Teile  des  Buches  fühle  ich  mich  anderen 
Autoren  verpflichtet,  und  ich  habe  dies  auch  —  freilich,  wie  ich 
fürchte,  nicht  überall  —  gebührend  hervorgehoben.  An  dieser 
Stelle  möchte  ich  noch  besonders  erwähnen:  Prof.  Loves  „Treatise 
on  Elasticity";  Lord  Rayleighs  „Papers",  die  jetzt  erfreulicher- 
weise in  gesammelter  Form  vorliegen;  Prof.  Green hills  „Treatise 
on  Hydrostatics"  und  Thomson  und  Taits  „Natural  Philosophy". 
Einige  meiner  ehemaligen  Studenten  in  Wales  haben  mich  durch 
Lesen  von  Korrekturen  unterstützt,  namentlich  bin  ich  in  dieser 
Hinsicht  meinem  hiesigen  Kollegen,  Herrn  Dr.  Walter  Stewart, 
zu  Dank  verpflichtet. 

Es  wäre  zu  weitgehend,  zu  hoffen,  daß  alle  Fehler  und  Unklar- 
heiten bemerkt  und  ausgemerzt  seien ;  kein  Werk  dieser  Art  kann 
anders  als  durch  Mithilfe  vieler  Leser  von  derartigen  Mängeln 
befreit  werden.  Ich  werde  für  alle  Vorschläge  zu  Verbesserungen 
des  Buches  von  selten  derer,  die  ihm  die  Ehre  erweisen,  es  zu 
lesen,  außerordentlich  dankbar  sein. 

Universität  Glasgow,  30.  Januar  1901. 

Andrew  Gray. 
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Einleitung. 


Die  Absicht  des  Torliegenden  Werkes  ist,  die  Physik  soweit  als 
möglich  von  dem  Standpunkte  aus  zu  behandeln,  von  dem  die  moderne 
Naturwissenschaft  die  Naturerscheinungen  anschaut.  Es  handelt  sich 
dabei  in  erster  Linie  um  die  Beziehungen  zwischen  Stoff  und  Energie; 
um  das  Bestreben,  die  Gesetze  zu  erforschen,  welche  die  Übertragung, 
Verwandlung  und  Verteilung  der  Energie  regeln;  femer  aber  darum, 
soweit  als  möglich  das  Prinzip  zu  verfolgen,  nach  dem  die  physikalischen 
Erscheinungen  sich  tats&cblich  abwickeln,  und  das,  wenn  es  als  richtig 
erkannt  sein  wird ,  ihre  y ollkomm  enste  Erklärung  bilden  wird.  Es  ist 
nämlich  eine  irrige  Annahme,  der  man  häufig  begegnet,  daß  zwei  Prin- 
zipien fftr  die  Ableitung  der  physikalischen  Tatsachen  genügen:  das 
Prinzip  von  der  Erhaltung  des  Stoffs  und  das  Prinzip  von  der  Erhaltung 
der  Energie.  Diese,  so  wichtig  sie  auch  sind,  genügen  doch  nicht  als 
Wegweiser  für  die  Wirksamkeit  der  Energie  in  der  Materie  ohne  die 
Hilfe  gewisser  dynamischer  Prinzipien,  die  in  dieser  Hinsicht  die 
Beziehungen  zwischen  verschiedenen  materiellen  Systemen  oder  yer- 
schiedenen  Teilen  desselben  Systems  regeln. 

Ohne  die  Hilfe  der  dynamischen  Theoreme,  die  in  der  Lehre  von 
der  Elrhaltung  der  Energie  längst  nicht  alle  enthalten  sind,  sind  wir 
unfähig,  irgend  welchen  befriedigenden  Fortschritt  im  Studium  der 
physikalischen  Theorien  zu  machen.  Die  Erscheinungen  bloß  zu  be- 
trachten, sie  zu  Terzeichnen,  ihre  Übereinstimmung  und  ihre  Verschie- 
denheiten zu  konstatieren,  ist  freilich  ein  höchst  wichtiger  Teil  natur- 
wissenschaftlicher Forschung;  aber  diese  systematisierende  Tätigkeit 
bedeutet  längst  nicht  mehr  die  höchste  Stufe  der  Wissenschaft;  wir 
haben  die  Stufe  philosophischer  Tätigkeit  erstiegen,  diejenige,  auf 
welcher  unaufhörlich  der  Versuch  gemacht  wird,  die  Erscheinungen 
einheitlich  in  den  Ring  der  physikalischen  Theorie  zu  fassen;  das 
Schema  der  theoretischen  Physik  zu  prüfen,  zu  verbessern  und  zu 
stählen  durch  Anwendung  ihrer  Theorien  zur  Vorhersage  bisher  un- 
bekannter Tatsachen,  die  daraufhin  der  Prüfung  durch  Beobachtung 
oder  Experiment  unterworfen  werden  können. 

Gray,  Physik.    I.  j 


2  Eioleitang. 

Es  wird  demnach  notwendig  sein,  zun&chst  die  Prinzipien  der 
Dynamik  darzulegen,  was  in  einer  elementaren  Weise  geschehen  soll, 
indem  wir  immer  physikalische  Anwendungen  im  Auge  behalten.  All- 
zusehr hat  man  sich  gewöhnt,  namentlich  seitdem  in  mehreren  Staaten 
die  Trennung  der  sogenannten  angewandten  Mathematik  von  der 
Physik  bei  den  Doktor-  und  Lehrerprüfungen  durchgeführt  worden  ist, 
die  Prinzipien  der  Dynamik  als  bloße  Pflöcke  zu  betrachten,  wohl 
geeignet,  Sammlungen  mathematischer  Übungen  daran  aufzuhängen, 
aber  tatsächlich  jedes  physikalischen  Interesses  bar  und  ohne  Beispiele 
in  der  täglichen  Erfahrung  und  Beobachtung  des  Studierenden. 

Kein  Zweifel,  daß  die  Dynamik  eine  Disziplin  ist,  die  nicht  ohne 
Zuhilfenahme  der  Mathematik  studiert  werden  kann ;  aber  ebenso  sicher 
ist  sie  anderseits  eine  Wissenschaft,  die  durch  alltägliche  Bilder  und 
Geschehnisse  Teranschaulicht  werden  kann.  Die  Bewegung  eines  in 
die  Luft  gestoßenen  Fußballes,  der  Flug  eines  Tennisballes,  der  Fall 
eines  Steines,  die  davon  sehr  verschiedene  Art  des  Falles  eines  Regen- 
tropfens, das  Aufsteigen  des  Rauches,  die  Stabilität  eines  Zweirades 
und  die  Art  und  Weise,  in  der  ein  geschickter  Fahrer  seine  Bewegungen 
lenkt,  das  Treiben  eines  Kreisels  und  tausend  andere  wohl  vertraute  Dinge, 
die  dem  Blicke  jedes  Beobachters  begegnen,  dessen  Augen  oSen  sind 
für  das,  was  um  ihn  herum  vorgeht,  sie  sind  alle  einer  mehr  oder 
weniger  elementaren  Erklärung  fähig  und  sollten  für  eine  befriedigende 
Behandlung  der  dynamischen  Prinzipien  im  Auge  behalten  werden. 

In  dem  von  der  Dynamik  handelnden  Teile  können  wir  —  ebenso 
wie  in  dem  übrigen  Buche  —  uns  des  Ausdruckes  „Ursache  und 
Wirkung*^  bedienen.  Es  muß  aber  ausdrücklich  bemerkt  werden, 
daß  dies  nur  zum  Zwecke  der  Bequemlichkeit  des  Ausdrucks  geschieht. 
Man  kann  die  Einwirkung  eines  Körpers  als  die  Ursache  für  die  Be- 
schleunigung eines  anderen  bezeichnen,  eine  elektromotorische  Kraft 
in  einem  voltaschen  Kreise  als  die  Ursache  eines  Stromes  in  diesem 
Kreise;  aber  es  soll  damit  nicht  gesagt  sein,  daß  das,  was  Ursache  ge- 
nannt wird,  ein  besonderes,  von  der  Wirkung  getrenntes  Dasein  führt, 
oder  daß  die  erstere  zeitlich  der  letzteren  vorangeht  Für  uns  handelt 
es  sich  um  zwei  nebeneinander  bestehende  Aspekte  einer  und  derselben 
Erscheinung,  deren  Beziehungen  zu  ermitteln  und  quantitativ  auszu- 
drücken eben  unsere  Aufgabe  ist 

Wir  werden  in  die  Dynamik  eine  Darstellung  der  Schwingungs- 
bewegung oder  —  wie  sie  häufig  genannt  wird  —  einfachen  harmo- 
nischen Bewegung  aufnehmen;  ferner  die  Darstellung  der  Bewegung 
eines  Systems  von  Teilen  und  eines  materiellen  Systems,  bei  dem  die 
relative  Konfiguration  der  Teile  sich  nicht  ändert  (was,  nicht  ganz  zu- 
treffend, ein  starres  System  genannt  wird);  denn  diese  Theorien  sind 
unumgänglich  für  die  Lösung  vieler  physikalischer  Probleme,  die  sich 
in  der  Folge  einstellen  werden.  Aber  so  weit  als  möglich  wird  zum 
leichteren  Verständnis  des  Studierenden  jeder  Teil  des  Gegenstandes 


Einleitung.  3 

Tom  Standpankte  eines  wirklichen,  Ton  dem  Stadierenden  leicht  zu 
Teratehenden  Falles  Ton  Bewegung  behandelt  werden,  und  keine  Mühe 
wird  gespart  werden,  die  Darstellung  klar  und  exakt  zu  machen  ohne 
unnötige  Zuhilfenahme  der  mathematischen  Analyse.  Das  Verfahren 
wird  mancliem  über  Gebühr  weitschweifig  erscheinen;  aber  es  ist  zu 
bedenken,  daß  es  kaum  einen  Gegenstand  geben  wird,  der  einerseits 
mehr  Sehwierigkeiten  und  Quellen  des  Mißverständnisses  darbietet, 
anderseits  aber,  wenn  seine  Prinzipien  Ton  dem  Studierenden  richtig 
erfaßt  und  angewandt  werden,  besser  zur  Klarheit  des  Denkens  und 
zur  Aasbildung  logischer  Denkgewohnheit  führt.  Darum  wird  schwer- 
lich eine  Disziplin  in  höherem  Maße  eine  Darstellung  verlangen,  die 
geeignet  ist,  den  Lernenden  in  dem  Kampfe  mit  den  weiteren  Schwierig- 
keiten der  Experimentalphysik  yor  Irrtümern,  die  aus  Mißverständ- 
nissen oder  Torgefaßten  Meinungen  entstehen,  zu  bewahren.  Freilich 
können  ein  paar  Seiten  formaler  F'eststellungen  und  Prinzipien,  gefolgt 
von  ein  paar  weiteren  Seiten  druckfehlerfreier  Algebra  allenfalls  das 
Wesentliche  der  elementaren  Dynamik  enthalten ;  aber  eine  solche  Arbeit 
hat  absolut  keinen  erziehlichen  Wert  und  kann  höchstens  als  Notizen- 
sammlung  dienen  zum  Gebrauche  eines  Lehrers,  der  in  eigener  Arbeit 
die  Schwierigkeiten  des  Gegenstandes  bereits  sorgfältig  durchdacht  und 
gelöst  hat. 


1* 
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Längemnessung  und  Zeitmessung. 


1.  Physikalische  Einheiten.  Alle  physikalischen  Größen  werden 
in  Einheiten  gemessen,  die  entweder  willkürlich  oder  au!  eine  bestimmte 
Weise  gewählt  eind  und  deren  jede  eine  Größe  derselben  Art  ist  wie 
diejenige,  welcher  sie  als  Maß  dient.  So  ist  der  Zahlenwert  der  Länge 
einer  geraden  Linie  die  Anzahl  von  Malen,  die  sie  die  gewählte  Längen- 
einheit enthält,  d.  h.  wenn  die  Einheit  z.  B.  in  Gestalt  einer  Meßrute 
verwirklicht  ist,  so  erhält  man  den  Zahlenwert  der  Länge,  indem  man 
die  Rute  der  Reihe  nach  Ende  an  Ende  anlegt,  bis  die  Länge  erschöpft 
ist  und  die  Anzahl  der  Male,  in  denen  dies  geschehen  ist,  zählt  Die 
Zahl  kann  natürlich  eine  ganze  Zahl  sein  oder  ein  echter  oder  unechter 
Bruch.  Wenn  die  Länge  die  Einheit  nmal  enthält  (wobei  n  eine  ganze 
Zahl  ist),  sie  aber  nicht  (n  -j-  l)mal  enthält,  so  muß  der  Bruch,  der 
nach  der  Abnahme  der  n Einheiten  übrig  bleibt,  durch  Anwendung 
einer  kleineren  Einheit,  die  in  der  größeren  auf  dieselbe  Weise  gerade 
eine  ganze  Anzahl  von  Malen  enthalten  ist,  festgestellt  werden.  So 
kann  z.  B.  eine  Entfernung  37  Fuß  6  Zoll  betragen,  d.  h.  es  ist  1  Fuß 
37  mal  in  ihr  enthalten  und  außerdem  ein  Abstand,  der  6  mal  eine 
Einheit  enthält,  die  durch  die  Tatsache,  daß  sie  genau  12  mal  in  einem 
Fuß  enthalten  ist,  definiert  wird.  Wäre  der  Zoll  nicht  gerade  eine 
ganze  Anzahl  von  Malen  in  dem  betreffenden  Abstände  enthalten,  d.  b. 
wäre  der  Abstand  kleiner  als  1  Zoll  oder  enthielte  er  den  Zoll  weniger 
als  (n  +  l)n)al  und  mehr  als  nmal,  so  müßte  noch  eine  weitere 
Einheit,  die  eine  Unterabteilung  des  Zolles  ist,  benutzt  werden,  um  den 
Bruch  zu  bestimmen. 

2,  tirundeinheiten.  Die  fundamentalen  Größen  in  der  Dynamik 
sind  Länge,  Zeit  und  Masse,  und  auf  die  Einheiten  dieser  drei  sind 
die  Einheiten  anderer  Größen  begründet,  wie  Moment,  Kraft,  Energie, 
die  man  deshalb  „abgeleitete  Einheiten'^  nennt.  Wir  werden  hier 
das  Längen-  oder  Entfernungsmaß  und  das  Zeitmaß  betrachten,  die 
Masse  aber  späterer  Behandlung  vorbehalten. 


Längenmaß.  5 

3.  LängeneiBlieit.  a)  Das  Yard.  Betrachten  wir  also  zunächst 
die  Längeneinheit  näher.  In  Großbritannien  galt  früher  ausschließlich 
und  gilt  jetzt  noch  Torwiegend  als  Einheit  des  Längenmaßes  das  Yard; 
sein  Original  wird  in  London,  Greenwich  und  Westminster  aufbewahrt. 
Von  ihm  leitet  man  den  englischen  Fuß,  Vs  Yard,  den  englischen  Zoll, 
1/3«  Yard  ab,  und  nach  oben  die  englische  Meile,  1760  Yards.  Die 
untere  Skala  der  Fig.  1  zeigt  5  Zoll  (inches) 
und  jeden  Zoll  in  Zehntel  eingeteilt. 

In  anderen  Ländern  hatte  der  Fuß  eine 
andere  Länge;  der  Pariser  Fuß  z.  B.  war  um 
6  ^,'2,  der  rheinische  um  3  Proz.  größer  als  der 
englische ;  auch  wurden  sie  in  je  12  Zoll  und 
jeder  Zoll  in  12  „  Linien '^  geteilt.  Diese  Maße 
sind  indessen  durch  das  nunmehr  zu  betrachtende 
yerdrängt  worden. 

4.  Längeneinheit,  b)  Das  Meter.  In 
Frankreich  wurde  nach  der  großen  Revolution 
ein  wissenschaftliches  Komitee  ernannt,  um  ein 
gänzlich  neues  System  tod  Maß  und  Gewicht 
auszuarbeiten.  Es  wurde  durch  Dekret  der  Re- 
gierung, gegeben  1795  (Gesetz  Tom  18.  Germinal, 
Jahr  3)  bestimmt,  daß  die  neue  Längeneinheit  '^ 
auf  die  Erddimensionen  gegründet  sein  sollte,  -^ 
und  sie  wurde  definiert  als  der  10000000.  Teil 
der  Entfernung  yom  Äquator  zum  Nordpol  auf 
dem  durch  Paris  hindurchgehenden  Meridian. 

Diese  Einheit  wurde  in  der  Hauptsache 
durch  Delambre  und  Mechain  unter  Beihilfe 
Ton  Bor  da  festgestellt  durch  Ausmessung  der 
Länge  dieses  Quadranten  des  Erdumfangs  in  Viel- 
fachen eines  bestimmten  Maßstabes;  mit  diesem 
Maßstäbe  wurde  nämlich  eine  Basis  festgelegt, 
und  Ton  dieser  aus  wurde  durch  trigonome- 
trische Beobachtung  die  Länge  eines  bestimmten 
Meridianbogen s ,  zwischen  einem  Punkte  yon 
Dünkirchen  und  einem  anderen  Punkte  in  Barce- 
lona, gefunden.  Da  das  Verhältnis  dieses  Bogens 
zum  ganzen  Quadranten  bekannt  war,  so  konnte 
man  die  Länge  des  letzteren,  in  Vielfachen  der 

Länge  des  Maßstabes  ausgedrückt,  in  Erfahrung  bringen  und  also  auch 
das  Verhältnis  der  Länge  des  Maßstabes  zu  der  des  10000000.  Teiles 
des  Quadranten.  So  wurde  es  möglich,  einen  Maßstab  herzustellen,  der 
bei  einer  bestimmten  Temperatur  dieselbe  Länge  haben  müßte  wie  die 
gewünschte  Einheit 
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Dies  wurde  von  Bor  da  geleistet  duioh  HerBtellnng  eines  Platin- 
Stabes,  der  bei  der  Temperatur  von  0^  der  Celsiusskala  die  gewünschte 
Länge  haben  sollte.  Aus  verschiedenen  Ursachen  ist  die  äußerste 
Genauigkeit  nicht  erreicht  worden;  aber  Bor  das  Stab  ist  trotzdem  der 
authentische  Maßstab  geblieben.  Dieser  fransösische  Mustermaßstab 
wird  das  Meter  genannt  und  dieses  als  die  Entfernung  swischen  den 
beiden  Enden  des  Bordaschen  Stabes  bei  der  Temperatur  von  O^C. 
definiert,  ohne  alle  Rücksicht  auf  die  Erddimensionen,  obgleich  die  oben 
ausgeführte  Beziehung  nahezu  erfüllt  ist  (nach  dem  jetzigen  Stande 
unserer  Kenntnisse  ist  der  gedachte  Erdquadrant  nicht  10000000, 
sondern  10000856  ni  lang). 

5.  Das  metrische  Mafisystem.  Das  auf  dieser  Längeneinheit 
begründete  Maßsystem  heißt  das  „metrische  System^.  Es  ist  auf  dem 
Kontinent  allenthalben  in  Gebrauch  und  auch  in  England,  das  im 
übrigen  noch  immer  unbegreiflicherweise  sein  veraltetes,  in  jeder  Hin- 
sicht dem  metrischen  unendlich  viel  nachstehendes  Maßsystem  duldet, 
wenigstens  gesetzlich  anerkannt 

Im  metrischen  System  ist  die  Dezimalrechnung  vollständig  durch- 
geführt. Das  Meter  (m)  wird  in  10  gleiche  Teile  geteilt,  deren  jedes 
ein  Dezimeter  (dm)  heißt;  das  Dezimeter  in  10  gleiche  Teile,  deren  jedes 
also  ein  hundertel  Meter  beträgt  und  ein  Gentimeter  (cm)  genannt 
wird;  das  Gentimeter  wird  in  10  gleiche,  Millimeter  (mm)  genannte 
Teile  geteilt;  weitere  Unterteilungen  sind  zehntel  Millimeter  u.  s.  w. 
Eine  Länge  von  10  m  wird  ein  Dekameter,  von  100  m  ein  Hektometer 
und  von  1000  m  ein  Kilometer  genannt.  Das  Kilometer  ist  als  Einheit 
für  die  Messung  von  Entfernungen  zwischen  verschiedenen  Orten  all- 
gemein eingeführt  (in  Frankreich  bildet  man  häufig  auch  noch  die 
10  fache  Einheit  und  nennt  sie  „Myriameter"). 

Die  obere  Skala  der  Fig.  1  zeigt  die  Länge  von  etwa  V/^  Dezi- 
meter in  Gentimeter  und  Millimeter  eingeteilt. 

6.  Das  Gentimeter  als  Längeneinheit.  Für  die  meisten  wissen- 
schaftlichen Zwecke  ist  das  Gentimeter  als  Grundeinheit  der  Länge 
eingeführt  und  wird  im  folgenden  weit  häufiger  als  irgend  eine  andere 
Einheit  benutzt  werden,  um  Ergebnisse  auszudrücken.  Wir  geben 
darum  hier  eine  Tabelle  mit  den  verschiedenen  britischen  Längenein- 
heiten in  cm  ausgedrückt.  Ihre  Werte  in  Dezimetern  erhält  man,  in- 
dem man  den  Dezimalpunkt  um  eine  Stelle  nach  links  rückt,  in  Metern, 
indem  man  ihn  um  zwei  Stellen  nach  links  rückt  u.  s.  w.: 

engl.  Zoll =  2,5400cm, 

„Fuß =  30,4797  „ 

„     Yard     .     .     .     .  =  91,4392  „ 

„     Meüe     .     .     .     .  =r  160933 

^     Seemeile     .     .     .  =  185230  „ 


Metrisches  System. 


1  mm.     .     .     =     0,03937  engl  Zoll  =  0,0032809  Fuß, 
1cm  .     .     .     =     0,3937       „         „    =  0,032809      „ 
1  m     .     •     .     =  39,371  „         „    =  3,2809  , 

Da  auch  ältere  Angaben  in  kontinentalen  Maßen  noch  häufig  benutzt 
werden,  fügen  wir  noch  folgende  Zahlen  hinzu: 

1  Pariser  Linie      ....=•    0,2256    cm, 

1       „       Zoll =  2,712        „ 

1       r,       Fuß =  32,484 

1  rheiniBcher  Fuß      .     .     .  =  31,385        „ 

1  Toise =  194,9            „ 

1  Seemeile =  1,852     km, 

1  geographische  Meile    .     .  =  7,42044  „ 

1  preußische  Meile     .     .     .  ==  7,53249  „ 

7.  Flächeneinheit  und  Tolumeneinheit.  Auf  die  Längeneinheit 
sind  zwei  abgeleitete  Einheiten  begründet,  die  Flächeneinheit  und  die 
Yolnmeneinheit.  Die  Einheit  der  Fläche  ist  die  Fläche  eines  Quadrats, 
desBen  Seite  die  Längeneinheit  beträgt,  die  Volumen einheit  das  Volumen 
eines  Würfels,  dessen  Kante  die  Längeneinheit  beträgt.  Im  metrischen 
System  haben  wir  Quadratmeter  (qm),  Quadratdezimeter  (qdm),  Quadrat- 
cenümeter  (qcm)  u.  s.  w. ;  anderseits  Ar  (a  =  100 qm),  Hektar  (ha 
=  100  a)  und  Quadratkilometer  (=  100  ha). 

In  Großbritannien  werden  kleine  Flächen  in  Quadratyards,  Quadrat- 
fuß  oder  Quadratzoll  gemessen,  während  größere  Flächen  in  Acres 
(einer  Einheit  Ton  4840  Quadratyards)  oder  englischen  Quadratmeilen 
gemessen  werden. 

Ebenso  haben  wir  im  Volumenmaße  Kubikmeter  (cbm),  Kubikdezi- 
meter oder  Liter  (1),  Kubikcentimeter  (ccm)  bezw.  Kubikyards,  Kubik- 
fuß,  KubikzoU  u.  s.  w.  1  cbm  enthält  1000  Liter  oder  1000000  ccm 
oder  1000  000  000  cbmm. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  wichtigsten  Einheiten  von  Fläche 
und  Volumen  und  ihre  Beziehungen: 
1  engl.  Quadratzoll. 
Quadratfuß 


1 

1      „     Quadratyard 

1  qcm 

In-. 
1       «        .      . 

1  Kubikzoll 
1  Kubikfuß 
1  Kubikyard 
1  ccm  .  . 
1  Liter .  . 
1  »  .  . 
Femer  Ton  früheren  Kontinentalmaßen: 


6,451 

qcm, 

928,997 

n 

0,8361 

n 

0,155 

Quadratzoll, 

10,764 

Quadratfuß, 

1,196 

Quadratyard, 

16,386 

ccm, 

28,315 

Liter, 

0,7645 

Kubikmeter, 

0,06103  Kubikzoll, 

61,027 

» 

0,03532  Kubikfuß. 
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l  rheinischer  Quadratzoil 
1  ^  Qaadratfuß 

1  preußischer  Morgen  . 

l  Qnadratmeile    .     .     . 

1  rheinischer  Kubikzoll 
1  „  Kubikfuß 


=       6,8405  qcm, 
=  985,04       „ 
=     25,53      a, 
=     55,063    qm, 
=     17,891    ccm, 
=     30,916    ccm. 


8.  Zeitmessung.  Die  Zeit  wird  für  bürgerliche  und  wissenschaft- 
liche Zwecke  durch  die  Umdrehung  der  Erde  gemessen;  als  gleiche 
Zeitabschnitte  werden  solche  definiert,  in  denen  die  Erde  gleiche  Winkel 
um  ihre  Axe  zurücklegt.  Die  dynamische  Definition  gleicher  Zeit- 
abschnitte muß  auf  spätere  Zeit  verschoben  werden;  immerhin  möge 
schon  hier  festgestellt  werden,  daß  Grund  vorliegt  zu  der  Annahme, 
die  bürgerliche  Zeitrechnung  erfordere  eine  kleine  Korrektion ;  daß  wir 
tatsächlich,  wenn  wir  die  dynamische  Definition  der  Rechnung  zu  Grunde 
legen,  fast  gezwungen  sind  zu  schließen,  daß  die  rotierende  Bewegung 
der  Erde  sich  ganz  allmählich  verlangsamt  (s.  §  14).  Diese  Frage 
wird  später  behandelt  werden;  vorläufig  benutzen  wir  die  rotierende 
Erde  als  Zeitmesser. 

9.  Sterntag.  Die  Periode  der  Erdrotation  wird  ein  Sterntag 
genannt,  und  zwar  weil  sie  der  Zeitraum  ist  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Durchgängen  eines  Fixsternes  durch  die  Meridianebene  eines 
Ortes;  eine  kleine  Differenz,  die  hauptsächlich  vom  Vorrücken  derÄqui- 
noctien  herrührt,  kann  außer  Betracht  bleiben,  da  sie  unterhalb  Vioosec. 
bleibt.  Die  Meridianebene  irgend  eines  Punktes  auf  der  Erdoberfläche 
ist  eine  durch  diesen  Punkt  und  die  Erdaxe  gelegte  Ebene.  Sie 
dreht  sich  also  mit  der  Erde,  und  man  sagt,  daß  die  Sonne  oder  ein 
Stern  im  Meridian  steht  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Meridianebene 
durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  oder  den  Stern  hindurchgeht.  Für 
einen  Beobachter  an  einem  Teleskop,  dessen  Axe  in  der  Meridianebene 
liegt,  scheint  sich  der  Himmelskörper  durch  das  Gesichtsfeld  durch  zu 
bewegen,  in  welchem  der  Meridian  durch  eine  Linie  angegeben  ist,  und 
darum  kreuzt  der  Himmelskörper  sozusagen  den  Meridian.  Natürlich 
kreuzt  im  Laufe  einer  Erdumdrehung  ein  Stern  den  Meridian  eines 
Ortes  zweimal,  aber  beide  Male  in  entgegengesetzter  Richtung.  Also, 
in  gegebener  Richtung  gibt  es  für  jede  vollständige  Drehung  der  Erde 
um  ihre  Axe  nur  einen  Durchgang  eines  Fixsterns,  und  der  Zeitraum 
zwischen  zwei  solchen  Durchgängen  gibt  das  Maß  eines  Stemtages. 

10.  Sternzeit  und  Sonnenzeit  Aus  Fig.  2  ersieht  man,  daß 
der  Zeitraum  zwischen  zwei  solchen  aufeinander  folgenden  von  der 
Sonne  ausgeführten  Meridiandurchgängen  infolge  der  Bahnbewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  länger  ist,  als  der  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Meridiandurchgängen  eines  Fixsterns.  Die  Erdbahn  — 
in  Wahrheit  eine  Ellipse  von  geringer  Exzentrizität  —  möge  der  Ein- 
fachheit halber  als  Kreis  betrachtet  werden.     Dieser  Kreis  hat  einen 
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Radios  Ton  rund  150 000000  km  und  wird  beschrieben  in  365  Tagen, 
6  Standen,  9  Minuten,  9  Sekunden,  der  Lftnge  des  sogenannten  Stem- 
jahres,  d.  h.  des  Zeitraumes  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Er- 
scheinungen der  Sonne  in  der  gleichen  relatiyen  Stellung  unter  den 
Sternen.  Also  bewegt  sich  die  Erde  mit  einer  Bahngeschwindigkeit 
von  ungefähr  29,8  km  in  der  Sekunde  und  legt,  während  sie  sich  ein 
einziges  Mal  um  ihre  Axe  dreht,  eine  Entfernung  von  2580000km 
zurück.  Fig.  2  zeigt  zwei  Stellungen  der  Erde  Ei  und  E^  am  Anfang 
und  am  Ende  einer  Umdrehung;  der  Kreis  mit  der  Sonne  S  als  Mittel- 
punkt stellt  die  Erdbahn  vor,  und  die  Pfeile  zeigen  die  Richtung  der 
Bahn-  und  der  Axenbewegung  an,  wie  sie  einem  im  Welträume  jen- 
seits des  Nordpols  stationierten  Beobachter  erscheinen  würden.  Die 
Dimensionen  der  Figur  sind  natürlich  ganz  außer  Verhältnis,  der  Erd- 

Fig.  2.  ^.----  ^---v. 


durchmesser  beträgt  nur  etwa  12  900  km,  die  Entfernung  Sl/  der  Erde 
Ton  der  Sonne  das  11 600  fache.  Auch  ist  die  Figur  so  gezeichnet,  als 
ob  die  Neigung  der  Erdaze  zur  Bahnebene,  in  Wahrheit  660  32'48'\ 
eine  solche  yon  90^  wäre. 

Die  beiden  Stellungen  E1E2  liegen  2  580000  km  auseinander.  Wenn 
die  Erde  sich  in  der  ersten  Stellung  befindet,  möge  die  Sonne  und  ein 
Fixstern  S'  gerade  im  Meridian  stehen.  Wenn  die  Erde  gerade  eine 
Umdrehung  ausgeführt  hat,  liegt  der  Meridian  parallel  zu  seiner  ersten 
Lage,  er  geht  nicht  mehr  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne,  noch  auch, 
genau  genommen,  durch  den  des  Sterns.  Von  der  Stellung  E2  muß 
der  Meridian  sich  um  einen  weiteren  Winkel  gleich EiSE^  drehen,  um 
S  zu  treffen,  und  um  einen  kleineren  Winkel  ^iS^J^^t,  um  S'  zu  treffen. 

Da  indessen  selbst  der  nächste  Fixstern  so  weit  entfernt  ist,  daß 
dieser  letztere  Unterschied  zu  klein  ist,  um  beobachtet  zu  werden,  geht 
der  Meridian  —  soweit  die  Genauigkeit  der  Beobachtung  zu  bemerken 
zuläßt  —  in  der  Stellung  E2  wieder  durch  den  Stern  S'.  Natürlich 
ist  die  Entfernung  S'/'Ji  in  der  Zeichnung  in  yiel  zu  kleinem  Maßstabe 
gegeben.     Die  Entfernung  vom  nächsten  Fixstern,  dem  a-Centauri,  ist 
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nämlich  nach  den  besten  Beobachtungen  seiner  jährlichen  Parallaxe 
ungefähr  274000  mal  so  groß  wie  die  der  Sonne.  Also  müfite  in  Fig.  2 
die  Entfernung  S'J5i  274000 mal  SE^  betragen,  d.  h.  fftr  SE^  =  lern 
schon  ffEi  =  2,74  km!  Die  Entfernung  des  nächsten  Fixsterns  be- 
trägt also  40  Billionen  Kilometer,  und  der  durch  die  Bewegung  von  Ei 
nach  J&2  i^ach  dem  Stern  zurückgelegte  Winkel  kann  nicht  mehr  als 
0,0132  Winkelsekunden  betragen.  Die  Erde  wCLrde  diesen  Winkel  in 
ungefähr  Vnooo  Zeitsekunden  zurücklegen;  also  ist  es  kein  Wunder, 
daß  die  Abweichung  der  Länge  des  Stemtages  yon  der  Periode  der 
Erdrotation  nicht  beobachtet  wird. 

11.  Sonnentag.  Mittlerer  Sonnentag.  Ganz  anders  verhält 
sich  dies  hinsichtlich  der  Sonne.  Der  Unterschied  ^wischen  zwei  in 
gleicher  Richtung  aufeinander  folgenden  Durchgängen  des  Zentrums 
der  Sonne  durch  den  Meridian  heißt  ein  Sonnentag.  Da  die  EIntfemung 
der  Sonne  nur  150000000  km  beträgt,  so  ist  der  Winkel  EiSE^  sehr 
merklich,  und  es  muß  dieser  Winkel  (und  noch  ein  klein  wenig  mehr, 
da  die  Erde  während  ihrer  Drehung  fortwährend  auf  ihrer  Bahn  fort- 
schreitet) zurückgelegt  sein,  um  den  Mittelpunkt  der  Sonne  in  den 
Meridian  zu  bringen.  Die  erforderliche  Zeit  ist  etwas  weniger  als  vier 
Minuten,  und  um  soviel  ist  der  Sonnentag  länger  als  der  Sterntag. 
Allerdings  ist  dieser  Unterschied  nicht  ganz  unveränderlich  und  zwar 
aus  zwei  Gründen :  1.  Die  Erde  bewegt  sich  in  einer  Ellipse  um  die  Sonne 
und  zwar  am  schnellsten,  wenn  sie  in  der  Mitte  des  Winters  der  Sonne 
am  nächsten  ist,  und  am  langsamsten  im  Hochsommer,  wenn  sie  am 
weitesten  von  ihr  entfernt  ist;  2.  die  Rotationsaxe  der  Erde,  wenn- 
gleich sich  selbst  immer  nahezu  parallel,  steht  nicht  senkrecht  auf  ihrer 
Bahnebene.  Auf  welche  Weise  diese  Ursachen  Veränderungen  in  der 
Länge  des  Sonnentages  hervorrufen,  wird  in  den  Lehrbüchern  über 
astronomische  Dynamik  eingehend  erörtert. 

Wie  dem  auch  sei,  der  sogenannte  mittlere  Sonnentag  wird  für 
bürgerliche  Zwecke  benutzt,  während  die  Sternzeit  in  Observatorien 
gebräuchlich  ist  wegen  ihrer  offenbaren  Vorteile  für  die  Beobachtung 
der  Sterne.  Der  mittlere  Sonnentag  ist  die  angemessene  Durchschnitts- 
länge  der  tatsächlichen  Sonnentage  aus  einem  genügend  großen  Zeit- 
abschnitte, und  da  die  Örter  der  Sterne  oder  der  Sonne  für  jeden 
beliebigen  Augenblick  dieser  Zeit  berechnet  worden  sind,  kaon  die 
mittlere  Sonnenzeit  jedes  Momentes  durch  Beobachtung  der  Himmels- 
körper gefunden  werden.  So  kann  eine  exakt  gehende  Uhr  an  einer 
Sternwarte,  nachdem  ihr  Fehler  durch  tägliche  Beobachtung  festgestellt 
ist,  so  reguliert  werden,  daß  sie  so  genau  wie  möglich  mittlere  Sonnen- 
zeit angibt. 

12.  Ortszeit,  Zonenzeit,  Weltzeit.  Zeitsignale.  Nachdem  auf 
diese  Weise  das  Maß  der  Zeit  festgelegt  ist,  kommt  es  noch  auf  die 
Wahl  und  Festlegung  absoluter  Zeitmomente  an,  von  denen  aus  der 
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Tag  gerechnet  wird.  Dieser  Zeitpunkt  ist  im  bürgerlichen  Leben  die 
Mitternacht,  in  der  Astronomie  dagegen  der  darauf  folgende  Mittag, 
d.  h.  der  astronomische  Tag  beginnt  12  Stunden  später. 

Hiervon  abgesehen  besteht  nun  infolge  der  Axendrehung  der 
Erde  eine  große  Schwierigkeit  darin,  daß  für  jeden  Meridian  auf  der 
Erde  jene  Zeitpunkte  nicht  gleichzeitig,  sondern  zu  yerschiedenen  Zeiten, 
und  zwar  für  ]e  15  Grad  ostwärts  1  Stunde,  für  jeden  Grad  also  vier 
Minuten  früher  eintreten.  Diese  für  jeden  Ort  spezifische  Zeit  heißt 
Ortszeit;  es  ist  das  die  einzig  natürliche  Art  der  Zeitrechnung.  Da  sie 
indes  im  Zeitalter  des  Verkehrs  gewisse  Übelstände  hat,  und  da  man 
nicht  gut  allen  Erdorten  eine  gemeinsame  Welt  zeit,  als  welche  in  der 
Astronomie  die  der  Sternwarte  vonGreenwich  gilt,  auferlegen  kann,  hat 
man  einen  Mittelweg  eingeschlagen,  indem  man  die  Erdoberfläche  in 
Blätter  von  je  15^  Breite  teilte  und  jeder  dieser  Zonen  eine  einheitliche 
Zeit,  die  Zonenzeit,  gab.  Für  die  Zone,  durch  deren  Mitte  derGreen- 
wicher  Meridian  geht  —  „die  westeuropäische  Zone *^  — ,  stimmt  die  Zeit 
mit  der  Welt  zeit  überein,  dagegen  ist  die  in  Mitteleuropa  gültige  „mittel- 
europäische Zeit*'  um  genau  eine  Stunde  voraus  u.  s.  w. 

Der  Moment  des  mftteleuropäischen  (resp.  des  Greenwicher)  Mit- 
tags wird  in  deutschen  und  anderen  Häfen  durch  von  hohen  Masten 
herabfallende  „Zeitbälle''  oder  durch  Kanonenschüsse  signalisiert, 
deren  Auslösung  auf  elektrischem  Wege  von  einer  Sternwarte  aus,  event. 
durch  Vermittelung  der  Telegraphie,  erfolgt.  In  größeren  Städten  gibt 
es  überdies  vielfach  Systeme  elektrisch  verbundener  und  regulierter 
Uhren. 

13.  Zahlenmäfiige  Beziehungen  zwischen  Sonnenzeit  und 
Sternzeit.  Der  mittlere  Sonnentag  ist  1,00273791  Stemtage.  Eine 
Sternzeitsekunde  wird  definiert  als  der  Zeitraum,  in  dem  die  Erde 
^  H«  400  einer  ganzen  Umdrehung  zurücklegt,  d.  h.  den  Winkel  360^/86  400 
oder  1/240  von  1^  eine  Stemminute  als  der  Zeitraum,  in  dem  sich  die 
Erde  um  ^,\^  und  eine  Sternstunde  als  der  Zeitraum,  in  dem  sie  sich 
um  150  dreht. 

Also  dauert  der  mittlere  Sonnentag  24  Stunden  3  Minuten  56,556 
Sekunden  Stemzeit. 

Ebenso  wird  der  mittlere  Sonnentag  in  86400  mittlere  Sonnen- 
sekunden eingeteilt,  so  daß  eine  mittlere  Sonnensekunde  die  Zeit  ist, 
die  die  Erde  braucht,  um  sich  um  ihre  Axe  um  V8e4oo  ^^^  Winkels, 
den  sie  in  einem  mittleren  Sonnentage  zurücklegt,  zu  drehen,  und  so 
fort  für  die  anderen  Zeitabschnitte,  die  Minute  und  die  Stunde.  Ein 
Sterntag  währt  23  Stunden  56  Minuten  4,090  Sekunden  mittlerer 
Sonnenzeit 

14.  Problem  der  Terlangsamung  der  Erdrotation.  Aus  dem 
bisher  Gesagten  ist  zu  entnehmen,  daß  die  gleiche  Länge  von  Zeit- 
abschnitten nichts  endgültiges  oder  absolutes,  sondern  Sache  der  Defi- 
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nition  ist.  Als  gleiche  Zeitabschoitte  werden  hier  solche  definiert,  in 
denen  die  Erde  gleiche  Winkel  nm  ihre  Axe  zurücklegt.  Wie  schon 
bemerkt,  wird  später  eine  dynamische  Methode  zur  Bestimmung  gleicher 
Zeitabschnitte  beschrieben  werden,  und  es  werden  einige  weitere  An- 
gaben über  die  mögliche  Verschiedenheit  so  definierter  Zeiträume  und 
der  durch  die  Erdrotation  für  sie  gefundenen  MaiSe  gemacht  werden. 
Infolge  der  Flutreibung  sowie  durch  die  fortwährenden  Meteorfälle 
(welche  die  Masse  der  Erde  yergrößern)  muß  die  Drehung  der  Erde 
ganz  allmählich  langsamer  werden ;  und  diesem  Einfluß  wird  nur  höchst 
unbedeutend  entgegengewirkt  durch  die  infolge  der  Abkühlung  ein- 
tretende Verringerung  des  Erdyolumens,  ein  Einfluß,  der,  wie  wir  sehen 
werden,  die  Botationsgesch windigkeit  erhöht. 

Es  ist  einleuchtend,  daß  jede  Verlangsamung  der  Erdrotation  durch 
ein  Vordringen  der  Himmelskörper  über  ihre  berechneten  Örter  hinaus 
sichtbar  werden  würde.  Dies  ist  in  der  Tat  beim  Monde  beobachtet 
worden,  der  gegen  seinen  berechneten  Ort  Torzugehen  scheint  um  einen 
Betrag,  der  wie  das  Quadrat  der  Zeit  wächst.  Man  hat  guten  Grund, 
einen  Teil  hierron  der  allmählichen  Abnahme  der  Exzentrizität  der 
Erdbahn  zuzuschreiben;  aber  es  bleibt  ein  Rfest  übrig,  der,  der  Flut- 
reibung angerechnet,  ergeben  würde,  daß  die  Erde  hinter  einer  exakt 
gehenden,  ursprünglich  nach  der  Erdrotation  regulierten  Uhr  um  un- 
gefähr 22  Sekunden  in  100  Jahren  zurückbleibt  (s.  unten,  Kapitel  14 
über  die  Gezeiten).  In  1000  Jahren  würde  dies  schon  eine  Difierenz 
von  36  Minuten  hervorrufen. 
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Kinematik  oder  Qeometrie  der  Bewegung. 


15.  Diejenigen  physikalischen  Erscheinungen,  welche  zuerst  unsere 
Aufmerksamkeit  erregen,  sind  die  durch  die  Bewegungen  der  Körper 
dargebotenen.  Aber  diese  Bewegungen  sind  nur  relativ,  d.  h.  es  sind 
nur  Lageändernngen  mancher  Körper  bezogen  auf  andere,  die  wir  als 
fest  im  Räume  ansehen.  Absolute  oder  nicht  relative  Bewegung  scheint 
ein  unmöglicher  Gedanke  zu  sein  ^). 

16.  Lage  eines  Punktes.  Strecken.  Es  ist  daher  notwendig 
zunächst  anzunehmen,  daß  die  Lage  eines  Punktes  sich  ausdrücken 
läßt  in  Beziehung  auf  ein  als  bekannt  und  fest  im  Räume  voraus- 
gesetztes geometrisches  System.  So  könnten  wir,  wenn  wir  eine  Ebene, 
in  dieser  Ebene  eine  Linie ' 
und  in  dieser  Linie  einen 
Punkt,  alles  gegeben, 
haben,  die  Lage  eines 
außerhalb  der  Ebene 
gelegenen  Punktes  P  fol- 
gendermaßen definieren: 
Die  bei  0  beginnende 
und  bei  P  endende  Linie  2 
möge  die  Strecke  OP 
heißen.  Diese  Strecke 
ist  äquivalent  oder 
gleichwertig  mit  drei^ 

anderen  Strecken,  die  wir,  auf  die  gegebene  Ebene  und  Linie  Bezug 
nehmend,  in  der  folgenden  Weise  konstruieren.  Zuerst  wird  eine 
Strecke  OJH,  Fig.  3,  der  Linie  OX  entlang  gezogen,  dann  eine  Strecke 
MN  in  der  gegebenen  Ebene  und  senkrecht  zu  0  X  und  endlich  eine 


^)  Über  die  Frage  der  absoluten  Bewegung  liegt  eine  reiche  Literatur 
vor;  es  würde  aber  zu  weit  führen,  hier  darauf  einzugehen,  zumal  die  be- 
treffenden erkenntnistheoretisch  höchst  interessanten  Untersuchungen  ein  für 
die  Physik  als  solche  greifbares  Ergebnis  bisher  nicht  gehabt  haben. 


14 


Zweites  Kapitel. 


Strecke  NP  senkrecht  auf  der  Ebene.  Diese  Strecken  sind  Tölli^  be- 
stimmt nach  Größe  und  Richtung,  können  aber  in  beliebiger  Reihenfolge 
genommen  werden.  Man  kann  z.B.  zuerst  die  Strecke  ON'  in  gleicher 
Länge  und  parallel  mit  MN  nehmen,  dann  N'N  gleich  und  parallel 
mit  OM  und  schließlich  NP  wie  Torher. 


(1) 


17.    Addition  und  Gleichwertigkeit  yon  Strecken.      Es  ist 

klar ,  daß  die  Strecke  0  P  in  eine  beliebige  Anzahl  einander  folgender 
Strecken  OÄ,  AB  .  ,  -  NP  (Fig.  4)  in  beliebiger  Reihenfolge  und  nur 
der  einzigen  Bedingung  unterworfen,  daß  ihre  Reihe  bei  0  beginne 
und  bei  P  endige,  aufgelöst  werden  kann.  So  können  wir  schreiben, 
indem  wir  das  Gleichheitszeichen  benutzen,  um  Gleichwertigkeit  an- 
zudeuten, 

0P=  OÄ  +  AB  +  BC  ~{ h  NP 

oder 

OA  +  AB  +  BC  + [-  NP  +  PO  =^  0 

oder 

OP  +  PN  -\ +  CB  +  BA  +  A0  =  0 

da  Jede  der  beiden  letzten  Anordnungen  der  Strecken  «ine  geschlossene 
Kette  bildet,  die  bei  0  beginnt  und  wieder  dahin  zurückkehrt. 

Daraus  ersehen  wir,  daß  jede  Strecke  OP  als  äquivalent  mit  der 
Strecke  — PO  gelten  muß: 

OP  +  PO  =  0 (2) 

Eine  Strecke,  die  einer  Reihe  anderer  gleichwertig  ist,  nennt  man 

häufig  auch  ihre  geometrische  Summe. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  hier  alle  Strecken  als  äquivalent 

gelten,  die  sich  in  zweierlei,  in  Größe  und  Richtung,  gleichen,  ohne 


Fig.  4. 


Rücksicht  auf  die  Lage  der  Punkte,  die  Anfang  und  Ende  der  Strecke 
bezeichnen.  Später  werden  indessen  Strecken  vorkommen,  die  ^lokali- 
siert" sind,  d.  h.  nur  in  bestimmten  Bahnen  wirksam  sind. 

Betrachten  wir  nun  die  einzelne  Strecke,  die  mit  zwei  Strecken 
pn^  qß  äquivalent*  oder,  wie  wir  es  nennen  wollen,  ihre  Resultante 
ist,  wo  |7,  q  beliebige  reelle  Zahlen  und  a,  ß  Strecken  von  gegebener 
Länge  in  bestimmten  Richtungen  sind.     Wenn  AB  (Fig.  6)  pa  vor- 
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stellt  (a  eine  Strecke  in  der  Richtung  Ji^),  und  BC  auf  dieselbe  Weise 
qß  Torstellt,  so  haben  wir 

^C  =  jpa  +  qß. 
Wenn  wir  alsdann  auch 

AC  =  p'u  +  q'ß 
haben,  so  erhalten  wir 

(p—p')cc  +  (q  —  q')ß  =  0 (3) 

Nun  leuchtet  es  ein ,  daß  nicht  eine  Strecke  in  der  Richtung  B  G 
eine  Strecke  in  der  Richtung  AB  aufheben  kann.  Folglich  ergibt  (3) 
die  beiden  Gleichungen 

p  =  p\    q  =  q' (4) 

Wiederum,  wenn  pa,  qß^ry  (Fig.  6)  drei  aufeinander  folgende 
Strecken  ^^,  BC^  CD  sind  und  die  vier  Punkte  u4 5  CD  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  ergibt  die  Äquivalenz 

pa  +  qß  -\-  ry  =  p*a  -f  q'ß  +  r'y 

drei  Gleichungen,  die  diese  Faktoren  miteinander  verknüpfen,  nämlich: 

p=p\    q  =  q\    r  =  r' (5) 

Denn  die  beiden  Strecken  pot^  qß  geben  eine  Resultante  ÄC,  und 
diese  macht  in  Verbindung  mit  ry  die  Strecke  ÄD  aus,  und  keine 
andere  Einzelstrecke  in  der  Ebene  ABC  außer  ^  0  in  Verbindung  mit 


-pa 


einer  Strecke  l&ngs  CD  (welche  nicht  in  dieser  Ebene  liegt)  würde  die 
Resultante  AD  ergeben. 

Die  Zahlenfaktoren  pqr^  die  positiv  oder  negativ ,  ganze  Zahlen 
oder  Brüche  sein  können,  werden  häufig  skalare  Größen  oder,  einfach, 
Skalare  genannt. 

Das  soeben  bewiesene  Theorem  ist  von  großer  Wichtigkeit  in  der 
Algebra  der  Verrückungen.  Sein  erster  einfacher,  in  Gleichung  (8) 
festgestellter  Fall  ist  in  Fig.  7  dargestellt  und  ist  ausgesprochen  in 
dem  Theorem,  daß  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Parallelogramms 
einander  gleich  sind. 

18.  Beispiele  aus  der  Geometrie  der  Strecken.  Die  bereits 
erhaltenen  Resultate  bieten  bequeme  Beweise  geometrischer  Theoreme 
dar;  wir  werden  uns  aber  hier  hauptsächlich  auf  solche  beschränken, 
die  in  der  Dynamik  direkt  anwendbar  sind. 
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Ziehen  wir  die  Diagonale  BD  des  ParaUelogramms  in  Fig.  7  und 
lassen  wir  die  beiden  Diagonalen  sieb  in  E  sehneiden,  dann  haben 
wir  für  AJ^  als  einen  Teil  von  ACi 

AE  =  m{pa  +  qß\ 

wo    m    ein    zu    bestimmender    Faktor    ist.        [Natürlich    auch    EC 
=  (1  —  m)  {pa  -\-  qß).'\     Aber  auch 

ÄE  =  AB  +  DE  =  qß  +  m'  (pa  —  qß), 

wo  m^  ein  anderer  Faktor  ist.     Daher  erhalten  wir 

m(pa  +  qp)  =  qß  +  m' (pa  —  qß) 

und  hieraus  durch  Trennung  der  Glieder: 

m  —  w'  =  0,     m  -|-  ♦w'  =  1, 
d.  h. 

m  =  *»'  =  \. 
Dies  beweist,  daß 

AE  =  \{AB  +  BC),  DE  =  \{I)C  +  CB) 

Fig.  8.  ist  oder  daß  die  Diagonalen  des 

Parallelogramms    einander    hal- 
N.  bieren. 

__Vq  Ferner  ziehen  wir  Strecken 

^y^       aßy  von  einem  Ausgangspunkte 

0  nach  den  drei  Punkten  ABC 

^^v/^.^-"^^^  (Fig.  8),  die  nicht  notwendig  in 

D  derselben   Ebene    mit   0   liegen. 

D  qei  der  halbwegs  zwischen  B  und  C  gelegene  Punkt,  dann  ist 

()D=OC  +  CD  =  y  +  \(ß-Y)  =  \(ß  +  Y)    .     .     (6) 

D  heißt  der  Mittelpunkt  von  B  C. 

Wenn  nun  G  ein  Punkt  von  AD  ist,  so  erhalten  wir 

0G=  0D  +  DG  =  \(ß  +  y)  +  Ha  -  ^(ß  +  y)], 

wo  k  ein  skalarer  Faktor  ist.     Wenn  G  so  gewählt  wird,  daß  D  G/GA 
=  l  wird,  so  haben  wir  Ä  =  |  und 

0G  =  w»  +  ß  +  r) (7) 

G  wird  der  Mittelpunkt  von  ABC  genannt. 

19,  Mittelpunkt  eines  Systems  von  Punkten,  Betrachten  wir 
nun  eine  beliebige  Anzahl  n  von  Punkten  Au  A^  ..,  An,  nicht  not- 
wendig, in  einer  Ebene  gelegen,  deren  Strecken  von  0  aus  cCu  aj, 
oCs  ...  an  betragen.  Es  kann  ein  Punkt  G  gefunden  werden,  dessen 
Strecke  von  0  durch  die  Äquivalenz 

Off  =   !(«!+    «2    +    ...«„) (8) 

w 
ausgedrückt  wird,     ff  heißt  der  Mittelpunkt  des  Systems  J.i,  ^3...,  ^4»,. 
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Der  80  gefuDdene  Punkt  G  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Punktes  O,  des  Anfangspunktes,  yon  dem  aus  die  Strecken  ^„ 
A2  ...,  An  gemessen  werden.  Denn,  wählen  wir  irgend  einen  anderen 
Punkt  0'  als  Anfangspunkt  und  nennen  wir  die  Strecke  yon  ihm  bis 
zu  O  hin  Q,  so  haben  wir  0' Äi  =  u\  (=  «^  -|-  p),  O'Ä^  =  a'2 
(=  «2  +  p)i  •  •  •  Nennen  wir  den  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  ge- 
fundenen Mittelpunkt  G',     Die  Strecke  von  0'  zu  G'  ist 

O'G'  =  1  «  +  «a'  -r  •••+«'«)  =  -i-(a,  +  «2  +  •••  -f  «-)  +  9. 

welches  augenscheinlich  die  Strecke  von  0'  zu  6r  ist;  G  und  G*  fallen 
also  zusammen. 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  h  von  den  Punkten  J.],  ^2--*  ^^^^  ^^ 
A  zusammenfallende  Gruppe,  k  andere,  eine  in  B  zusammenfallende 
Gruppe  bilden  u.  s.  f,,  wenn  femer  a,  j8,  y  .  .  .  die  Strecken  von  0  zu 
den  betreffenden  Gruppen  sind,  so  haben  wir  nach  Gl.  (8)  offenbar 

{h  +  k  +  '")  ()G  =  n.OG  =  ha  +  kß  +'"   ,    .    .     (9) 

Die  Strecke  n.  OG  ist  die  Resultante  der  Strecken  a^ ,  «9 . . . ,  ^n« 
d.  h.  sie  ist  die  der  ganzen  Reihenfolge  von  Strecken,  jede  in  ihrer 
eigenen  Richtung  genommen,  und  jede  mit  ihrem  Anfangspunkt  in  den 
Endpunkt  der  vorigen  fallend,  äquivalente  Einzelstrecke.  Die  Strecke 
n.OG  ist  auch  die  Resultante  der  Strecken  ha  -\-  k ß  -{-  - " 

Wir  können  die  Zahlen  A,  A;...  vorläufig  die  Multiplizitäten  der 
Strecken  nach  den  Punkten  A^  B  ..,,  oder  auch  kurz  die  Multiplizi- 
täten der  Punkte  ^1,  B  ,..  nennen. 

20.    Ersatz  von  Punktgruppen  durch  einzelne  Punkte.     Es 

ist  erwähnenswert,  daß  wir,  wenn  wir  z.  B.  m  Punkte  von  beliebig  ge- 
gebenen Multiplizitäten  haben,  diese  in  beliebiger  Weise  in  Gruppen 
zerlegen,  den  Mittelpunkt  jeder  Gruppe  finden,  dann  uns  Jede  Gruppe 
durch  ihren  Mittelpunkt,  dem  wir  eine  der  Summe  der  Multiplizitäten 
seiner  Gruppe  gleiche  Multiplizität  zuschreiben,  ersetzt  denken  und  den 
Mittelpunkt  des  schließlichen  Systems  finden  können,  der  zugleich  der 
des  anfänglichen  Systems  sein  wird.  Denn  wenn  wir  ^,  Aj  •  *  •  f^i^  ^^ 
Multiplizitäten  von  Punkten  einer  Gruppe,  deren  Strecken  vom  Anfangs- 
punkte o,,  »2...  betragen,  A;^,  k^»..  für  die  Multiplizitäten  einer  anderen 
Gruppe,  deren  Strecken  j3|,  ß^  .*.  betragen  u.  s.  w.,  setzen,  so  ersehen 
wir  ans  Gl.  (9),  daß  der  Mittelpunkt  des  Systems  durch 

(Äi  +  Äa  H h  ^1  +  Ä,  H h  •••)  OG 

=  Äi«!  +  h^oh  H h  ^ßi  +  hß2  H 1 

gegeben  ist,  oder,  wie  man  auch  schreiben  kann,  durch: 

Or»y,  Ph}iik.    L  2 
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=  (Ai  +  Äe  +  .-) 


=  (Ä^  +  Ä, +  ...)*■««  +  *'«»  + 


Ä.  +  Ä»+"  •     •     (10) 

"&;  +  i-, +  ••• 

Die  rechte  Seite  ist  die  Summe  der  durch  Multiplikation  der  Strecke 
von  jedem  Gruppenmittelpunkte  mit  der  Summe  der  Multiplizit&ten 
der  Punkte  der  Gruppe  erhaltenen  Produkte.  Also  ist  das  oben  auf- 
gestellte Theorem  bewiesen. 

Dieses  Theorem  wird,  wie  wir  später  sehen  werden,  fortwährend 
angewandt  bei  dem  gewöhnlichen  Prozeß  der  Auffindung  des  Trägheits- 
mittelpunktes  oder  Massenmittelpunktes  eines  Systems  von  —  gleichviel 
ob  diskreten  oder  einen  stetigen  Körper  bildenden  —  Teilchen. 

Als  Beispiel  können  wir  mit  Hilfe  von  61.  (9)  die  Konstruktion  der 
Resultante  der  Strecken  0 J.,  OB  ermitteln,  wo  Ä,  B  die  Multiplizitäten 
h  bezw.  k  haben.     OG  (wo  G  auf  ÄjB  liegt)  sei  die  Richtung  der 


Resultante. 

G  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  der  Mitt 

elpnnkt  TOii 

Folglich : 

^'^ =-«+:-?! =4-*  <" - 

u) 

und 

' 

««=,--+-f=,-A_<,- 

■«); 

oder 

AG        k 

GB  ~  h 

(11) 

Also  teilt  G  demnach  AjB  in  zwei  Teile  AG,GB,  die  sich  um- 
gekehrt wie  die  Multiplizitäten  der  Anfangs-  und  Endpunkte  verhalten. 
Die  Resultante  der  Strecken  OÄ^OB  wird  durch  (h -\- k)  0  G  dar- 
gestellt. 

21.  Eigenschaften  des  Mittelpunktes.  Kehren  wir  zu  dem 
Falle  eines  Systems  von  Teilchen  in  den  Punkten  Ä,  B  und  von  den 
Multiplizitäten  h,k  ...  zurück,  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  des  Systems 
als  Anfangspunkt  und  ziehen  wir  eine  beliebige  gerade  Linie  durch 
diesen  Punkt  Die  Strecke  von  G  nach  A  kann  aus  zwei  Strecken 
zusammengesetzt  werden,  einer  Strecke  Qi  von  G  aus,  längs  jener 
geraden  Linie  verlaufend,  und  einer  zweiten  Strecke  a\  senkrecht  zu 
dieser  geraden  Linie,  vom  Endpunkte  von  Q^  nach  A.  Also  a  =  Q^ 
-j-  a'.  Ebenso  kann  die  Strecke  GB  aus  Q2  und  ß'  zusammengesetzt 
werden,  erstere  der  geraden  Linie  durch  G  entlang,  letztere  senkrecht 
zu  ihr.     Also  erhalten  wir  nach  Gl.  (9): 

Ä(Pi+a')  +  «=(e2  +  /3')  +  --  =  0, 
oder 
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Es  ist  klar,  daß  hQi  -|-  kg^  -\-  •••'einer  Strecke  entlang  der  ge- 
gebenen Geraden  entspricht,  während  ha*,  X; /3' •••  Strecken  in  der  Rich- 
tung von  a'  bezw.  /)'  sind.  Natürlich  ist  die  Bedeutung  der  eben 
gefundenen  Gleichung,  daß  diese  Strecken,  der  Reihe  nach,  in  ihren 
eigenen  Richtungen  genommen,  ein  geschlossenes  Polygon  ergeben. 
Aber  die  so  genommenen  Strecken  ha,  kß*  ...  werden  in  einer  zu  der 
geraden  Linie  senkrechten  Ebene  liegen,  und  folglich  müssen  wir  haben: 

hQi  +  JcQ%  +  '"  =  0. 

Wenn  wir  also  jeden  der  Punkte  ÄiB  ...  an  den  Fuß  des  Lotes 
Terlegen,  das  wir  von  der  tatsächlichen  Lage  des  Punktes  auf  eine  be- 
liebige gerade  Linie  durch  den  Mittelpunkt  des  Systems  fällen,  so  wird 
dadurch  der  Mittelpunkt  nicht  verändert. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Anzahl  n  von  Strecken  ^i^i, 
A2Bi  . . . ,  die  Ton  einer  Gruppe  von  Anfangspunkten  Äi,  ^^  . . . ,  An 
nach  einer  Gruppe  von  Endpunkten  Bi,  B^  . . .,  Bn  gezogen  sind.  Die 
Strecken  OB-^,  OB^  .,»,  OBn  nach  den  Punkten  Bi,  B^  ...,  Bn \yon 
einem  beliebigen  Anfangspunkt  0  haben  eine  Resultante  n.OGß^  wo 
Gb  der  Mittelpunkt  von  B^,  B^  . . .,  B^  ist.     Nun  ist  aber 

n,OaB  =  OBi  +  OB2  +  •••  +  OBn 
=  OÄ,  +  ÄjP,  +  OA^  +  A,Bj  +  ...  +  OAn  4-  AnBn^ 
Wenn  0  der  Mittelpunkt  von  A^  A^  . . .,  An  ist,  haben  wir  ferner 
identisch  OA  +  OÄ,  +  ...+  OÄ,  =  0, 

folglich  ergibt  sich: 

n,OGB  =  A^B,  +  A^B^  +  •••  +  AnBn^ 

Die  Resultante  der  n  gegebenen  Strecken  ist  also  das  n  fache  der 
die  Mittelpunkte  der  Gruppen  der  Anfangs-  und  Endpunkte  verbindenden 
Strecke. 

Jede  Strecke  OA  kann  in  eine  beliebige  Anzahl  von  Strecken  zer- 
legt werden,  deren  Resultante  sie  ist.  Denn  sie  werden,  der  Reihe 
nach  genommen,  ein  ungeschlossenes,  nicht  notwendig  ebenes  Polygon 
bilden,  dessen  Anfangspunkt  0  und  dessen  Endpunkt  A  ist. 

22.  Berechnung  von  Länge  und  Richtung  der  resultierenden 
Strecke.  Es  ist  häufig  notwendig,  die  zahlenmäßige  Länge  der  Resul- 
tierenden zweier  Strecken  zu  berechnen,  wenn  ihre  Längen  und  der 
Winkel  zwischen  ihnen  gegeben  ist.  Nehmen  wir  also  die  Anordnung 
von  Fig.  5;  die  Längen  AB,  BC  seien  Si,  s^]  als  Winkel  zwischen  diesen 
Strecken  nehmen  wir  den  Winkel  zwischen  BC  und  der  Verlängerung 
von  AB  und  bezeichnen  ihn  mit  0.  Wenn  dann  s  die  Länge  der  Re- 
sultante ^  C  ist ,  so  haben  wir  nach  einem  elementaren  Theorem  der 
Trigonometrie 

«2  =  sf  +  s^  +  2siS2  cosO (12) 

woraus  sich  s  ergibt 
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Der  Winkel  BÄCt  den  8  mit  AB  bildet,  muß  auch  die  Beziehung 

....     (13) 


COS  BÄC  =  -^— ' — 

8 

erfftllen;  ebenso  haben  wir 

Si  -\-  Si  cos  ff 


cos  BGA  = 


Wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Strecken  gegeben  und  Länge  und 
Richtung  ihrer  Resultante  zu  ermitteln  ist,  können  wir  dieses  Theorem 
benutzen,  um  zuerst  Länge  und  Richtung  der  Resultante  von  zwei  der 
gegebenen  Strecken  zu  finden,  die  wir  uns  dann  durch  ihre  Resultante 
ersetzt  denken  können.  Dann  kann  die  Resultante  von  dieser  und 
einer  dritten  Strecke  in  derselben  Weise  berechnet  werden,  und  so 
weiter,  bis  das  ganze  gegebene  System  erschöpft  ist. 

23.  Rechtwinkelige  Auflösung  von  Strecken.  Auffindung 
des  Mittelpunktes  durch  rechtwinkelige  Strecken.  Als  besonderen 
Fall  solcher  Auflösung  können  wir  OA  in  zwei  zueinander  rechtwinkelige 
Strecken  oder  in  drei  Strecken,  die  je  aufeinander  senkrecht  stehen, 
auflösen.  Die  letztere  Art  der  Auflösung  wird  sehr  oft  bei  der  Behand- 
lung eines  Systems  von  Strecken  gute  Dienste  leisten,  und  wir  werden 
für  jede  Strecke  die  gleichen  Auflösungsrichtungen*  wählen .  So  denken 


JLO 


wir  uns  in  Fig.  9  die  drei  Strecken  OM,  MN,  NA  in  den 
OX,  OF,  OZ,  und  ihre  Summe  ist  OA  äquivalent.  Wir 
heitsstrecken  entlang  OX,  OT,  OZ  mit  i,  j,  k  bezeichnen 
OM,  MNy  NA  enthaltene  Zahl  solcher  Einheiten  mit  a?,  y, 

OM  =  xi,  MN  =  yj,  NA  =  zk 

iBi,     Es  ist  also: 

OA  =  xi  -\-  yj  -|-  zk. 

OX,   OY^  OZ  heilSen  die  Koordinatenazen  und 
Ä-Axe,  2/-Axe,  z-Axe, 

Die  Projektion   einer   Strecke   OA  auf  eine   andere 
Strecke  OM,  die  zwischen  0  und  dem  Fuße  eines  von  A 
fällten  Lotes  A  M  eingeschlossen  ist ;  x^y^z  sind  die  Längen 
tionen  von  OA  auf  diese  Eoordinatenaxen. 


Richtungen 
wollen  Ein- 
und  die  in 
z,  so  daß 


zwar  bezw. 

OB  ist  die 
auf  OB  ge- 
der  Projek- 


Bechtwinkelige  Komponenten. 
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Wir  können  für  diese  Art  derAoflösung  ein  Beispiel  geben,  indem 
wir  sie  bei  der  Erörterung  über  den  Mittelpunkt  eines  Systems  Ton 
Teilchen  (§  19)  anwenden. 

W&hlen  wir  drei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  OX,  OY,  OZ, 
längs  deren  f,j,  X;  Einheitsstrecken  sind;  a?i ,  yi,  JSi^  x^,  y^^  z%  ...  seien 
solche  Größen,  daß 

OA  =  Xii  +  yxj  +  Zxh 
OB  =  x^i  +  y^j  +  z^k 

wird.     Die  Gleichung 

(Äi  +  Ä2  +    ")0G  =  n,Oa  =  hi'OA  +  h,.OB  +  .•• 

ergibt,  wenn  x,  y,  z  die  Längen  der  Strecken  längs  OX,  OY,  OZ  sind, 
die  zusammengenommen  06r  äquivalent  sind: 

nx  =  hiXi  +  Ä,a;,  +  h^t  +  '" 

ny  =  Kyi  +  Ä-2  2/2  +  ''33^3  +  •••!  •    •    •    •    (^^) 

nz  =  hyZi  +  hiZ^  +  /^ajerg  +  ••• 

Wenn  x  =  y  =  z  =  0  ist,  d.  h.  wenn  0  der  Mittelpunkt  des 
Systems  ist,  sind  die  Größen  auf  den  rechten  Seiten  von  Gl.  (14)  jede  0. 
Die  Gleichungen  (14)  werden  von  großem  Nutzen  sein  bei  der  Bestim- 
mung der  Massenmittelpunkte  von  Systemen  von  Teilchen. 

24.  Beziehung  zwischen  Länge  und  Richtung  einer  Strecke 
und  ihren  rechtwinkeligen  Komponenten.  Wenn  die  Zahl  der 
Einheiten  in  0^  gleich  li  ist,  so  ist  es  leicht  zu  beweisen,  daß 

i?  =  ^!  +  y?  +  ^^i    . ' (16) 

ist     Denn  betrachten  wir  Fig.  10  als  Darstellung  eines  rechtwinke- 
ligen Prismas,    dessen  bei    0    zusammentreffende   Kanten    längs    den 


Fig.  10. 


Axen  OX,  0  T,  OZ  liegen,  und 
das  solcher  Art  ist,  daß  OAi  =  Xi, 
OA2  =  ^1,  OA  =  Zi  und  OA 
=  li  ist;  T]  sei  die  Länge  der  Strecke 
AiA,  dann  haben  wir,  da  OA^A 
augenscheinlich  ein  rechter  Winkel 
ist,  If  =  x^  +  rf ;  und  da  r*  =  y^ 
-\-  z^  ist,  so  erhalten  wir  die  oben 
aufgestellte  Beziehung. 

Ferner  ist,  wenn  otißiYi  die 
Winkel  zwischen  der  Strecke  OA 
und  den  Ajcen  sind,  nach  Fig.  10  leicht  einzusehen,  daß 

^1  a  Vi  Zt 

COS  «1    =  y-,  COS  ßi   =  ^,  COS  yi   =  y^  .       • 

*1  M  '1 

ist. 
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Diese  Kounns  (gewöhnlich  die  Riehtungskosinos  der  Strecke 
genannt)  sind  yerbunden  durch  die  Benehang 

cos^o^  +  cos^ßi  4-  cos^yi  =  1 (17) 

wie  ans  61.  (15)  klar  ersichtlich  ist.    Ebenso  sind  die  Richtangskosinoa 

^1  /'s«  y%  ▼Oll  OB  gleich  Xi/l^^  y%ß%y  ^ißt^  wo  7s  die  Länge  von  0^  ist. 

Die  Snmme  der  Projektionen  einer  beliebigen  Zahl  von  Strecken, 

die  bei  0  beginnen  und  bei  B  enden,  an!  eine  Strecke  0^  ist,  wenn 

Fig.  12. 

Fig.  11.  +  4-  + 

M 


Olf  die  Projektion  von   OB 
auf   OA    ist,    ebenfalls   OM. 
Dies  erhellt  ans    Fig.  11,  in 
der  die  Strecken  Oa,  a&  ...  als  nicht  in  gleicher  Ebene  liegend  be- 
trachtet werden  müssen.     Wir  haben  aber 

OB  =  Xzi  +  ytj  +  je-jÄ, 
und  die  L&ngen  der  Projektionen  von  x^i,  y^j,  e%k  auf  OA  betragen 
«a^i/^i»  ytyih^  ^2^\ß\-     Wenn  also  U  den  Winkel  AOB  zwischen  den 
beiden  Strecken  OA,  OB  bezeichnet,  erhalten  wir  die  Gleichung 

C08  0  =  -^^  +  ^^  +  ^^ 
oder  hh  hh         hh 

cosO  =:  cosai  cosa^  +  cosßi  cosßi  +  cosyi  cosy^   .  .  .  (18) 
Unter  Umst&nden,  wenn  nämlich  die  Strecken  zum  Teil  jenseits 
MB  liegen,  müssen  die  Projektionen  mit  Rücksicht  auf  ihr  Richtungs- 
Torzeichen  addiert  werden  (Fig.  12). 

25«  Relative  Yerrüekung.  Wir  werden  jetzt  Yerrückungen  eines 
Systems  von  Teilchen  betrachten,  bezogen  auf  ein  Teilchen,  das  selbst 
eine  Yerrückung  erfahren  hat.  Das  System  bestehe  zunächst  ans  einen 
einzigen  Teilchen  B,  und  A  sei  dasjenige  Teilchen,  in  Bezug  auf  welches 
die  Yerrückung  bestimmt  werden  soll,  a,  ß  seien  die  Yerrückungen, 
denen  A  bezw.  B  unterworfen  worden  sind.  Wir  definieren  die  Ver- 
rückung von  B  bezogen  auf  A  als  die  gesamte  von  B  zurückgdegte 
Strecke,  wenn,  nachdem  die  Verrückungen  a,  ß  ausgeführt  worden  sind, 
beide  Teilchen  eine  Verrück ung  erfahren  haben,  die  der  von  A  gleidi 
und  entgegengesetzt  ist,  d.h.  eine  VerrQckung  — a;  also  ist  sie  /}  —  a. 
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Die  YerrückQDg  von  B  in  Rücksicht  au!  A  ist  die  Yerrückung,  in 
die  ß  dadurch  verwandelt  wird,  daß  Ä  und  B  Yerrücknngen ,  die  a 
gleich  und  entgegengesetzt  sind,  auferlegt  werden.  Durch  diesen  Pro- 
zeß wird  A  mit  Rücksicht  auf  das  geometrische  Bezugssystem  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurückgebracht,  w&hrend  die  Anordnung  der  Teilchen 
im  Räume  nicht  geändert  wird. 

26.  Relative  Yerrückung  der  Mittelpunkte  zweier  Gruppen. 
Betrachten  wir  jetzt  zwei  Gruppen  von  Punkten  Ai,  ^2  -  •  •*  -^mi  ^n 
B2  •  •  M  Bn^  alle  von  derselben  Multiplizität  —  sagen  wir  =1  —  und 
lassen  wir  sie  Yerrückungen  a|,  ocg...,  ocmt  ßu  ß%"-^  ßn  erfahren.  Die 
Verrückung  des  Mittelpunktes  Gta  der  ersten  Gruppe  ist  («i  +  ««  +  ••  • 
4-  o^)/iit,  die  von  Gb,  dem  Mittelpunkte  der  zweiten  Gruppe  ist 
(^1  ~h  /'2  +  •  •  •  +  ßn)/i^*     Die  Yerrückung  von  Gb  relativ  zu  Ga  ist 

(ßi  +  /*«  +  •••  +  ßn)/n  —  («1  +  «a  +  ...  +  «mV*«, 
und    die  von  Ga  relativ   zu  Gb  ist  dieselbe  Größe  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Yorzeichen.     Wenn  diese  Größe  verschwindet,  erfahren  die 
Mittelpunkte  der  Gruppen  keine  relative  Yerrückung. 

Wenn  die  Multiplizitäten  der  Punkte  der  Gruppen  ^| ,  ^s  • . . ,  ^mt 
hu  7^  •.•»  An  sind,  müssen  wir  in  den  soeben  erhaltenen  Formeln  statt 
«1,  «2  •••»  «m  jetzt  g^a^  g%(x>2  .-.,  Qm^mn  Btatt  ßu  ßi"-,  ßn,  jetzt  hißi, 

Äj/J,  ...,  h„ßn  und  statt  m,  n  jetzt  gi  +  92  +  '"  gm,  Ä|  +  ^.j  -\ 

4-  hn  setzen.     Damit  wird  die  Yerrückung  von  G^  relativ  zu  Ga 

1—rr^ — x"!.-  ('»'^1  +  ''«^»  +  •••  +  ^-^-^ 

ni  +  fii  +  '"  +  hn 

9\  +  9%  H h  9m 

27.  Rotation  eines  Systems   von  Teilchen  um   eine   Axe. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Yerrückung  eines  Systems  von  n  Teilchen 
durch  einfache  Drehung  um  eine  Axe.  Die  Yerrückung  ist  aus- 
gesprochen in  der  Behauptung,  daß  sich  die  von  den  Teilchen  des 
Systems  auf  die  Axe  gefällten  Lote  sämtlich  (während  sie  senkrecht 
zur  Axe  verbleiben)  um  ihren  Endpunkt  an  der  Axe  um  den  gleichen 
Winkel  0  drehen.  Es  ist  klar,  daß,  da  die  Teilchen  nicht  gegeneinander 
verrückt  werden  und  die  Lote  die  gleiche  Länge  wie  vorher  behalten, 
auch  das  vom  Mittelpunkte  des  Systems  auf  die  Axe  gefällte  Lot  die 
gleiche  Länge  behält  und  sich  um  den  gleichen  Winkel  dreht.  Auch 
wird  der  Mittelpunkt  des  Systems  dadurch,  daß  sich  das  Ganze  ohne 
relative  Yerrückung  der  Teilchen  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  in  der 
anfänglichen  Lage  des  Systems  gelegte  Axe  dreht,  nicht  verändert. 

28.  Multiplikation  von  Strecken  durch  komplexe  Zahlen. 
Wenn  eine  Strecke  Q  um  180°  gedreht  wird,  so  wird  sie  —  Q,  Somit 
können  wir  als  Multiplikation  mit  —  1  diejenige  Operation  bezeichnen, 
welche  die  Richtung  einer  Strecke  umkehrt.     Diese  Umkehrung  der 
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Richtung  kann  indessen  als  das  Ergebnis  zweier  aufeinander  folgender 
Drehungen  der  Strecke  um  einen  rechten  Winkel  in  irgend  einer  be- 
stimmten Ebene  betrachtet  werden.  Ist  also  i^  =  —  1 ,  so  ist «  ein  Operator 
von  der  Eigenschaft,  daß  durch  die  Multiplikation  mit  ihm  eine  Strecke 
um  90®  in  jener  Ebene  gedreht  wird.  Der  Operator  kann  positiv  oder 
negativ  sein,  d.  h.  die  Strecke  kann  um  90^  in  der  positiven  oder  nega- 
tiven Richtung  gedreht  werden.  Die  Drehungsrichtung  ist  positiv, 
wenn  sie  sich  für  den  die  Linie  anblickenden  Beobachter  scheinbar 
entgegen  dem  Zeiger  einer  Uhr  bewegt,  deren  Zifferblatt  für  den 
Beobachter  in  der  Drehungsebene  liegt.  Wenn  i  der  Operator  ist,  der 
eine  Strecke  um  90^  in  dieser  Richtung  dreht,  so  ist  — i  der  Operator, 
der  eine  Strecke  um  90®  in  der  umgekehrten  Richtung  dreht.  Also 
ist  Multiplikation  mit  +  i  und  darauf  folgende  Multiplikation  mit  —  i, 
oder  umgekehrt  gleichwertig  mit  der  Multiplikation  mit  -f  1,  d.  h.  der 
Prozeß  l&ßt  die  Strecke  ungeändert.  Dagegen  verwandelt  die  zwei- 
malige Multiplikation  mit  -{-  i  (oder  mit  — t)  die  Strecke  in  die  ent- 
gegengesetzte. Die  viermalige  Multiplikation  mit  -j-  t  endlich  (oder 
mit  —  i)  oder  die  zweimalige  mit  —  1  führt  sie  zum  ursprünglichen 
Werte  zurück,  läßt  sie  also  ungeändert 

Wenn  a,  ß  zwei  beliebige  Strecken  sind,  so  ist  nach  dem  Gesagten 
a  -\-  i  ß   die  Resultante  der  Strecke  et   und  einer  um  einen   rechten 

Winkel  von  der  Richtung  von  fi 
aus  positiv  gedrehten  Strecke  ß. 
Die  Strecke  i  (a  +  iß)  oder 
ia  —  ß  ist  ebenso  lang  wie 
a  -|-  t/3,  aber  um  +  90®  von 
der  Richtung  dieser  Strecke  aus 
gedreht.  Dies  kann  leicht  durch 
eine  Zeichnung  (Fig.  13)  bewiesen 
werden :  «  «  ist  a  um  +90*  ge- 
.  dreht ,  und  die  Kombination  da- 

{^a     p)-\a-p  ^^^  ^.^  ß  .^  entgegengesetzten 

Sinne  muß  eine  auf  a  -{-  iß  senkrecht  stehende  Resultante  er- 
geben. 

Wenn  a,  h  die  Anzahl  von  Längeneinheiten  in  a,  ß  ist,  so  ist  die 
Anzahl  von  Längeneinheiten  in  jeder  der  Strecken  a  -|-  i  j8 ,  a  —  iß 
iu  —  ß,  iu  +  ß  die  gleiche,  nämlich  y«^  -f-  h^.  Die  positiven  Zahlen 
a,  h  können  die  Moduln  von  a,  ß  genannt  werden,  und  ya^  -|-  b^ 
(immer  positiv  genommen)  ist  der  Modul  von  jeder  der  vier  angeführten 
Resultanten. 

Durch  Multiplikation  einer  Strecke  mit  einer  positiven  Zahl  x 
multipliziert  man  einfach  den  Modul  der  Strecke  mit  x,  d.  h.  man  ver- 
ändert dadurch  die  Länge  der  Strecke  auf  das  a;  fache.  Durch  Multi- 
plikation mit  — X  ändert  man  die  Länge  der  Strecke  im  selben  Ver- 
hältnis und  kehrt  ihre  Richtung  um.     Daher  verändert  die  Multipli- 


Fig. 
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kation  mit  x  %  die  Strecke  im  Yerhftltnis  von  o;  zu  1  und  dreht  die 
Strecken  um  -|-  ^0^;  Multiplikation  mit  —  xi  bewirkt  dieselbe 
„ Streckung*',  wie  wir  es  nennen  können,  und  eine  Drehung  um  — 90o. 

Eine  Größe  x  -\-  y  i^  vfo  x^  y  irgend  welche  positive  oder  negative 
reelle  Zahlen  sind  und  i  der  soeben  definierte  Operator  V —  1  ist, 
wird  eine  komplexe  Zahl  genannt.  Die  positive  Zahl  j/x^ -f  y^{=r) 
ist  ihr  Modul,  und  die  Zahl  x'^  -\-  y^  wird  ihre  Norm  genannt.  Wenn 
U  so  gew&hlt  wird,  daß  cos  H  =  x/r,  sin  0  =  y/r  ist,  so  wird  es  das 
Argument  der  komplexen  Zahl  genannt. 

Wenn  eine  Strecke  a  mit  der  komplexen  Zahl  x-\-yi  multipliziert 
wird,  wo  X  und  y  positive  reelle  Zahlen  sind,  so  ist  das  Resultat  die 
Strecke  xa  +  yio^    Das  erste  Glied  ist  die  ursprüngliche  Strecke  u  im 
Verhältnis  von  a;  zu  1  gestreckt;  das  zweite  Glied  ist  u  im  Verhältnis 
von  y   zu   l    gestreckt    und    um    -f  90^  gedreht 
(Fig.  14).     Ist  die  komplexe  Zahl  x  —  yi,  so  ist 
das  Resultat  dasselbe  wie  vorher,  mit  dem  Unter- 
schiede, daß  der  Drehungswinkel  für  das  zweite 
Glied  jetzt  —90»  beträgt.       Ist   die    Zahl    —x 
-\-  yij    80  wird    das    erste  Glied  in  seiner  Rich- 
tung umgekehrt,  das  zweite  Glied  bleibt  yiu\  ist  ^ 
die  Zahl  —  x  —  yi,  so  ist  das  Ergebnis  —  (xa  " 
-{'  yid),  d.  h.  die  Umkehrung  des  ganzen  Aus- 
druckes^^ Die  Länge    der    neuen   Strecke    ist    in    jedem   Falle    das 
y^jä  -(_.  y2  fache  der  Länge  der  Strecke  a. 

Multiplikation  mit  zwei  komplexen  Zahlen  x  +  yi,  x'  '^-  y' i  nach- 
einander, wo  X,  x'y  y,  y'  reelle  Zahlen  sind,  ist  der  Multiplikation  mit 
der  komplexen  Größe  xx*  —  yy'  +  (^'y  +  ^y')^i  dem  Produkte  der 
komplexen  Zahlen,  äquivalent;  durch  Ausführung  der  Multiplikation 
sieht  man  dies  leicht  ein.  Der  Modul  dieser  komplexen  Zahl  ist 
\{xx'  —  yy'y  +  (xy'  +  x'y)^  oder  ^x^  +  y^  Vx'»  +  ^^  d.  h.  gleich 
dem  Produkte  der  Moduln  der  einzelnen  Zahlen.  Auf  dieselbe  Weise 
kann  das  Ergebnis  der  Multiplikation  mit  n  komplexen  Zahlen  nach- 
einander gefunden  werden.  Es  ist  dasselbe,  wie  das  der  Multiplikation 
mit  einer  einzigen  komplexen  Zahl,  die  das  Produkt  der  n  komplexen 
Faktoren  ist:  ihr  Modul  ist  das  Produkt  der  Moduln  der  Faktoren;  ihr 
Argument  ist  die  Summe  der  Argumente  der  Faktoren. 

29.  Stetige  Yerrückung.  Erzeugung  einer  Kurve  durch 
einen  sieh  längs  einer  rotierenden  Linie  bewegenden  Punkt. 
Geschwindigkeit.  Wir  kommen  ]etzt  zur  Betrachtung  der  mit  der 
Zeit  fortschreitenden  Yerrückung.  Die  metaphysische  Idee  der  Zeit 
geht  uns  hier  nichts  an:  wir  müssen  sie  für  bewiesen  ansehen.  Die 
Folge  der  Gedanken  und  des  Geschehens  gibt  eine  Yorstellung  vom 
Fließen  der  Zeit,  und  wir  werden  sie  hier  als  eine  Größe  betrachten, 
die  sich   in   aufeinander  folgende  meßbare  Abschnitte  von  beliebiger 
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äußerster  Kleinheit  teilen  l&ßt.  Die  praktische  Definition  gleicher  Zeit- 
abschnitte ist  oben  Kap.  1  betrachtet  worden  und  wird  weiterhin  in 
der  ausführlicheren  Besprechung  von  „Maßen  und  Instrumenten*"  ein- 
gehender behandelt  werden. 

Denken  wir  uns  eine  geometrische  Kurve  erzeugt  durch  die  Be- 
wegung eines  Punktes  längs  einer  geraden  Linie,  die  sich  um  den  Punkt 
dreht,  wie  in  Fig.  15.  Liegt  die  Kur?e  in  einer  Ebene,  ist  sie,  wie 
man  sagt,  eine  ebene  Kurve,  so  liegt  auch  die  gerade  Linie  immer 
in  einer  Ebene.  Die  gerade  Linie  heißt  in  jeder  ihrer  Lagen  die 
„Tangente*"  an  die  Kurve  in  dem  betreffenden  Punkte. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Bewegung  des  Punktes,  dann  die  der 
Linie.    Nehmen  wir  an,  daß  der  Punkt  in  einem  Zeiträume  t  der  Kurve 
y.      j^  entlang  eine  Weglänge  gleich  s  be- 

schreibt. Dann  nennen  wir  das 
Verhältnis  s/t  die  „mittlere  Ge- 
schwindigkeit*"  des  Punktes  wäh- 
rend der  Zeit  t  Ist  die  Bewegung 
eine  solche,  daß  bei  einer  Teilung  von  t  in  n  beliebig  große  gleiche  Teile 
die  von  dem  Punkte  zurückgelegte  Strecke  in  jedem  dieser  Teile  den- 
selben Wert  s/n  behält,  so  nennen  wir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
während  der  Zeit  t  eine  gleichförmige. 

Die  Geschwindigkeit  kann  aber  auch  veränderlich  sein.  Wenn 
sie  sich  ändert,  so  nehmen  wir  an,  daß  der  Betrag  der  Änderung,  die 
sich  in  einem  noch  so  kleinen  2^itteilchen  f/n  vollzieht,  immer  in  einem 
bestimmten  Verhältnis  zu  dem  Zeitteilchen  steht,  d.  h.  wir  nehmen  die 
Änderung  der  Geschwindigkeit  als  „stetig"  an. 

30.  Winkelgeschwindigkeit.  Die  Bewegung  der  Linie  in  einem 
beliebigen  Zeiträume  wird  durch  den  Winkel  gemessen,  um  den  sich 
die  Linie  in  dieser  Zeit  gedreht  hat.  Dieser  Winkel  wird  gemessen, 
indem  mau  von  einem  Punkte,  z.  B^  ^,  aus  zwei  den  Lagen  der  sich 
drehenden  Linie  am  Anfang  und  Ende  des  Zeitraumes  parallele  Linien 
zieht.  Wenn  dann  ein  Kreis  um  A  als  Mittelpunkt  beschrieben  wird, 
so  daß  er  die  beiden  Linien  schneidet,  so  ist  der  Winkel  das  Verhältnis 
der  Länge  des  zwischen  den  Linien  eingeschlossenen  Bogen s  zu  der 
Länge  des  Radius;  oder,  wenn  der  Radius  die  Länge  1  hat,  ist  der 
Winkel  einfach  die  Bogenlänge.  Der  Einheitswinkel  ist  demnach  der 
Winkel,  bei  welchem  der  Bogen  gleich  dem  Radius  ist  (im  Gradmaß 
570  17'  45"). 

Wenn  der  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Winkel  0  ist,  dann  heißt  0  t 
die  „mittlere  Winkelgeschwindigkeit"  der  Linie  während  der 
Zeit  t  Wenn  bei  der  Teilung  von  t  in  beliebig  viele,  n  Teile  von 
gleicher  Größe  der  zurückgelegte  Winkel  immer  in  derselben  Ebene 
und  vom  Betrage  O/fi  verbleibt,  so  nennt  man  die  Winkelgeschwindig- 
keit gleichförmig  während  der  Zeit  t. 
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Wie  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  so  kann  auch  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Linie  Teränderlich  sein.  Wenn  sie  sich  ändert,  so 
nehmen  wir  an,  daß  der  Betrag  der  Änderung  in  einem  noch  so  kleinen 
Zeitteilchen  ijn  in  bestimmtem  Verhältnis  zu  dem  Zeitteilchen  steht,  d.  h. 
wir  nehmen  die  Änderung  der  Winkelgeschwindigkeit  als  stetig  an. 

Endlich  kann  man  noch  eine  dritte  Art  von  Geschwindigkeit  fest- 
stellen, die  nicht  selten  Ton  Interesse  ist:  die  Flächengeschwindig- 
keit. Sie  wird  gemessen  durch  die  von  der  Linie,  die  sich  um  einen 
ihrer  Endpunkte  dreht,  in  der  Zeiteinheit  bestrichene  Fläche,  also  wenn 
die  der  Zeit  i  entsprechende  Fläche  F  ist,  durch  den  Bruch  Fji ;  auch 
sie  kann  natürlich  konstant  oder  veränderlich  sein. 

31.  Stetigkeit  der  Bewegung  der  Linie  und  des  Punktes. 

Die  in  den  aufeinanderfolgenden  kleinen  Zeitteilen  tjn  zurückgelegten 
Winkel  sind  im  allgemeinen  weder  gleich  noch  in  einer  Ebene.  Wir 
schliefen  hier  nicht  nur  plötzliche  Änderungen  im  Betrage  der  Winkel- 
geschwindigkeit aus,  sondern  auch  plötzliche  Änderungen  der  Drehungs- 
ebene, d.  h.  wetan  9'  —  9  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  ist,  in 
denen  die  Linie  sich  am  Anfang  und  am  Ende  des  Zeitteilchens  tjn 
dreht,  so  hat  (9'  —  q>)/{t/n)  immer  einen  endlichen  und  bestimmten  Wert. 

Die  Frage  der  veränderlichen  Geschwindigkeit  —  gleichviel  ob 
Linien-  oder  Winkelgeschwindigkeit  —  wird  späterhin,  nach  Anstellung 
einiger  weiterer  allgemeiner  Betrachtungen,  ausführlicher  besprochen 
werden. 

Wir  stellen  für  die  Bewegung  von  Linie  und  Punkt  die  Bedingung, 
daß  die  Linie  nicht  in  einem  Zeiträume,  während  dessen  die  Bewegung 
des  Punktes  betrachtet  wird,  eine  unendlich  große 
Zahl  von  endlichen  Richtungsänderungen  erfahre. 
Wenn  also  in  einem  noch  so  kurz  gewählten  Zeit- 
teile r  der  Punkt  einen  Weg  CD  (Fig.  16)  auf  der 
Kurve  ^i^  beschreibt,  so  schließen  wir  solche  Fälle 
alle  aus,  wie  den,  wo  das  Kurvendem ent  CD  bei  genügender  Vergröße- 
rung von  der  Form  CD'  befunden  werden  würde. 

32.  Spezielle  Fälle.  Peinige  spezielle  Fälle  der  oben  erwähnten 
Art,  Kurven  zu  erzeugen,  mögen  hier  kurz  angeführt  werden.     Wenn 

Fig.  17.  Fig.  18.  Fig.  19. 


^ 


der  Punkt  auf  der  Linie  bei  einem  Punkte  Ä  (Fig.  17)  zur  Ruhe 
kommt,  und  dann  in  entgegengesetzter  Richtung  wieder  Geschwindig- 
keit annimmt,  während  die  Linie  sich  in  derselben  Richtung  wie  vorher 
weiterdreht,  so  haben  wir  den  in  der  Figur  dargestellten  Fall.  Wenn 
die  Linie  ihre  Winkelbewegung  im  selben  Augenblick  umkehrt,  wo  der 


) 


26  Zweites  Kapitel. 

äußerster  Kleinheit  teilen  läßt.  Die  praktische  Definition  gleicher  Zeit- 
abschnitte ist  oben  Kap.  1  betrachtet  worden  und  wird  weiterhin  in 
der  ausführlicheren  Besprechung  von  „Maßen  und  Instrumenten**  ein- 
gehender behandelt  werden. 

Denken  wir  uns  eine  geometrische  Kur?e  erzeugt  durch  die  Be- 
wegung eines  Punktes  längs  einer  geraden  Linie,  die  sich  um  den  Punkt 
dreht,  wie  in  Fig.  15.  Liegt  die  Kur?e  in  einer  Ebene,  ist  sie,  wie 
man  sagt,  eine  ebene  Kurve,  so  liegt  auch  die  gerade  Linie  immer 
in  einer  Ebene.  Die  gerade  Linie  heißt  in  jeder  ihrer  Lagen  die 
„Tangente'^  an  die  Kurve  in  dem  betreffenden  Punkte. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Bewegung  des  Punktes,  dann  die  der 
Linie.    Nehmen  wir  an,  daß  der  Punkt  in  einem  Zeiträume  t  der  Kurve 
p.      .-  entlang  eine  Weglänge  gleich  s  be- 

schreibt. Dann  nennen  wir  das 
Verhältnis  s/t  die  „mittlere  Ge- 
schwindigkeit" des  Punktes  wäh- 
rend der  Zeit  L  Ist  die  Bewegung 
eine  solche,  daß  bei  einer  Teilung  von  i  in  n  beliebig  große  gleiche  Teile 
die  von  dem  Punkte  zurückgelegte  Strecke  in  jedem  dieser  Teile  den- 
selben Wert  s/n  behält,  so  nennen  wir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
während  der  Zeit  t  eine  gleichförmige. 

Die  Geschwindigkeit  kann  aber  auch  veränderlich  sein.  Wenn 
sie  sich  ändert,  so  nehmen  wir  an,  daß  der  Betrag  der  Änderung,  die 
sich  in  einem  noch  so  kleinen  Zeitteilchen  t/n  vollzieht,  immer  in  einem 
bestimmten  Verhältnis  zu  dciu  Lmltiiilclmn  .^teht,  d.  k  wir  üebiueii  ilie 
Änderung  der  Geschwitidigkeit  ah  ^stetig"  an. 

30.  Winkelgeselnvitidi^ki^t.  Die  Bewegung  der  Linie  in  mmm 
beliebigen  Zeiträume  wiri]  durch  dmi  Wiukel  gemeaaen»  um  den  sich 
die  Linie  in  dieser  7a  li  godreht  iiut.  l>te!Ber  Winkel  wird  gemeSBeiit 
indem  man  von  einem  Paukte,  i.  B.  .1,  aus  zwei  den  Lagen  der  sicL 
drehenden  Linie  am  ÄefaDg  und  Ende  des  Zeitrimmea  parüllele  Linien 
zieht.  Wenn  dann  ein  lireis  um  Ä  als  Mittelpunkt  beschrieben  wird, 
so  daß  er  die  beiden  Linien  schneidet,  so  ist  der  Winkel  das  Verhällnb 
der  Länge  des  zwischen  den  Linieu  eiiigeichh>aaenen  Bogeas  zu  der 
Länge  des  Radius;  oder^  wenn  dt^r  Radius  die  LAngr  1  bat,  iit  der 
Winkel  einfach  die  Bogenlünge.  Der  Eiaheitswinkel  ist  demnaoli  di?r 
Winkel,  bei  welchem  der  IJogen  gleich  dem  Radius  ist  (im  Gfadinii; 
570  17'  45''). 

Wenn  der  in  der  Zeit  f  zurückgelegte  Winkel  ti  bt«  d*iiii  hMlUt 
die   „mittlere  Winkelgeschwindigkeit'^   der   hlmti 
Zeit  t.     Wenn  bei  der   Teilung   von   t  in   brÜrhi^  Tid#, 
gleicher  Größe  der  xurückgeiegte   Wuikd    if 
und  vom  Betrage  O/n  Yi-rbJeibt,  so  nennt  01  m 
keit  gleichförmig  wirrend  der  Zeit  /, 
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Wie  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  so  kann  auch  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Linie  veränderlich  sein.  Wenn  sie  sich  ändert,  so 
nehmen  wir  an,  daß  der  Betrag  der  Änderung  in  einem  noch  so  kleinen 
Zeitteilchen  ijn  in  bestimmtem  Verhältnis  zu  dem  Zeitteilchen  steht,  d.  h. 
wir  nehmen  die  Änderung  der  Winkelgeschwindigkeit  als  stetig  an. 

Endlich  kann  man  noch  eine  dritte  Art  von  Geschwindigkeit  fest- 
stellen, die  nicht  selten  Ton  Interesse  ist:  die  Flächengeschwindig- 
keit. Sie  wird  gemessen  durch  die  von  der  Linie,  die  sich  um  einen 
ihrer  Endpunkte  dreht,  in  der  Zeiteinheit  bestrichene  Fläche,  also  wenn 
die  der  Zeit  t  entsprechende  Fläche  F  ist,  durch  den  Bruch  Fji\  auch 
sie  kann  natürlich  konstant  oder  veränderlich  sein. 

31.    Stetigkeit  der  Bewegung  der  Linie  und  des  Punktes. 

Die  in  den  aufeinanderfolgenden  kleinen  Zeitteilen  tjn  zurückgelegten 
Winkel  sind  im  allgemeinen  weder  gleich  noch  in  einer  Ebene.  Wir 
schließen  hier  nicht  nur  plötzliche  Änderungen  im  Betrage  der  Winkel- 
geschwindigkeit aus,  sondern  auch  plötzliche  Änderungen  der  Drehungs- 
ebene, d.  h.  wetan  9'  —  9  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  ist,  in 
denen  die  Linie  sich  am  Anfang  und  am  Ende  des  Zeitteilchens  tin 
dreht,  so  hat  (9'  —  9)/(^/^)  immer  einen  endlichen  und  bestimmten  Wert. 

Die  Frage  der  veränderlichen  Geschwindigkeit  —  gleichviel  ob 
Linien-  oder  Winkelgeschwindigkeit  —  wird  späterhin,  nach  Anstellung 
eisiger  weiterer  allgemeiner  Betrachtungen,  ausführlicher  besprochen 
vrerden. 

Wir  stellen  für  die  Bewegung  von  Linie  und  Punkt  die  Bedingung, 
daß  die  Linie  nicht  in  einem  Zeiträume,  während  dessen  die  Bewegung 
des  Punktes  betrachtet  wird,  eine  unendlich  große  ^ia.  16. 

Zahl  von  endlichen  Richtungsänderungen  erfahre. 
Wenn  also  in  einem  noch  so  kurz  gewählten  Zeit- 
teile r  der  Punkt  einen  Weg  CB  (Fig.  16)  auf  der 
Kurve  ^£  beschreibt,  so  schließen  wir  solche  Fälle 
alle  aus,  wie  den,  wo  das  Eurvenelement  CD  bei  genügender  Vergröße- 
rung von  der  Form  CD'  befunden  werden  würde. 

32«    Spezielle  Fälle«     Einige  spezielle  Fälle  der  oben  erwähnten 
Art,  Kurven  zu  erzeugen,  mögen  hier  kurz  angeführt  werden.     Wenn 
Fig.  17.  Fig.  18.  Fig.  19. 


^ 


der  Punkt  auf  der  Linie  bei  einem  Punkte  A  (Fig.  17)  zur  Ruhe 
kommt,  und  dann  in  entgegengesetzter  Richtung  wieder  Geschwindig- 
keit annimmt,  während  die  Linie  sich  in  derselben  Richtung  wie  vorher 
weiterdreht,  so  haben  wir  den  in  der  Figur  dargestellten  Fall.  Wenn 
die  Linie  ihre  Winkelbewegang  im  selben  Augenblick  umkehrt,  wo  der 
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Punkt  seiDo  lineare  Bewegung  beim  Punkte  A  umkehrt,  so  hat  die 
Kurve  die  in  Fig.  18  (a.  v.  S.)  dargestellte  Form.  Die  Punkte  Aj  A 
werden  Spitzen  genannt. 

Wenn  indessen  der  Punkt  seine  Bewegung  weiter  ToUführt,  wäh- 
rend die  Winkelbewegung  der  Linie  bei  A  null  wird  und  sich  alsdann 
umkehrt,  so  haben  wir  den  in  Fig.  19  aufgezeichneten  Fall,  wo  A  ein 
sogenannter  Inflexionspunkt  ist. 

33.  Yektorgeschwindigkeit.  Ehe  wir  die  veränderliche  Ge- 
schwindigkeit näher  erörtern,  wollen  wir  eine  Yerfollständigung  des 
Begriffes  Geschwindigkeit  selbst  vornehmen.  Die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  ist  nämlich  oben  zunächst  nur  als  Zahlengröße  definiert 
worden.  Wir  betrachten  jetzt  die  Geschwindigkeit  eines  sich  bewegen- 
den Punktes  im  vollständigeren  oder  Yektorsinne.  Dieser  Begriff 
ist  weitergehend  als  der  der  einfachen  Geschwindigkeit,  insofern  er 
nicht  nur  die  Größe,  sondern  auch  die  Richtung  der  Bewegung  ein- 
schließt. In  dem  oben  Festgestellten  haben  wir  den  Fall  eines  plötz- 
lichen Richtungswechsels  der  Bewegung  ausgeschlossen,  d.  h.  die  Linie« 
längs  deren  der  Punkt  sich  bewegt,  soll  nicht  (ausgenommen  einige 
spezielle  Fälle,  von  denen  die  Rede  sein  wird,  wenn  sie  sich  darbieten 
werden)  eine  endliche  Richtungsänderung  in  einer  —  für  praktisch- 
dynamische Zwecke  unendlich  kurzen  —  Zeit  erfahren. 

Eine  Yektorgeschwindigkeit  hat  also  in  jedem  Augenblicke 
einen  bestimmt  gerichteten  Wert;  wie  dieser  Wert  und  seine  Ände- 
rungen zu  berechnen  sind,  das  sind  Fragen,  zu  deren  Behandlung  wir 
jetzt  übergehen  wollen.  Unter  dem  Ausdrucke  Geschwindigkeit  soll  im 
folgenden  immer  die  Vektorgeschwindigkeit  verstanden  sein.  Übrigens 
ist  es  einleuchtend,  daß,  wie  die  Strecken-,  so  auch  die  Winkelgeschwin- 
digkeit vom  Yektorcharakter  ist;  denn  sie  erfolgt  um  eine  bestimmte 
Axe  (Linie,  die  auf  der  von  der  rotierenden  Linie  überstrichenen  Fläche 
senkrecht  steht),  und  diese  Axe  hat  eine  bestimmte  Richtung  im  Räume. 

Gehen  wir  nun  näher  auf  das  Wesen  der  Geschwindigkeit  ein! 
Bei  veränderlicher  Geschwindigkeit  wird,  ebenso  wie  bei  der  gleich- 
förmigen, der  Zahlen  wert  des  Yerrückungs  Verhältnisses  nach  der  Zahl 
der  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegten  Entfernungseinheiten  berechnet. 
Diese  Zeiteinheit  kann  beliebig  sein  —  ein  Jahr,  eine  Stunde,  eine 
Minute,  eine  Sekunde  oder  ein  Bruchteil  einer  Sekunde.  Man  kann, 
demnach  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ebenso  gut  durch  die  An- 
gabe von  600m  in  der  Minute  wie  von  10m  in  der  Sekunde,  wie  von 
1  m  in  Vio  Sekunde  ausdrücken;  und  diese  Geschwindigkeit  eignet 
dem  Punkte  nur  gerade  in  einem  einzigen  Augenblicke  und  kann  von 
ihm  für  kein  noch  so  kleines  Zeitteilchen  ungeändert  festgehalten 
werden.  So  ist  die  Geschwindigkeit  eines  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  an  einem  bestimmten  Orte  aus  der  Ruhelage  frei  fallenden 
Körpers  9,81m  pro  Sekunde  in  dem  Augenblicke,  wo  die  erste  Fall- 
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Sekunde  endet  und  die  zweite  beginnt,  19,62  m  pro  Sekunde  am  Ende 
der  zweiten  und  Anfang  der  dritten  Fallsekunde  u.  s.  w.,  während  der 
Körper  keine  der  nacheinander  von  ihm  erreichten  Geschwindigkeiten 
für  irgend  einen  —  noch  so  knrzen  —  Zeitraum  beibehält. 

34.  Definition  des  Maßes  der  ungleichförmigen  Geschwin- 
digkeit. Um  eine  gleichförmige  Geschwindigkeit  für  einen  bestimmten 
Augenblick  festzustellen,  gehen  wir  folgendermaßen  vor:  Es  wird  ein 
Zeitraum  gewählt,  der  den  in  Frage  stehenden  Augenblick  in  sich 
schließt;  die  Ton  dem  Körper  in  diesem  Zeiträume  zurückgelegte  Strecke 
wird  als  gemessen  vorausgesetzt;  sie  sei  durch  s  Längeneinheiten  aus- 
gedrückt. Wenn  dann  t  der  Zeitraum,  in  einer  gewählten  Einheit  aus- 
gedrückt, ist,  so  ist  s/t  der  zahlenmäßige  Ausdruck  für  die  mittlere 
Geschwindigkeit  während  des  Zeitraumes.  Nun  lassen  wir  den  Zeit- 
raum kleiner  und  kleiner  werden,  aber  immer  noch  so,  daß  er  den 
fraglichen  Augenblick  einschließt,  dann  wird,  wenn  die  Geschwindigkeit 
sich  stetig  ändert,  das  Y^Thältnis  s/t^  wenn  t  kleiner  und  kleiner  wird, 

sich  einem  Grenzwert  —  nähern,  den  wir  als  den  der  Geschwindig- 
dl 

keit  in  diesem  Augenblicke  definieren.  Die  Bewegungsrichtung 
in  diesem  Grenzfalle  ist  diejenige  der  durch  s  ausgedrückten  Strecke. 
Somit  ist  die  Geschwindigkeit  vollständig  definiert. 

Die  Rechtfertigung  dieses  Vorgehens  liegt  darin,  daß  wir  von 
vornherein  die  Vorstellung  haben,  es  müsse,  wenn  die  Bewegung  stetig 
ist,  in  jedem  Augenblicke  ein  wirkliches  Verrückungs Verhältnis  vor- 
handen sein,  und  alles,  was  hier  geschehen  ist,  hat  nur  den  Sinn,  diese 
Vorstellung  zu  präzisieren.  Daß  die  Idee  der  Stetigkeit  der  Bewegung 
die  Vorstellung  eines  wirklichen  Verrückungs  Verhältnisses  in  jedem 
Augenblicke  einschließt,  kann  man  aus  dem  folgenden  Beispiele  ersehen. 
Zwei  Eisenbahnzüge  sollen  auf  parallelen  Schienen  in  gleicher  Richtung 
laufen,  der  eine  mit  gleich  bleibender  Geschwindigkeit,  der  andere  von 
anfänglicher  Ruhe  aus  mit  wachsender  Geschwindigkeit.  Stellen  wir 
uns  die  Züge  so  lang  vor,  daß  ein  Fahrgast  im  zweiten  Zuge  während 
der  Dauer  seiner  Beobachtung  den  sich  gleichförmig  fortbewegenden 
Zug  sich  gegenüber  hat.  Wenn  er  seine  Aufmerksamkeit  auf  den 
Wagen  gegenüber  richtet,  so  daß  er  die  Wahrnehmung  seiner  eigenen 
Bewegung  verliert,  wird  er  zunächst  nur  dessen  inne  werden,  daß  der 
andere  Wagen  in  der  Richtung,  in  der  beide  Züge  sich  tatsächlich  be- 
wegen, an  ihm  vorbeifährt.  In  dem  Maße  indessen,  wie  sein  eigener 
Zug  an  Geschwindigkeit  zunimmt,  wird  diese  relative  Bewegung  zu- 
nächst allmählich  null  werden,  ja,  bald  danach  werden  sich  für  ihn  die 
Wagen  des  sich  gleichförmig  fortbewegenden  Zuges  sogar  scheinbar 
rückwärts  bewegen.  Es  gab  keine,  noch  so  kurze  Übergangs- „Zeit", 
sondern  in  einem  Augenblicke,  dem  Trennungspunkte  zweier  Zeiträumet 
waren    die  beiden   Züge  relativ  in   Ruhe.       Die   Geschwindigkeit    des 
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Zuges  mit  zunehmender  Bewegung  war  in  diesem  Augenblicke  genau 
die  gleiche  wie  die  des  Zuges  mit  gleichförmiger  Bewegung;  da  die 
letztere  vollständig  bestimmt  ist  und  beliebig  sein  kann,  ist  die  Ge- 
schwindigkeit im  anderen  Falle  vollst&ndig  definiert  für  jeden  Augen- 
blick, vorausgesetzt,  daß  die  Bewegung  stetig  ist. 

35.  Zuwachsgrad  einer  Strecke.  P  (Fig.  20)  sei  die  Lage 
eines  Teilchens  in  irgend  einem  Augenblicke,  und  seine  Bewegungs- 

p.     2^  richtung  in  diesem  Augenblicke  sei 

PT.  In  einer  Zeit  dt  möge  sich 
das  Teilchen  nach  Maßgabe  der  Be- 
wegung, die  es  bei  Phat,  nach  Q 
bewegt  haben,  dann  ist  die  Sehne 
PQ  der  Betrag,  der  zu  der  Strecke 
OP  addiert  werden  muß,  um  (im 
Yektorsinne)  0  Q  zu  ergeben ;  wir 
nennen  ihn  dg.  In  dem  Maße,  wie  dt  kleiner  und  kleiner  wird,  nähern 
sich  Sehne,  Bogen  und  Tangente  mehr  und  mehr  der  Koinzidenz  bei  P. 
Wenn  also  dt  unendlich  klein  gewählt  wird,  so  stellt  dg /dt  die  Ge- 
schwindigkeit in  P  nach  Größe  und  Richtung  dar.  Sie  ist  der  Grenz- 
wert, dem  sich  das  Verhältnis  der  geometrisch  genommenen  Strecke 
zur  Zeit  nähert,  wenn  diese  Zeit  kleiner  und  kleiner  gewählt  wird. 

Der  Unterschied  zwischen  dg/dt  und  ds/dt  ist,  daß  das  erstere 
das  Zuwachsverhältnis  der  Strecke,  d.  h.  Yerrüokung  einschließlich 
Richtung,  das  letztere  gewöhnlich  nur  die  zahlenmäßige  Geschwindigkeit 
bezeichnet. 

Die  Größe  ds/dt  bezw.  dg/dt  wollen  wir  die  zeitlichen  Ände- 
rungsgrade von  s  bezw.  Q  nennen  und  entsprechend  auch  bei  anderen 
Größen  verfahren.  Um  im  Texte  bequemer  schreiben  zu  können,  wer- 
den wir  den  zeitlichen  Änderungsgrad  einer  Größe  häufig  durch  einen 
Punkt  daraber  bezeichnen,  d.  h.: 

ds    '  dg 

s  statt  — ,  g  statt  37-  u.  s.  w. 

schreiben.  ^^  ^^ 

36.  Spezifikation  der  Geschwindigkeit.  Es  ist  zu  bemerken, 
daß,  während  wir  behufs  Definition  der  Geschwindigkeit  eines  Teilchens 
in  einem  bestimmten  Augenblicke  bis  auf  ein  unendlich  kleines  Zeit- 
teilchen zurückgehen  müssen,  wir  deshalb  noch  keineswegs  gezwungen 
sind,  bei  zahlenmäßigen  Angaben  die  Geschwindigkeit  gerade  immer 
als  das  Verhältnis  einer  äußerst  kleinen  Strecke  zu  der  äußerst  kleinen 
Zeit,  in  der  sie  zurückgelegt  wurde,  zu  messen;  das  bei  einer  solchen 
Spezifikation  benutzte  Zeitintervall  kann  vielmehr  von  beliebiger  Größe 
sein.  In  dem  Ausdrucke  ds/dt  für  die  Geschwindigkeit  v  kann  z.  B. 
der  Nenner  dt  von  beliebiger  Größe  gewählt  werden,  und  es  ist  alsdann 
ds  die  durch  die  Gleichung  ds  =  vdt  definierte  Strecke.     Der  hiermit 
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▼erknüpfte  Sinn  ist  einfach  der,  daß  die  Schnelligkeit  der  Ortsänderung 
derart  ist,  daß,  wenn  sie  während  des  Zeitraumes  dt  unverändert  fort- 
hestände,  in  dieser  Zeit  die  Strecke  ds  zurückgelegt  werden  würde. 

37.  Teranderliche  Winkelgeschwindigkeit;  Kriimmung.    Die 

obige  Definition  der  ungleichförmigen  oder  veränderlichen  Geschwindig- 
keit ist,  mutatis  mutandis,  auch  auf  veränderliche  Winkelgeschwindig- 
keit anwendbar.  Die  Drehbewegung  der  Linie,  durch  welche  die  Rich- 
tungsänderung der  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Kurve  definiert 
ist,  nehmen  wir  als  stetig  vor  sich  gehende  Veränderung  an,  so  daß  das 
Verhältnis  des  zurückgelegten  Winkels  für  jeden  Augenblick  vollständig 
definiert  ist. 

Entsprechend  der  früheren  Festsetzung  werden  wir  die  Winkel- 
geschwindigkeit manchmal  durch  das  Zeichen  0  ausdrücken,  wo  0  den 
im  Augenblick  in  Betracht  stehenden  Winkel  zwischen  der  Linie  und 
einer  festen  Richtung  in  der  Ebene,  in  welcher  die  Linie  sich  gerade 
dreht,  bezeichnet. 

Das  Verhältnis  H/s  des  Wertes  von  0,  in  irgend  einem  Augenblicke 
zu  dem  von  i  in  demselben  Augenblicke  wird  die  Krümmung  der 
Kurve  an  der  Stelle  des  bewegten  Punktes  genannt.  Dies  ist  offenbar 
der  Grenzwert  des  Verhältnisses  des  Winkels  zwischen  den  Taugenten 
an  den  Enden  eines  Elementes  ds  der  Kurve  ^-     ^i 

(Fig.  21)    zu    der  Länge   dieses   Elementes, 
wenn  es  unendlich  verkleinert  wii'd. 

Das  Reziproke  s/Ü  dieses  Verhältnisses  

wird  der  Krümmungsradius    der  Kurve  ^*^^'-- .^ 

in  demselben  Punkte  genannt.  Diesen  Radius 
denken  wir  uns  vom  Berührungspunkte  aus 
senkrecht  zur  Richtung  der  Tangente,  in 
ihrer  Drehnngsebene  und  nach  der  konkaven  Seite  der  Kurve  gezogen. 
Alsdann  ist  in  Fig.  21  C,  der  Schnittpunkt  der  von  P  und  Q  aus  in 
der  Ebene  der  Tangenten  an  diese  Punkte  und  senkrecht  zu  ihnen 
gezogenen  Linien  annähernd  der  Mittelpunkt  der  Krümmung  für  P 
oder  Q,  wenn  das  mit  ds  bezeichnete  Bogenelement  PQ  klein  ist. 

Für  den  Kreis  ist  O/s  =  1/r,  so  daß  der  Kreismittelpunkt  zugleich 
der  Mittelpunkt  der  Krümmung  für  jedes  Element  ist.  Dann  können 
wir  für  ein  EUement  ds  einer  beliebigen  Kurve  C  als  Mittelpunkt  eines 
Kreises  betrachten,  von  dem  ein  Element  mit  ds  zusammenfällt  und 
für  den  das  Verhältnis  des  Drehungsgrades  der  Tangente  zu  dem  Ver- 
rflckungsgrade  des  Berührungspunktes  längs  des  Kreises  dasselbe  ist, 
wie  in  der  Kurve  beim  Elemente  ds.  Dieser  Kreis  heißt  der  Krüm- 
mungskreis der  Kurve  in  dem  betreffenden  Punkte. 

88.  Beispiele  TerSnderlicIier  Gescliwindigkeit.  Um  das  hier 
Gesagte  näher  zu  erläutern,  setzen  wir  den  Fall,  daß  durch  Beobach- 
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tung  gefunden  wird,  die  von  einem  bewegten  Teilchen  in  einer  beliebigen 
Zeit  t  beeohriebene  Strecke  8  Bei  durch  die  Gleichung 

s  =  voi  +  |a<« (19) 

ausgedrückt,  wo  Vo  und  a  Eonstanten  sind.  In  dem  unmittelbar  näch- 
sten Zeiträume  r  sei  die  beschriebene  Strecke,  sagen  wir  tf,  durch 

ö  =  vo  (t  +  z)  +  \a  {t  +  t)2  —  vot  —  lat^ 
=  v^^  +  \a{2tx  +  T^) 

gegeben,  welches  zwischen  (r©  -\-  at)z  und  [vq  -f  a  {t  -f  r)]T  liegt. 
Wenn  a  positiv  ist,  wird  6  größer  sein  als  der  erste  dieser  Werte  und 
kleiner  als  der  zweite  und  umgekehrt,  wenn  a  negativ  ist.  Wenn  nun 
r  kleiner  und  kleiner  wird,  so  wird  die  Differenz  dieser  Werte,  ax'^ 
kleiner  und  kleiner  im  Vergleich  mit  beiden,  d.  h.  die  Verhältnisse 

-^-^^-     und     ''''' 

(vo  4-  «0^  bo  +  ö(<  +  0^] 

nähern  sich  mehr  und  mehr  demselben  Grenzwert,  so  daß 

<J 
Limes  —  =  Vq  -h  at 

X 

die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  ist  und  im  Verhältnis  von  a  gleichförmig 
wächst 

Für  irgend  einen  wirklichen  Zeitraum  r  stellt  die  Länge  \ax'^  die 
infolge  der  Geschwindigkeitsänderung  während  dieses  Zeitraumes  zu- 
rückgelegte Entfernung  vor.  Wenn  sich  das  Teilchen  während  des 
ganzen  Zeitraumes  r  1.  mit  seiner  Anfangsgeschwindigkeit,  nämlich 
Vq  +  at^  2.  mit  seiner  Endgeschwindigkeit,  nämlich  v^  '\-  a  (t  +  r) 
fortbewegte,  so  wären  die  zurückgelegten  Strecken  (vq  -4-  at)t  bezw. 
[vq  -{-  a  {t  -{-  T:)]r.  Der  wahre  Wert  liegt  zwischen  diesen  Grenzen, 
und  im  Vergleich  mit  ihm  wird  die  Differenz  ai^  (welche  das  Doppelte 
der  eben  betrachteten  Einzelstrecke  vorstellt)  mit  abnehmendem  r 
kleiner  und  kleiner. 

39.  Berechnung  von  Geschwindigkeiten.  Im  allgemeinen 
möge  die  von  einem  irgendwie  gewählten  Zeitpunkte  als  Rechnungs- 
anfang aus  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Strecke  durch  f(t): 

s=/(0 
bezeichnet  werden,  d.  h.  durch  einen  gewissen  algebraischen  Ausdruck, 
der  t  und  konstante  Größen  einschließt.     Dann  wird  die  in  der  Zeit  r 
beschriebenene  Strecke  Ö  genau  ausgedrückt  sein  durch  die  Gleichung 

ö=/(<  +  »)-/(0, 

da  aus  t  nach  dem  weiteren  Verlaufe  von  r  jetzt  t  -\r  x  geworden  ist, 
und  die  vom  Rechnungsanfang  aus  beschriebene  Strecke /(^  -j-  r)  ge- 
worden ist. 
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Dies  sei  nun  aiudrückbar  durch  die  Gleichung 

^  =  lf'(t)  +  «]^ (20) 

'WO  f'(t)  eine  andere  Funktion  von  t  ist  Dann  wird,  wenn  mit  kleiner 
und  kleiner  werdendem  r  auch  e  kleiner  und  kleiner  wird  und  schließ- 
lich Terschwindet,  wenn  r  Null  wird, 

L^=f'it) (21) 

Ö 

wo  X  —  den  Grenzwert  {Limes)  bezeichnet,  dem  d/r  sich  n&hert,  wenn 

r  stetig  kleiner  wird. 

Wenn  wir  beliebige  Werte  ds,  dt  von  6  und  r  nehmen,  die  die 
Gleichung 

5^=^('> (22) 

erfüllen ,  dann  ist  der  Zahlenwert  des  Verhältnisses  d$ldt  der  der  Ge- 
schwindigkeit zur  Zeit  t  Wie  oben  gesagt  wurde,  ist  es  tunlich,  sich 
den  Zeitraum  dt  von  beliebiger  Größe  —  gleichviel  ob  eine  endliche 
oder  eine  als  infinitesimal  betrachtete  —  zu  denken,  wenn  nur  ds  den 
entsprechenden,  in  der  Gleichung  ds  =/^(t)dt  gegebenen  Wert  hat, 
wo/'CQ  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  ds/dt  ist,  wenn  öt  zum  Ver- 
schwinden gebracht  wird.  Im  aUgemeinen  werden  indessen  ds  und  dt, 
wenn  sie  als  wirkliche  Größen  betrachtet  werden,  z.  B.  bei  der  Inte- 
gration, als  unendlich  kleine  Größen  gedacht,  die  die  soeben  aufgestellte 
Beziehung  erfüllen. 

Es  sei  hier  bemerkt,  daß,  wenn  die  Beziehung  zwischen  der  in 
einer  gegebenen  Zeit  zurückgelegten  Entfernung  und  der  Zeit  bekannt 
ist,  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Augenblick  sofort  berechnet  werden 
kann  mit  Hilfe  der  für  die  algebraischen  Funktionen  festgestellten  Regeln. 
Diese  Regeln  sind  tatsächlich  die  der  sogenannten  Differentiation  der 
Funktionen ;  Theorie  und  Anwendung  der  Differentiationsprozesse  bilden 
die  sogenannte  DifEerentialrechnung.  Der  Grundbegriff  dieser  Rech- 
nung ist  indessen  ganz  einfach  der  der  verhältnismäßigen  Änderung, 
den  wir  in  Verbindung  mit  dem  Begriff  der  Geschwindigkeit  zu  erklären 
uns  bemüht  haben;  f\t)  heißt  bekanntlich  die  Ableitung  oder  der 
Differentialquotient  von  f(t).  Der  Leser  mag  sich  mit  Nutzen  üben, 
den  Wert  der  Geschwindigkeit  aufzufinden,  wenn  s  als  einfache  Funk- 
tion von  t  gegeben  ist. 

Der  einfachste  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  die  Beziehung  s  =  vt 
+  c  gilt,  wo  V  und  c  Eonstanten  sind.  In  diesem  Falle  ist  die  Ge- 
schwindigkeit/^  (0  die  Konstante  v,  und  die  Entfernung  s  wächst  im 
einfachen  Verhältnis  zur  Zeit.  Aber  im  allgemeinen  Falle,  wenn  s=f{t) 
ist,  ist  der  Wert,  den/'(0  für  irgend  einen  bestimmten  Wert  von  t 
hat,  die  Geschwindigkeit  für  diesen  Augenblick  in  genau  demselben 
Sinne,  in  welchem  v  hier  die  Geschwindigkeit  für  jeden  Augenblick  ist 
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Ein  sehr  wichtiger  Fall  ist  der  eines  eich  geradlinig  derart  fort- 
bewegenden Teilchens,  daß  seine  Entfernung  8  von  einem  festen  Punkte  a 
in  der  Linie  durch  die  Gleichung 

8  =  a  cosnt (23) 

gegeben  ist,  wo  a  und  n  Konstanten  sind«  Lassen  wir  t  irgend  einen 
Zuwachs,  z.B.  dt,  erfahren  und  nehmen  wir  ds  als  den  entsprechenden 
Zuwachs  Ton  s  an,  so  haben  wir 

s  -\-  ÖS  =  a  co8n(t  -\-  dt); 
und  folglich: 

ds  =  a  cosn{t  +  dt)  —  a  cosnt  =  —  2a  sinn(t  +  ^dt)  sin^ndt. 

Daher  ist: 

IT.  =  —  2a  8inn(t  +  ^d()  $in{^ndt)g-' 

Wenn  aber  dt  sich  mehr  und  mehr  null  nähert,  so  nähert  sich 
sin  {\nöt)/öt  mehr  und  mehr  dem  Grenzwerte  |n,  so  daß  der  Grenz- 
wert des  Verhältnisses  ds/ötj  den  wir  wie  bisher  mit  ds/dt  bezeichnen, 
durch  die  Gleichung 

ds 

s  =  -r:  =  —  an  stn  nt (24) 

dt 

gegeben  ist. 

40.  Graphische  Darstellung  der  Geschwindigkeit.  Es  ist  ein- 
leuchtend, daß  eine  Geschwindigkeit,  da  sie  eine  in  der  Zeiteinheit  aus- 
geführte Verrückung  ist,  durch  eine  in  der  Bewegungsrichtung  gezogene, 
aus  so  vielen  Längeneinheiten,  als  Geschwindigkeitseinheiten  vorhanden 
sind,  bestehende  gerade  Linie  dargestellt  werden  kann.  Die  Längen* 
einheit  kann  natürlich  beliebig  gewählt  werden;  das  wesentliche  ist 
nur,  daß,  wenn  in  einer  Zeichnung  verschiedene  Geschwindigkeiten 
dargestellt  werden,  dieselbe  Einheit  für  alle  zur  Anwendung  kommen 
muß.  Die  oben  gegebene  Erläuterung  der  Zusammensetzung  und  Auf* 
lösung  der  Strecken  ist  in  allen  ihren  Prozessen  und  Ergebnissen  direkt 
anwendbar  auf  die  Geschwindigkeit. 

OÄ  (Fig.  22)  möge  die  Geschwindigkeit  eines  Teilchens  in  einem 
bestimmten  Augenblicke  darstellen.     Es  ist  so  zu  verstehen,  daß  die 

Bewegung  in  einer  zur  Richtung  OÄ 
parallelen  Richtung  erfolgt,  und  daß 
ihre  Größe  gleich  der  Anzahl  von 
Malen  ist,  die  die  gewählte  Längen- 
einheit in  der  Länge  OÄ  enthalten 
ist.  Im  nächsten  Augenblick  möge 
die  Geschwindigkeit  durch  OB  dar- 
gestellt sein,  wo  im  allgemeinen 
Falle  OB  nicht  nur  in  der  Richtung,  sondern  auch  in  der  Länge  von 
OÄ  verschieden  ist.     Die  Geschwindigkeit  OB  ist  offenbar  den  beiden 
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Geschwindigkeiten  OÄ  und  AB  äquivalent.  Von  dieBea  ist  OÄ  die 
auerst  vorhanden  gewesene  Geschwindigkeit,  AB  ist,  wie  auch  immer 
die  Art  der  Veränderung  sein  möge,  die  Resultante  der  Änderungen  in 
der  Zeit.  So  ist  also  AB,  da  es  mit  OA  verbunden  OB  ergibt,  im 
ganz  eigentlichen  Sinne  die  in  dem  Zeiträume  stattgehabte  Ge  seh  win- 
digkeit sänderung. 

Der  Leser  möge  einen  Fall  betrachten,  in  dem  OA  und  OB  von 
gleicher  Länge  sind,  und  Richtung  und  Betrag  von  AB  in  solchem 
Falle  verzeichnen.  Offenbar  wird,  wenn  die  Richtungsändemng  0  ist, 
die  Lange  von  AB  jetzt  2v  sin  0/2,  wenn  v  die  Länge  von  OA  be- 
zeichnet. Demnach  ist  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  v  in  der- 
jenigen Zeit,  in  welcher  sich  die  Bewegungsrichtung  um  den  Winkel  6 
dreht ,  eine  Geschwindigkeit  2  v  sin  0/2 ,  um  einen  Winkel  n/2  +  ti/2 
(den  Supplementwinkel  von  OAB)  zu  der  positiven  Richtung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit geneigt.  Die  resultierende  Geschwindigkeit  OB 
ist  unverändert  im  Betrage,  aber  trotzdem  eine  von  OA  sehr  verschie- 
dene Geschwindigkeit. 

41.  Beispiel:  Auf  kreisförmiger  Bahn  fortschreitendes 
Teilchen*     Nehmen  wir  jetzt  den  Fall  eines  mit  gleichförmiger  Ge- 

Fig.  23. 


flchwindigkeit  in  einem  Kreise  fortschreitenden  Teilchens;  ziehen  wir 
von  einem  beliebigen  Punkte  0  Linien  OAi,  OA^^  OA^,.,  in  der  Rich- 
tung der  Geschwindigkeiten  in  den  aufeinanderfolgenden  Punkten  Pj ,  P^, 
P, . . .  des  Kreises,  alle  von  derselben,  die  Geschwindigkeit  des  Teilchens 
ausdrückenden  Länge.  Die  Endpunkte  ^^i  -^s*  ^s  liegen  in  einer 
Kreislinie.  Die  Sehnen  AiA^,  A^A^.,,  stellen  die  Änderungen  der 
Geschwindigkeit  in  der  Folge  der  Zeitteile  der  Reihe  nach  dar. 

Für  den  Zeitraum  einer  viertel  Periode  der  Umdrehung  des  Punktes 
um  die  Kreisbahn,  wie  von  P^  zu  P4,  ändert  die  Geschwindigkeit  ihre 
Richtung  um  ein  Viertel  des  Umlaufs  von  OAi  auf  OA^.  Die  An- 
fangsgeschwindigkeit OAi  hat  einen  Zuwachs  AiA^  erhalten  vom  Be- 
trage 2t;^n45^  in  einem  Winkel  von  135^  gegen  die  positiven  Rich- 
tungen der  Anfangs-  und  Endgeschwindigkeiten  geneigt,  wie  es  aus 
der  rechtsseitigen  Zeichnung  der  Fig.  23  ersichtlich  ist. 
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Nach  dem  Verlaufe  einer  halben  ümdrehongsperiode  hat  die  Ge- 
schwindigkeit ihre  Richtung  umgekehrt,  d.  h.  in  dieser  Zeit  ist  eine 
Geschwindigkeit  2  t;  in  der  der  Anfangsgeschwindigkeit  entgegen- 
gesetzten Richtung  erzeugt  worden. 

Ist  t  irgend  ein  Zeitintervall  und  T  die  Umdrehungsdauer,  so  ist 
der  von  der  Bewegungsrichtubg  beschriebene  Winkel  2  7it/T,  und  die 
Geschwindigkeitsänderung  gleich  v  .  2  sin(7it/T)^  oder  fQr  sehr  kleines 
i  gleich  v,2ntlT,  also,  da  2  ä/T  =  vjr  ist,  gleich  vHjr,  Der  zeitliche 
Anderungsgrad  ist  also  v^jr^  und  zwar  in  der  Richtung  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Kreisbahn. 

Diese  Beispiele  mögen  dazu  beitragen,  die  übliche  Vorstellung  des 
Anfängers  in  der  Dynamik  zu  korrigieren,  nämlich  daß  die  Vektor- 
geschwindigkeit eines  Teilchens,  das  in  gleichförmiger  Bewegung  auf 
einem  Kreise  fortschreitet,  keine  Veränderung  erleide. 

42.  Uodograph«  Wenn  ein  Teilchen  sich  auf  irgend  einer  Bahn  — 
ebener  Kurve  oder  Raumkurve  —  bewegt,  und  -Pj,  Pj . . .  (Fig.  24)  auf- 

Fig.  24. 


einanderfolgende  Lagen  des  Teilchens  sind,  und  Linien  OA^^  OA^*.. 
von  einem  gewählten  Punkte  0  aus,  in  geeigneter  Richtung  und  von 
geeigneter  Länge,  um  die  Geschwindigkeiten  bei  P^,  Pj . . .  darzustellen, 
gezogen  werden,  so  werden  die  Punkte  A^^  ^^  •  •  •«  wenn  die  Bewegung 
sich  stetig  ändert,  auf  einer  Kurve  von  stetiger  Krümmung  liegen,  die 
vollkommen  charakterisiert  ist,  wenn  die  Bewegung  auf  der  Bahn  be- 
kannt ist.  Diese  Kurve  wird  der  Hodograph  der  Bewegung  des 
Teilchens  genannt  und  ist  von  großer  Wichtigkeit  in  der  Lehre  von 
der  Kinematik  eines  Teilchens  0*  Beispiele  für  seinen  Gebrauch 
werden  später,  nach  Einführung  des  Begriffs  der  Beschleunigung,  ge- 
geben werden. 

43.  Einfache  harmonische  Bewegung.  Wenn  wir  jetzt  zu  dem 
Beispiele  von  §  39  zurückkehren,  für  welches  Gl.  (23)  die  Verrückung 
ergibt,  so  mögen  AA\  BB'  zueinander  senkrechte  Durchmesser  eines 
Kreises  vom  Radius  a  und  Mittelpunkte  0  sein;  P  sei  ein  Punkt  auf 
der  Peripherie,    der  pich   mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in   der 


^)  Der  Name  Btammt  von  Sir  William  Rowan  Hamilton,  der  den 
Hodograph  besonders  in  der  Lehre  von  der  elliptischen  Bewegung  mit  großem 
Nutzen  verwandt  hat.  Er  war  aber  schon  vorher  von  Möbius  (Mechanik 
des  Himmels,  §  22,  1843)  erfunden  und  angewandt  worden. 


Hodograph. 
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Richtung  des  Pfeiles  auf  dem  Kreise  hernmbewegt ;  p  sei  der  Fußpunkt 
des  vom  Punkte  P  auf  den  Durchmesser  ÄÄ'  gef&llten  Lotes.  Wenn 
nun  P  Yon^  nach  B  fortschreitet,  bewegt  sich  p  you^  nach  0;  wenn 
P  von  B  durch  Ä'  nach  B^  fortschreitet,  bewegt  sich  p  längs  dem 
Durchmesser  nach  Ä'  und  zurück  nach  0 ;  und  wenn  P  you  B'  nach  A 
zurückkehrt,  bewegt  sich  p  von  0  nach^.  Es  muß  auch  beachtet  wer- 
den, daü  die  Geschwindigkeit  von  P  als  aus  zwei  verschiedenartigen 
Geschwindigkeiten  zusammengesetzt  angesehen  werden  kann,  einer  dem 
Radius  OA  parallelen  und  einer  zu  O^i  senkrechten.  Die  erstere  hier- 
von ist  die]enige  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Linie  pP  senkrecht 
zu  ihrer  eigenen  Lage  fortschreitet,  die  zweite  diejenige,  bei  welcher 
pP  kürzer  oder  länger  wird.  So  ist  z.  B.  für  die  in  Fig.  25  dar- 
gestellte Lage  von  P  eine  der  Geschwindigkeiten  von  A  nach  0,  die 
andere  von  p  nach  P.  gerichtet.  Die  erstere  ist  die  Geschwindigkeit 
der  Linie  pP  von  A  nach  0,  die 
andere  ist  der  Geschwindigkeitsgrad, 
in  dem  pP  sich  verlängert,  d.  h.  in 
dem  P  sich  von  der  Linie  ^^'  ent- 
fernt. 

Es  möge  nun  in  Fig.  25  CP, 
welches,  wenn  der  Punkt  bei  P  ist, 
iu  seiner  Bewegungsrichtung  auf 
dem  Kreise  liegt,  die  Geschwindig- 
keit von  P,  nämlich  v,  in  einem  be- 
stimmten Maße  darstellen,  dann 
wird  Cp  in  demselben  Maße  die 
Geschwindigkeit   von  p    darstellen. 

Nun  haben  wir  aber  (wobei  es  sich  im  folgenden  nur  um  Zahlengrößen 
handelt)  Cp  =  CP  sinpPC  =  CP  sinpOP.  Wenn  a  die  Länge 
des  Kreisradius  ist  und  a  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Radius  OP 
(welches  auch,  wie  zu  bemerken  ist,  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
sich  drehenden  Linie  CP^  längs  deren  der  Punkt  P  fortschreitet,  ist), 
so  ist  die  Länge  von  OP,  d.  h.  die  Größe  von  v,  aco.  Auch  ist  der 
Winkel  pOP  der  seit  dem  Augenblicke,  in  dem  P  bei  A  lag,  zurück- 
gelegte Winkel.  Wenn  wir  diesen  Augenblick  als  Nullpunkt  der  Rech- 
nung für  t  nehmen,  dann  ist  Z,  pOP  =  cjt 

^-  =  —  acasmat 
at 

Dies  ist  genau  dasselbe,  wie  der  in  Gl.  (24)  (§  39)  gegebene  Aus- 
druck, wenn  wir  o  =  n  setzen.  Somit  haben  wir  die  Erklärung  von  n 
als  der  Winkelgeschwindigkeit  derjenigen  Kreisbewegung,  durch  welche 
die  Bewegung  von  p  definiert  wird.  Der  in  Gl.  (23)  gegebene  Wert 
von  s  ist  die  Linie  Op  der  Fig.  25,  die  offenbar  acospOP  ist  Man 
hat  hiernach  die  Formeln  für  Ort  und  Geschwindigkeit  von  p 
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(25) 


s  =  a  cosnt 
ds 


_^  =  —  an  sinnt 
dt 

Die  hiermit  definierte  Bewegung  von  p  ist  von  großer  Wichtigkeit 
und  wird  einfache  harmonische  Bewegung,  einfache  Schwin- 
gung, pendelartige  Schwingung  oder  Kosinusschwingung 
genannt.  Die  Zeit,  die  der  Punkt  P  braucht,  um  sich  einmal  um  den 
liilfskreis  herum  zu  bewegen,  wird  die  Periode  der  Bewegung  ge- 
nannt; offenbar  ist  ihr  Wert  2  ;r/n;  er  wird  gewöhnlich  mit  T  bezeichnet. 
Das  reziproke  1/T  der  Periode,  also  die  Zahl  der  Perioden  in  der 
Sekunde,  wird  die  Frequenz  oder  Schwingungszahl  /  in  der  Be- 
wegung genannt.    Es  ist  also: 

^  n  '    -^         T        2« 

Wenn  wir  als  Nullpunkt  der  Zeitrechnung  statt  des  Augenblickes, 

in  dem  P  bei  A  ist  (Fig.  25),  den  Augenblick  w&hlen,  in  dem  P  an 

einem  anderen  Punkte,  z.  B.  bei  Q  ist,  dann  ist  der  Winkel  POQ  jetzt 

(o t.    Wenn  wir  AOQ  durch  B  bezeichnen,  so  haben  wir  pOP:=(at  —  €, 

und  die  Gleichungen  für  s  und  s  werden  jetzt,  wenn  wieder  d  durch  n 

ersetzt  wird: 

8  =  acos{nt  —  b) 

und 

ds  '    ,  s         \ 

=  —  nastn{nt  —  b) 


(26) 


dt 

Der  W^inkel  £  heißt  die  Epoche  oder  Phase  der  Bewegung;  in 
Zeit  gemessen  ist  sie  gleich  f/o.  Der  Abstand  OA^  d.  h.  a,  endlich 
heißt  die  Amplitude  der  Schwingung. 

Statt  des  cos  kann  man  für  s  natürlich  auch  den  sin  wählen,  was 
offenbar  nur  eine  Phasendifferenz  yon  n2  ausmacht. 

Formeln :  s  =  a  sin{nt  —  b) 


ds  ,  ^  , (27) 

— -  =  na  cos(nt  —  £)    '  ^     ' 

dt 

Es  ist  dies  sogar  das  übliche,  und  man   nennt  daher  diese  Be- 
wegungen allgemein  Sinusschwingungen. 

44.     Erzeugungsarten   einfacher   harmonischer   Bewegung. 

Man  kann  die  einfache  harmonische  Bewegung  auf  verschiedene  Weise 
hervorrufen.  Die  Hin-  und  Herbewegung  des  Schraubenkopfes  an  der 
Verbindung  der  Kolbenstange  einer  Dampfmaschine  mit  der  Verbin- 
dungsstange ist  annähernd  einfach  harmonisch,  wenn  sich  die  Kurbel 
mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  dreht;  dies  ist  annähernd  der 
Fall,  wenn  die  Geschwindigkeit  der  Maschine  während  des  Hubes  durch 
ein  Schwungrad  reguliert  wird.  Die  Bewegung  würde  genau  einfach 
harmonisch  sein,  wenn  der  Verbindungssi  ab  unendlich  lang  wäre.    Die 
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Anordnang  kann  man  aas  Fig.  26  ersehen,  worin  der  Radius  OjB  als 
mit  gleichförmiger  Greschwindigkeit  rotierend  angenommen  wird,  wäh- 
rend das  Ende  Ä  der  Stange  AB  sich  geradlinig  bewegt.    Der  Punkt  Ä 

Fig.  26. 


würde  genaue  Sinusschwingungen  ausführen,  wenn  AB  unendlich  lang 
wäre;  in  Wahrheit  kommt  die  veränderliche  Neigung  von  AB  zvl  der 
Linie,  in  der  A  sich  bewegt,  in  Betracht.  Ist  nämlich  AB  =  l^  OB 
=  o,  die  veränderliche  Länge  von  AO  gleich  x  und  der  ebenfalls  ver- 
änderliche Winkel  A  OJ?  =  ö,  so  ist  l^  =  x^  +  a^  —  2xa  cos  ö,  also: 

Fig.  27. 


m 


dx  /i^^    I  .    /i  ^ö        ^ 

dt  dt    '  dt 

Hieraus  ergibt  sich: 

dx  — a  sinO        dO 

It  ""  '         ö        7  '  dt' 
1 cosfß 

X 

und  dieses  liefert,  wenn  dO/dt  konstant  ist,  für 
A  nur  dann  eine  genaue  Sinusschwingung,  wenn 
a  gegen  x  zu  vernachlässigen  ist;  denn  dann 
wird 

dx  dO     .    ,. 

dr  =  -^^'''^^^- 

Eine  Anordnung,  die  genau  eine  einfache 
harmonische  Bewegung  gibt,  ist  aus  Fig.  27 
ersichtlich.  Eine  durch  den  Radius  OP  dar- 
gestellte Kurbel  dreht  sich  mit  gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit,  während  ein  Stift  bei  P 
sich  in  einem  Schlitze  bewegt,  dessen  aufein-  H  B 

ander    folgende    Stellungen    durch    Führungen 
AfBt  die  in  einer  Linie  im  rechten  Winkel  zu  dem  Schlitz  liegen,  zu- 
einander paraDel  erhalten  werden. 

Die  Auf-  und  Abbewegung  eines  an  einer  Spiralfeder,  die  über 
ihre  Gleichgewichtslage  hinaus  gedehnt  und  dann  sich  selbst  überlassen 
wurde,  aufgehäng^ten  Gewichtes  ist  sehr  annähernd,  wenn  nicht  voll- 
kommen einfache  harmonische  Bewegung;  ebenso  die  Vor-  und  Rück- 
wärtsbewegung der  Zinken  einer  vibrierenden  Stimmgabel. 

45.  Auflösung  einer  beliebigen  periodischen  Bewegung  in 
einfache  Schwingungen.     Es  wird  später  gezeigt  werden ,  daß  jede 
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periodische  Bewegung  in  einfache  harmonische  Bewegungen  von  yer- 
schiedenen,  aber  miteinander  gesetzmäßig  verknüpften  Perioden,  Phasen 
und  Amplituden  aufgelöst  werden  kann.  Auf  dieser  Tatsache  beruht 
u.  a«  die  Theorie  der  musikalischen  Töne  und  ihre  Analyse  durch  das 
Ohr  und  durch  Resonatoren  und  die  Zurückführung  der  wechselnden 
Fluthöhe  auf  die  Rollen,  die  die  verschiedenen  fluterzeugenden  Elemente 
der  Wirkung  von  Sonne  und  Mond  dabei  spielen. 

46.  Beschleunigung.  Wir  kommen  jetzt  zur  näheren  Betrach- 
tung der  Geschwindigkeitsänderung  und  Beschleunigung.  Zunächst 
ist  es  notwendig,  zu  unterscheiden  zwischen  der  Änderung,  die  die  Ge- 
schwindigkeit in  einer  gegebenen  Zeit  erleidet,  und  dem  Maße,  nach 
dem  sie  sich  in  einem  gegebenen  Augenblicke  ändert.  Diese  Unter- 
scheidung ist  wichtig  und  muß  von  Anfang  an  genau  verstanden  werden. 

Wenn   die  Geschwindigkeit  eines   Teilchens  in   einem  gegebenen 
Augenblicke  durch  OÄ   und  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  durch 
Fig.  28.  ^^    dargestellt    wird,    dann 

wird,  wie  wir  oben  erklärt 
haben,  die  in  dieser  Zeit  statt- 
gehabte Änderung  der  Ge- 
schwindigkeit durch  AB  dar- 
gestellt. Die  Änderung  kann 
offenbar  in  irgend  einer  Reihe 
von  Strecken,  Äa^  a&,  bB 
(Fig.  28)  vor  sich  gegangen  sein,  die  Resultante  oder  Gesamtänderung 
ist  immer  AB.  Wenn  t  die  Zeit  ist,  in  der  AB  sich  gebildet  hat,  so 
definieren  wir  das  Verhältnis  ABjx  als  mittlere  Beschleunigung 
während  der  betreffenden  Zeit. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  dieses  Verhältnis  ebenso  wie  das- 
jenige, durch  welches  oben  die  Vektorgeschwindigkeit  definiert  wurde, 
über  die  gewöhnliche  arithmetische  Bedeutung  eines  Verhältnisses  hin- 
ausgeht, insofern  die  durch  es  bezeichnete  Größe  eine  Richtung,  näm- 
lich die  Richtung  AB  hat;  mit  anderen  Worten:  auch  die  Beschleuni- 
gung ist  eine  Vektorgröße. 

Wir  wollen  Jetzt  annehmen,  daß  die  Geschwindigkeit  sich  stetig 
ändert,  daß  sie  weder  hinsichtlich  der  Richtung  noch  des  Betrages  einen 
plötzlichen  Wechsel  erleidet  Die  in  irgend  einem  Zeiträume  statt- 
gehabte Änderung  ist  alsdann  vollkommen  bestimmt.  Damit  ist  an- 
genommen, daß  in  jedem  Zeitmoment  das  Maß  der  Drehung  der  oben 
(§  29)  spezifizierten  Linie,  längs  deren  das  Teilchen  immerwährend 
fortschreitend  gedacht  wird,  sowie  das  Maß  der  Bewegung  des  Teilchens 
längs  ihr,  beide  ganz  bestimmt  sind  und  sich  stetig  ändern. 

47.  Definition  des  Maßes  der  Beschleunigung.  Um  alsdann 
die  Beschleunigung  in  einem  gegebenen  Augenblicke  zu  definieren,  wählen 
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wir  eine  diesen  Augenblick  einschließende  Zeit  r,  und  nehmen  an,  wir 
könnten  AB/r  für  diese  Zeit  beliebig  nahe  an  eine  bestimmte  Grenze 
bringen,  indem  wir  r  genügend  dem  Werte  null  nähern;  dieser  Grenz- 
wert ist  die  Beschleunigung  in  diesem  Augenblicke. 

Diese  Definition  geht  von  der  Annahme  aus,  daß  ein  solcher  Grenz- 
wert existiert,  und  es  ist  wesentlich,  diese  Annahme  zu  erwähnen. 
Denn  denken  wir  uns  während  eines  gewissen  Zeitraumes  die  Geschwin- 
digkeit stetig  in  der  Richtung  Ä  C  (Fig.  29)  erzeugt,  dann  plötzlich  die 
Änderung  der  Richtung  nach  CB  umspringend  und  so  einen  weiteren 
Zeitraum  andauernd.  Haben  wir  dann  einen  kurzen  Zeitmoment  ge- 
nommen, den  der  Augenblick  des  Richtungs wechseis  von  A  C  nach  CB 
in  zwei  Teile  teilt,  so  würden  wir  ab  als  Richtung  der  Beschleunigung 
im  Augenblicke  des  Wechsels  erhalten,  und  diese  Richtung  würde  gänz- 
lich abhängen  von  dem  Werte,  den  das  Verhältnis  der  beiden  Teile  des 
Zeitinterralls  annimmt  in  dem  Grenzfalle,  daß  dieses  unendlich  klein 
wird;  es  würde  also  überhaupt  nicht  definiert  sein.  Wir  könnten 
natürlich    die  Beschleunigung  Yig.  29. 

für  einen  Augenblick  unend- 
lich nahe  dem  Moment  der 
plötzlichen  Änderung,  unmit- 
telbar vorher  oder  nachher, 
definieren ;  für  den  ersten  Fall 
würde  sie  in  der  Richtung  A  C, 
für  den  zweiten  in  CB  liegen. 

Die  Beschleunigung  im  Augenblick  der  Änderung  selbst  aber  würde 
keinen  Sinn  haben,  wenn  die  Änderung  der  Geschwindigkeitsrichtung 
bei  C  vollkommen  plötzlich  wäre. 

Man  muß  entweder  das  Vorkommen  von  Fällen  dieser  Art  aus- 
schließen oder  man  muß  den  ganzen  Zeitraum  in  Teile  teilen,  auf  deren 
beliebige  einzelne  Elemente  die  Definition  angewandt  werden  kann,  und 
die  plötzlichen  Änderungen  dort,  wo  sie  sich  ereignen,  in  Rechnung 
ziehen. 

48.    Beschleunigung  in  der  Bahn  als  Geschwindigkeit  im 

Hodographen«  Es  ist  jetzt  möglich,  die  elegante  graphische  Methode 
darzulegen,  die  der  Hodograph  bietet,  um  die  Beschleunigung  zu  dis- 
kutieren. Eine  Linie  OA  möge  sich  um  das  Ende  0  derart  drehen, 
daß  sie  immer  der  ßewegungsricbtung  des  Teilchens  auf  seiner  Bahn 
parallel  bleibt  und  ihre  Länge  derart  ändern,  daß  diese  immer  den 
Betrag  der  Geschwindigkeit  darstellt  Dann  wird  der  Punkt  A  den 
Hodographen  der  Bewegung  des  Teilchens  zeichnen,  der,  wie  oben  dar- 
gelegt wurde,  entweder  eine  Kurve  von  stetiger  Krümmung  oder  eine 
aus  Teilen,  deren  jeder  stetige  Krümmung  besitzt,  zusammengesetzte 
Kurve  sein  wird. 

Nun  geht  aus  der  oben  gegebenen  Definition  der  Beschleunigung 


42  Zweites  Kapitel. 

klar  henrör,  daß  das  Maß  der  Bewegung  von  Ä  im  Hodographen  nach 
Größe  und  Richtung  genau  die  Beschleunigung  in  der  Bahn  ist,  oder, 
wie  es  manchmal  ausgedrückt  wird:  „Die  Geschwindigkeit  im  Hodo- 
graphen ist  die  Beschleunigung  in  der  Bahn.^  Denn  der  Grad  der 
Bewegung  yon  Ä  muß  am  letzten  Ende  als  eine  Beschleunigung  ge- 
deutet werden.  Er  stellt  die  Stärke  der  Änderung  Yon  OÄ  dar,  and 
OÄy  ohgleich  in  der  Zeichnung  eine  Strecke,  stellt  eine  in  der  Zeitein- 
heit zurückgelegte  Strecke  dar,  d.  h.  eine  Geschwindigkeit  Die  Stärke 
der  Änderung  von  OÄ^  die  sogenannte  Geschwindigkeit  im  Hodo- 
graphen, ist  also  die  Stärke  der  Geschwindigkeitsänderung.  Diese 
Bemerkung  scheint  notwendig,  um  den  Schwierigkeiten  zu  begegnen, 
die  Anfänger  augenscheinlich  oft  haben,  zu  begreifen,  wie  das,  was  in 
einer  Kurve  Geschwindigkeit  genannt  wird,  in  einer  anderen  Beschleu- 
nigung sein  kann. 

49.  Beispiele  des  Hodographen.  Wir  betrachten  jetzt  einige 
einfache  Fälle  des  Hodographen. 

1.  Ein  auf  einer  geraden  Linie  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit fortschreitendes  Teilchen.  Der  Hodograph  ist 
einfach  ein  Punkt,  das  äußerste  Ende  der  die  Geschwindigkeit  darstel- 
lenden geraden  Linie;  die  Beschleunigung  ist  Null. 

2.  Ein  auf  einer  geraden  Linie  mit  veränderlicher  Ge- 
schwindigkeit fortschreitendes  Teilchen.  Der  Hodograph  ist 
eine  gerade  Linie  in  derselben  Richtung. 

3.  Ein  sich  irgendwie  nur  unter  derWirkung  derSchwer- 
kraft  bewegendes  Teilchen.     In  diesem  Falle  ist,  wie  wir  später 

Fiff.  30.  sehen  werden,  die  Richtung  der  Beschleunigung  immer 

^A  vertikal.     Dann  ist  also   (außer   wenn   das   Teilchen 
wie  ein  Meteor  eine  sehr  ausgedehnte  Bahn  beschreibt), 
.3  der  Hodograph  eine  in  vertikaler  Richtung  gezogene 
gerade  Linie. 

Die  Bildung  des  Hodographen  für  den  Fall  eines 
eine  parabolische  Bahn  beschreibenden  Fußballes  oder 
Geschosses  ist  aus  Fig.  30  zu  ersehen.     In  ihr  sind 
die  Geschwindigkeiten  nach  gleichen  aufeinander  fol- 
genden   Zeiträumen    durch    OÄ,    OB,    OC  .  .  ,    an- 
gegeben, für  welche  die  vertikalen  Strecken  J.  5,  BC... 
alle  gleich  lang  sind  und  die  gleichen  Änderungen  der  vertikalen  Ge- 
schwindigkeit darstellen,    die  die   Schwerkraft    in    diesen   Zeiträumen 
bewirkt. 

50.  Bahn  eines  Körpers  unter  beständiger  Beschleunigung. 
Theorie  der  widerstandslosen  Bewe^ng:  eines  Geschosses.     Daß 

die  Bahn  eines  sich  mit  gleichförmiger  Beschleunigung  bewegenden 
Körpers  eine  Parabel  ist,  ergibt  sich  leicht  aus  der  Tatsache,  daß  die 
zur  Beschleunigung  senkrechte  Geschwindigkeit  nach  Größe  und  Rieh- 


Beispiele  des  Hodographen. 


43 


tong  koDstant  bleibt,  während  ein  in  der  Riohtung  der  Beschleunigung 
gleicher  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in  gleichen  aufeinanderfolgenden 
Zeiträumen  erzeugt  wird.  Nehmen  wir,  um  diese  Vorstellungen  zu 
fixieren,  den  Fall  eines  freien  Geschosses  ohne  Luftwiderstand,  unter 
der  Wirkung  der  Schwerkraft,  von  der  wir  annehmen,  daß  sie  eine 
konstante,  nach  unten  gerichtete  Beschleunigung  erteilt.  Die  Linien 
OA^  OB  .  .  .  in  Fig.  30  stellen  die  Bewegungsrichtungen  in  diesem 
Falle  dar,  d.  h.  die  Tangenten  an  die  Bahn  nach  aufeinanderfolgenden 
gleichen  Zeitabschnitten;  mit  anderen 
Worten,  die  Tangenten  an  die  Enden  der- 
jenigen vertikalen  Ordinaten,  weiche  in 
gleichen  horizontalen  Abständen  aufein- 
ander folgen.  Wenn  also  p  der  Tangens 
des  Winkels  Ö  (MPT,  Fig.  31)  ist,  den 
die  Bewegungsrichtung  in  irgend  einem 
Augenblicke  mit  der  Horizontalen  ein- 
schließt, und  Po  der  Wert  dieses  Tangens 
in  dem  Punkte  Po  der  Kurve,  wo  wir  die 
Zeitrechnung  beginnen  lassen,  dann  ist 

p  =  Pq  —  at 

Wenn  aber  u  die  Horizontalgeschwindigkeit  und  v  die  Yertikalgesch win- 
digkeit des  Teilchens  bei  dem  Punkte  P  ist,  wo  der  Tangens  der  In- 
klination der  Bewegungsrichtung  zur  Horizontalen  p  ist,  so  haben  wir 

V  Vo  Vq  —   V 

u        u  u 

Vo  —  V  ist  aber  die  in  der  Zeit  t  erfolgte  Änderung  der  Yertikal- 
gesch windigkeit,  und  diese  ist  gt,  wenn  g  die  nach  unten  gerichtete 
Beschleunigung  durch  die  Schwere  ist.  Demnach  ist  a  =  g/u.  Wenn 
X  die  horizontale  Entfernung  zwischen  Pq  und  P  ist,  so  haben  wir 
X  =  ut  und  t  =  x/u.     Somit  erhalten  wir 


p=Po--x. 

D.  h.  die  Änderung  von  tg  0  ist  direkt  proportional  der  Änderung  der 
Kurvenabszisse;  das  ist  bekanntlich  eine  Eigenschaft  der  Parabel. 

Die  Gleichung  der  Kurve  kann  folgendermaßen  gefunden  werden. 
In  einer  beliebigen  Zeit  t  vom  Augenblick  des  Wurfes  an  (mit  Ge- 
schwindigkeiten tt,  v)  hat  das  Teilchen  eine  Strecke  x=ut  in  horizon- 
taler Richtung  und  eine  Strecke  vi  —  ^gt^  vertikal  nach  oben  zurück- 
gelegt (§§  38,  90).  Diese  letzteren  wollen  wir  mit  — y  bezeichnen,  so 
daß  y  bei  der  Richtung  nach  unten  positiv  wird.  Wenn  wir  t  in  diesem 
Ausdruck  durch  x/u  ersetzen,  so  erhalten  wir 


g  x^ 
^  =  27^- 


vx 
u 


(28) 
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und  das  ist  die  Oleichang  der  Kurve,   bezogen  auf  horizontale  und 
vertikale  Axen  durch  den  Wurfpunkt. 

Wenn  der  Wurfpunkt  der  höchste  Punkt  ist,  so  muß  die  Wurf- 
geschwindigkeit  gleich  u,  v  =  o  sein.  Somit  wird  die  Gleichung  der 
Kurve 

y=27ii** <"'*> 

Die  Gleichung  der  Kurve  kann  auch  gefunden  werden  aus  der 
Erwägung,  daß  p  =  —  dyldx  ist,  und  durch  die  Integration  der 
Gleichung 


das  Integral  ist 


dy         ff 
''^  =  Tx  =  u-^-^''^ 

y  =  ^«^  —  vo^  +  c. 


wo  C  eine  Konstante  ist,  die  Null  sein  muß,  wenn  x  und  y  von  einem 
Punkte  der  Kurve  aus  gerechnet  wird.  Wird  ihr  höchster  Punkt  als 
Anfangspunkt  genommen ,  so  wird  po  =  0 ,  und  man  erhält  Gl.  (28  a). 

Da  Gleichung  (28  a)  für  jeden  möglichen  Wert  von  y  zwei  Werte 
von  X  gibt,  die  von  gleichem  Zahlenwerte,  aber  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen sind,  so  leuchtet  es  ein,  daß  die  Kurve  symmetrisch  zu  der  Linie 
AB  (Fig.  31)  liegt,  die  senkrecht  zu  der  (horizontalen)  Tangente  an  J. 
gezogen  ist.     Diese  Linie  heißt  die  Axe  der  Kurve. 

Die  resultierende  Geschwindigkeit  in  einer  beliebigen  Entfernung 
y  unter  dem  höchsten  Punkte  ist  '^{u'^  +  9^t^),  da  (/<  die  im  Fallen 
von  diesem  Punkte  aus  erlangte  vertikale  Geschwindigkeit  ist.  Daher 
haben  wir,  wenn  wir  die  resultierende  Geschwindigkeit  mit  F  bezeichnen 
und  y  =  \gt^  setzen: 

Somit  ist  F  die  Geschwindigkeit,  die  ein  Teilchen  annehmen  würde, 
wenn  es  mit  gleichförmiger  Beschleunigung  eine  Strecke  y  -{-  uy2g 
herabfiele,  d.  h.  wenn  es  nach  dem  Punkte  xy  der  Kurve  herabfiele 
von  einer  horizontalen  Linie  CD,  die  in  ihrer  Ebene  und  um  u^/2g 
über  ihrem  höchsten  Punkte  liegt. 

Der  Leser  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß,  wenn  ein 
Punkt  F  auf  der  Kurven  axe  in  der  Entfernung  uV2  g  unter  dem 
höchsten  Punkte  genommen  wird,  die  vertikale  Entfernung  irgend  eines 
Punktes  F  auf  der  Kurve  von  der  geraden  Linie  CD  gleich  der  Strecke 
PF  ist,  und  daß,  wenn  F  die  resultierende  Geschwindigkeit  bei  P  ist, 

PF=  Vy2g 

ist.     CD  heißt  die  Direktrix  der  Kurve  und  F  ihr  Brennpunkt. 
Wir  haben  femer  offenbar 


ler  onenbar 
u  =  V  cosd^    v  =  F  sin  0 ; 
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und  da  das  Teilchen  sich  frei  unter  der  Wirkung  der  Schwere  bewegt, 
ändern  sich  V  und  0  derart,  daß  V  cos  0  konstant  bleibt.  Dies  mag 
der  Tatsache,  auf  die  wir  später  wieder  zurückkommen  werden,  gegen- 
übergestellt werden,  daß,  wenn  ein  Teilchen  auf  einer  Kurve  so  ge- 
führt wird,  daß  es  unter  Wirkung  der  Schwerkraft  den  Weg  von  einem 
gegebenen  Punkte  zu  einem  anderen  auf  tieferem  Niveau  in  der  kürze- 
sten Zeit  zurücklegt,  die  Kurve  (die  vollständig  in  der  durch  die  beiden 
Punkte  gelegten  vertikalen  Ebene  verläuft)  die  Bedingung  (co8  0)/V 
=  const  erfüllt. 

Ferner  sei  t  die  Flugzeit  eines  Teilchens,  d.  h.  die  Zeit  zwischen 
dem  Verlassen  irgend  eines  Niveaus  und  seiner  Rückkehr  zu  demselben 
Niveau,  und  V  die  Wurfgeschwindigkeit,  dann  ist  t  =  {2  V  sinO)/g; 
die  Wurfweite  R  auf  einer  horizontalen  Ebene  durch  den  Wurfpunkt 
wird  durch 

R  =  sin  0  cos  0  =  —  sin  2  ö 

9  g 

gegeben.  Dies  ist  offenbar  dann  ein  Maximum,  wenn  2  0  =  nj2  oder 
Ö  =  3r/4  ist:  Die  Wurfweite  ist  am  größten,  wenn  der  „Elevations- 
Winkel*'  gleich  4Ö<)  ist 

Für  eine  gegebene  Wurfweite  B^  die  nicht  gerade  das  Maximum 
sein  darf,  sind  durch  diese  Gleichung  offenbar  zwei  Werte  von  0  ge- 
geben. Denn  wenn  ä/4  —  a  ein  Wert  von  ö  ist,  der  die  Gleichung 
befriedigt,  so  muß  notwendig  9r/4  +  ^  ^^^  ehen  solcher  Wert  sein,  da 
diese  beiden  Werte  zusammen  9r/2  ausmachen;  man  unterscheidet  diese 
Fälle  als  Flachwurf  und  Steilwurf. 

Um  die  Richtung  zu  finden,  in  der  ein  Geschoß  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  P  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  F  geworfen 
werden  muß,  um  durch  einen  anderen  gegebenen  Punkt  Q  (der  nicht 
notwendig  auf  demselben  Niveau  zu  liegen  braucht)  hindurchzugehen, 
ist  erstens  zu  beachten,  daß  die  Bahn  in  der  durch  die  beiden  Punkte 
gelegten  vertikalen  Ebene  verlaufen  muß,  und  ferner,  daß  PF  und  QF 
den  bezw.  Entfernungen  von  P  und  Q  von  der  Direktrix  gleich  sein 
müssen«  Die  Entfernung  PF  ist  aber  durch  den  Wert  von  V  fest  be- 
stimmt und  ist  y^j2g.  Wenn  die  Ordinaten  von  P  und  Q  gleich  y 
bezw.  y'  sind,  so  beträgt  die  Entfernung  zwischen  Q  und  der  Direktrix 
y^i2g  —  {y  —  y').  Die  Entfernung  QF  ist  also  fest  bestimmt  und 
hat  diesen  Wert. 

.  Wenn  nun  die  Neigung  Ö  der  Richtung  V  zur  Horizontaleu  sich 
ändert,  so  bewegt  sich  F  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  V^ßg  um 
P  als  Mittelpunkt.  Denken  wir  uns  diesen  Kreis  und  außerdem  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  QF,  Diese  beiden  Kreise  werden  sich,  wenn 
es  eine  Lösung  gibt,  in  zwei  Punkten,  die  natürlich  auch  zusammen- 
fallen können,  schneiden.  Diese  Punkte  sind  die  Brennpunkte  zweier 
parabolischer  Bahnen,  auf  denen  das  von  P  ausgeworfene  Teilchen  den 
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Punkt  Q  erreicht.  Wenn  die  beiden  Punkte  zuBamm enf allen ,  gibt  es 
nur  eine  mögliebe  Bahn;  wenn  sich  die  Kreise  nicht  schneiden,  gibt  es 
überhaupt  keine  Lösung. 

51.  Beschleuni^ng  eines  auf  einer  Kreisbahn  fortschrei- 
tenden Teilchens«  Für  ein  Teilchen,  das  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit einen  Kreis  beschreibt,  ist  offenbar  der  Hodograph  ebenfalls 
ein  Kreis,  von  dem  jeder  Radius  die  Geschwindigkeit  des  Teilchens  in 
einem  einzelnen  Augenblicke  darstellt.  Der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte 
Yig^  32.  C  und  Radius  r  (Fig.  32)  möge 

die  Bahn,  der  mit  dem  Mittel- 
punkte 0  den  Hodographen  dar- 
stellen, dessen  Radius  die  Bahn- 
geschwindigkeit ist;  der  Radius 
OA  des  Hodographen  möge  die 
Geschwindigkeit  v  des  Teilchens 
in  der  Lage  P  darstellen  und  a 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
Ä  bezeichnen.  Die  beiden  Punkte  P  und  A  müssen  die  Kreise  in  der 
gleichen  Zeit  beschreiben,  da  OA  immer  parallel  der  Tangente  an  P, 
d.  h.  senkrecht  zu  CP  bleiben  muß.  Da  aber  der  Umfang  des  Kreises 
2^r  ist,  so  ist  die  von  P  zu  seiner  Umschreibung  gebrauchte  Zeit 
2  nr/v  und  ebenso  die  Yon  dem  Hodographen  zur  Umschreibung  ge- 
brauchte Zeit  2?rt;/a,  woraus  sich  die  Gleichung  2nr/v  =  2nv/a  oder 

«  =  7 (29) 

ergibt.  Dieses  liefert  den  Betrag  Yon  a.  Was  seine  Richtung  betrifft, 
so  ist  es  die  der  Tangente  an  den  Hodographen  bei  A,  d.  h.  die  Be- 
schleunigung Yon  P  ist  von  P  nach  0,  dem  Mittelpunkte  der  Bahn, 
gerichtet.  Auf  anderem  Wege  haben  wir  dieses  Resultat  schon  früher 
(§41)  erhalten. 

Die  Gleichung  (29)  kann  in  andere  passende  Form  gebracht  werden 
durch  Benutzung  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Radius  CP  und  die 
Periode  der  Umdrehung.  So  haben  wir,  wenn  (o  die  Winkelgeschwin- 
digkeit und  T  die  Periode  ist,  v  =  cor  und  T=  23r/ßi.  Folglich 
wird  aus  GL  (29) 

a  =  rcö>  =  — r (29a) 

Die  Tatsache,  daß  die  Beschleunigung  in  diesem  Falle  einen  end- 
lichen Wert  v^/r  hat,  und  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kreisbahn  zu 
gerichtet  ist,  wird  eine  Quelle  der  Verwirrung  für  diejenigen  Lernenden, 
welche  bis  dahin  die  Beschleunigung  als  etwas  begriffen  hatten,  was 
nur  Körper  betreffen  kann,  die  sich  stetig  in  gerader  Linie  fortbewegen, 
z.  B.  einen  unter  der  Wirkung  der  Schwere  fallenden  Körper,  und  da 
ihre  Vorstellungen    infolge    dieser    unvollkommenen  Behandlung   der 
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Frage  unter  einem  Vorurteil  stehen,  so  fragen  sie,  wie  denn  ein  Körper 
stetige  Beschleunigung  nach  dem  Bahnmittelpunkte  zu  erfahren  kann, 
wenn  doch  seine  Geschwindigkeit  unverändert  bleibt  Der  Fehlschluß 
liegt  in  der  Annahme  der  unveränderten  Geschwindigkeit;  in  Wahrheit 
ändert  sich  die  Geschwindigkeit,  nämlich  als  Yektorgröße,  fortwährend. 
Beim  Beschreiben  jedes  Teiles  der  Kreisbahn  ändert  das  Teilchen  die 
Richtung  seiner  Geschwindigkeit  um  den  Winkel  zwischen  den  Radien 
nach  den  Endpunkten  des  betreffenden  Kreisteiles.  Wenn  der  Teil 
s.  B.  den  halben  Kreis  beträgt,  so  ist  die  Geschwindigkeitsrichtung, 
weit  davon,  dieselbe  geblieben  zu  sein,  sogar  tatsächlich  die  entgegen- 
gesetzte geworden.  Die  Änderung  in  jedem  Zeiträume  ist  das  Integral 
der  Wirkung  der  Beschleunigung  nach  dem  Mittelpunkte  in  diesem 
selben  Zeiträume. 

Wir  werden  alsbald  (§  55)  sehen,  daß  ein  auf  beliebig  gekrümmter 
Bahn  fortschreitendes  Teilchen  im  allgemeinen  bei  jedem  Punkte  eine 
Beschleunigung  in  der  Linie  der  Bewegung  und  eine  Beschleunigung 
vom  Betrage  v^jB  nach  dem  Mittelpunkte  der  Krümmung  für  diesen 
Punkt  hat,  wo  v  die  Geschwindigkeit  des  Teilchens  an  dem  Punkte  und 
R  die  Länge  des  Krümmungsradius  ist. 

52.  Elliptische  Bewegpung.  Wir  wollen  später  (§  528)  den 
Hodographen  eines  Teilchens  betrachten,  das  sich  auf  einer  elliptischen 
Bahn  mit  einer  immer  nach  einem  der  Brennpunkte  der  Ellipse  ge- 
richteten und  im  umgekehrten  Quadrat  der  Länge  des  von  dem  Brenn- 
punkte nach  dem  Teilchen  gezogenen  Radius  sich  ändernden  Beschleu- 
nigung bewegt.  Dies  ist  der  Fall  der  nicht  gestörten  Bewegung  eines 
kleinen  Satelliten  um  seinen  Hauptkörper,  der  ihn  nach  dem  bekannten 
Gravitationsgesetz  anzieht.  Man  wird  sehen,  daß  in  diesem  Falle  der 
Hodojgraph  ebenfalls  ein  Kreis  ist,  und  daß  der  Anfangspunkt  0,  von 
dem  aus  die  die  Geschwindigkeiten  darstellenden  Linien  gezogen  wer- 
den, ein  exzentrischer  Punkt  ist. 

53«  Beschleunigung  bei  der  einfachen  Schwingung;  ana- 
lytische Formeln  für  dieselbe«  Wir  können  nun  die  Betrachtung 
des  die  Sinusschwingung  ausführenden  Teilchens  wieder  aufnehmen  und 
seine  Beschleunigung  erforschen.  Wie  der  Punkt  p  (Fig.  25,  §  43) 
in  Jedem  Augenblick  die  Geschwindigkeit  von  P  längs  dem  Durchmesser 
AA'  hat,  so  hat  er  auch  die  Beschleunigung  von  P  in  derselben  Rich- 
tung. Aber  die  gesamte  Beschleunigung  von  P  ist  von  P  nach  0  ge- 
richtet und  vom  Betrage  ca^r.  Die  Komponente  davon  längs  A  0  ist 
vom  Betrage  d^r  cos  POp,  und  das  ist  die  Beschleunigung  von  J9,  die 
folglich  nach  0  gerichtet  ist.  Aber  r  cos  POp  ist  die  Yerrückung  Op, 
und  die  Beschleunigung  von  p  ist  demnach  das  Produkt  von  cd^  in  die 
Yerrückung  und  ist  nach  dem  festen  Punkt  0  zu  gerichtet.  Die  Be- 
schleunigung hat  also  ein  festes  Verhältnis  zur  Yerrückung,  das  (ohne 
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Rücksicht  auf  Yorzeichen)  zahlenmäßig  susgedrftckt  werden  kann  durch 
die  Gleichung: 

Beschleunigung  ^  ^^  =  ÜL' (3O) 

Verrückung  T^  ^     ^ 

Der  Lernende  sollte  sich  diese  Beziehung  gut  einprägen. 

Um  die  Verweisung  bequemer  zu  haben,  können  wir  hier  die  oben 

aufgestellten  Formeln    für    ein   einfache  Schwingungen    ausführendes 

ds 
Teilchen  zusammenstellen.    Zu  s  als  Verrückung  und  —  als  Geschwin- 

digkeit  werden  wir  -r~  für  die  Beschleunigung  oder  das  Verhältnis  der 

..  ds 

Änderung  von  —  zur  Zeitänderung  einführen.     Wie  wir  s  an  Stelle 
dt 

von  ds/dt  setzen,  so  werden  wir  in  Fällen,  wo  es  die  Bequemlichkeit 

erfordert,  d^s/dt^  durch  das  Symbol  s  ersetzen.     Wir  haben  also: 


s  =  a  cos(nt  —  e) 

ds 
s  =  —=  —  na  sin(nt  —  e) 

d^s 
8  =  ^77=  —  n^a  cos(nt  —  e) 


(31) 


Das  Minuszeichen  auf  der  rechten  Seite  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  ist  offenbar  durch  Fig.  25  ohne  weiteres  gegeben;  die  Ge- 
schwindigkeitskomponente AA'  des  Punktes  ist  von  A  nach  0  —  also 
im  Sinne  einer  Verminderung  der  Verrückung  —  gerichtet,  wohingegen 
in  der  ersten  Gleichung  die  Verrückung  positiv  genommen  wird;  auch 
hat  die  Beschleunigung  von  P,  da  sie  von  P  nach  0  gerichtet  ist,  eine 
Komponente  von  p  nach  0 ,  welche  die  Geschwindigkeit  in  derselben 
Richtung  zahlenmäßig  erhöht,  d.  h.  die  Beschleunigung  sowohl  als  die 
Geschwindigkeit  muß  das  negative  Vorzeichen 'haben. 

Der  Leser  wird  gut  tun,  sich  die  Vorzeichen  für  jeden  möglichen 
Wert  von  t  klar  zu  machen,  d.  h.  für  die  Lage  von  P  in  jedem  der 
vier  Quadranten  des  Kreises. 

54.  Trigonometrische  Funktionen  und  Exponentialfunk- 
tionen. Man  wird  bemerkt  haben,  daß  die  dritte  Gleichung  von  (31) 
von  der  zweiten  genau  durch  den  gleichen  analytischen  Prozeß  ab- 
geleitet werden  kann,  durch  den  in  §  39  die  zweite  der  Gleichungen 
(31)  aus  der  ersten  abgeleitet  worden  war.  Es  wird  von  Nutzen  sein, 
zu  beachten,  daß  die  successive  Differentiation  der  Funktion  acos{nt  —  £) 
nach  t  ausgeführt  wird,  indem  man  die  Funktion  abwechselnd  von  cos 
zu  sin  und  von  sin  zu  cos  ändert,  jedesmal  mit  n  multipliziert  und 
das  Vorzeichen  wechselt,  wenn  die  Funktion  sich  von  cos  zu  sin  ändert. 
Folglich  ist,  wenn  wir  den  Differentialquotienten  von  ds/dt  mit  d^s/dt^ 
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bezeichnen,  den  yon  d^s/dt^  mit  d^s/dt^  u.  s.  w.,  und  wenn  s  = 
a  cos(ni  —  s)  ist, 

—  z=  —  na  Sin  (ni  —  «),      jr^  =  —  w^a  cos  (n*  —  «), 

(2's 

---  =  n^a  sin  (nt  —  s) 

dt^ 

U.    8.  W. 

Wir  haben  hier  nicht  Platz,  diese  Frage  ausführlich  zu  behandeln; 
aber  es  wird  für  später  gut  sein,  sich  zu  merken^  daß  die  Ergebnisse 
mit  einem  anderen  leicht  zu  erhaltenden  in  Beziehung  stehen.  Die 
Funktion  e"*'  sei  durch  die  Gleichung 

e-..=  l+^<+  —  +  3-^+ (32) 

gegeben,  wo  die  rechte  Seite  eine  unendliche  Reihe  darstellt ;  das  Gesetz, 
nach  dem  ihre  Glieder  gebildet  werden,  ist  durch  die  gegebenen  Glieder 
bezeichnet 

Wenn  wir  jetzt  t  auf  beiden  Seiten  in  ^  +  ^  ändern  und  die  Grenze 
nehmen,  der  sich  die  Größe  auf  der  rechten  Seite  nähert,  wenn  r  un- 
endlich nahe  an  Null  gebracht  und  mit  dt  bezeichnet  wird,  so  sehen  wir 
sofort,  daß 


d.  h. 


d(^*) 


=  we«' (33) 


dt 
ist.     Auf  dieselbe  Weise  haben  wir 

e-=l+x  +  ^  + (34) 

nnd 

v-'- <-> 

Folglich  ist  der  verhältnismäßige  Zuwachs,  den  ^  erfährt,  wenn  x 
wächst,  gerade  e'.  x  heißt  der  Logarithmus  von  6^  mit  der  Basis  e. 
Der  Wert  von  e  ist,  wie  der  Leser  sich  überzeugen  kann,  2,71828... 
£8  ist  eine  irrationale  Zahl  und  die  Basis  des  von  Napier  erfundenen 
Logari  thmens  jstem  s. 

Dieses  Ergebnis,  obgleich  wir  uns  nicht  damit  aufhalten  können, 
es  zu  beweisen,  bewährt  sich  durchaus,  gleichviel  ob  m  positiv  oder 
negativ,  ganzzahlig  oder  gebrochen,  reell,  imaginär  oder  komplex  ist. 
Nun  wird  in  der  Trigonometrie  gezeigt,  daß,  wenn  e^*  den  bezeichneten 
Wert  hat  und  i  den  Ausdruck  y — 1  bedeutet, 

cos  nt  =  l  (^'««  +  c-»"0,    sin  nt  =  ^.  (c*»»*  —  c"«"«)  .     .   (36) 
ist 

Or«y,  PhjBlk.    I.  4 
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Die  Differentiation  trigonometrischer  Funktionen  wird  somit  anf 
die  der  Exponentialfunktionen  zurückgeführt,  und  der  Leser  mag  sich 
nach  diesen  Formeln  überzeugen,  daß  d  (cos  ni)/dt  =  —  n  sin  nt  ist 
und  d  (sin  nt)/dt  =  n  cos  nt  Aal  die  Beziehungen  zwischen  beiden 
Arten  von  Funktionen  werden  wir  im  Zusammenhange  mit  der  Frage 
der  durch  Reibung  oder  sonstige  hemmende  Kräfte  gedämpften  Schwin- 
gungen zurückkommen. 

55«  Besehleunigung  auf  beliebiger  Bahn«  Wir  betrachten 
jetzt  die  Beschleunigung    eines  auf  beliebiger  Bahn  fortschreitenden 

Teilchens.   Es  möge  s  wie  bis- 
^^'  ^^'  '  her    die    Länge     der    Kurve 

von  einem  als  Nullpunkt  ge- 
wählten festen  Punkte  bis  zur 
Lage  P,  Fig.  33,  des  fort- 
schreitenden Punktes  bezeich- 
nen und  Q  die  Strecke  vom 
Ausgangspunkte  0  nach  P. 
Q  sei  ein  benachbarter  Punkt 
auf  der  Kurve,  um  ds  von  P 
entfernt,  den  P  nach  einem  ganz  kurzen  Zeiträume  dt  erreicht  haben 
wird,  und  dg  sei  die  Strecke  von  P  nach  Q  (die  Sehne  PQ),  so  daß 
die  Strecke  0  Q  gleich  q  -{-  dg  ist.  den  sei  eine  andere  Strecke,  eben- 
falls von  der  Länge  ds^  längs  der  Tangente  an  P  Dann  nähern  sich» 
wenn  dt  unbegrenzt  kleiner  und  kleiner  wird,  dg  und  da)  unbegrenzt 
der  Koinzidenz  mit  dem  Bahnelement,  dessen  Länge  ds  isl  Daher  ist 
jede  beliebige  sehr  kurze  Strecke,  gleichviel  ob  längs  P  Q  oder  längs  der 
Tangente,  von  beliebiger  Länge  ds,  nach  Größe  und  Richtung  durch 
das  Produkt  dg/ds.Ss  gegeben;  d.  h.  dg/ds  stellt  eine  Einheitsstrecke 
längs  der  Tangente  an  P  dar. 

Alsdann  ist  das  Maß,  nach  dem  das  Teilchen  längs  der  Kurve 
fortschreitet,  d.  h.  nach  dem  die  Strecke  g  wächst,  offenbar  das  Ver- 
hältnis dg/ds  mit  s  multipliziert.     Somit  haben  wir  (s.  o.  §  35): 

dg        dgds 


dt 


ds  dt 


(37) 


Zeichnen  wir  nun  den  Hodographen  der  Bewegung  des  Teilchens 
(Fig.  33);  die  Strecke  op  möge  v  f^  den  Bahnpunkt  P  darstellen. 
Dann  wird  oq  die  Geschwindigkeit  für  den  nächsten  Bahnpunkt  Q 
darstellen,  also  9  -|-  d^.  pq  muß  daher  dg  darstellen,  und,  wie  wir 
eben  gesehen  haben,  ist: 


dt  \dsdtj' 


Nun  besteht  aber  pq  aus  zwei  Teilen,  einem  rq  längs  oq  und 
einem  anderen,  jpr  im  rechten  Winkel  zu  oq.     Wenn  jetzt  das  Zeit- 
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element  di,  in  dem  das  Teilchen  von  P  nach  Q  kommt,  unbegrenzt 
kleiner  und  kleiner  wird,  so  nähert  sich  oq  unbegrenzt  op,  und  rp 
nähert  sich  unbegrenzt  der  senkrechten  Lage  gegen  op.  Bei  der  An- 
näherung an  die  Grenze  können  wir  also  rq  als  in  die  Bichtung  der 
Tangente  in  P  und  pr  als  senkrecht  zu  dieser  Richtung  ansehen;  einer 
Richtung,  die,  wie  aus  der  Zeichnung  zu  ersehen  ist,  nach  dem  Krüm- 
mongsmittelpunkte  der  Bahn  weist. 

Der  letzte  Teil  von  dQ  veranlaßt  keine  Änderung  in  der  Länge 
Yon  op,  also  von  i,  und  bedingt  nur  die  durch  die  Richtungsänderung 
poq  verursachte  Änderung  der  Einheitsstrecke  dg/ds  längs  der  Tan- 
gente an  P.     Daher  ist  für  ein  Zeitelement  dt  annähernd 

''  =  37^S <»« 

WO  d(dQ/d8)  die  Änderung  von  dg/ds  ist. 

Der  andere  Teil  r^,  der  im  Grenzfalle  längs  Op  liegt,  bedingt 
keine  Änderung  von  dg/ds,  entsteht  aber  aus  der  Änderung  von  i. 
Folglich  ist  wiederum  für  ein  Zeitelement  dt  annähernd 

dg  .  ds  ,_-^ 

Somit  haben  wir  für  die  Gesamtänderung  dg  der  Geschwindigkeit 
in  der  Zeit  dt^  bei  unbegrenzter  Annäherung  mit  kleiner  werdendem  dt 

dg  ds      dg        dg      ds 

It  ~  Tt      ~ds  ^  Is      Tt' 
£benso  haben  wir 

dt  =  -=-  ' 
ds 

dt 
Somit  ist: 

dt\dt)~  \dt)  ds  ds  "^ 
oder  in  der  in  §  53  erklärten  Bezeichnung: 

d^g  ^d^  fdsy    ,dgd^ 

dt^         ds^  \dtj    '^  ds   dt^  '  ^  ^ 

Um  dieses  Ergebnis  richtig  zu  deuten,  erinnern  wir  uns,  daß 
d^Q/ds^  die  Geschwindigkeitsänderung  von  dg/ds  mit  der  Änderung 
▼on  s  ist,  und  das  erstere  ist,  wie  wir  wissen,  eine  Einheitsstrecke  längs 
der  Tangente  in  dem  Anfangspunkte  P  von  ds.  Sie  ist  für  den  Punkt 
Q  gleich  dg/ds  -|-  ^  (dg/ds)  geworden,  ist  aber  immer  noch  eine  Ein- 
heitsstrecke längs  der  Tangente.  Folglich  ist,  wenn  ca^  cb  (Fig.  34, 
a.  1  S)  diese  Einheitsstrecken  darstellen,  d (dg/ds)  gleich  ah.  Da  aber 
ca  und  ch  beides  Einheiten  sind,  so  ist  die  Länge  von  ah  der  Winkel 
ach  zwischen  den  beiden  Tangenten  in  den  Endpunkten  P,  Q  von  ds 

4* 


d8\ 


Jds 

\di 


~ds       dt 
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in  Fig.  33,  und  das  Verh&ltnis  dieser  Länge  zu  ds  ist  die  Krammung 
der  Bahn,  §  37.  Somit  ist  d^Q/ds^,  das  zwischen  a  und  5,  also  senk- 
recht zur  Tangente  und  dem  Mittelpunkte  der 
Krümmung  zugekehrt,  liegt,  das  Verhältnis  einer 
senkrecht  z\i  dQ  gelegenen  Einheitastrecke  zur 
Länge  des  Krümmungsradius.  Wenn  0  eine  von 
F  nach  dem  Erdmmungsmittelpunkte  gerichtete 
Einheitsstrecke  bedeutet,  und  B  die  Länge  des 
Krftmmungsradius  ist,  haben  wir 

d^Q  _  0^ 
d$^   ^  R 


(41) 


und  folglich 


d' 


d«p  \dtJ  d^s 

^  =  0  A'*!Z-  _L_  c  !!_? (42) 

dt^  R      ^      dt*  ^     ' 

wo  CD  wie  bisher  eine  Einheitsstrecke  längs  der  Tangente  in  P  be- 
zeichnet. 

Die  GesamtbeschleunigUDg  besteht  also  aus  zwei  Teilen,  einem 
numerisch  gleich  8*/R^  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  zu  und  einem 
zweiten  numerisch  gleich  ä,  in  der  Bewegungsrichtung.  Man  nennt  die 
letztere  Komponente  Tangentialbeschleunigung,  die  erstere  Nor 
mal-  oder  ZentripetalbeschleunigUDg. 

56«   Raumkurven.    Oskulationsebene.    Windungsgrad«    Der 

Fall  der  Bewegung  längs  einer  Eurre  im  Räume  (oder  sogenannten 
gewundenen  Kurve)  erfordert  etwas  nähere  Erläuterung.  Wir  haben 
die  Bewegung  längs  einer  Kurve  definiert  als  gegeben  durch  die  Be- 
wegung eines  Punktes  längs  einer  geraden  Linie,  die  sich  ihrerseits 
um  den  Punkt  dreht  Nun  ist  zwar  natürlich  die  Ebene*,  in  der  die 
Linie  sich  dreht,  jederzeit  vollständig  bestimmt,  aber  diese  Ebene  kann 
ihre  Richtung  wechseln,  indem  sie  sich  um  die  Linie  dreht.  Diese 
Ebene  heißt  für  jede  Lage  des  Punktes  die  Oskulationsebene  oder 
Schwingungsebene. 

Wenn  wir  jetzt  zu  Fig.  34  zurückkehren,  so  haben  wir  dort  die 
Oskulationsebene  mit  der  Papierebene  zusammenfallend.  Ziehen  wir 
eine  Linie  cd  von  der  Länge  1  in  der  Oskulationsebene  von  dem  festen 
Punkte  c  aus  und  senkrecht  zu  ca.  Das  Ende  d  liegt,  wenn  P  fort- 
schreitet, immer  auf  einem  Kreise  vom  Radius  1,  von  c  als  Mittelpunkt 
aus  beschrieben.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  cd  um  ca  pro 
Strecke neinheit  längs  der  Kurve  dreht,  ist  ein  Maß  des  Windungsgrades 
der  Kurve. 

57.  Bewe^ng  auf  einer  gleichwinkeligen  Spirale  mit  gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit.  Der  Fall  eines  auf  einer  gleich- 
winkeligen Spirale  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  um  den 
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Pol  fortschreitenden  Teilchens  ist  Yon  großem  Interesse  wegen  seiner 
Anwendung  an!  gedämpfte  Schwingungshewegnngen  and  wird  eine 
▼ortrefQiche  Illustration  der  oben  aufgestellten  Theoreme  ergeben.  Wir 
werden  das  Problem  mit  Hilfe  des  Theorems  von  der  Zerlegung  der 
Beschleunigung  in  Tangential-  und  Normalbeschleunigung  behandeln 
und  dann  zeigen,  wie  dasselbe  Ergebnis  sehr  leicht  mit  Hilfe  des  Hodo- 
graphen  gewonnen  werden  kann. 

Eine  gleichwinkelige  oder,  wie  man  auch  sagt,  logarithmische  Spi- 
rale ist  eine  ebene  Kurve  solcher  Art,  daß  die  Tangente  in  jedem  ihrer 
Punkte,  z.  B.  P,  in  einem  konstanten  Winkel  zu  der  von  einem  festen 
Punkte,  dem  Pol,  nachP  gezogenen  Linie  geneigt  ist.  So  ist  in  Fig.  35 
O  der  Pol,  und  die  Winkel  OBC,  OPT  sind  gleich,  nämlich  Jeder 
ongef&hr  82^.    In  diesem  Sinne  gerechnet  muß  der  Spiralwinkel  offenbar 

Fig.  35. 


stets  kleiner  als  n;2  sein  (man  könnte  aber  ebensogut  auch  den  Winkel 
nach  der  anderen  Seite  nehmen,  der  dann  entsprechend  gr.ößer  als  9r/2 
wäre). 

Die  Beziehung  zwischen  der  Länge  r  des  vom  Pol  nach  irgend 
einem  Punkte  gezogenen  Radiusvektors  und  dem  Winkel-  d,  den  der 
Radius  mit  einer  festen  Linie  in  der  Ebene  der  Kurve  bildet,  ist 

r  =^a'^ (43) 

wo  a  eine  Konstante  der  Kurve  ist.  Die  feste  Linie  ist  also  der 
Radiusvektor  von  der  Länge  1. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  die  durch  diese  Gleichung  ge- 
gebene Kurve  die  aufgestellte  Bedingung  erfüllt.  Denn,  setzen  wir 
P,  Q  als  benachbarte  Punkte  auf  der  Kurve,  0  als  Pol,  dann  ist  OP 
^=z  r  -=  a*,  und,  da  Ö  als  wachsend  angenommen  wird,  je  weiter  P  vom 
Pol  entfernt  genommen  wird,  so  ist  OQ  -=1  r  -\-  dr  —  a^  -^  ^^.    Folg- 


lich ist 


dr=  r  (a^^  —  1) 


(44) 


Für  gleichen  Zuwachs  dO  von  0  ändert  sich  daher  der  Zuwachs 
von  r  direkt  mit  r.     Wenn  aber  q  (Fig.  36)  der  Fußpunkt  des  von  P 


42  Zweites  Kapitel. 

klar  hervor,  daß  das  Maß  der  Bewegung  von  Ä  im  Hodographen  nach 
Größe  nnd  Richtung  genau  die  Beschleunigung  in  der  Bahn  ist,  oder, 
wie  es  manchmal  ausgedrückt  wird:  „Die  Geschwindigkeit  im  Hodo- 
graphen ist  die  Beschleunigung  in  der  Bahn.**  Denn  der  Grad  der 
Bewegung  von  Ä  muß  am  letzten  Ende  als  eine  Beschleunigung  ge- 
deutet werden.  Er  stellt  die  Stärke  der  Änderung  von  OÄ  dar,  nnd 
OÄy  obgleich  in  der  Zeichnung  eine  Strecke,  stellt  eine  in  der  Zeitein- 
heit zurückgelegte  Strecke  dar,  d.  h.  eine  Geschwindigkeit  Die  Stärke 
der  Änderung  von  OÄ^  die  sogenannte  Geschwindigkeit  im  Hodo- 
graphen, ist  also  die  Stärke  der  Geschwindigkeitsänderung.  Diese 
Bemerkung  scheint  notwendig,  um  den  Schwierigkeiten  zu  begegnen, 
die  Anfänger  augenscheinlich  oft  haben,  zu  begreifen,  wie  das,  was  in 
einer  Kurve  Geschwindigkeit  genannt  wird,  in  einer  anderen  Beschleu- 
nigung sein  kann. 

49«  Beispiele  des  Hodographen.  Wir  betrachten  jetzt  einige 
einfache  Fälle  des  Hodographen. 

1.  Ein  auf  einer  geraden  Linie  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit fortschreitendes  Teilchen.  Der  Hodograph  ist 
einfach  ein  Punkt,  das  äußerste  Ende  der  die  Geschwindigkeit  darstel- 
lenden geraden  Linie;  die  Beschleunigung  ist  Null. 

2.  Ein  auf  einer  geraden  Linie  mit  veränderlicher  Ge- 
schwindigkeit fortschreitendes  Teilchen.  Der  Hodograph  ist 
eine  gerade  Linie  in  derselben  Richtung. 

3.  Ein  sich  irgendwie  nur  unter  derWirkung  derSchwer- 
kraft  bewegendes  Teilchen.     In  diesem  Falle  ist,  wie  wir  später 

Fiff.  30.  sehen  werden,  die  Richtung  der  Beschleunigung  immer 

^A  vertikal.     Dann  ist  also   (außer   wenn   das   Teilchen 
wie  ein  Meteor  eine  sehr  ausgedehnte  Bahn  beschreibt), 
.3  der  Hodograph  eine  in  vertikaler  Richtung  gezogene 

gerade  Linie. 
.  Die  Bildung  des  Hodographen  für  den  Fall  eines 

eine  parabolische  Bahn  beschreibenden  Fußballes  oder 
.j)  Geschosses  ist  aus  Fig.  30  zu  ersehen.  In  ihr  sind 
die  Geschwindigkeiten  nach  gleichen  aufeinander  fol- 
.£  genden  Zeiträumen  durch  0^1,  OB,  OC  .  ,  .  an- 
gegeben, für  welche  die  vertikalen  Strecken  AB,  BC..^ 
alle  gleich  lang  sind  und  die  gleichen  Änderungen  der  vertikalen  Ge- 
schwindigkeit darstellen,  die  die  Schwerkraft  in  diesen  Zeiträumen 
bewirkt. 

50.  Bahn  eines  Körpers  unter  bestandiger  Besehleimigung« 
Theorie  der  widerstandslosen  Beweg^ung  eines  Geschosses«     Daß 

die  Bahn  eines  sich  mit  gleichförmiger  Beschleunigung  bewegenden 
Körpers  eine  Parabel  ist,  ergibt  sich  leicht  aus  der  Tatsache,  daß  die 
zur  Beschleunigung  senkrechte  Geschwindigkeit  nach  Größe  und  Rieh- 
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tung  konstant  bleibt,  während  ein  in  der  Riohtang  der  Beschlennigung 
gleicher  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in  gleichen  aufeinanderfolgenden 
Zeiträumen  erzeugt  wird.  Nehmen  wir,  um  diese  Vorstellungen  zu 
fixieren,  den  Fall  eines  freien  Geschosses  ohne  Luftwiderstand,  unter 
der  Wirkung  der  Schwerkraft,  von  der  wir  annehmen,  daß  sie  eine 
konstante,  nach  unten  gerichtete  Beschleunigung  erteilt.  Die  Linien 
Oä,  ob  .  .  .  in  Fig.  30  stellen  die  Bewegungsrichtungen  in  diesem 
Falle  dar,  d.  h.  die  Tangenten  an  die  Bahn  nach  aufeinanderfolgenden 
gleichen  Zeitabschnitten;  mit  anderen 
Worten,  die  Tangenten  an  die  Enden  der- 
jenigen vertikalen  Ordinaten,  welche  in 
gleichen  horizontalen  Abständen  aufein- 
ander folgen.  Wenn  also  p  der  Tangens 
des  Winkels  Ö  (MPT,  Fig.  31)  ist,  den 
die  Bewegungsrichtung  in  irgend  einem 
Augenblicke  mit  der  Horizontalen  ein- 
schließt, und  Pq  der  Wert  dieses  Tangens 
in  dem  Punkte  Pq  der  Kurve,  wo  wir  die 
Zeitrechnung  beginnen  lassen,  dann  ist 

p  =  Pq  —  at 

Wenn  aber  u  die  Horizontalgeschwindigkeit  und  v  die  Yertikalgesch win- 
digkeit des  Teilchens  bei  dem  Punkte  P  ist,  wo  der  Tangens  der  In- 
klination der  Bewegungsrichtung  zur  Horizontalen  p  ist,  so  haben  wir 

V  Vo  Vq  —   V 

u        u  u 

Vo  —  V  ist  aber  die  in  der  Zeit  t  erfolgte  Änderung  der  Vertikal- 
geschwindigkeit, und  diese  ist  gt,  wenn  g  die  nach  unten  gerichtete 
Beschleunigung  durch  die  Schwere  ist.  Demnach  ist  a  =  g/u.  Wenn 
X  die  horizontale  Entfernung  zwischen  Pq  und  P  ist,  so  haben  wir 
X  =  ut  und  t  =  XAU     Somit  erhalten  wir 


D.  h.  die  Änderung  von  tg  0  ist  direkt  proportional  der  Änderung  der 
Eurvenabszisse;  das  ist  bekanntlich  eine  Eigenschaft  der  Parabel. 

Die  Gleichung  der  Kurve  kann  folgendermaßen  gefunden  werden. 
In  einer  beliebigen  Zeit  t  vom  Augenblick  des  Wurfes  an  (mit  Ge- 
schwindigkeiten u,  v)  hat  das  Teilchen  eine  Strecke  x=ut  in  horizon- 
taler Richtung  und  eine  Strecke  vt  —  \gt^  vertikal  nach  oben  zurück- 
gelegt (§§  38,  90).  Diese  letzteren  wollen  wir  mit  — y  bezeichnen,  so 
daß  y  bei  der  Richtung  nach  unten  positiv  wird.  Wenn  wir  t  in  diesem 
Ausdruck  durch  x/u  ersetzen,  so  erhalten  wir 


y  =  ^-^^- 


vx 
u 


(28) 
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Wenn  wir 

"'=^'  ^-Ti^^ <*«> 

nnd  — 8*  für  die Gesamtbesobleunigung  von  p  setzen,  so  haben  wir  die 
Gleicbnng 

1^  +  2*^  +  "'^'  =  « <^«> 

d.  b.  die  Differentialgleichung  der  Schwingungsbewegung  eines  Teil- 
chens,  das  einer  mit  seiner  Geschwindigkeit  proportionalen  D&mpfung 
unterworfen  ist. 

Wenn  a  der  Winkel  zwischen  BB'  und  der  Linie,  von  der  aus  Ö 
gemessen  wird,  ist,  so  haben  wir  0  =  a  -f-  ^  und  daher  i)  =  ^. 

Somit  erhalten  wir 

s' =  rcos'^  =  a^  cos{a  —  6) (51) 

Die  Yerrückung  s'  hat  als  Zahlenwert  ein  Maximum,  wenn  s*  null  ist, 
d.  h.  jedesmal,  wenn  cos  ((p  -}-  ^)  i^^ll  ist;  wie  aus  der  Zeichnung  er- 
sichtlich ist,  wird  dieses  Maximum  mit  jedem  Male,  wo  der  Radiusvektor 
eine  halbe  Umdrehung  ausführt,  kleiner.  Um  die  Abnahmegescb win- 
digkeit zu  finden,  beachten  wir,  daß,  wenn  ^  sich  von  Jt  bis  0  ändert, 
0  sich  von  a  +  ;r  bis  a  ändert,  und  s'  von  a^  ^  '^  cos  n  bis  a"  cos  0, 
d.  h.  von  a'^a"  bis  a\  Also  nimmt  die  Amplitude  in  jeder  halben 
Umdrehung  im  Verhältnis  von  a" :  1  ab.  Die  aufeinander  folgenden 
Amplituden  sind  in  Fig.  35  angedeutet. 

Die  Abnahmegeschwindigkeit  von  r  für  jede  halbe  Umdrehung  ist 
genau  dieselbe.  Der  Betrag  der  Abnahme  pro  Zeiteinheit  ist  nach  Gl.  (46) 
rO  ctgtp  oder  kr,  so  daß  das  Abnahmeverhältnis  von  r  pro  Zeit-  und 
Längeneinheit  k  ist. 

59«  Berechnung  der  Beschleunigung  durch  den  Uodo- 
graphen.  Die  Methode  des  Hodographen  führt  viel  kürzer  und  ele- 
ganter zu  dem  oben  gefundenen  Werte  für  die  Beschleunigung  des  auf 
der  Spirale  fortschreitenden  Teilchens.  Da  die  Geschwindigkeit  mit  r 
proportional  ist,  so  ist  der  Hodograph  eine  gleichwinkelige  Spirale  von 
demselben  Winkel  wie  die  Bahn.  JLS,  Fig.  37,  möge  die  Geschwindig- 
keit bei  P  darstellen,  dann  fällt  die  Beschleunigung  in  die  Richtung 
der  Tangente  S  T  an  den  Hodographen.  Ferner ,  wenn  S  T  die  Größe 
sowohl  als  die  Richtung  der  Beschleunigung  darstellt,  muß  es  sich  von 
AS  durch  genau  dieselbe  Operation  ableiten  lassen,  die  AS  aus  OP 

ergeben  hatte.  Die  Größe  von  AS  ist  aber  rti/sin  <p,  und  daher  die 
Größe  von  ST  gleich  rU^/sin^q),  Also  ist  die  Beschleunigung  voll- 
kommen bestimmt. 

Wenn  wir  ST  in  zwei  Komponenten  auflösen,  die  durch  UT  in 
der  Bewegungsrichtung  und  S  ü  in  der  Richtung  PO  (Fig.  37)  dar- 
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gestellt  sind,  so  erhalten  wir  leicht  (da  offenbar  L  ÜTS  =  Z.  SüT 
=  (p  und  UT/ST  =  sin  2(p/sinip  =  2  cos 9  ist)  für  den  Wert  der 
ersteren  2rÖ>  cos  tp/sin*  q>  und  für  den  der  letzteren  r  Ö^/sin^  (p; 
Werte,  die  mit  den  durch  die  Anwendung  des  ersten  Prozesses  erhal- 
tenen identisch  sind. 

60.  Resultante  aus  zwei  einfachen  Schwingungen  in  einer 
Linie*  Wir  betrachten  jetzt  diejenige  Bewegung,  welche  die  resul- 
tierende aus  zwei  oder  mehr  gleichzeitig  bestehenden  einfachen  Schwin- 
gungen ist.  Zunächst  seien  die  Bewegungen  von  gleicher  Periode  und 
in  einer  Linie,  und  die  konzentrischen  Kreise  ^^',  BB'  (Fig.  38)  seien 
die  zur  Definition  der  einfachen  Schwingungen  (der  Punkte  p,  q  längs 
dem  Diameter  AA'),  die  zusammengesetzt  werden  sollen,  benutzten 
Fig.  37.  Fig.  38. 


Hilfskreise.  P,  Q  seien  die  Lagen  der  Punkte  in  der  Kreisbewegung 
zur  Zeit  f,  von  dem  Augenblick  an  gerechnet,  wo  P  sich  bei  G  befand. 
Die  Epoche  der  Bewegung  yon  P  ist  als  Winkel  COG,  und  offenbar 
muß  Q,  wenn  GOH  =  POQ  ist,  im  Nullpunkt  der  Zeitrechnung  bei 
H  gewesen  sein.  Also  ist  die  Epoche  von  Q  gleich  COH,  und  die 
Differenz  der  Epochen  ist  GOH  oder  POQ. 

Vervollständigen  wir  das  Parallelogramm  POQR  und  ziehen  wir 
die  Diagonale  0R\  dann  muß,  da  OP  und  OQ  sich  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit drehen,  OB  durchaus  von  ungeänderter  Länge  und  in 
denselben  Winkeln  zu  OP  und  OQ  geneigt  verbleiben.  Die  Ver- 
rückung des  die  resultierende  Bewegung  beschreibenden  Teilchens  ist 
die  Summe  der  Verrückungen  Op,  Oq,  welche  Summe,  da  sie  die  Summe 
der  Projektionen  von  OP,  OQ,  d.  h.  von  OQ,  QR  auf  OC  ist,  der 
Projektion  von  OB  auf  OC,  also  Or  gleich  ist.  Offenbar  beschreibt  r 
eine  einfache  Schwingung,  und  die  resultierende  Bewegung  ist  eine 
Schwingung  von  der  Amplitude  gleich  OB,  von  derselben  Periode  wie 
die  Einzelschwingungen  und  von  einer  Phase,  die  gegen  die  Bewegung 
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Yon  P  um  den  Z^  EOP  zurück  und  gegen  die  Bewegung  von  Q  am 
den  Z.  QOB  voraus  ist. 

Wenn  a,  b,  c  die  Längen  von  OF,  OQ,  OR,  wenn  femer  6  die 
Phasendifferenz  der  zusammenzusetzenden  Bewegungen,  a,  ß  die  Win- 
kel P0i2,  ROQ  sind,  so  haben  wir: 


c  =  Va^  +  6«  +  2ab  cosÖ 


a  =  arccos 


a  -\'  b  cos  6 


ß  =  arccos 


h  -\-  acosO 


(52) 
(53) 


c  '     '  c 

Dieses  Ergebnis  erhält  man  ohne  Mühe  au!  analytischem  Wege.    £  möge 
den  Winkel  ÄOG  bezeichnen«  u,  v  die  Yerrückungen  von  p,  q.    Dann  ist: 

u  =  a  co8{nt  —  a),      v  =  h  cos(nt  —  e  —  Ö) 
u  -]-  V  =  a  cos(nt  —  «)  +  hcos  (nt  —  s  —  Ö) 
z=  (a  +  h  cos  6)  cos(nt  —  «)  +  ^  sinO  8in(nt  —  b). 

Wenn  wir  a  +  bcosO  =  c  cos(p  und  h  sin  0  =  c  sin  tp  setzen, 
so  kann  dies  auch  in  der  Form  u  -{-  v  =  c  cos  (nt  —  s  —  q>)  ge- 
schrieben werden,  wo 

, h  sin  0 

c=\a^  +  b^  +  2ab  cosiU  q>  =  arc  fang  ^  ,^1,^080 

ist,  was,  da  q)  offenbar  der  oben  mit  a  bezeichnete  Winkel  ist,  mit  dem 
bereits  erhaltenen  Ergebnis  übereinstimmt. 

In  derselben  Weise  kann  eine  dritte  einfache  Schwingung  von  der* 
selben  Periode  und  in  derselben  Linie  mit  der  eben  gefundenen  zu- 
sammengesetzt werden  u.  s.  w.  bis  zu  der  Besultante  beliebig  yieler 
einfacher  Schwingungen  yon  gleicher  Periode  und  in  derselben  Linie. 

61.   Resultante  zweier  entgegengesetzter  Kreisbewegungen 
von   gleichen   Perioden.       Ein   anderer  wichtiger  Fall  ist  der,    in 
Yig,  39,  welchem     zwei    konzentrische     Kreis- 

H  bewegungen  von  gleicher  Periode,  aber 

Yon  yerschiedener  Amplitude  und  ent- 
gegengesetzten Richtungen  zusammen- 
gesetzt werden.  Es  seien  in  Fig.  39 
OP,  OQ  die  Radien  nach  den  die 
Kreisbahnen  beschreibenden  Punkten 
P,  Q\  alsdann  werden,  wenn  die  Radien 
in  OB  zusammenfallen,  die  Winkel 
BOP,  BOQ  gleich;  wenn  wir  dann 
das  Parallelogramm  POQR  beschrei- 
ben, ist  OB  die  resultierende  Ver- 
rückung, und  die  Bewegung  von  B  ist 
die  resultierende  Bewegung.  Aber  die 
Verrückung  von  B  ist  zusammengesetzt  aus  den  zwei  Verrüokungen 
Op,  Oq  längs  der  Linie  OÄ  und  den  beiden  anderen  Op\  Oq'  längs 


m 

)         h 

B 


"';i  •  •  (54) 

int] 
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der  Linie  OB.  Die  Bewegungen  von  p  und  q  sind  einfache  Schwin- 
^ngen  im  Diameter  AÄ'',  und  wenn  Q'  der  Punkt  ist,  in  dem  die 
Verlängerung  von  Qq  den  kleineren  Kreis  schneidet,  so  kann  man  diese 
Bewegungen  als  die  Projektionen  (auf  die  Diameter)  der  Bewegungen 
der  Punkte  P  und  Q'  betrachten,  die  die  Kreise  in  derselben  Richtung 
durchlaufen.  Infolgedessen  setzen  sich  die  Bewegungen  nach  dem 
▼orauBgeschickten  Theorem  zu  einer  einzigen  einfachen  Schwingung 
zusammen.  Ebenso  ergeben  die  Beweguugen  yon  p'  und  q'  eine  ein- 
fache Schwingung  im  Diameter  BB',  Also  setzt  sich  die  Bewegung 
▼on  B  aus  zwei  einfachen  Schwingungen  in  aufeinander  senkrechten 
Linien  zusammen. 

Es  seien  x,  y  die  Yerrückungen  von  B  längs  OÄ,  OB.  Dann  ist, 
wenn  OB  =  a,  OQ  =  b,  L  B  OF  =   Z  BOQ  =  nt  gesetzt  wird: 

X  =  a  sinnt  —  h  sinnt  =  (a  —  h)  sintit 
y  =  a  cosni  +  h  cosnt  =  (a  -{-  b)  cos 

Die  Amplituden  längs  OÄ,  OB  sind  a  —  b  bezw.  a  -\-  b. 

Die  Beziehung  zwischen  dem  x  und  y  eines  beliebigen  Bahnpunktes 
Yon  B  kann  durch  Elimination  von  nt  zwischen  den  beiden  eben  hin- 
geschriebenen Formeln  gefunden  werden.  So  erhalten  wir  durch  Qua- 
drieren und  Addieren: 

x^  y^ 

(i^r^  +  (jqrb)^  =  1     •   •  •   •   (^^> 

womit  eine  Ellipse  dargestellt  ist,  deren  Halbaxen  a  —  5,  a  -f  5  sind 
(s.  §§  69,  75). 

Wenn  b  gleich  Null  wäre,  so  würden  wir  eine  einzelne  gleichförmige 
Kreisbewegung  haben,  die  demnach  zwei  gleichen  einfachen  Schwin- 
gungen in  aufeinander  senkrechten  Linien  und  von  einer  Phasendiffe- 
renz von  90^  äquivalent  ist  (vergl.  §  72). 

62.  Elliptische  Bewegung,  erzeugt  durch  einen  Kreis,  der 
in  einem  anderen  herumrollt.  Es  ist  von  Interesse,  diesen  Fall 
von  Bewegung  in  der  durch  Fig.  40  (a.  f.  S.)  angedeuteten  Art  zu  be- 
trachten. Denken  wir  uns  einen  Kreis  vom  Durchmesser  OiS  in  innerer 
Berührung  mit  einem  Kreise  vom  doppelten  Radius  in  diesem  herum- 
rollend in  der  durch  den  Pfeil  angezeigten  Richtung,  d.  h.  in  Kontakt 
bleibend,  während  sein  Mittelpunkt  F  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n 
um  0  rotiert  und  jeder  seiner  Radien  mit  derselben  Winkelgeschwin- 
digkeit in  der  entgegengesetzten  Richtung  um  F  rotiert.  Es  möge 
FSo  ein  Radius  sein,  der  in  der  Richtung  OA  lag,  als  OF  in  der- 
selben Richtung  war,  und  B  ein  Punkt  auf  diesem  Radius  oder  auf 
seiner  Verlängerung.  Der  Winkel  SFSq  ist  offenbar  2  •  Z.  S  OA.  Da- 
her ist  der  Bogen  SSq  des  kleineren  Kreises  gleich  dem  Bogen  SA  des 
größeren,  und  daher  sind  die  aufeinander  folgenden  Punkte  von  SSq 
mit  denen   von  SA  ohne  relative  Bewegung  längs  der  Tangente,  so- 
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genanntes  Gleiten,  in  Berührung  gekommen,  d.  L  die  Bewegung  ist  eine 
ausschließlich  rollende.  Augenscheinlich  ist  die  Bewegung  von  B  genau 
die  des  Punktes  R  in  Fig.  39,  die  ehen  behandelt  worden  ist.  Daher 
beschreibt,  wenn  ein  Kreis  in  einem  anderen  Yom  doppelten  Radius 
rollt,  irgend  ein  fester  Punkt  in  dem  rollenden  Kreise  eine  Ellipse; 
und  wenn  die  Bewegung  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  Tor 
sich  geht,  setzt  sie  sich  aus  zwei  zueinander  rechtwinkeligen  einfachen 
Schwingungen  zusammen. 

Die  Ellipse  wird  zur  geraden  Linie,  nämlich  zu  einem  Durchmesser 
des  größeren  Kreises  in  dem  Falle,  wo  der  Punkt  12  auf  der  Peripherie 
Fig.  40.  Fig.  41. 

Ä 


des  rollenden  Kreises  liegt;  der  entgegengesetzte  Endpunkt  des  Durch- 
messers durch  B  beschreibt  den  zu  dem  durch  B  beschriebenen  senk- 
rechten Durchmesser.  Diese  Fälle  können  leicht  als  Spezialfälle  der 
eben  gefundenen  dargestellt  werden. 

63«  Resultante  aus  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten 
Kreisbewegungen.  Es  folgt  aus  dem  Obigen,  daß  die  Zusammen- 
setzung Yon  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten  Kreisbewegungen 
eine  einfache  Schwingung  ergibt  von  derselben  Periode  und  von  einer 
Amplitude  gleich  dem  doppelten  Radius  des  Kreises,  und  zwar  in  der- 
jenigen Linie,  welche  den  Winkel  zwischen  den  nach  den  gleichzeitigen 
Stellungen  der  Teilchen  gezogenen  Radien  halbiert.  Es  seien  also  in 
Fig.  41  P,  Q  die  Lagen  der  Teilchen,  deren  Bewegungen  auf  dem  Kreise 
APQ  zusammengesetzt  werden  sollen,  und  es  sei  CA  senkrecht  zu 
PQ  gezogen.  Die  zn  CA  senkrechten  Komponenten  der  beiden  Be- 
wegungen heben  einander  auf,  so  daß  die  Resultante  eine  Bewegung 
auf  dem  Radius  A  C  gleich  der  Summe  der  gleichen  Komponenten  der 
Kreisbewegungen  längs  dieser  Linie  ist.  Wie  man  sieht,  ist  die  Rich- 
tung von  AC  immer  dieselbe. 

64«  Resultante  entgegengesetzter  Kreisbewegungen  von  un- 
gleichen Perioden«  Wenn  indessen  die  Geschwindigkeiten  von  P  und 
Q  ungleich  sind,  wird  die  Linie   CA  ihre  Richtung  ändern  mit  einer 
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Winkelgeschwindigkeit,  die  der  H&lfte  der  Differenz  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten der  beiden  Radien  gleich  ist,  und  wird  sich  in  derselben 
Richtung  wie  der  schneller  fortschreitende  Radius  um  G  drehen. 

Nun  sind,  wenn   T  die  Periode  you  P,   T*  die  Yon   Q  bezeich- 
net, die  Winkelgeschwindigkeiten  n,  n'  gleich  Ssr/T,  2n/T\  und  die 


halbe  Differenz,  die  Winkel- 
geschwindigkeit Yon  GÄ^  ist 
ä;(I/T— 1/T')  in  der  durch 
den  linken  Pfeil  in  Fig.  41 
angegebenen  Richtung  (tat- 
sächlich also  nach  links,  wenn 
T  <  T\  nach  rechts,  wenn 
T  >  r  ist).  Die  Bahn 
des  Teilchens,  das  die  resul- 
tierende Bewegung  ausführt, 
ist  eine  sternförmige  Kunre 
Yön  der  Form  der  Fig.  42 
und  43.  In  dem  in  Fig.  42 
dargestellten  besonderen  Falle 
ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
rechts    doppelt   so    groß j^' wie 


Fig.  43. 
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links;  die  16  typischen  Lagen  während  einer  Periode  sind  durch  Ziffern 
angegeben,  nnd  zwar  für  die  rechte  Komponente  darch  1  bis  16,  for 
die  linke  durch  1'  bis  16',  für  die  Resultante  durch  I  bis  XVI.  Letztere 
ist,  wie  man  sieht,  in  diesem  Falle  kleeblattartig.  £inen  anderen  Fall 
stellt  Fig.  43  dar;  hier  weichen  die  beiden  Komponenten  nur  wenig 
Yoneinander  ab,  und  infolgedessen  ist  die  Umdrehungsperiode  der  resul- 
tierenden Bewegung  ungefähr  das  12^/2  fache  yon  der  yon  jeder  der 
Komponenten. 

Diese  Fälle  Yon  Bewegung  sind  von  großer  Wichtigkeit  in  der 
Theorie  des  polarisierten  Lichtes  und  der  Drehung  der  Polarisations- 
ebene  in  Medien  wie  Quarz,  Zuckerlösungen,  Weinsteinsäure  u.  s.  w^ 
sowie  in  der  magneto-optischen  Theorie  im  allgemeinen. 

65.  Resultante  zweier  gleich  oder  entgegengesetzt  ge-  ' 
richteter  Kreisbewegungen  yon  ungleicher  Periode  und  un- 
gleichem Radius.  Ein  wichtiger  und  interessanter  Fall  ist  der  eines 
Teilchens,  dessen  Bewegung  die  Resultante  aus  zwei  konzentrischen 
Kreisbewegungen  ist,  die  von  ungleicher  Periode  und  ungleichem  Radius 
sind.  Die  YerrÜckung  des  Teilchens  ändert  sich  augenscheinlich  yon 
einem  Minimum,  das  der  Di£ferenz  der  Radien  gleich  ist,  bis  zu  einem 
Maximum,  das  ihrer  Summe  gleich  ist,  abwechselnd  hin  und  her. 
Der  Betrag  der  Verrückung  ist  durch  die  Gleichungen 

X  =  a  sinnt  +  h  sinnet 


,    ,    ,  ,,  r (56) 

y  =^  acosnt  -\^  hcosnt  I  "^     ' 

gegeben,  die  aus  GL  (54)  entstehen,  wenn  die  Periode  yon  P  gleich  2  n/n 
und  die  von  Q  gleich  2  n/n'  wird  und  die  Kreisbewegungen  im  gleichen 
Sinne  erfolgen. 

Um  die  Gleichungen  für  diesen  Fall  zu  deuten,  wählen  wir  als 
Nullpunkt  der  Zeitrechnung  einen  yon  den]enigen  Momenten,  in 
welchen  die  Verrückungen  in  den  Kreisbewegungen  gleiche  Richtung 
haben.  Dann  wird  offenbar  in  irgend  einem  darauf  folgenden  Moment 
Ö  =  (n  —  n')t,  yorausgesetzt,  daß  n'^n'  ist.  Also  haben  wir  für  die 
Amplitude  c  der  resultierenden  Bewegung  und  den  Phasenwinkel  qp 
(=  ^  POB,  Fig.  38) 

c  =  Va2  -f  b2  +  2  ah  cos  (n  —  »')<     ....     (57) 
und 

.  h  sin  (n  —  «')*  /^ptk 

fang  q>  =  — —.  -  -  ~ '—j- (57') 

a  -{-  h  cos  (n  —  n')t  ^     ' 

Wenn  (n  —  n')/  =  wtjr  ist,  wo  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  haben 
wir  c^=a  -\-h  oder  c  •=^  a  —  6,  je  nachdem  wt  gerade  oder  ungerade 
ist,  und  wenn  {n  —  w')f  =  (2  w  -|-  1)  ^/2  ist,  so  haben  wir  c  =  Va*  +  ^*- 

Der  Wert  yon  (]p  ist  immer  ein  solcher,  daß  die  resultierende  Yer- 
rÜckung zwischen  den  beiden  fortschreitenden  Radien  Hegt  in  dem- 
jenigen Winkel,  welcher  kleiner  als  it  ist,  ausgenommen  in  den  kri- 
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tischen  Lagen,  wo  sie,  beim  Hindurchgehen  darch  Null,  von  der  einen 
Seite  des  schneller  fortschreitenden  Radios  zur  anderen  übergeht. 

Der  Leser  mag,  Yon  den  Grundprinzipien  ausgehend  (indem  er  t 
eine  kleine  Änderung  dt  erteilt,  die  entsprechende  Änderung  dO  von  d 
berechnet  und  den  Grenzwert  von  dO/dtt  wenn  dt  unendlich  klein  wird, 
findet),  die  Winkelgeschwindigkeit  der  resultierenden  Verrückung  in 
jedem  Augenblicke  berechnen. 

Die  Ergebnisse  für  den  Fall  zweier  ungleicher  Bewegungen  von 
verschiedener  Periode  und  entgegengesetzter  Richtung  erh&lt  man  natür- 
lich aus  den  Ergebnissen  in  dem  soeben  behandelten  Falle  durch  Ände- 
rung des  Yorzeichens  Yon  n'. 

Haben  die  beiden  entgegengesetzten  Kreisbewegungen  gleichen 
Radius,  so  yariiert  c  zwischen  2  a  und  0.     Setzt  man  nun 

2n      ,        2n 

wo   T  <   T'   sei,    so  ist  die  Zeit   yon   einem   Strahl    zum  nächsten 
TT"(T  -)-  T')  und  der  zugehörige  Zentriwinkel  yon  rechts  nach  links 

2nr/{T  +  r). 

66.  Fall  zweier  ähnlicher  Kreisbewegungen  yon  gleichem 
Radius  und  ungleicher  Periode.  In  dem  besonderen  Falle  der 
gleichgerichteten  Bewegung,  in  welchem  die  Yerrückungskomponenten 
gleich  sind,  ist  es  klar,  daß  die  resultierende  Verrückung  alsdann 
2  a  cos  I  (n  —  n')  t  ist,  und  daß  ihre  Richtung  immer  den  Winkel  (der 
kleiner  ist  als  n)  zwischen  den  beiden  fortschreitenden  Radien  halbiert. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Halbierungslinie  ist  offenbar  ^(n-{-n') 
oder  n(l/T  +  l/T').     In  der  un-  ^jg  44 

endlich  kurzen  Zeit,  worin  die  sich 
drehenden  Radien  durch  eine  Oppo- 
sitionsstellung hindurchgehen,  geht 
die  den  Winkel  zwischen  ihnen 
halbierende  Linie  durch  einen  Win- 
kel n  yon  einer  Seite  der  beiden 
Linien  auf  die  andere  (während 
gleichzeitig  ihre  Länge  durch  Null 
hindurchgeht)  und  bewegt  sich  dann 
weiter  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit I  (n  +  n'),  bis  wieder  die 
Opposition  erreicht  ist  u.  s.  f. 

Die  resultierende  Bewegung 
kann  als  einfache  Schwingung 
mit  yariierender  Phase  betrachtet  werden,  deren  Amplitude  zwischen 
Null  und  der  doppelten  Amplitude  jeder  einzelnen  Kreisbewegung  hin 
ttnd  her  wechselt,  wie  sich  die  Richtung  ändert  (Fig.  44).  Wenn 
2ntlT  =  2%tlT'  +   n%    ist,     so    haben    wir    ni{l!T-\-  l/T') 
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=  2ntlT'  -\-  nx/2.  Also  sind,  wenn  wir  bei  Koinzidenz  beginnen, 
die  Richtungen  der  Komponenten  zusammenfallend  oder  entgegengesetzt^ 
und  die  Amplitude  ist  nach  Gl.  (57)  die  Summe  der  Radien  oder  Null, 
]e  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Die  Änderung  der  Amplitude  kann  in  Fig.  44  verfolgt  werden, 
indem  man  nach  der  dort  ersichtlichen  Kurv^e  Radien  von  dem  Punkte 
0,  wo  die  Amplitude  Null  ist,  zieht.  Wenn  man  den  Pfeilen  folgt, 
wird  man  sehen,  daß  die  Kurve  eine  Art  von  Spirale  ist,  die  aus  zwei 
Zweigen,  einem  äußeren  und  einem  inneren,  besteht,  die  bei  w  inein- 
ander übergehen.  Der  äußere  wird  von  dem  TeUchen  beschrieben, 
wenn  es  sich  von  0  fortbewegt,  bis  es  m  erreicht,  von  wo  es  auf  dem 
inneren  Zweige  nach  0  zurückkehrt,  um  von  neuem  die  äußere  Bahn 
zu  beschreiben  u.  s.  f. 

Fig.  43  und  44  können  auch  als  Beispiele  für  die  Cykloiden- 
und  Trochoidenkurve  betrachtet  werden;  wir  werden  ihnen  im  Zu- 
sammenbange mit  der  Schwingungsbewegung  wieder  begegnen. 

67.  Yerrückungskurve.  Die  veränderliche  Yerrückung  eines 
Punktes  wird  häufig  so  wie  in  Fig.  45  dargestellt,  wo  die  Strecke  OM 

pi^   45  längs  der  Linie  0  X  der  Zeit  vom 

T    gewählten  Nullpunkte  der  Rech- 

P,^.-*==^      nung   proportional  ist,   und  die 

^^^^^i::::^  \  Entfernung  MF  des  Punktes  F 

— p^=^^^^^^^  von    OX    die   Verrückung    oder 

m  ^^--"•"'^  I \ eine  ihr  proportionale  Größe  ist. 

0  MN  Die  Verrückung  kann  natürlich 

von  beliebiger  Art  sein,  z.  B. 
Entfernung  des  beweglichen  Punktes  von  einem  festen  Punkte,  einer 
festen  Linie  oder  einer  festen  Ebene,  oder  längs  einer  beliebigen  Kurve 
von  einem  festen  Punkte  nach  der  beweglichen  gemessene  Entfernung. 
Wenn,  wie  wir  annehmen,  die  so  erhaltene  Verrückungskurve 
stetig  ist,  kann  eine  bestimmte  Tangente  PT  an  die  Kurve  in  einem 
beliebigen  Punkt  F  gezogen  werden,  und  dieser  wird  im  Grenzfalle  mit 
einem  unendlich  kleinen  Kurvenelement  PQ  zusammenfallen.  Das  Ver- 
hältnis, in  dem  MF  sich  pro  Einheit  des  Zuwachses  von  OJif  ändert, 
also  QpjMN^  ist  also  genau  tang  qp,  wo  qp  die  Neigung  von  FT  gegen 
0  X  ist.  Folglich  ist  tang  g)  der  dem  Punkte  P,  entsprechend  der 
durch  MF  dargestellten  Verrückung,  eigentümlichen  Geschwindigkeit 
proportional. 

68.  Einfache  Schwingung,  dargestellt  durch  die  Sinuskurve. 

Eine  wichtige  Anwendung  dieses  graphischen  Verfahrens  ist  die  auf  die 
einfache  Schwingung.  Hier  (Fig.  46)  stellt  OM  die  Zeit  seit  dem  Null- 
punkte der  Rechnung  und  JfP  die  Verrückung  s  =  aco$(nt  —  e)  dar. 
Also  stellt  0^  die  Phase  der  Bewegung  im  Zeitmaß  dar,  AB  das  Maxi- 
mum der  positiven  Verrückung  und  MqMi,  M^M^  die  halbe  Periode. 
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I>ie  Strecken  MqÄ,  MqM  ...  sind  den  entsprechenden  Winkeln 
JffCMo^  F'CMq,  die  in  dem  Kreise  vom  Mittelpunkte  C  und  Radius 
gleich  AB  ersichtlich  sind,  proportional;  und  daher  sind  die  Ordinaten 
den  Sinus  dieser  Winkel  proportional.  Aus  diesem  Grande  wird  die 
Ton  P  auBgezogene  Eurre,  wie  schon  früher  angeführt  wurde,  gewöhn- 
lich Sinuskarve  genannt. 

Man  kann  ohne  weiteres  aus  der  Figur  ersehen,  daß  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  ein  numerisches  Maximum  in  der  Mittellage  hat, 

Fig.  46. 


d.  h.  wenn  P  auf  der  Axe  OMi  ist  Die  Geschwindigkeiten  an  den 
Terschiedenen  Punkten  der  Kurve  können  ehenfalls  durch  eine  Sinus- 
kurve  graphisch  dargestellt  werden.  Zeichnen  wir  einen  neuen  Kreis 
(Fig.  47)  mitO  als  Mittelpunkt  und  dem  Radius  gleich  dem  des  Kreises 
in  Fig.  46 ;  der  Punkt  P  soll  das  Teilchen  in 
der  umschreihenden  Kreisbewegung  darstellen, 
und  die  von  dem  sich  drehenden  Radius  OP 
mitgeführte  Linie  PT  die  konstante  Geschwin- 
digkeit des  Teilchens  in  dem  Kreise.  (Wenn  a 
der  Radius  des  Kreises  und  n  die  Winkel- 
geschwindigkeit 2  TC/T  ist,  so  wird  na  durch  PT 
dargesteUt.) 

pt^  die  Projektion  von  PT  auf  die  Linie 
OJ.,  stellt  die  Geschwindigkeit  von  P,  parallel 
zu  OÄ  aufgelöst,  dar,  d.  h.  die  Geschwindigkeit 
in  der  einfachen  Schwingung;  ihr  Betrag  ist  PT  sin  POp^  oder  na 
sin(nt  —  €). 

Folglich  ist,  wenn  Op,  d.  h.  OP  cos  POp  oder  a  cos  (nt —  e)  die 
Verrückung  darstellt,  die  zugehörige  Geschwindigkeit  —  na  sin  (nt  —  f), 
und  ihre  successiven  Werte  ergeben  ebenfalls  eine  Sinuskurve.  Diese 
Kurve  wird  manchmal  die  erste  abgeleitete  von  der  ersten  Kurve  ge- 
nannt. Tatsächlich  ist  es  die  frühere  Kurve,  deren  s&mtliche  Ordinaten 
mit  n  multipliziert  sind,  und  die  längs  OX  durch  eine  Strecke,  die  drei 
Viertel  einer  Periode  darstellt,  nach  links  verschoben  ist. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  die  erste  Abgeleitete  dieser  Kurve,  also 
die  zweite  Abgeleitete  der  ursprünglichen,  entworfen  werden;  und  da 
die  Ordinaten  der  so  erhaltenen  Kurve  den  Veränderungen  derer  der 
zweiten  Kurve  proportinal  sind,  stellen  sie  in  der  in  der  Zeichnung  an- 
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gewandten  Skala  die  Beschlennigimgen  in  der  ersten  Karre  dar.  Wir 
kehren  tatsächlich  zu  der  ursprünglich  entworfenen  Kurre  zurück  mit 
dem  Unterschiede  f  daß  jede  von  ihren  Ordinaten  mit  n^  multipliziert 
und  in  die  entgegengesetzte  Richtung  verkehrt  ist. 

69»  Entstehung  der  Sinuskurre  aus  dem  Kreiszylinder»    Die 

Sinuskurve  ist  diejenige  Kurve,  welche  entsteht,  wenn  man  auf  ein  Blatt 
Papier,  das  um  einen  Ereiszylinder  herumgelegt  ist,  den  Umriß  eines 
ebenen  Schnittes  durch  den  Zylinder  schräg  zur  Axe  aufzeichnet  and 

dann  das  Papier  wieder  als  ebenes  Blatt 
aufrollt.  Eine  zur  Axe  senkrechte  Fläche, 
die  durch  den  Mittelpunkt  des  schrägen 
Schnittes  hindurchgeht,  schneidet  das  Papier 
in  einer  Linie,  welche  auf  dem  ebenen  Blatte 
die  Axe  der  Kurve  ist  Die  Konstruktion 
ist  klar,  da  die  Ordinaten  der  Kurve  Projek- 
tionen der  Ordinaten  des  Kreises  aus  Fig.  46 
sind,  die  in  einen  Kreisschnitt  des  Zylinders 
gezeichnet  und  durch  die  Erzeuger  des  Zylin- 
ders auf  den  schiefen  Schnitt  projiziert  sind. 

Die  Schnittkurve  AeS  Zylinders,  Ellipse  genannt,  ist  von  großer 
Wichtigkeit  in  der  Astronomie,  der  Elastizitätstheorie  und  anderen 
Zweigen  der  Physik.  Es  möge,  obgleich  die  Kurve  in  §  74  bis  80» 
und  zwar  im  Zusammenhange  mit  ihren  Anwendungen,  behandelt  wer- 
den wird,  gleich  hier  bemerkt  werden ,  daß  eine  Ellipse  dadurch  von 
einem  Kreise  abgeleitet  werden  kann,  daß  man  alle  Ordinaten  senk- 
recht zu  einem  vertikalen  Durchmesser  in  gleichem  Verhältnis  kürzt 
(oder  verlängert),  wie  in  Fig.  48;  dort  ist  die  Ellipse  J.bJ.'  vom  Kreise 
ABÄ'  abgeleitet  durch  Verkürzung  sämtlicher  Ordinaten  (wie  MP 
auf  Mp)  im  Verhältnis  von  OB  zu  Ob.  Dies  geht  klar  aus  der  soeben 
erläuterten  Art  der  Ableitung  hervor. 

70.  Zusammensetzung  einfacher  Schwingungen  mit  Hilfe 
ihrer  Sinuskuryen.  Zwei  oder  mehr  einfache  Schwingungen  von 
verschiedenen  Perioden  und  Phasen,  aber  auf  derselben  Linie,  werden 

zusammengesetzt,  indem 
man    einfach    die    Ver- 


Fig.  49, 


rückungen  in   den   ver- 
schiedenen Bewegungen 
für     jeden     Augenblick 
addiert.       Die    resultie- 
rende Verrückung  ist  die 
Verrückung    in    diesem 
Augenblicke  in  der  resultierenden  Bewegung.     Dies  kann  durch  gra- 
phische Darstellung  geschehen,  indem  man  die    die  verschiedenen  Be- 
wegungen darstellenden  Sinuslinien  mit  einer  gemeinsamen  Axe  OX 


ZasammensetzuDg  von  Sinusknrven. 
Fig.  50. 
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zeichnet,  und  dann  diejenige  Karre  ermittelt,  Yon  deren  Ordinalen 
Jede  die  Summe  der  entsprechenden  Ordinalen  der  die  Teilbewegongen 
darstellenden  Karren  ist  So  stellt  Fig.  49  (a.  8.  66)  die  Resultante 
der  zwei  Bewegungen 

Sj  =  Ol  sinnt,    s^  =  -^  sin2nt, 

Fig.  50  (a.  Y.  S.)  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen 

Ol         /  n\ 

aj  =  ai  sin  nU     Sj  =  —  st«  (  2  n^  —  —  1 

dar;  bei  beiden  hat  also  die  zweite  Komponente  die  halbe  Periode  and 
die  halbe  Amplitude  der  ersten,  dagegen  ist  die  Phasendifferenz  bei 
iener  null,  bei  dieser  9r/2.  Endlich  Yeranschaulicht  Fig.  51  (a.  y.  S.)  die 
Art  und  Weise,  wie  sich  die  Form  der  Resultante  &ndert,  wenn  ceteris 
paribus  die  Phasendifferenz  in  16  Stufen  Yon  0  bis  auf  2x  anwftchst 
(die  letzte  Form  ist  weggelassen  ,  da  sie  gleich  der  ersten  ist) ;  das 
Amplituden Yerhftltnis  der  Komponenten  ist  beidemal  1,  dagegen  ist  ihr 
PeriodenYerh&ltnis  links  1 : 2,  rechts  2  3  (d.  h.  links  wie  bei  einer  OktaYei 
rechts  wie  bei  einer  Quinte). 

71.  Mechanische  Zusammensetzung  einfacher  Schwingungen* 
Flutmesser  und  Flutrorhersager.  Die  Resultante  einer  Reihe  ein- 
facher Schwingungen  in  einer  Linie  kann  graphisch  Yerzeichnet  werden, 
indem  man  mit  Hilfe  eines  geeigneten  Mechanismus  die  resultierende 
Yerrückung  in  jedem  Augenblicke  auf  eine  Feder  oder  einen  Stift  über- 
trftgt,  der  die  resultierende  Kurve  auf  ein  Blatt  Papier  hinschreibt,  das 
durch  ein  Uhrwerk  gleichmäßig  und  in  senkrechter  Richtung  zu  der 
Linie,  in  der  die  schreibende  Spitze  sich  frei  bewegt,  an  dieser  Yorbei- 
gezogen  wird.  So  verzeichnet  in  einem  Flutmesser  eine  durch  eine 
Welle  auf  der  Oberfl&che  des  Wassers  in  einem  Hafen  oder  Dock  be- 
wegte Feder  die  wechselnde  Höhe  der  Flut  in  einer  geeigneten  Skala 
auf  ein  Blatt  Papier,  das  fortwährend  durch  eine  daraufhin  regulierte 
Uhr,  die  ebenso  die  Zeit  in  gleichen  Zwischenräumen  durch  eine  leichte 
Bewegung  der  Feder  vermerkt,  an  der  Feder  vorbeigezogen  wird.  Auf 
diese  Weise  werden  die  Grundlagen  f&r  die  Anwendung  einer  anderen 
Maschine  gewonnen,  die  ebenfalls  einfache  Schwingungen  zusammen- 
setzt und  Kurven  zeichnet,  deren  Ordinaten  die  Fluthöhen  in  auf- 
einanderfolgenden Augenblicken  einer  beträchtlich  entfernten  Zukunft 
darstellen. 

Bei  dieser  von  Lord  Kelvin  erfundenen  Flutankündigungs- 
maschine  (vgl.  §  582)  läuft  eine  feine  Kette  zur  Hälfte  um  jede  ein- 
zelne Yon  einer  Anzahl  Yon  Rollen,  die,  alle  gleich  groß,  in  zwei  Reihen  oben 
und  unten  an  einer  vertikalen  Platte  angebracht  sind,  und  zwar  derart, 
daß  die  Kette  von  einer  Reihe  zur  anderen  übergeht,  wenn  sie  von  einer 
Rolle  zur  anderen  übergeht,  und  daß  alle  nicht  auf  den  RoUen  liegenden 
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Teile  der  Kette  parallel  sind.  Die  Zentren  der  Rollen  liegen  auf  Stiften, 
deren  jeder  darch  einen,  einen  Kreis  durchquerenden  nnd  in  einem 
Qnerapalt  (wie  oben,  §  44  beschrieben  wurde)  wirkenden  Zapfen  ge- 
swungen  ist,  einfache  Schwingungen  in  Linien,  parallel  den  freien 
Kettenteilen,  zu  beschreiben.  Diese  Zapfen  werden,  nachdem  sie  auf 
die  geeigneten  Amplituden  und  Epochen  eingestellt  worden  sind,  durch 
ein  Uhrwerk  in  den  geeigneten  relativen  Perioden  mittels  einer  ein- 
zigen, Yon  dem  Arbeitenden  gedrehten  Kurbel  getrieben.  Die  Bewegung 
jedes  Zapfens  entspricht  einer  Flutkomponente,  und  Je  nachdem  sich 
die  Rollen  bewegen,  wird  das  freie  Ende  der  Kette,  an  welchem  der 
Schreibstift  befestigt  ist,  um  eine  Strecke  steigen  oder  fallen,  welche  die 
Resultante  der  Yerrückungen  aller  Rollen  in  der  entsprechenden  Zeit 
ist;  auf  einem  durch  den  treibenden  Mechanismus  yorbeigeführten 
Papierstreifen  wird  auf  diese  Weise  die  veränderliche  Höhe  des  Wassers 
registriert.  Schwankungen  in  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
können  das  Ergebnis  nicht  beeinträchtigen,  da  die  verschiedenen  ein- 
fachen Schwingungen  und  das  Vorbeigleiten  des  Streifens  in  gleichem 
Maße  beeinflußt  werden. 

72.  Gleichförmige  Kreisbewegung,  abgeleitet  aus  zwei  ein- 
fachen Schwingungen.  Wie  schon  in  §  61  festgestellt  wurde,  ist 
eine  gleichförmige  Kreisbewegung  mit  zwei  einfachen  Schwingungen 
in  aufeinander  senkrechten  Durchmessern  des  Kreises  äquivalent.  Diese 
Bewegungen  stehen  in  dem  Verhältnis  zueinander,  daß,  wenn  die  Ver- 
rückung bei  einer  von  ihnen  null  ist,  sie  bei  der  anderen  ein  Maxi- 
mum ist;  in  der  Tat,  wenn  die  gleichzeitigen  Verrückungen  bei  ihnen 
mit  X  und  y  bezeichnet  werden,  so  ist: 

X  =  aco8(nt  — 
y  =  asin{nt 
Diese  Gleichungen  können  in  die  übereinstimmende  Form 

x  =  acos(nt-a)\ 

y  =  aco8(nt  —  ri)) 

gebracht  werden,  wo  i]  =  s  -^  n/2  ist;  die  Phasen  6  und  i]  der  beiden 
Bewegungen  differieren  also  um  7c/2. 

Umgekehrt  ist  es  einleuchtend,  daß  zwei  einfache  Schwingungen 
in  aufeinander  senkrechten  Linien,  von  gleicher  Periode  und  der  Phasen- 
diSerenz  x/2  durch  Zusammensetzung  eine  gleichförmige  Kreisbewegung 
liefern.    Quadriert  und  addiert  man  die  Gleichungen  (58),  so  erhält  man 

x^  +  y^  =  a«, 

woraus  hervorgeht,  daß  der  Punkt  P  auf  einem  Kreise  vom  Radius  a  liegt 

73.  Projektion  des  Kreises  auf  die  Ellipse.  Nun  wollen  wir 
die  Projektion  eines  Kreises  auf  eine  unter  irgend  einem  Winkel  gegen 
seine  Ebene  geneigte  Ebene  mittels  paralleler  Linien  betrachten.     Die 
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Projektion  ist  eine  geschlossene  Kurve  und  heißt  Ellipse;  einige  ihrer 
Eigenschaften  wollen  wir  jetzt  nntersnchen. 

Es  ist  klar,  daß  gerade  Linien  in  der  Kreisebene  sich  als  gerade 
Linien,  und  daß  parallele  Linien  sich  als  parallele  Linien  projixieren. 
Anch  leuchtet  ein,  daß  die  L&nge  aller  paralleler  Linien  durch  die  Pro* 
jektion  in  demselben  Verhältnis  geändert  wird,  und  daß  somit  das 
Längenverhältnis  irgend  zweier  ParaUellinien  gleich  dem  ihrer  Pro- 
jektionen ist. 

Dagegen  ist  der  Winkel  zwischen  den  Projektionen  zweier  Linien 
im  allgemeinen  yerschieden  yon  dem  Winkel  zwischen  den  Linien  selbst; 
so  werden  z.B.  zwei  zueinander  senkrechte  Sehnen  des  Kreises  zu  zwei 
sich  schief  schneidenden  Sehnen  der  Ellipse;  und  insbesondere  werden 
die  Durchmesser^^',  ^^'  des  Kreises  in  Fig.  52  zu  den  Durchmessern 
aa\  bV  der  Ellipse. 


74.  Eigenschaften  der  Ellipse»  Wenn  PQ  eine  Sehne  des 
Kreises  ist,  die  durch  einen  Punkt  C  in  einem  gewissen  Verhältnis  ge- 
teilt wird,  so  wird  die  Projektion  pq  der  Sehne  durch  den  Punkt  c, 
die  Projektion  von  0,  in  demselben  Verhältnis  geteüt.  Ein  Kreisdurch- 
messer halbiert  alle  Sehnen,  die  auf  ihm  senkrecht  stehen,  und  projiziert 
sich  in  eine  Linie,  die  ihrerseits  die  Projektionen  dieser  Sehnen  halbiert. 
Irgend  zwei  Durchmesser  des  Kreises  projizieren  sich  in  zwei  Sehnen 
der  Ellipse,  die  sich  halbieren,  und  der  Schnittpunkt  ist  die  Projektion 
des  Kreismittelpunktes.  Alle  durch  diesen  Punkt  gehenden  Sehnen 
werden  daselbst  halbiert;  er  heißt  deshalb  der  Mittelpunkt  der  EUipse, 
und  jede  durch  ihn  beiderseits  bis  zur  Kurve  gezogene  Linie  heißt  ein 
Durchmesser. 

Eine  den  Kreis  schneidende  Linie  liefert  eine  die  Ellipse  schnei- 
dende Linie,  eine  den  Kreis  berührende  Linie  liefert  eine  die  Ellipse 
berührende  Linie.  Denn  wenn  eine  den  Kreis  schneidende  Linie  um 
einen  der  Schnittpunkte  so  lange  gedreht  wird,  bis  der  andere  mit  ihm 
zusammenfällt,  so  wird  sich  die  Projektion  des  beweglichen  Punktes 
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längs  der  Ellipse  bis  zur  Koinzidenz  mit  dem  festen  Pankte  bewegen; 
die  Linie  und  ihre  Projektion  werden  also  gleichzeitig  zu  Tangenten. 

Da  ein  Ereisdurchmesser  alle  Sehnen  halbiert,  die  zu  den  Tangenten 
in  seinen  Endpunkten  parallel  sind,  und  da  sich  parallele  Linien  in 
parallele  projizieren,  so  ist  eine  Tangente  an  eine  Ellipse  parallel  zu 
den  Sehnen,  die  durch  den  nach  dem  Berührungspunkte  gezogenen 
Durchmesser  halbiert  werden;  die  Tangenten  in  den  entgegengesetzten 
Endpunkten  eines  Durchmessers  sind  demnach  parallel.  Ist  z.  B.  hV 
in  Fig.  52  ein  Durchmesser  der  Ellipse,  der  bei  o,  im  Zentrum,  halbiert 
wird,  so  sind  die  Tangenten  in  b  und  V  untereinander  und  zu  allen 
durch  hV  halbierten  Sehnen  paralleL  Der  Durchmesser  aa\  der  zu 
den  Tangenten  in  h  und  V  parallel  ist,  und  der  Durchmesser  hV  heilten 
konjugiert;  die  Tangenten  in  a  und  a'  sind  parallel  zu  bb\  und  jeder 
der  beiden  Durchmesser  halbiert  alle  mit  den  anderen  parallelen  Sehnen. 

Es  sei  ÄÄ'  (Fig.  53)  ein  Durchmesser  des  Kreises  und  aa'  der 
entsprechende  Durchmesser  einer  durch  Projektion  senkrecht  zur  Kreis- 
ebene erhaltenen  Ellipse.  Wenn  sich  die  Ebene,  auf  welche  sich  der 
Kreis  projiziert,  um  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  dreht,  ändert 
sich  die  Länge  aaf  des  Durchmessers  und  ist  offenbar  dann  ein  Maxi- 
mum, wenn  die  Linien  Äa,  Ä'a'  ihre  größte  Längenverschiedenheit 
haben,  und  ein  Minimum,  wenn  sie  von  gleicher  Länge  sind.  Eine 
Linie  Yon  gegebener  Länge  ÄÄ*  muß  aber,  um  ihre  größte  Projektion 
anf  die  schiefe  Ebene  zu  haben,  senkrecht  zur  gemeinsamen  Halbierungs- 
linie der  beiden  Ebenen  gezogen  werden,  d.  h.  senkrecht  zu  den  in 
beiden  Ebenen  parallelen  Linien;  darum  ist  ihre  Projektion  senkrecht 
sn  diesen  Linien ;  folglich  ist  der  größte  Durchmesser  der  Ellipse  senk- 
recht zum  kleinsten. 

Diese  Durchmesser  sind  zugleich  konjugierte  Durchmesser.  Denn 
nehmen  wir  BB'  (Fig.  53)  als  denjenigen  Durchmesser  des  Kreises, 
welcher  sich  in  den  kleinsten  Durchmesser  &b'  der  Ellipse  projiziert,  so 
projiziert  sich  die  Tangente  an  den  Kreis  in  B  in  die  Tangente  an  die 
Ellipse  in  b;  und  da  &&'  mit  BB'  parallel  ist,  so  ist  es  senkrecht  zu 
der  durch  Bh  und  die  Tangente  in  B  definierten  Ebene.  Folglich  ist 
es  senkrecht  zu  der  in  dieser  Ebene  gelegeneu  Tangente  in  b;  ebenso 
ist  hV  senkrecht  zu  der  Tangente  in  V.  Der  konjungierte  Durchmesser 
aa'  schneidet  demnach  &&'  rechtwinkelig,  und  die  Tangenten  in  ihren 
Endpunkten  sind  mit  bb'  parallel;  er  fällt  mit  dem  größten  Durchmesser 
zusammen. 

75.  Gleichung  der  Ellipse.  Die  mit  kleinen  Buchstaben  be- 
seichneten  Punkte  in  Fig.  52  sollen  die  Projektionen  der  mit  großen 
Buchstaben  bezeichneten  Punkte  des  oberen  Kreises  darstellen;  dann 
sind,  wenn  ÄÄ\  BB'  zueinander  senkrechte  Durchmesser  des  Kreises 
sind,  aa',  &5',  ihre  Projektionen,  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse. 
P  sei  ein  Punkt  auf  dem  Kreise,  OM,  ON  (=  MF)  die  Koordinaten 
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von  P,  aaf  OÄ,  OB  a\n  Axen  bezogen,  om,  on  (=  np)  ihre  Projek- 
tionen. Da  nun  die  Yerh&ltnisBe  der  parallelen  Linien  darch  die  Pro- 
jektion nicht  verändert  werden,  so  haben  wir 

OM  _  om     qi[  _  on 
OÄ  ~  oa'    OB  "  ob' 
nun  ist  aber 

OM^        OIP  ^ 
OA^  "*"  OB^  ""     ' 
folglich  ergeben  die  obigen  Beziehungen: 

om^        on^ 

Jä^  "^  o¥  ~ 

Wenn  wir  a,  h  für  die  Längen  der  konjugierten  Halbaxen  oo,  ob  und 
X,  y  für  die  Längen  von  om,  mp  schreiben,  wird  aus  der  letzten 
Gleichung: 

X^  f/* 

^  +  Tr=  ^ <«o) 

Dies  ist  die  durch  die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  einer  Ellipse,  be- 
zogen auf  ein  Paar  konjugierter  Axen  als  Eoordinatenaxen ,  erfflUte 
Beziehung. 

Die  soeben  gefundene  Beziehung  kann  man  in  der  Form 

on^  -...    


om^        (oa  +  om)  (oa  — 

-  om)        a'm.ma 

oa^                        oa^ 

oa^ 

1                   oa^ 

ob^    ^ 

oder 

(61) 

aohreiben,  im  Gegensatz  mit  der  durch  Punkte  auf  dem  Ereiae  erf  Ollten 
Beziehung 

Ä'M.  MA  =  ^4^ifP»  (=  MP»). 

Aus  der  Tatsache,  daß  Verhältnisse  paralleler  Linien  gleich  bleiben, 
folgt  auch,  daß  die  Rechtecke  über  den  Segmenten  einander  schneidender 
Sehnen  den  Quadraten  über  den  parallelen  Durchmessern  proportional 
sind.  Wenn  also  pcq^  p'<^q'  zwei  in  c  sich  schneidende  Sehnen  und 
oa\  oh'  die  Längen  der  parallelen  Halbaxen  sind,  so  ist 

pc.cq=  ^^,-p'c.cq' (62) 

76.  Hauptdurchmesser  der  £llipse.  Polare  Gleichung  der 
Ellipse«  Ziehen  wir  eine  Tangente  nach  einem  Punkte  p  der  Ellipse, 
lassen  wir  sie  die  konjugierten  Durchmesser  aa\  hV  (Fig.  54)  in  s 
und  t  treffen  und  ziehen  wir  den  halben  Durchmesser  oq  parallel  mit 
st.    In  dem  Kreise,  von  dem  aus  diese  Linien  projiziert  sind,  liegen  die 
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Dnrchmeflser  AA!^   BB'  senkrecht  zueinander,   OQ  ist  der  mit  der 
Tangente  parallele  Radius,  und  wir  haben: 

8P.FT=  OQr 

Da  die  Verhältnisse  paralleler  Linien  durch  die  Projektion  nicht 
▼erändert  werden,  so  haben  wir  auch  in  der  Ellipse:    sp.pt  =  oq^. 

Diese  Beziehung  ermöglicht  die  Bestimmung  der  Hauptaxen  der 
Ellipse,  wenn  ein  Paar  konjugierte  Axen  nach  Lage  und  Größe  ge- 
geben sind. 

Denn  nehmen  wir  in  Fig.  55  einen  Punkt  r  auf  der  Verlängerung 

▼on  oUj  derart,  daß  oa.ar  =  oh^  wird,  und  schlagen  wir  yon  einem 

Fig.  64.  Fig.  55. 


Mittelpunkte  c  in  der  Tangente  in  a 
einen  Kreis  durch  o,r,  der  die  Tan- 
gente ac  in  den  Punkten  d  und  e 
schneidet.  Dann  müssen,  da  ea.ad 
==  oa.ar  =  oh^  ist,  oc,  od  längs 
konjugierten  Halbaxen  liegen,  und 
diese  sind  senkrecht  zueinander,  da  der  Winkel  eod  in  einem  Halbkreise 
liegt  Die  längere  Hauptaxe  heißt  die  große  Axe,  die  andere  die  kleine 
Axe.  Wir  werden  die  Längen  der  Haupthalbaxen  mit  a,  h  bezeichnen. 
Wenn  wir  jetzt  Q  für  die  Länge  des  Radiusvektors  vom  Mittel- 
punkte nach  einem  beliebigen  Punkte  auf  der  Ellipse,  0  für  den  Winkel, 
den  der  Radiusvektor  mit  einer  in  der  Ellipsenebene  festen  Linie,  a 
für  den  Winkel,  den  die  positive  große  Halbaxe  mit  der  festen  Linie 
bildet)  setzen,  so  haben  wir  Z  oap  ^=  0  —  et;  ferner  ist: 

X  =  QCO8{0  —  «),    y  =  Qsin(d  —  «); 
folglich  wird  aus  der  Gleichung  (60): 

9'=l-e^  cos'  (ö  _  „) («3) 

WO  e*  =  (a^  —  h^)!a^  ist.  Daraus  ergibt  sich  q  für  jeden  Wert  von  ö. 
Man  sieht,  daß  die  Gleichung  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte 
von  Q  für  einen  gegebenen  Wert  von  0  ergibt. 

9  sei  der  Winkel  zwischen  dem  Lot  vom  Mittelpunkte  auf  eine 
Tangente  einerseits  und  dem  Radiusvektor  nach  dem  Berührungspunkte 
andererseits;  dann  kann  der  Leser,  indem  er 

Q^dO 

QCOSW  =  —, 

ausrechnet,  sich  überzeugen,  daß  die  Länge  j?  des  Lotes  vom  Mittel- 
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punkte  nach  einer  in  dem  Endpunkte  eines  Radiusvektors  q  berührenden 
Tangente  (wenn  a  =  0  ist)  durch  die  Gleichung 

^_        5  Vi  -  c«  cos^  0         .....     (ß4) 


Vc«  cos^  Ö  (e*  —  2)  +  1 
gegeben  wird. 

77.  Flächeninhalt  einer  Ellipse.  Wenn  Ä  der  Flächeninhalt 
irgend  einer  ebenen  Figur  ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  ihrer  Projektion 
durch  Linien ,  die  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  liegen ,  auf  eine  um  einen ' 
Winkel  0  zu  der  ersten  geneigten  Ebene  (d.  h.  für  die  der  Winkel 
zwischen  zwei  in  den  Ebenen  und  senkrecht  zu  ihrer  Schnittlinie  ge- 
zogenen Linien  0  ist)  gleich  A/cosO.  Denken  wir  uns  nämlich  die 
Fläche  in  sehr  schmale  Streifen  geteilt,  deren  Seiten  sämtlich  senkrecht 
zu  der  Linie,  in  der  die  Ebenen  sich  schneiden,  liegen.  Jeder  Streifen 
ist  ein  Rechteck  plus  einem  kleinen  Teile  an  jedem  Ende,  das  durch 
die  gekrümmte  Grenze  der  Fläche  entsteht.  Die  Länge  l  eines  be- 
liebigen Rechteckes  ändert  sich  in  l/cosO,  während  seine  Breite  unver- 
ändert bleibt.  Wenn  A'  die  Summe  der  Flächen  der  Rechtecke  ist, 
so  ist  die  Summe  ihrer  projizierten  Flächen  A'jcosO.  Verglichen  mit 
A'  kann  die  Differenz  A*  —  A  beliebig  verkleinert  werden,  indem  man 
die  Streifen  genügend  schmal  nimmt;  folglich  erhalten  wir  für  die  pro- 
jizierte Fläche  genau  den  Wert  A/cosO. 

Ebenso  ist,  wenn  die  Fläche  auf  die  zweite  Ebene  durch  Linien, 
die  senkrecht  zu  dieser  sind,  projiziert  wird,  die  Projektionsfläche 
A  cos  0,  Diese  Hesultate  sind,  wie  bemerkt  werden  muß,  unabhängig 
von  der  Lage  der  gegebenen  Figur  in  ihrer  Ebene. 

Wir  sehen  also,  daß,  wenn  ein  Quadrat  um  einen  Kreis  beschrieben 
und  diese  Figur  projiziert  wird,  aus  dem  Kreise  eine  Ellipse  und  aus 
den  Seiten  des  Quadrates  vier  ein  umschriebenes  Parallelogramm  bil- 
dende Tangenten  werden. 

Wenn  a',  h'  die  Längen  der  konjugierten  Halbaxen  parallel  zu  den 
Tangenten  sind  und  0  der  Winkel  zwischen  ihnen  ist,  so  haben  wir 
für  den  Flächeninhalt  des  Parallelogrammes  den  Wert  4  a' 5'  smO,  und 
dies  gilt  für  alle  konjugierten  Axenpaare.  Darum  ist,  wenn  a,  h  die 
Längen  der  Haupthalbaxen  sind,  a'V  sin  0  =  ab.  Da  nun  der  Flächen- 
inhalt des  Kreises  xb^  ist  (angenommen  die  Halbaxe  b  wäre  gleich 
dem  Radius  des  Kreises),  ist  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  nab.  Für 
die  Halbaxen  a\  V  tritt  an  die  Stelle  hiervon  7t  a*V  sinO. 

78.  Brennpunkte  und  Brennpunktseigenschaften  der  Ellipse. 

Es  ist  hier  nicht  Raum  für  weitere  Behandlung  der  Geometrie  der 
Ellipse;  aber  aus  den  oben  gegebenen  Resultaten  können  verschiedene 
Eigenschaften  der  Kurve  mit  großer  Leichtigkeit  abgeleitet  werden. 
Wenn  wir  z.  B.  die  Hauptaxen  als  Koordinatenaxen  nehmen,  und  zwei 
Punkte  SS'  (Fig.  56)  auf  der  großen  Axe  so  festsetzen,  daß  S'C=  CS 
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=  yo^—^b*  wird,  kann  der  Leser  sofort  beweisen,  daß,  wenn  wie 
vorher,  e  =  ^a"^  —  h^la  ist,  dann  auch  8P=a  —  ex,  SP  =  a  +  ex 
wird,  so  daß 

SP  -f  S'P  =  2  a 

wird.     Das  Verhftltnis  e  heißt  die  Exzentrizit&t  der  Ellipse. 

Die  Punkte  SS'  heißen  die  Brennpunkte  der  Ellipse  und  spielen 
eine  große  Rolle  in  der  Diskussion  der  Eigenschaften  der  Kurve.  Eine 
Ellipse  von  den  Halbaxen  a,  &,  also  von 
der  Exzentrizität  \a^  —  Wa,  kann  man 
sich  auf  die  folgende  Art  entstanden  den- 
ken. Stechen  wir  zwei  Nadeln  in  ein 
Blatt  Papier,  um  2ea  voneinander  ent- 
fernt, und  befestigen  wir  an  ihnen  einen 
dünnen  Faden  derart,  daß  er  zwischen 
ihnen  eine  L&nge  von  2  a  besitzt.  Wenn 
wir  dann  den  Fladen  mittels  eines  Stiftes 
fassen  und,  während  jener  steif  bleibt, 
diesen  rund  herumführen,  so  entsteht  eine 
geschlossene  Kurve,  die  sich  als  Ellipse  von  den  gewünschten  Dimen- 
sionen herausstellen  wird. 

Femer,  wenn,  wie  in  Fig.  56,  eine  Tangente  an  eine  Ellipse  in 
einem  beliebigen  Punkte  P  gezogen  und  so  verlängert  wird,  daß  sie 
den  um  die  große  Axe  der  Ellipse  beschriebenen  Kreis  in  den  Punkten 
BBf  trifft,  so  sind  die  von  den  Brennpunkten  gezogenen  Linien  SB^ 
Sm  senkrecht  zur  Tangente,  und  SB.S^R'  ist  gleich  h^\  oder,  was 
dasselbe  besagt,  wenn  BS  so  verlängert  wird,  daß  es  den  Kreis  in  T 
wieder  trifft,  ist  BS.  ST  =h^.  Diese  Eigenschaft  wird  bei  der  Be- 
handlung der  elliptischen  Bewegung,  d.  h.  der  Bewegung  eines  Teilchens 
in  einer  elliptischen  Bahn,  unter  einer  beständig  nach  einem  der  Brenn- 
punkte gerichteten  Beschleunigung  von  großem  Nutzen  sein. 

Der  Leser  mag  sich  auch  davon  überzeugen,  daß  die  von  den 
Brennpunkten  nach  einem  beliebigen  Punkte  gezogenen  Linien  S*B,  SB 
mit  der  Tangente  in  P  gleiche  Winkel  bilden,  und  daß  folglich  die 
Nonnale  in  einem  beliebigen  Punkte  den  Winkel  zwischen  den  Brenn- 
pnnktsradien  dieses  Punktes  halbiert.  Auch  kann  er  die,  gewöhnlich 
zur  Definition  der  Kurve  benutzte  Eigenschaft  feststellen,  daß  die  Ent- 
fernung irgend  eines  Punktes  P  auf  der  Kurve  von  einem  der  Brenn- 
punkte, z.  B.  S\  ein  bestimmtes  Verhältnis  e  (kleiner  als  die  Einheit) 
zu  seiner  Entfernung  von  einer  Direktrix  genannten  geraden  Linie  hat, 
die  senkrecht  zu  der  großen  Axe  gezogen  wird  und  sie  in  einem  Punkte 
X  in  einer  Entfernung  ÄX  vom  Scheitelpunkte,  die  gleich  S'Ä/e  ist, 
schneidet. 

79.  Polare  Brennpunktsgleichung  der  Ellipse.  Die  polare 
Gleichung  der  Ellipse  mit  einem  Brennpunkte  als  Pol,  d.  h.  die  Be- 
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sieliung  zwischen  der  Länge  des  RadiusTektors  vom  Brennpakt  nach 

irgend  einem  KoTTenpunkte  und  dem  Winkel  d,  den  seine  Richtung 

mit  einer  in  der  Ebene  festen  Richtung  bildet,  wird  leicht  gefunden. 

Nehmen   wir  als   Pol   den  Brennpunkt  S  links    vom  Mittelpunkt    in 

Fig.  56;  der  Winkel,  den  der  Radiusvektor  mit  der  positiven  Richtung 

der  großen  Axe  bildet,  sei  0  —  a.    Da  p  =  a  +  ex  ist  und  x  =  Q 

cos  (0  —  a)  —  ae,  so  haben  wir  q  =  a  {l  —  c*)  +  ep  cos  (0  —  a), 

woraus  sich 

^_(l-e»)_ 

"        1— ecos(ö— a)  ^    ' 

ergibt.  Wenn  «  =  0  iat,  d.  h.  wenn  0  Ton  SÄ  ab  gemessen  wird,  so 
wird  die  Gleichung  einfacher 

_  g  (1  —  e«) 

*-  l-ecosO ^^®> 

Die  Länge  p  der  Senkrechten  vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  in 
irgend  einem  Punkte  ist  Q^dd/yQ^dO^  -\-  dgK  Diese  letzte  Gleichung 
ergibt: 

p  =        ,  -^  (67) 

a  Vi  —  2  e  cosÜ  +  e^ 

80«  Kegelschnitte.  In  der  Ellipse  ist  e  immer  kleiner  als  1, 
es  gibt  aber  eine  andere  Kurve,  die  Hyperbel,  die  ebenfalls  durch  das 
eigentümliche  Verhältnis  von  Brennpunkt  und  Direktrix  definiert  wird, 
mit  dem  Unterschiede,  dalS  e  "^  l  ist.  Die  Eigenschaften  dieser  Kurve 
entsprechen  genau  denen  der  Ellipse,  obgleich  sie  keineswegs  mit  den 
letzteren  identisch  sind.  Eine  dritte  Kurve,  die  Parabel,  kommt 
heraus,  wenn  e  =  1  wird,  d.  h.  die  Entfernung  irgend  eines  Kurven« 
punktes  vom  Brennpunkt  seiner  Entfernung  von  der  Direktrix  gleich  wird. 

Man  kann  die  Kurven  dadurch  erhalten,  daß  man  an  einem  geraden 
kreisförmigen  Doppelkegel  Schnitte  ausführt.  Ein  Schnitt  durch  eine 
Ebene,  die  mit  der  Axe  einen  größeren  als  den  Kegelwinkel  bildet,  er- 
gibt eine  Ellipse;  ein  Schnitt  durch  eine  Ebene,  die  mit  der  Axe  einen 
kleineren  als  den  Kegelwinkel  bildet,  ergibt  eine  Hyperbel,  die,  wie  wir 
sehen  werden,  zwei  unendliche  Zweige  hat  (da  wir  uns  den  Kegel  in 
die  Unendlichkeit  fortgesetzt  denken),  während  eine  Parabel  durch 
einen  Schnitt  parallel  zu  einer  erzeugenden  Linie  entsteht;  also  besteht 
die  Parabel  aus  einem  einzigen  unendlichen  Zweige. 

Diese  Art,  Kurven  zu  erzeugen,  motiviert  ihre  übliche  Benennung 
als  Kegelschnitte.  Der  Leser  kann  die  Kurven  beobachten,  indem  er, 
mit  Hilfe  einer  kleinen  Lichtquelle,  etwa  der  Flamme  einer  kurzen 
Kerze,  den  Schatten  einer  Kreisscheibe  (etwa  eines  SuppenteUers)  auf 
den  Fußboden  oder  die  Zimmerwand  wirft.  Im  ersten  Falle,  wenn  die 
Flamme  höher  steht  als  alle  Teile  der  Scheibe,  wird  der  Schatten  eine 
Ellipse  sein,  die  natürlich  zur  geraden  Linie  wird,  wenn  die  Scheibe 
mit  ihrer  Kante  gegen  die  Lichtquelle  steht.     Wenn  sich  die  Flamme 
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in  einer  Höhe  zwiBchen  den  höchsten  und  tiefsten  Punkten  der  Scheibe 
befindet ,  wird  die  Schattengrenze  der  eine  Zweig  einer  Hyperbel  sein, 
der  Yon  dem  unter  der  Flamme  befindlichen  Scheibenrand  geworfen 
wird;  die  von  dem  oberen  Teile  des  Scheibenrandes  rückwärts  verlän- 
gerten Strahlen  würden  den  anderen  Zweig  der  Kurve  auf  den  Fußboden 
zeichnen.  Es  ist  klar,  daß  die  Zweige  unendlich  sind,  da  die  horizon- 
talen Strahlen  den  Fußboden  erst  in  der  Unendlichkeit  treffen. 

Wenn  sich  die  Lichtquelle  in  gleicher  Höhe  mit  dem  höchsten 
Punkte  der  Scheibe  befindet,  kann  der  andere  Zweig  überhaupt  nicht 
bIb  vorhanden  angesehen  werden;  dann  ist  die  Kurve  eine  Parabel. 

81.  Einfache  Schwingimgeii  in  konju^erten  Durchmessern 
einer  EUipse  ergeben  elliptische  Bewegung.  Wenn  wir  jetzt  zur 
einfachen  Schwingung  als  Quelle  der  Kreisbewegung  zurückkehren,  so 
sehen  wir,  daß  die  rechtwinkeligen  Komponenten 

X  =  a  co8{nt  —  £),  y  =  a  cos  (nt  —  6  -|-  — -  j 

sich  in  einfache  Schwingungen  in  den  konjugierten  Durchmessern  einer 
EUlipse  projiziecen ,  von  den  Amplituden  a',  h',  den  Längen  der  konju- 
gierten Halbazen  und  einer  Phasendifferenz  von  n/2  im  Winkelmaß 
oder  einer  Yiertelperiode  in  Zeitmaß.  Femer  ist  die  Resultante  der 
beiden  soeben  beschriebenen  einfachen  Schwingungen  eine  elliptische 
Schwingung,  die  man  durch  Projektion  aus  einer  gleichförmigen  Kreis- 
schwingung erhalten  kann. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  die  Phasendifferenz  nicht  der  Winkel 
zwischen  den  konjugierten  Durchmessern  ist.  Die  Zeit,  die  ein  vom 
Mittelpunkt  der  Ellipse  nach  der  Projektion  des  im  Kreise  fortschrei- 
tenden Teilchens  gezogener  Radius  braucht,  um  einen  der  vier  Winkel 
in  der  Ellipse  zwischen  einer  und  der  anderen  der  konjugierten  Halb- 
axen  zu  durchmessen,  ist  natürlich  eine  Viertelperiode.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Radius,  der  nach  dem  in  der  elliptischen  Bewegung 
befindlichen  Teilchen  gezogen  wird,  ist  am  größten  an  den  Enden  der 
kleinen  und  am  kleinsten  an  den  Enden  der  großen  Axe. 

82.  Geschwindigkeiten  in  der  elliptischen  Bewegung.  Die 
Größen  der  Linien-  und  Winkelgeschwindigkeiten  in  irgend  einem 
Punkte  der  elliptischen  Bahn  können  folgendermaßen  gefunden  werden. 
Der  vom  Mitteljpunkte  des  Kreises  nach  dem  in  der  Peripherie  fort- 
schreitenden Teilchen  gezogene  Radius  hat  die  Winkelgeschwindigkeit 
n  und  beschreibt  gleichen  Flächeninhalt  in  gleichen  Zeiten.  In  einer 
kurzen  Zeit  dt  ist  also  die  zurückgelegte  Fläche  \r^ndt,  da  sie  sehr 
annähernd  ein  Dreieck  von  der  Basis  rndt  und  der  Höhe  r  ist.  Also 
ist  |r'n  die  Geschwindigkeit,  mit  der  der  Radius  die  Fläche  beschreibt 
Wenn  der  Reihe  nach  lauter  Zeiträume  von  gleicher  Länge  dt  genom- 
men  werden,   so  werden   die   aufeinander  folgenden  Flächen  \  r^  ndt 
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ftlle  gleich  sein,  und  ihre  Projektionen  auf  die  Ellipsenehene  werden 
ebenfalls  gleich  sein.  Wenn  nun  o  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Radiusvektors  für  irgend  eine  Lage  des  Punktes  auf  der  Ellipse,  v  die 
lineare  Geschwindigkeit  des  Punktes,  Q  die  Lange  des  RadiusTektors 
und  p  die  der  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  in  diesem  Punkte 
gef&Uten  Senkrechten  ist,  so  ist  die  in  der  Zeit  dt  beschriebene  Fl&che 
\g^(odt  =  \pvdt     Also  haben  wir: 

r^    n  r^    n 

p*  cosö'  p  cosÜ^ 

wo  0  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  des  Kreises  und  der  Ellipse  in 
Fig.  52  ist.  Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  also  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrat  der  L&nge  des  Radiusvektors,  die  lineare  Geschwindigkeit 
ist  umgekehrt  proportional  dem  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente. 
Die  Längen  des  Radiusvektors  und  der  Senkrechten  vom  Mittelpunkte 
auf  die  Tangente  in  ihrem  Endpunkte  ist  oben,  §  76,  gegeben. 

83.  Zusammensetzuiig  einfacher  Schwingungen  in  aufein- 
ander senkrechten  Richtungen«  Wenn  die  zusammen  zu  setzenden 
Schwingungen  in  aufeinander  senkrechte  Richtungen  fallen,  so  ist  die 
resultierende  Bewegung  auch  dann  noch  elliptisch,  wenn  die  Phasen- 
differenz einen  anderen  Wert  als  eine  Viertelperiode  hat.  Man  kann  dies 
auf  folgende  Webe  einsehen.     Es  seien  die  gegebenen  Komponenten: 

x  =  a«,s(«e-a)l 

y  ^=  h  cos{nt  —  i?)  J  ^ 

Dieselben  ergeben  entwickelt  a?  =  a?»  -\-  X2^  y  =  y^  +  y«»  wo 
Xi^=^  a  cosB  cosnt^     x^  =  a  sins  sinnt 
y^  ■=})  cosri  cosnt,     y,  =  b  sin  ij  sinnt 

ist.  Die  Komponenten  Xi ,  yi  ergeben  einfache  Schwingung  in  einer 
geraden  Linie,  deren  Gleichung  lautet  : 

h  cosfj.Xi  —  a  coss.yi  =  0. 
Ebenso  ergeben  die  Komponenten  ^2,  y^  geradlinige,  einfache  Schwin- 
gung in  der  Linie: 

"  h  Sinti  ,X2  —  a  sin B.y.2  =  0. 

Folglich  haben  wir  in  diesen  Linien  die  beiden  einfachen  Schwingungen: 

Sj  =  Va»  cos^ s  +  h^  cos^ ri.cosnt]  ,^^, 

' [ (69) 

Sj  =  ya^  sin^s  -{-  5*  sin^rj .sinnt ) 

Sie  sind  in  dem  Winkel 


arc 


i9\ ■  ]  —  arctgl  -   .  -- ) 

\a  cos  B/  ^  \a  sin  6/ 


gegeneinander  geneigt  und  haben  eine  PhasendiSerenz  von  einer  Viertel- 
periode. Sie  ergeben  daher  Schwingungsbewegung  in  einer  Ellipsct 
von  der  diese  beiden  Linien  konjugierte  Durchmesser  sind.    Die  Längen 
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der  konjugierten  Halbaxen  sind  die  Koeffizienten  Ton  cosnt,  sin  nt  in 
den  obigen  Werten  Yon  5i,  s^. 

Wenn  die  Perioden  zweier  einfacher  Schwingungen,  die  zusammen- 
gesetzt werden  sollen,  nicht  genau  gleich  sind,  so  ist  der  Betrag  der 
Ungleichheit  äquivalent  einer  PhasendifTerenz ,  die  bei  jeder  Periode 
hinzukommt  Die  Bewegung  ist  in  jedem  Augenblick  s^hr  annähernd 
eine  Ellipse,  aber  infolge  der  also  anwachsenden  Phasenänderung  ändert 
sich  fortwährend  die  Lage  der  Axen  der  Ellipse.  So  kann  man  mit 
einem  Apparate,  der  die  fortwährend  sich  ändernde  Bahn  verzeichnet, 
diese  Erscheinung  studieren,  die  der  der  Umdrehung  der  Apsiden  einer 
Planetenbahn  analog  ist. 

84.  Allgemeiner  Fall  der  Zusammensetzimg  einfacher  Schwin- 
gungen* Hat  man  eine  beliebige  Zahl  einfacher  Schwingungen 
von  beliebigen  Amplituden,  Phasen  und  Richtungen,  aber  gleicher 
Periode,  so  kann  man  zeigen,  daß  sie  zwei  Komponenten  äquivalent 
sind,  die  eine  PhasendiSerenz  von  x/2  haben  und  somit  eine  ellip- 
tische Schwingung  voa  der  eben  besprochenen  Art  ergeben.  Denn  wenn 
s=  acos(ni — s)  eine  jener  Einzelbewegungen  ist  mit  einer  Richtung, 
deren  Kosinus  l\  in\  vi  sind,  so  kann  man  sie  in  Komponenten  längs 
der  Koordinatenaxen  zerlegen  vom  Betrage 

X  =  Va  coss  cosnt  +  Va  sins  sinnt 
y  =  m'a  coss  cosnt  +  m'a  sins  sinnt 
z  =  n*a  coss  cosnt  +  n'a  sins  sinnt 

Verfährt  man  für  alle  Einzelschwingungen  in  dieser  Weise  und  addiert, 
80  erhält  man  unter  Benutzung  des  Summenzeichens  £: 

S  X  =  A  cosnt  +  A*  sinnt  | 

£  y  =  B  cosnt  +  B' sinnt  \     ....     (70) 

£  e  =  C  cosnt  +  C  sinnt  J 
wo  zur  Abkürzung 

Ä  =  £  {V  a  coss),  B  =  E  (m'  a  coss),  C  =  £  (n'  a  coss), 
A'=  E  Q!  a  sin  «),         B' =  £  (m'  a  sin  s),        C  =  £  (w'  a  sin  s) 

gesetzt  ist  Nunmehr  kann  man  die  ersten  Glieder  auf  den  rechten 
Seiten  von  GL  (70)  zu  einer,  die  zweiten  Glieder  zu  einer  anderen  ein- 
fachen Schwingung  zusammensetzen;  erstere  erfolgt  in  einer  Linie, 
deren  Richtungskosinus 

A B C 

)A*  +  B^  +  C*  y^2  4-  ßi  +  c»  V^a  ^  B^  +  C*^' 

letztere  in  einer  Linie,  deren  Richtungskosinus 

A'  B' a 

yA'«  +  5'a+  C«  V^'3  _|.  ^'j  +  c'2  fÄ''^  +  B'^  +  C'2 

lind,  jene  ist  durch 
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s  =  V^«  +  B^  +  C^  cosnt (71) 

diese  durch  

s'  =  V^'«  +  -B'*  +   C'a  sinnt (72) 

gegeben.  Die  Bewegung  ist  somit  auf  zwei  Bewegungen  zurückgeführt, 
die  gegeneinander  um  den  Winkel 

AA'  +  BB'  -\-  CC 
arccos    ,  — -- 

y^2  ^  ßi  _^  C2  V^'a  -j-  B'^  +  C» 

geneigt  sind  und  eine  PhasendiSerenz  von  einer  Yiertelperiode  hahen. 
Die  schließliohe  resultierende  Bewegung  ist  alsp  wieder  eine  elliptische 
Schwingung,  von  der  die  soeben  bestimmten  Linien  zwei  konjugierte 
Axen  sind. 

85*  Zusammensetzung  zweier  zueinander  senkrechter  Schwin- 
gungen Yom  Periodenyerhältnis  1:2.  Wir  wollen  nun  in  Kürze 
zwei  einfache,  zueinander  senkrechte  Schwingungen  betrachten,  deren 
Perioden  nicht  gleich  sind,  aber  im  Verhältnis  zweier  ganzer  Zahlen 
stehen,  während  ihre  Phasen  um  irgend  einen  Betrag  differieren.  Sie 
sollen  demgemäß  dargestellt  sein  durch  die  Ausdrücke 

rr  =  a  cos{mt  —  «),    y  =  b  cosnt, 

wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind.  Die  Gleichung  der  resultierenden 
Bahn  wird  erhalten  durch  Elimination  von  t  aus  den  beiden  Gleichungen, 
wodurch  sich  eine  Beziehung  zwischen  x,  y  und  den  drei  Eonstanten 
a,  &,  £  ergibt 

Einige  spezielle  Fälle  mögen  dies  erläutern.  Es  sei  z.B.  m=:  2n 
(entsprechend  dem  in  der  Musik  als  Oktave  bezeichneten  Interyall); 
dann  sind  die  Bewegungsgleichungen : 

X  =  a  cos (2 nt  —  f),     y  =  h  cosnt 


Entwickelt  man  den  Ausdruck  für  x  und  setzt  y/h  für  cosnt,  yl— -y*/&* 
für  sin  nt,  so  erhält  man 


(73) 


als  Gleichung  der  Bahn. 

Für  £  ==  0  reduziert  sich  die  Gleichung  auf 

y»  =  1^(^  +  0) (74) 

wodurch  eine  Parabel  dargestellt  ist.  Die  Bahn  ist  also  ein  Bogen 
einer  Parabel,  die  zur  rc-Aze  symmetrisch  ist  und  durch  die  äußersten 
Werte  von  x  und  y  begrenzt  wird.  In  der  Fig.  57  ist  sie  durch  die 
erste  Zeichnung  veranschaulicht,  und  zwar  ist  hier  wie  in  allen  weiteren 
Zeichnungen  der  Fig.  67  a  -=  h  angenommen,  also  gleiche  Amplitude 
für  beide  Komponenten. 
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Für  £  =  ;r  ist  die  Kurve  auch  eine  Parabel,  aber  eine  statt  nach 
rechts  nach  links  offene,  für  s  =  2n  wieder  nach  rechts  n.  s.  w. 
Für  £  =  x/2  ist  die  Bahngleichüng 

h*x^  =  4a«y8  (6^  —  y*) (75) 

also  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Kurve.  Ihr  Charakter  in  der 
Nähe  dieses  Nullpunktes  erhellt  aus  der  Gleichung,  die  aus  der  obigen 
entsteht,  wenn  y  sehr  klein  angenommen  wird;  dann  darf  das  zweite 
Glied  rechts  vernachlässigt  werden,  und  es  wird 

h^x^  =  4oay2 
oder  zerspalten: 

bx  —  2ay  =  0  und  hx  -\-  2ay  =  0. 

Fig.  57. 


Hierdurch  sind  zwei  gerade  Linien  dargestellt,  die  gegen  die  x-Axe  um 
die  Winkel 

±  ardg  ± 

geneigt  sind,  so  daß  sie  an  gekreuzte  Schwerter  erinnern.  Die  Kurven, 
in  die  sie  für  größere  x  und  y  übergehen,  haben  diese  geraden  Linien 
za  Tangenten  und  den  Nullpunkt  zum  Inflexionspunkt  (fünfte  Zeich- 
nung der  Fig.  57).  Ferner  hat  man  in  diesem  Falle,  wenn  x  =  0  ist: 
y9  (y2  .»  ^2)  =  0,  sIbo  y  =  ±  0  odor  y  =  ±h\ 

d.  L  die  y-Axe  schneidet  die  Kurve  in  vier  Punkten,  von  denen  zwei 
im  Nullpunkte  zusammenfallen  (Kreuzungspunkt),  einer  ganz  oben, 
einer  ganz  unten  liegt.     Dagegen  ist  für  ^  =  0  auch  o;  =  +  0,  wäh- 

Orftj,  Pbjiik.    I.  ß 


82 


Zweites  Kapitel. 


rend  der  Maximalwert  Ton  z  nach  rechts  oder  links  für  ein  y  eintritt, 
das  sich  durchjDifferentiation  der  Gleichung,  also 


2  6*x4^=8a^6»y 

dy 


16a«y8 


undNullsetzungTondx/d^  ergibt,  also  f ür  y  =  +  5/^2  =  +  0,707  d. 
Die  Kurve  ist  hiemach  sowohl  zur  ^-Axe  als  auch  zur  y-Axe  sym- 
metrisch und  hat  ein  wenig  die  Form  einer  8.  Dieselbe  Kurve  ergibt  sich 
übrigens  für  alle  ungeraden  Vielfachen  von  :r/2  als  Phasen differenz. 

Ist  die  Phasendifferenz  weder  ein  gerades  noch  ein  ungerades  Viel- 
faches von  9r/2,  so  liegt  die  Kuryengestalt  zwischen  einer  Parabel  und 
einer  8.  In  Fig.  57  sind  diese  Grestalten  von  0  an  für  jedes  um  sr/S 
größere  €  bis  zu  2  sr,  also  in  16F&llen  dargestellt;  von  nun  an  würden 
sich  lediglich  dieselben  Figuren  wiederholen. 

Wenn  die  Perioden  der  beiden  Einzelschwingungen  sehr  nahezu, 
aber  nicht  ganz  genau  im  Verhältnis  von  1 : 2  stehen ,  so  ist  die  resul- 
tierende Bewegung  in  jedem  Augenblicke,  und  annähernd  auch  während 
einer  kurzen  Zeit,  diejenige  der  obigen  Kurven,  die  der  augenblick- 
lichen Phasendifferenz  entspricht;  die  Abweichung  von  dem  genauen 
Periödenverhältnis  hat  aber  zur  Folge,  daß  die  Phasendifferenz  sich 
fortwährend  ändert,  und  dies  wiederum  bringt  es  mit  sich,  daß  die 
Bahn  nach  und  nach  alle  die  obigen  Formen  annimmt,  daß  also  die 
Formen,  von  denen  bei  genauem  Periodenverhältnis  immer  nur  eine 
bestimmte  auftritt,  hier  allmählich  ineinander  übergehen. 

Nach  dem  französischen  Physiker  Lissajous,  der  diese  und  die 
analogen,  noch  zu  besprechenden  Figuren  an  Stimmgabeln  beobachten 
lehrte,  heißen  dieselben  Lissajoussche Figuren.  (Näheres  darüber  in 
der  Akustik.) 

86.  Zwei  zueinander  senkrechte  Schwingungen  yom  Perioden- 
yerhältnis  2 : 3.     Stehen  die  beiden  Perioden  im  Verhältnis  2 : 3  (ent- 

Fig.  58. 


Fig.  59. 


sprechend  dem  Intervall  einer  Quinte  in  der  Musik),  so  ist  die  resul- 
tierende Schwingung  verwickelter.     In  Fig.  58  sind  die  Schwingungs- 


LiflsajouBsohe  Figuren. 
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formen  für  die  PhasendiSerenzen  0,  9r/8,  ^/4,  3^/8,  ^/2  und  Ö9r/8 
dargestellt.  Entsprechende  Bedeutung  haben  die  Formen  der  Fig.  59 
für  das  P^riodenverhäitnis  3 : 4  (musikalische  Quart).  Je  größer  die 
das  Periodenverhältnis  ausdrückenden  Zahlen  sind,  desto  verwickelter 
werden  die  Schwingungsformen. 

87.  Realisierimg  der  zusammengesetzten  Schwingungs- 
flguren.  Die  erläuterten  Kurven  können  auf  verschiedene  Weise  ver- 
wirklicht werden.  Am  bekanntesten  ist  die  von  Lissabons  herrüh- 
rende, schon  erwähnte  Methode  der  Anwendung  zweier  zueinander 
senkrechter,  mit  Lichtpunkten  versehener  Stimmgabeln,  die  durch  ein 
Mikroskop  beobachtet  werden;  es  genüge  hier  dieser  Hinweis.  Von 
den  übrigen  Methoden  wollen  wir  drei  beschreiben  mit  dem  Bemerken, 
daß  es  sehr  nützlich  ist,  sie  in  recht  mannigfaltigen  EinzelfWen  durch- 
zuprobieren. 

Man  nehme,  ebenfalls  nach  Lissajous*  Vorgänge,  einen  Glas- 
zylinder (eine  weite  Glasflasche  genügt)  und  zeichne  auf  gut  durchsich- 
tiges Papier  eine  Sinuskurve  in  solchem  Maßstabe,  daß  auf  eine  Strecke 
gleich  dem  Umfange  des  Zylinders  z.  B.  zwei  Perioden  entfallen;  als- 
dann lege  man  das  Papier  einmal  um  den  Zylinder  herum.  Blickt 
man  nun  aus  hinreichender  Entfernung  nach  ihm,  so  erblickt  man  die 
vordere  und  die  hintere  Hälfte  der  Sinuskurve  aufeinander  projiziert 
und  kann  durch  Umdrehung  des  Glases  der  Reihe  nach  alle  Gestalten 
der  Schwingungskurve  sehen:  die  Parabel  (wenn  beide  Hälften  sich 
decken),  die  8  (wenn  sie  sich  in  der  Mitte  kreuzen)  u.  s.  w.    In  Fig.  60 

Fig.  60.  Fig.  61.  Fig.  62. 


bis  62  sind  diese  beiden  und  ein  dritter  Fall  veranschaulicht;  die 
Figuren  sind  auf  photographischem  Wege  hergestellt.  Enthält  die 
Sinuskurve  auf  einer  dem  doppelten  Umfange  des  Glases  entsprechenden 
L&Dge  drei  Perioden,  so  ist  das  Periodenverhältnis  2 :  3,  und  man  erhält 
beim  Drehen  des  Glases  nach  und  nach  die  Formen  der  Fig.  58. 

Auch  auf  folgende  Art  können  die  Kurven  erhalten  werden.  Man 
zeichne  auf  ein  Papierblatt  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  den  doppelten 
Amplituden  2  a,  2b  der  Komponenten  entsprechen.  Ist  femer  das 
Perioden  Verhältnis  der  ersten  und  der  zweiten  Komponente  wie  m :  n, 

6* 
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80  teile  man  die  Rechteckaeite  2  a  in  pm^  die  RechteckBeite  2  b  in  pn 
(ungleiche)  Teile,  wo  p  irgend  eine  geeignete  ganze  Zahl  ist,  und  zwar 
in  folgender  Weiae.  Über  den  Seiten  2  a  und  2  b  als  Durchmessern 
errichte  man  Halbkreise,  teile  deren  Umf&nge  in  pm  bezw.  pn  gleiche 
Teile,  projiziere  die  so  erhaltenen  Teilpunkte  auf  die  betreffenden 
Durchmesser  und  verl&ngere  die  Projektionslinien  durch  das  Rechteck 
hindurch  bis  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten.  Auf  diese  Weise  ist 
das  Rechteck  in  p^mn  kleine  Rechtecke  geteilt,  deren  Größe  von  der 
Mitte  nach  den  R&ndern  hin  abnimmt  Jetzt  geht  man  yon  einer  Ecke 
irgend  eines  der  kleinen  Rechtecke  aus,  zieht  eine  Linie  zu  einer  dia- 
gonal benachbarten  Ecke  und  setzt  dies  fort,  bis  die  Linie  zu  einer 
Ecke  des  großen  Rechteckes  führt  oder  sich  selbst  schließt  Genauer: 
Sobald  man  ein  Randrechteck  erreicht,  führt  man  die  Linie  so,  daß  sie 
den  Rand  an  der  dem  Eintritt  entgegengesetzten  Ecke  des  Rechtecks 
berührt  und  führt  sie  dann  entgegengesetzt  diagonal  durch  das  nächste 
Randrechteck.  Mit  einiger  Gewandtheit  kann  man  ferner  überall  statt 
Fig.  63.    ^y^r" !     ">s^  Fig.  64. 


gerader  Linien  derart  gekrümmte 
ziehen,  daß  sie  sich  ohne  Knicke 
aneinander  schließen.  Die  Zeich- 
nung in  Fig.  63,  die  auf  diese 
Weise  gewonnen  ist,  entspricht 
dem  Falle  w  =  4 ,  n  =  3  und 
p  =  2.  Je  größer  man  p  wählt, 
desto  genauer  wird  natürlich  die 
Eur^e. 

88.  Graphisches  Doppelpendel.  Die  allereinfachste  Methode, 
die  Schwingungskurven  darzustellen,  ist  aber  wohl  die  Methode  des 
graphischen  Doppelpendels,  das  in  Fig.  64  veranschaulicht  ist  In  JE 
und  G  sind  Fäden  von  gleicher  Länge  befestigt,  die  sich  in  r  treffen, 
hier  durch  einen  Ring  gehen  und  von  da  ab  nebeneinander  verlaufen« 
um  schließlich  unten  eine  Kugel  mit  Schreibstift  oder  einen  an  drei 
Fäden  hängenden  Trichter  zu  tragen,  in  welchen  Sand  eingefüllt  werden 
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kann.  Das  ganze  Pendel  kann  nur  senkrecht  zur  Ebene  EFG^  das 
Pendel  rs  auch  in  dieser  £bene  schwingen,  man  kann  also  zwei  auf- 
einander  senkrechte  Schwingungen  zusammensetzen  und  zwar,  da  der 
Ring  r  verschiebbar  ist,  für  beliebiges  Periodenverh^iltnis  der  Eom« 
ponenten  (nur  das  Verhältnis  l :  1  läßt  sich  nicht  ganz  genau  herstellen, 
da  man  r  nicht  völlig  in  die  Linie  EG  hinaufbringen  kann);  es  ist 
dabei  zu  beachten,  daß  die  Schwingungsdauer  n  von  Pendeln  sich  nicht 
wie  ihre  Längen,  sondern  wie  ihre  Quadratwurzeln  verhalten.  Läßt 
man  den  mit  einem  SchreibstofE  getränkten  Stift  über  die  Unterlage 
gleiten,  oder  läßt  man  den  Sand  aus  dem  Trichter  auslaufen,  so  erhält 
man  die  betreffende  Schwingungskurve;  im  ersten  Falle  wählt  man 
passenderweise  eine  weiße,  im  letzteren  eine  schwarze  Schreibfläche; 
der  Stift  gibt  feinere  Linien ,  stört  aber  durch  die  Berührung  mit  dem 
Papier  ein  klein  wenig  die  Bewegung  —  ein  Übelstand,  den  man  durch 
Anwendung  eines  Kelvin  sehen  Heberschreibers  vermeiden  kann. 
Zum  Beginn  kann  man  das  Pendel  in  der  abgelenkten  Lage,  von  der 
man  ausgehen  will,  mit  einem  feinen  Fädchen  an  dem  Rahmen  oder 
sonst  festbinden  und  dieses  Fädchen  dann  mit  einem  Streichholz  durch- 
brennen. Allerdings  ist  bei  diesem  Verfahren  die  PhasendiSerenz  der 
beiden  Komponenten  stets  gleich  null,  und  man  muß  sich  in  der  Weise 
helfen,  daß  man  das  Perioden  Verhältnis  von  dem  gewünschten  ein 
wenig  abweichen  läßt,  so  daß  (vergL  oben)  sich  nach  und  nach  eine 
immer  größere  Phasendifferenz  herstellt ;  ist  die  gewünschte  erreicht,  so 
beginnt  man  mit  dem  Schreiben,  indem  man  die  vorher  abgerückte  Schreib- 
fläche in  die  Schreiblage  bringt.  Will  man  von  vornherein  Phasen- 
differenz haben,  so  muß  man  das  abgelenkte  Pendel  mit  einem  Impuls 
in  geeigneter  Richtung  und  Stärke  loslassen,  worin  man  sich  leicht  die 
nötige  Übung  aneignet  Übrigens  tut  man  gut,  das  Schreiben,  nach- 
dem die  Kurve  sich  einmal  oder  einige  Male  geschlossen  hat,  abzu- 
brechen, da  die  folgenden  Kurven,  die  sich  eigentlich  mit  der  ersten 
decken  müßten,  wegen  der  Dämpfung  der  Pendelschwingungen  sich 
allmählich  nach  innen  ziehen. 

89.  Geschwindigkeitskurve ;  Strecke,  die  in  einer  gegebenen 
Zeil  zurückgelegt  wird«  Die  Strecke,  die  ein  in  gegebener  Weise 
sich  bewegendes  Teilchen  in  irgend  einer  Richtung  in  irgend  einer  Zeit 
zurücklegt,  kann  man  finden,  indem  man  das  sogenannte  Integral,  d.  h. 
die  Summe  der  Strecken  nimmt,  welche  in  aufeinanderfolgenden  äußerst 
kleinen  Zeitteilen  zurückgelegt  werden,  wobei  die  mittlere  Geschwin- 
digkeit während  Jedes  derselben  aus  dem  bekannten  Gesetz  der  Ände- 
rung der  Geschwindigkeit  berechnet  wird.  Dieser  Prozeß,  der,  ab- 
gesehen von  den  praktischen,  seine  Ausführung  betreffenden  Regeln, 
in  vielen  Fällen  höchst  einfach  in  der  Idee  ist,  wird  mit  Hilfe  der  hier 
folgenden  Beispiele  leicht  begriffen  werden.  £s  sei  eine  Kurve  ge- 
zeichnet  mit    aufeinanderfolgenden   Werten    der  Geschwindigkeit  als 
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Ordinalen,  und  es  soll  der  von  der  Kurve  in  einer  gegebenen  Zeit  be- 
schriebene Flächenraum  berechnet  werden.  Fig.  65  stelle  solch  eine 
Kurve  dar,  AK  sei  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  •=  t^^  zu  welcher 
das  gegebene  Zeitintervall  beginnt,  BL  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  ^i, 
dem  Endpunkt  jenes  Intervalls,  und  B  V  die  Geschwindigkeit  in  einem 
zwischen  beiden  gelegenen  Moment  t  Diesen  letzteren  Moment  und 
ein  sehr  kleines,  ihn  in  der  Mitte  enthaltendes  Zeitteilchen  dt  woUen 
wir  nun  zunächst  betrachten.  Die  Fläche,  welche  von  dem  diesem  Zeit- 
teilchen entsprechenden  Kurvenstück  U  W  (Fig.  66,  etwas  vergrößerter 
Maßstab) ,  den  Grenzordinaten  Q  ü  und  S  W  und  dem  zwischen  ihnen 
liegenden  Absei ssenstücke  QS  eingeschlossen  wird,  liegt  der  Größe 
nach  zwischen  den  Rechtecken  QüU* S  und   QW*  WS,     Denn  diese 


Fig.  65 


Fig.  66. 
W w 
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beiden  Rechtecke  sind  die  Produkte  des  Zeitteilchens  dt 
einmal  mit  der  Geschwindigkeit  zu  Anfang  desselben, 
also  kurz  vor  dem  Moment  <,  das  andere  Mal  mit  der 
Geschwindigkeit  am  Ende  von  dt^  also  kurz  nach  dem 
Moment  t\  und  das  Zeitteilchen  dt  soll  so  kurz  gewählt 
sein,  daß  die  Geschwindigkeit  während  desselben  nur  zunimmt  oder  nur 
abnimmt  (Ausnahmen  s.  w.  u.).  Die  Größe  vdt^  wo  v  die  Geschwindigkeit 
ist,  liegt  also  zwischen  jenen  Rechtecken.  Teilt  man  nun  das  ganze 
Zeitintervall  t^  —  t^  in  sehr  kleine  Elemente  dt  (die  nicht  einmal  gleich 
groß  zu  sein  brauchen)  und  wendet  obiges  Resultat  auf  alle  ent- 
sprechenden Kurvenelemente  an,  so  sieht  man  ein,  daß  die  ganze  Fläche 
AKLB  kleiner  ist  als  die  Summe  aller,  wie  wir  sagen  wollen,  durch 
die  obere  Treppenlinie  begrenzten  Rechtecke,  aber  größer  als  die  Summe 
aller  durch  die  untere  Treppenlinie  begrenzten.  DieDifiEerenz  zwischen 
beiden  Summen  aber,  nämlich  die  Summe  der  durch  die  beiden  Treppen- 
linien  eingeschlossenen  kleinen  Rechtecke,  wird  ofEenbar  immer  kleiner 
und  nähert  sich  der  Null,  wenn  dt  immer  kleinM*  genommen  wird. 
Damit  erhält  man,  wenn  2J  die  Summe  aller  dahinterstehenden  Ele- 
mente zwischen  den  oben  und  unten  angegebenen  Grenzen  bezeichnet, 
das  Resultat:  . 

Fläche  AÄFX^i?^  =  2  ^^^ 
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oder,  wenn  man  durch  das  aus  einem  S  hervorgegangene  hesondere 

Snmmenzeichen  I ,  das  sogen.  Integrationszeiohen,  andeuten  will,  daß  es 

sich  um  den  Ghrenzwert  handelt,  den  die  Summe  annimmt,  wenn  die  Ele- 
mente unbegrenzt  kleiner  an  Wert  und  unbegrenzt  zahlreicher  werden: 

ÄKVLBBÄ  =[  väL 


=        VC 


Das  Verfahren,  nach  dem  der  Wert  dieses  Integrals  ermittelt  werden 
kann,  wenn  die  Beziehung  zwischen  v  und  t  bekannt  ist,  ist  ein  Gegen- 
stand rein  mathematischer  Technik  und  gehört  in  die  sogenannte 
Integralrechnung,  die  der  Differentialrechnung  ergänzend  zur  Seite 
steht,  und  deren  Grundideen  wie  die  jener  sehr  einfach  sind  und  in  mehr 
oder  weniger  unbewußter  Art  im  Geiste  jedes  Menschen  schlummern. 
Wenn  die  Kurve  an  einer  Stelle  ein  Maximum  hat,  was  dann  der 
Fall  sein  wird,  wenn  die  Geschwindigkeit,  die  bisher  zunahm,  nunmehr 
abnimmt,  so  ist  die  obige  Rechnung  für  das  betreffende  Rechteck  aller- 
dings fehlerhaft;  dieser  Fehler  ist  aber  zu  vernachlässigen,  da  er  nur 
eines  von  unendlich  vielen  Rechtecken  betrifft.  Dasselbe  gilt  für  den 
Fall  eines  Minimums  der  Kurve  sowie  auch  dann,  wenn  mehrere 
solche  Maxima  und  Minima  vorhanden  sind.  Nur  wenn  diese  Mazima 
und  Minima  sehr  rasch  aufeinander  folgen  und  sich  nicht  gerade  immer 
die  hierdurch  verursachten  Fehler  ausgleichen,  tritt  eine  Schwierigkeit 
auf;  diesen  Fall  brauchen  wir  indessen  hier  nicht  zu  verfolgen. 

90.  Integral  der  Geschwindigkeitskurve ;  gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung.  Wir  wollen  nun  ein  paar  Beispiele  nehmen. 
Efl  ist  für  das  Wesentliche  unerheblich,  vereinfacht  aber  die  Schreib- 
weise, wenn  wir  dabei  ^q  =  0  setzen,  d.  h.  wenn  wir  die  Zeitrechnung 
mit  dem  Beginn  des  Zeitintervalls  von  to  bis  ti  beginnen  lassen. 

Die  Geschwindigkeit  ändere  sich  direkt  proportional  mit  der  Zeit, 
ihre  Zunahme  in  der  Zeiteinheit  sei  also  eine  Konstante  a;  der  in  der 
Zeit  ti  durchlaufene  Flächenraum  soll  ermittelt 
werden.  Es  handelt  sich  also  hier  um  den  Fall 
gleichförmiger  Beschleunigung  in  der  Bewegungs- 
richtung. War  die  Geschwindigkeit  gleich  Vq 
zur  Zeit  ^  =  0,  so  ist  sie  gleich  Vq  -\-  at  zur 
Zeit  t  und  gleich  Vq  -\-  at^  zur  Zeit  ^|.  In 
Fig.  67  entspreche  A  dem  Moment  t  -^  Q^  H 
dem  Moment  U  B  dem  Moment  ti ;  ferner  sei  Vq 
durch  ^iC,  Vi  durch  BM  dargestellt;  zieht  man 
nun  die  gerade  Linie  KM  und  errichtet  in  H  eine  Senkrechte  bis  zum 
Schnittpunkte  ii  mitJTlf,  bo  ist  HL=^v,  der  Geschwindigkeit  in  diesem 
Augenblicke.  Die  durchlaufene  Strecke  ist  durch  die  Fläche  ÄBMK 
dargestellt,  und  diese  ist  gleich:   ^(ÄK-\-  BM) .  AB  oder  |  {vq  -\-  Vi)  t 
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Da  nun  Vi  =  Vq  -{-  ati  ist,  erhält  man  für  die  Strecke  s^ : 
Si  =Voti  +  \atf, 
und  ebenso  natürlich  für  irgend  eine  Zeit  t: 

s  =  Vot  +  jittt^ (76) 

Ersetzt  man  t  durch  seinen  Wert  (v  —  t'o)/a,  so  erhält  man  femer: 

t;2  -  v^ 


2a      ' 
oder,  wie  dies  auch  geschrieben  werden  kann: 

as  =  |(t;«  -  t;«*) (77) 

Diese  letzte  Gleichung  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  wegen  ihrer 
später  zu  erörternden  Beziehung  zur  Lehre  you  der  Energie. 

91.   Fortsetzung;  gedämpfte  Bewegung.    Als  zweites  Beispiel 
wollen  wir  den  Fall  betrachten,  daß  die  Geschwindigkeit  des  beweg- 

ten  Teilchens  von  dem  Charakter 
V(ie~^*  ist,  wo  k  eine  Konstante  ist. 
Es  ist  dies  yerwirklicht  bei  einem 
Teilchen,  das  bei  seiner  Bewegung 
eine  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nale Verzögerung  erleidet  Die 
Kurve  der  Geschwindigkeiten  für 
diesen  Fall  ist  in  Fig.  68  dargestellt; 
OA  repräsentiert  die  Zeit  f,  OK 
die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq^  AL 
die  Geschwindigkeit. in  irgend  einem  Momente,  also: 

Die  Geschwindigkeit,  also  auch  die  Kuryenordinate,  nimmt  hier  in  geo- 
metrischer Progression  ab,  wenn  die  Zeit  in  arithmetrischer  wächst 
Denn  wenn  man  ^  in  n  aufeinanderfolgende  Intervalle  von  gleicher 
Länge  dt  einteilt  (so  daß  t  =^  ndt  ist),  so  sind  die  Geschwindigkeiten 
am  Ende  des  ersten,  zweiten,  ...  nten  dieser  Intervalle  gegeben  durch 
die  Ausdrücke 

Der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Flächenraum  wird  daher  kleiner  als 

v^dt  +  Voe-^^*dt  H +  t;oC-<"-^>^^'<2f, 

aber  größer  als 

Voe-^^^dt  +  voe-^^^^dt  +  •••  +  Voe-^^^^dt 

sein;  denn  der  erste  dieser  Ausdrücke  ist  die  Fläche,  die  beschrieben 
werden  würde,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Teilchens  während  jedes 
Zeitintervalls  dt  den  Wert  hätte,  den  sie  am  Anfange  dieses  Interyalles 
hat,  der  zweite  aber  ist  die  Fläche,  die  beschrieben  werden  würde, 
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wenn  die  Geschwindigkeit  während  jedes  Interyalles  den  Wert  hätte, 
den  sie  an  seinem  Ende  hat.  Der  erste  Ausdruck  übertrifft  nun  den 
zweiten  um 

Vodt  —  voe-^^^^dt, 

oder,  da  ^  =  ndt  ist,  um 

Vodt{l  —  e-^0» 
ein  Betrag,  der  beliebig  uahe  an  Null  herangebracht  werden  kann,  wenn 
dt  genügend  klein  gewählt  wird. 

Ferner  ergibt  die  erste  Reihe,  deren  Wert  Si  sein  möge,  wenn  sie 
Glied  für  Glied  mit  e~^^*  multipliziert  wird,  die  zweite  Reihe.  Durch 
Subtraktion  der  zweiten  Reihe  von  der  ersten  erhält  man  also  die  Be- 
ziehnng 

Sj  (l  —  e^^^O  =  Vodt  (1  —  e-~^d«)  =  v^dt  (l  —  er^^ 

und  folglich: 

_  v,dt(l^e-'^)  _  vodtjl^e-'*)  ,^_^ 

«1  —      i^e-^äi      —      1  _  e-a^n      •    •    •    •    C7ö; 

Der  Grenzwert  dieser  Größe  für  unendlich  kleine  dt,  also,  wie  man 
auch  sagen  kann,  für  unendlich  großes  n,  ist  die  durchlaufene  Fläche. 
Xun  kann  der  Nenner  in  GL  (78)  in  der  Form  der  unendlichen  Reihe 


n         1.2.na    '    1.2.3.ns 

geschrieben  werden  (vgl.  oben  in  §  54  das  Exponentialtheorem) ;  eine 
Reihe,  deren  Glieder  vom  zweiten  ab  kleiner  sind  als  die  entsprechenden 
der  geometrischen  Reihe 

^  _^  4_  ^ 

oder  als 

Der  Grenzwert  der  jetzt  in  den  Klammern  stehenden  Reihe  ist 
für  unendlich  großes  n  nach  dem  früher  Gesagten  offenbar  gleich  1, 
die  ganze  Reihe  also  Xt/n.  Folglich  ist  der  Grenzwert  s  von  Si  ge- 
gegeben durch  die  Formel: 

s  =  !:«^'(l-r-^0  =  ?(l-^^*)   •     •    •    (79) 

Die  durchgeführte  Rechnung  wird  sehr  viel  kürzer  mit  Hilfe  der 
Integralrechnung  erledigt;  sie  ist  aber  absichtlich  etwas  weitschweifig 
behandelt  worden,  weil  sie  eine  treffliche  Yeranschaulichüng  der  Theorie 
der  Grenzwerte  gibt. 

92.  Ebene  Kinematik  eines  starren  Systems.  Wir  wollen  nun 
zur  Kinematik  eines  starren  Körpers  übergehen,  d.  h.  eines  Körpers, 
dessen  Teilchen  eine  unveränderliche  relative  Konfiguration  haben,  oder, 
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mit  anderen  Worten,  eines  Körpers,  bei  welchem  der  Abstand  irgend 
sweier  Teilchen  Yoneinander  konstant  bleibt  Femer  wollen  wir  die 
Bedingung  stellen,  daiS  jeder  Punkt  des  Körpers  veranlaßt  wird,  sieh 
parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  bewegen.  Wir  brauchen  in  diesem 
Falle  nur  die  Verrückungen  von  Punkten  zu  betrachten,  die  in  einer 
zu  jener  parallelen  Ebene  des  Körpers  liegen,  da  alle  Linien  in  dem 
Körper,  die  auf  jener  Ebene  zu  irgend  einer  Zeit  senkrecht  stehen» 
durchweg  dieselbe  Richtung  beibehalten.  Weiterhin  wollen  wir  dann 
die  Bewegung  einer  Ebene  in  dem  Körper  betrachten,  welche  auf  einer 
im  Räume  festen  Ebene  gleitet.  Die  erste  Ebene  wollen  wir  die  be- 
wegliche oder  fortgeführte,  die  letztere  die  feste  Ebene  nennen. 

93.  Terriickimg  infol§^  Yon  Rotation  bei  Festhaltung  eines 
Punktes«  Zunächst  kann  irgend  eine  Yerrückung  des  Körpers  Ton 
irgend  eindr  Anfangs-  in  irgend  eine  Endlage  bewerkstelligt  werden, 

Fig.  69.  Fig.  70. 


indem  man  den  Körper  um  eine  bestimmte,  zur  Bewegungsebene  senk- 
rechte Axe  um  einen  gewissen  Winkel  dreht.  Denn  es  sei  in  Fig.  69 
AB  irgend  eine  Linie  in  der  Bewegungsebene  in  ihrer  Anfangslage» 
A!B'  dieselbe  Linie  in  ihrer  Endlage.  Man  ziehe  die  Verbindungslinien 
AA\  BB'  und  errichte  in  ihren  Mittelpunkten  Senkrechte,  die  sich  in 
0  schneiden  mögen.  Dann  kann  man  AB  nach  A' B'  schaffen  mittels 
einer  Drehung  um  0,  und  das  Gleiche  gilt  für  die  entsprechende  Ver- 
rückung irgend  einer  anderen  Linie  in  dem  Körper.  Es  folgt  das  ein- 
fach daraus,  daß,  wenn  man  die  Linien  AO,  BÖ  und  A' 0,  B^O  zieht, 
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die  80  entstehenden  Dreiecke  ÄOB,  A* OB!  in  jeder  Hinsicht  einander 
gleich  sind,  and  daß  deshalb  auch  der  Winkel  ÄOÄ'  (nftmlich  ÄOB 
-+-  BOA')  gleich  dem  Winkel  BOB'  (nämlich  BOA'  +  A'OB')  ist 
Der  Winkel,  um  den  gedreht  wird,  ist  also  0  =  AOA!  =  BOB'. 
Diese  Schlußweise  wird  hinfällig  erstens,  wenn  die  beiden  Lagen  der 
Lanie,  AB  und  A'B\  einander  parallel  sind;  denn  dann  sind  (Fig.  70) 
aach  die  Linien  AA'  und  BB'  und  folglich  auch  die  in  ihren  Mitten 
errichteten  Normalen  parallel,  d.  h.  ihr  Schnittpunkt  0  liegt  in  der 
Unendlichkeit  und  der  Winkel  0  ist  null,  es  findet  also  gar  keine 
Drehung  statt;  und  zweitens,  wenn  AB  xmdA'B'  so  zueinander  liegen 
(Fig.  71),  daß  die  Linien  ^^'  und  BB'  Mittelnormalen  haben,  die  mit- 
einander snsammenfallen ;  in  diesem  FaUe  liegt  aber  die  Sache  viel 
einfacher,  insofern  die  Axe  0  hier  in  dem  Schnittpunkte  der  Verlänge- 
rungen Yon  BA  und  B'A'  selbst  liegt 

Auch  ein  dritter  Punkt  C  des  Körpers  (Fig.  69)  macht  die  gleiche 
Drehung  um  den  Winkel  8  mit,  so  daß  er  nach  C  gelangt;  denn  da 
der  Körper  starr  ist  in  dem  oben  definierten  Sinne,  muß  die  Konfigura- 
tion irgend  dreier  "Punkte  ABC  ungeändert  bleiben,  die  Dreiecke  ABC 
and  A'B'C  müssen  also  kongruent  sein,  und  hieraus  folgt  analog  wie 
oben,  daß  der  Winkel  CO  C  =  Ö  ist 

94.  Kontinuierliche  ebene  Terrfickung.  Bei  der  kontinuier- 
lichen ebenen  Yerrückung  eines  starren  Körpers  läßt  sich  die  Bewegung 
in  jedem  Augenblicke  als  eine  Drehung  um  eine  auf  der  Bewegungs- 
ebene senkrechte  Axe  ansehen.  Bei  jeder  derartigen  Bewegung  be- 
schreiben die  Endpunkte  irgend  einer  in  der  Bewegungsebene  liegenden 
geraden  Linie  bestimmte  Kuryen  in  dieser  Ebene,  und  die  Bewegung 
läßt  sich  geradezu  auffassen  als  eine  Bewegung  der  geraden  Linie  mit 
ihren  Enden  auf  diesen  beiden  Kuryen.  Hiermit  sind  die  successiyen 
Lagen  des  Körpers  geometrisch  festgelegt,  da  alle  Teile  desselben 
starr  miteinander  yerbunden  sind  und  alle  Yerrückungen  parallel  zu 
einer  Ebene  yerlaufen.  S  und  S'  (Fig.  72)  seien  die  beiden  Kuryen, 
zwischen  denen  sich  die  Linie  AB  bewegt;  AB  und  A* B'  seien  zwei 
Lagen  derselben.  A  hat  sich  längs  AA*  nach  A\  B  längs  BB*  nach 
B'  bewegt  Die  Lagenänderung  yon  AB  nach  A*  ß  kann  bewirkt 
werden  durch  eine  Drehung  des  Körpers  um  eine  Axe,  die  man  findet, 
indem  man  die  Sehnen  AA'  und  BB*  der  betreffenden  Kuryenstücke 
halbiert  und  in  den  Halbierungspunkten  Senkrechte  errichtet,  gerade 
wie  in  Fig.  69.  Durch  die  yerschiedenen  aufeinanderfolgenden  Sehnen 
AA'  und  JBJB',  A* A*'  und  B*B*'  ...  werden  yerschiedene  Lagen  der 
Drehungsaxe  bestimmt;  während  sich  der  Körper  bewegt,  bewegt  sich 
also  die  Axe  ebenfalls  und  ändert  ihre  Lage  sowohl  zum  Körper  als 
im  Baume. 

Wenn  sich  der  Körper  stetig  bewegt,  so  bewegt  sich  auch  die  Axe 
ttetig;  und  die  Lage  derselben  in  einem  bestimmten  Augenblicke,  z.  B. 
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sor  Zeit,  wo  ansere  Linie  die  Lage  AB  hat,  ist  offenbar  die  Grenslage, 
die  man  findet,  indem  man  die  Sehnen  AA'  nnd  BB'  nnendlich  kurz 
werden  l&ßt,  d.  h.  es  ist  der  Schnittpunkt  der  auf  den  Tangenten  an 
die  Kurven  in  A  und  ^  errichteten  Normalen.  Diese  Axe  hei£t  die 
Momentanaxe  oder  Instantanaxe  des  Körpers  für  die  durch  AB 
definierte  Lage.  Mit  Rücksicht  auf  das  früher  Gresagte  und  auf  die  in 
Fig.  69  yeranschaulichten  Yerrückungen  ist  es  einleuchtend,  daß  es  in 
|edem  Augenblicke  nur  eine  einzige  solche  Axe  gibt,  und  daß  sie  durch 
Betrachtung  der  Bewegung  einer  beliebigen  Linie  des  Körpers  in  der 
Ebene  der  Verschiebungen  gefunden  werden  kann. 

In  Fig.  73  ist  der  Verlauf  etwas  detaillierter  skizziert,  11',  22\ 
33',  44',  55'  sind  aufeinanderfolgende  Lagen  der  Linie,  in  allen  diesen 

Fig.  73. 


Punkten  sind  Normalen  auf  den  Kurven  errichtet,  die  Schnittpunkte 
der  beiden  ersten  Paare  dieser  Normalen  sind  I,  II,  ihre  VerbindungsliDie 
gibt  die  Bahn  der  Momentanaxe;  das  dritte  Normalenpaar  ist  dagegen 
parallel,  der  Punkt  III  liegt  also  im  Unendlichen;  und  das  vierte  und 
fünfte  Paar  konvergiert  sogar  nach  der  anderen  Seite,  auf  dieser  liegen 
also  auch  die  Punkte  IV  und  V.  Dieser  Sprung  von  der  einen  Seite 
durch  die  Unendlichkeit  zur  anderen  Seite  findet  offenbar  da  statt,  wo 
die  beiden  Kurven  in  den  Endpunkten  33'  der  Linie  einander  auf  einer 
ganz  kurzen  Strecke  parallel  laufen. 

95.  Zentroden.  Die  Kurven,  welche  der  Durchschnitt  der  Momen- 
tanaxe mit  der  festen  Ebene  beschreibt,  heißen  Zentroden,  und  zwar 
die  Kurve,  die  er  in  der  festen  Ebene  selbst  beschreibt:  Raumzentrode, 
diejenige,  welche  er  in  der  mit  der  festen  Ebene  zusammenfallenden 
Körperebene  beschreibt:  Körperzentrode. 

Die  Lage  der  Momentanaxe  kann  man  folgendermaßen  finden.    In 


Zentroden. 
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Fig.  74. 


Fig.  74  seien  X,  Y  rechtwinkelige,  in  der  Bewegungsebene  feste  Axen, 
X,  y  die  Koordinaten  des  Durchschnittspanktes  der  augenblicklichen 
Axe  0.  Da  diese  Axe  für  einen  Augenblick  als  fest  angesehen  werden 
kann,  während  sich  aUe  übrigen  Punkte  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
keit o  um  sie  drehen,  so  lassen  sich 
die  Geschwindigkeitskomponenten  eines 
Punktes  P,  dessen  Koordinaten  a,  h 
sind,  leicht  angeben.  Ist  nämlich  l  die 
Entfernung  zwischen  P  und  0 ,  so  hat 
die  Bewegung  von  P  die  in  der  Figur 
durch  den  Pfeil  angegebene  Richtung, 
und  die  Geschwindigkeit  ist  Xa,  Ist 
nun  d  der  Winkel  zwischen  OF  und 
MX^  so  hat  man  für  die  Geschwindig- 
keitskomponenten  t«,  V  von  P  die  Aus- 
drücke : 

—  u  =  Zo  sm  ö  =  o  (5  —  y) 
V  =^  la  cos  0  =  (o  (a  —  a;), 
also: 


GJ         "^  CD 


(80) 


hiermit  ist  aber  die  Lage  der  Axe  mit  Bilfe  der  allgemeinen  Winkel- 
geschwindigkeit Gl  sowie  der  Koordinaten  ah  und  der  Geschwindigkeits- 
komponenten UV  irgend  eines  Punktes  bestimmt. 

Die  Gleichungen  (80)  enthalten  die  Zeit,  insofern  nämlich  ci,  a,  5, 
tt,t;  im  allgemeinen  Funktionen  der  Zeit  sind.  Eliminiert  man  aus 
ihnen  die  Zeit,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Raumzentrode. 


96.  Gleichung  der  Körperzentrode.  Die  Körperzentrode  Ck  ist, 
wie  oben  festgesetzt  wurde,  die  Kurye,  welche  in  der  mit  der  Be- 
wegungsebene zusammenfallenden  Ebene  des  Körpers  von  den  succes- 
siyen  Lagen  der  Momentanaxe  beschrieben  wird.  Als  Koordinatenaxen 
mögen  zwei  in  dem  Körper  feste,  rechtwinkelige  Linien  gewählt  und 
die  hierauf  bezogenen  Koordinaten  des  Punktes  0  (Durchschnittspunkt 
der  Axe)  zur  Zeit  t  mit  |,  17  bezeichnet  werden ;  endlich  sei  6'  der  Winkel 
zwischen  der  im  Räume  festen  2;- Axe  und  der  im  Körper  festen  |-Axe. 
Die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  P  im  neuen  System  sind  dann: 


oder,  da  doch 
ist: 


I  -^-IcosiO  —  ö') 
17  +  l  sin  (0  —  Ö')i 

l  cos  0  =  a  —  a:,    l  sin  0  =  h 


y. 


^  +  (a  —  x)  cos  6'  +  (h  —  y)  sin  ff 
ij  +  (6  —  y)  cos  ö'  —  (a  —  X)  sin  0', 
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oder  schlielSlich,  mit  Benutzung  der  GL  (80): 

J  4.  JL  cos  ö'  —  —  sin  ö' 

17 COS  0' sin  0'. 

'  CD  (0 

Ist  nun  P  selbst  der  Anfangspunkt  der  £17 -Koordinaten,  so  sind  obige 
Ausdrücke  null,  und  man  bat: 


I  =  _  iL  cös  Ö'  +  —  sin  ff 

GJ  (ö 

17=        —  COS  ff  +  —sin  ff'' 

'  CO  G) 


(81) 


Flg.  75. 


Gleicbungen,  die  durcb  Elimination  der  Zeit  eine  Beziebung  zwiscben 
I,  17   einerseits  und  Eonstanten  anderseits  liefern.     Diese  Beziebung 

ist  die  gesucbte  Gleicbung  der  Körperzen- 
trode. 

Die  beiden  Kurven  0%  und  Cr  sind  zwei 
Punktfolgen  von  der  Art ,  daß ,  wäbrend  der 
Körper  sieb  bewegt,  jeder  Punkt  der  ersteren 
Folge,  wenn  die  Reibe  an  ibn  kommt,  mit 
einem  entsprecbenden  Punkte  der  letzteren 
zusammenfällt  und,  indem  er  dies  tut,  zur 
Rübe  kommt,  obgleicb  er  nicbt,  aucb  nickt 
für  einen  nocb  so  kurzen  Zeitteil,  wirklieb  in 
Rübe  zu  bleiben  brancbt.  So  wird  ein  Punkt  Ok  von  Gh  (Fig.  75)  der 
Ort  der  Momentanaxe,  sobald  er  mit  dem  Punkte  Or  von  Cr  zur  Koinzi- 
denz kommt  Die  Lage  von  Or  ändert  sieb  mit  der  Gescb windigkeit  i,  y^ 
und  mit  der  Bescbleunigung  ü,  y^  Größen,  die  aus  den  durcb  die  Glei- 
cbungen (80)  bestimmten  Werten  von  x,  y  berecbnet  werden  können. 

97.  Geschwindigkeit  der  Momentanaxe  längs  der  Körper- 
zentrode. Die  Raumgescbwindigkeit  des  Punktes  Ok  ist  in  dem 
Augenblicke,  wo  er  mit  Or  zusammenfällt,  natürlicb  nulL  Wir  wollen 
nacbweisen,  daß  die  Gescbwindigkeit ,  mit  der  sieb  die  Lage  von  (h 
längs  dt  ändert,  dieselbe  ist  wie  die  Gescbwindigkeit,  mit  der  sieb  Or 
längs  Cr  Terscbiebt,  und  daß  die  beiden  Kurven  in  dem  die  Momentan- 
axe repräsentierenden  Punkte  eine  gemeinsame  Tangente  baben. 

0  sei  die  Momentanaxe,  Or  und  Ok  seien  Punkte  von  Cr  bezw. 
Cfc,  welcbe  nacb  einem  unendlicb  kleinen  Zeitteil  di  mit  dem  non- 
mebrigen  Orte  von  0  zur  Koinzidenz  kommen.  Da  nun  der  Körper 
sieb  um  0  drebt,  näbert  sieb  0^  offenbar  Or  in  einer  zur  Linie  00% 
senkrecbten  Ricbtung  und  mit  der  Gescbwindigkeit  00^.(0^  und  da 
€0  endlicb  ist,  kann  sieb  die  Ricbtung  jedes  Teiles  des  Elementes  00k 
von  Ofc  wäbrend  dt  nur  unendlicb  wenig  ändern.  Folglicb  ändert 
sieb  im  Grenzfalle,  da  0  auf  0^  zuläuft,  die  Bewegungsricbtung  Ton 
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Ofc  überhaupt  nicht  und  steht  durchweg  senkrecht  auf  0  0».  Nun  ist 
aber  (hOr  klein  gegenüber  OOjct  da  es  von  der  Größenordnung 
0  Ofc .  od t  ist ;  folglich  fällt  im  Grrenzfalle  0  Or  mit  0  Ou  zusammen.  Die 
beiden  Kurven  haben  daher  in  0  eine  gemeinsame  Tangente,  und  die 
Geschwindigkeit,  mit  der  sich  der  Raumpunkt  0  längs  Cr  bewegt,  ist 
gleich  der  Geschwindigkeit  —  die  wir  s  nennen  wollen  —  mit  der  sich 
der  entsprechende  Körperpunkt  längs  Cr  bewegt 

98.  Beschleunigung  eines  Körperpunktes  in  der  Axe.     Da 

OOjt  gleich  8 dt  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  von  Oh  im  Räume  in 
dem  betrachteten  Augenblicke  gleich  sadt;  und  da  Ok  in  Or  zur  Ruhe 
kommt,  muß  jener  Ausdruck  in  der  Zeit  dt  zu  null  werden.  Folglich 
ist  die  Beschleunigung  von  Ok  gleich  iß},  und  zwar  in  der  Richtung, 
welche  der  von  der  Rotation  herrührenden  Bewegung  entgegengesetzt 
ist  Die  Komponente  a^sdt  von  Ok  nach  0  ist  im  Vergleich  damit 
oneDdlich  klein.  Die  Beschleunigung  des  Körperpunktes  in  0  ist  also 
gleich  (OS  und  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  von  Ok  gerichtet. 

99.  Beschleunigung  irgend  eines  KSrperpunktes.    Es  ist  zu 

beachten,  daß  das  soeben  gewonnene  Ergebnis  für  die  Beschleunigung 
eines  jeden  Körperpunktes  P,  Fig.  76,  in  der  Entfernung  p  von  0  außer 
den  Komponenten  ap  senkrecht  zu  OP  in  der  Richtung  der  Bewegung 
mid  m^p  in  der  Richtung  von  P  nach  0  noch  eine  Komponente  as 
senkrecht  zur  Tangente  in  0  liefert,  ?de  das  in  Fig.  76  angedeutet 
Fig.  76.  Fig.  77. 


•,F  P 


P 


ist.  Diese  Komponente  rührt  von  der  Bewegung  von  0  lang  Cr  her. 
Ihr  Vorhandensein  in  P  läßt  sich  folgendermaßen  zeigen.  In  dem 
Zeitteilchen  dt  möge  sich  der  Körperpunkt  von  P  nach  P'  bewegen. 
In  |Fig.  77  stelle  Pp,  senkrecht  zu  OP,  die  Geschwindigkeit  von  P 
um  0  herum  dar  und  Pp'  die  Geschwindigkeit  von  P'  um  Or*  (Da 
wir  die  von  der  Änderung  von  <o  und  von  der  Lagenänderung  von  P 
herrührende  Beschleunigung  anderweitig  in  Rechnung  ziehen,  nehmen 
wir  hier  o  als  konstant  und  P  als  fest  während  der  Zeit  dt  an.)  Pp 
ist  proportional  mit  OP,  Pp'  mit  OrP^  und  der  Winkel  pPp'  ist  gleich 
dem  Winkel  OPOr-     Die  Dreiecke  OPOr  und  pPp'  sind  daher  ahn- 
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lieh;  nnd  da  Pp  and  Fp'  auf  PO  und  POr  bezw.  senkrecht  stehen,  so 
steht  &nch  pp'  senkrecht  auf  OOf.  Ferner  ist  pp'  =  OOr-Pp/PO', 
anderseits  ist  aber  Pp  =  ci  .  PO;  es  folgt  also  pp'  =.  a.  OOr 
=  cjsdt  Die  Änderung  der  Geschwindigkeit  in  der  Zeit  dt  ist  also 
CDsdty  d.  h.  die  Beschleanignng  ist  ai  und  zwar  in  der  auf  der  Karre 
in  0  senkrechten  Richtung  ON. 

Die  Beschleunigung  yon  P  kann  mit  Hilfe  der  Yektoralgebra  wie 
folgt  gefunden  werden.  Bezeichnet  man  0  P  mit  p,  so  hat  man  für  die 
Geschwindigkeit  von  P  den  Wert  iajp^  weil  sie  senkrecht  au  OP  er- 
folgt. Der  Änderungsgrad  hiervon  ist  t  (op  -)-  t  ap ;  nun  ist  aber  p 
der  Änderungsgrad  von  p ,  also  gleich  der  Differenz  der  Geschwindig- 
keiten von  P  und  0,  also  gleich  t(Dp  —  s.     Folglich  hat  man 

top  4-  i^P  =  —  ö'P  —  *os  -|-  tojp, 
d.  h.  die  Beschleunigung  von  P  besteht  ans  drei  Komponenten,  einer 
solchen  gleich  a^p  in  der  Richtung  von  P  nach  0,  einer  zweiten 
—  ias  rechtwinkelig  zu  i  und  einer  dritten  gleich  t  üp  in  der  Rich- 
tung der  Bewegung  von  P.  Da  nun  ip  eine  Strecke  bedeutet,  die  aus 
der  Richtung  OP  in  die  Bewegungsrichtung  herumgedreht  ist,  so  be- 
deutet —  fos  eine  Beschleunigung,  deren  Richtung  man  erhält,  wenn 
man  s  in  der  entgegengesetzten  Richtung  um  einen  rechten  Winkel 
dreht,  d.  h.  sie  fällt  in  die  in  Fig.  7&  durch  den  Pfeil  in  der  gestrichelten 
Linie  angedeutete  Richtung. 

100.  Bahnkriimmimg  irgend  eines  Punktes,  abgeleitet  ans 
der  Beschleunigung«  Die  Beschleunigung,  die  hiermit  für  einen  be- 
P^g   7g^  liebigen  Punkt  gefunden  ist,  erlaubt  nun, 

die  Krümmung  der  von  P  während  des 
Rollens  des  Körpers  zurückgelegten  Bahn 
zu  bestimmen.  Denn  die  zur  Bewegungs- 
richtung  senkrechte  Komponente  der  Be- 
schleunigung ist  in  jedem  Punkte  gleich 
dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  der 
Bahn,  multipliziert  mit  der  Krümmung  der 
letzteren. 

In  Fig.  78  seien  C  und  C  die  Krüm- 
mungszentren von  Ofc  und  Cr  für  den 
Punkt  0,  femer  seien  r  und  r'  die  ent- 
sprechenden Krümmungsradien. 

Dann  hat  man: 

sdt  =  r.OCOk  =  r'.OC'Or. 
Folglich  ist: 

OCOu  +  OC'Or  =  sdt(^  +  ^y 
und  dies  ist  der  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  0*  und  Or. 
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Wenn  ncH  0  nach  Or  bewegt  hat ,  sind  C  0%  und  Or  C  in  einer 
Linie,  und  der  Körper  hat  eich  um  den  Winkel  00010  +  OC Or  ge- 
dreht, und  zwar  in  der  Zeit  dt.     Somit  ist  ' 


dt  /l     ,     1\ 


Ffir  die  Beschleunigung  des  Eörperpunktes  in  0  haben  wir  demgem&ß : 

ds  ff* 

dt  r  -^  r  ^    ' 

Dabei  ist  angenommen,  daß  die  beiden  Krümmungen  entgegengesetzt 
sind,  wie  dies  in  Fig.  78  der  Fall  ist.  Wenn  sie  gleich  gerichtet  sind 
und  r,  r'  wie  bisher  die  positiven  Zahlenwerte  der  Krümmungsradien 
bedeuten,  sind  obige  Formeln  durch 

d%(\  1\         ds  ^    ff' 

"  =  57(7 -7>   -di  =  ""p-H7   •    •    •   («^> 

SU  ersetzen.  Für  den  Punkt  P  in  Fig.  77  ist  die  Beschleunigung  senk- 
recht zur  Bahn  von  P  nach  §  99  gleich  gi>|7  —  cii  0050,  wo  0  der 
Winkel  zwischen  der  Normalen  ON  auf  Cr  in  0  und  OP  ist;  da  nun 
die  Geschwindigkeit  von  P  gleich  oj)  ist  und  senkrecht  auf  0^  steht, 
irt  die  Krümmung  der  Bahn  von  P 

JL_ o^j?  —  CDSCOSO 

oder,  wegen  GL  (82)  bezw.  (83): 

B        p        p^  r  +r 

wo  das  positive  oder  das  negative  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Krüm- 

moDgen  der  beiden  Zentroden  entgegengesetzt  oder  gleichgerichtet  sind. 

Wie  man  sieht,  verschwindet  dieser  Ausdruck  für  alle  Punkte,  für 

welche 

rr'  cosO 

ist,  d.  L  für  einen  Kreis  vom  Durchmesser  rr'Kr'  i  r);  dieser  Durch- 
messer verläuft  in  der  Normale  ON  zur  Zentrode.  Da  man  OP  in 
jeder  ^beliebigen  Richtung  ziehen  kann,  so  kann  0  jeden  beliebigen 
Wert  annehmen,  und  folglich  geht  jeder  Punkt  des  gedachten  Kreises  in 
irgend  einem  Momente  durch  einen  Punkt  seiner  Bahn  von  der  Krüm- 
mung null,  d.  h.  durch  einen  Inflexionspunkt  derselben  hindurch.  In- 
dessen ändert  sich  der  Durchmesser  des  Kreises  fortwährend,  die  In- 
flexionspunkte  wandern  also  während  des  RoUprozesses  von  Kreis  zu 
Kreis. 

Es  ist  einleuchtend,  daß  die  Tangentialbeschleunigung  von  P  in 
seiner  Bahn  gleich  üp  —  os  sinO  ist,  also  gleich  einer  Größe,  die  für 
alle  Punkte  verschwindet,  für  welche 
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ds    ,    ^ 

— .       ^^ 
^  ~diä 

dt 

ist;  das  ist  ebenfalls  ein  Kreis,  sein  Darchmesser  ist  (os/o),  und  swar 
in  der  Bicbtung  tangential  zur  Zentrode  in  0.  Die  beiden  Kreise  schneiden 
sieb  also  in  0  rechtwinkelig.  Jedocb  ist  in  0  die  Linie  p  gleicb  nuU^ 
ebenso  wie  die  Beschleunigung  normal  zur  Bahn  von  P;  anderseits 
ist  die  Beschleunigung  in  der  Bewegungsricbtung  von  P  hier  gleich 
—  CDS.  In  jedem  anderen  Punkte  des  zweiten  Kreises  ist  gerade  die 
Tangentialbeschleunigung  null ;  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  beiden 
Kreise  schließlich  ist  die  Normalbeschleunigung  ebenfalls  null. 

101«  Rollen  und  Gleiten«  Die  eben  untersuchte  Bewegung  des 
Körpers  ist  eine  jener  Bewegungen,  die  man  als  reines  Rollen  be- 
zeichnet, und  zwar  rollt  die  Kurve  Cjc  auf  der  Kurve  Cr*  In  jedem 
Augenblicke  fallen  die  Normalen  zu  den  beiden  Kurven  in  dem  gemein- 
samen Punkte  0  in  eine  Linie,  der  Körper  dreht  sich  um  den  Berüh- 
rungspunkt, und  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Berührungspunkt 
seine  Lage  auf  Cjc  ändert ^  ist  stets  gleich  derjenigen,  mit  der  er  sich 
auf  Cr  bewegt;  derart,  daß  die  Länge  Sk  desjenigen  Teiles  von  Ck, 
welcher  mit  Cr  in  Berührung  gebracht  worden  ist,  in  irgend  einem 
Zeitintervall  gleich  der  Strecke  Sr  ist,  welche  der  Berührungspunkt 
längs  Cr  zurückgelegt  hat.  Wäre  s^  größer  oder  kleiner  als  Sn  so 
würde  man  von  der  Körperzentrode  sagen,  sie  gleite  auf  der  Kaum- 
zentrode,  im  ersteren  Falle  nach  der  Richtung  der  Bewegung  längs  Cr^ 
im  letzteren  in  der  entgegengesetzten  Richtung. 

Ein  bekanntes  Beispiel  bietet  ein  auf  einer  Schiene  rollendes 
Rad.  Findet  reines  Rollen  statt,  so  findet  keine  relative  Bewegung 
zwischen  der  Schiene  und  dem  mit  ihr  sich  berührenden  Punkte  des 
Rades  statt.  Die  Körperzentrode  ist  die  Linie  längs  des  Radreifens, 
in  welcher  es  die  Schiene  berührt,  die  Raumzentrode  hingegen  ist  die 
Linie  der  Berührungspunkte  längs  der  Schiene.  Findet  gar  kein  Gleiten 
statt,  so  ist  die  Strecke,  welche  der  Mittelpunkt  des  Rades  zurückgelegt 
hat,  genau  gleich  der  Zahl  der  Umdrehungen,  die  das  Rad  gemacht  hat, 
multipliziert  mit  seinem  Umfange,  d.  h.  mit  der  Länge  von  Cfc. 

Werden  an  einige  der  Räder  eines  Eisenbahnzuges  Bremsen  an- 
gelegt, so  wird  ihre  Winkelgeschwindigkeit  plötzlich  herabgemindert  und 
sie  fangen  deshalb  zunächst  an,  auf  den  Schienen  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung zu  gleiten.  Wenn  anderseits  eine  Lokomotive  einen  schweren 
Zug  in  Bewegung  setzt,  gleiten  die  treibenden  Räder  auf  den  Schienen 
in  rückwärtiger  Richtung,  und  häufig  wird  Sand  auf  die  Schienenstränge 
dicht  vor  der  Maschine  gestreut,  in  der  Absicht,  die  Räder  zum  „greifen^ 
zu  bringen,  d.  h.  der  reinen  Rollbewegung  näher  zu  kommen. 
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102.  Rouletten.  Die  Kurve,  welche  von  einem  in  der  Bewegnngs* 
ebene  gel^enen  Punkte  in  der  festen  Ebene  beBchrieben  wird,  während 
die  Kurve  d  auf  der  Kurve  Cr  rollt,  heißt  Roulette.  Wenn  Ck  ein 
Kreis  und  Cr  eine  gerade  Linie  ist,  so  heißt  die  von  einem  Punkte  auf 
Cfc  heschriebene  Kurve  Zykloide,  dagegen  die  von  irgend  einem 
anderen,  in  der  Bewegungsebene  gelegenen  Punkte  beschriebene, 
Trochoide.  Ist  Cr  keine  gerade  Linie,  sondern  ebenfalls  ein  Kreis, 
so  sagt  man,  ein  Punkt  auf  Qt  erzeuge  eine  zykloidische  Kurve, 
ir^^nd  ein  anderer  Punkt  eine  trochoidische  Kurve. . 

Wenn  der  Kreis  Ck  den  Kreis  Cr  berührt,  so  daß  jeder  von  beiden 
außerhalb  des  anderen  liegt  wie  in  Fig.  79  (Ä),  so  nennt  man  die  von 


Fig.  79. 


einem  Punkte  P  auf  Cjc  beschriebene  Kurve  eine  Epizykloide,  die 
von  irgend  einem  anderen  Punkte  Q  erzeugte  eine  Epitrochoide. 

Dagegen  heißen  die  entsprechenden  Kurven  Hypozykloiden 
bezw.  Hypotrochoiden,  wenn  Ck  von  Cr  umgeben  ist,  wie  in  Fig.  79  (B), 
undEpisykloiden  bezw. Peritrochoiden,  wenn  Cr  von  Ck  umgeben 
ist,  wie  in  Fig.  79  (C);  statt  Peri zykloide  sagt  man  nftmlich  ge- 
wöhnlich Epizykloide,  weil,  wie  sich  zeigen  wird,  eine  Perizykloide  zu- 
g^leich  eine  Epizykloide  im  Sinne  ihrer  früheren  Definition  ist. 

103.  Zwiefache  Erzeugung  von  Perizykloiden.  In  Fig.  80 
seien  a  und  h  die  Mittelpunkte  der  Kreise  Cr  und  Ck',  man  ziehe  die 


Fig.  80. 


parallelen  Radien  ac  und  bd  und  vervoll- 
ständige das  Parallelogramm  ah  de.  Der 
Punkt  e  ist  der  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
dessen  Radius  gleich  der  Differenz  der  Radien 
der  großen  Kreise  ist,  und  welcher  den  Kreis 
Ck  in  d  schneidet,  während  er  den  Kreis  Cr 
in  c  berührt.  Da  jeder  der  beiden  Winkel 
Obd,  dec  gleich  Oac  nndbd  =  ac  +  ce  ist, 
sind  die  Bögen  Oc  und  cd  der  Kreise  mit 
den  Mittelpunkten  a  bezw.  e  zusammen- 
genommen gleich  dem  Bogen  Od  des  Kreises  Ck  mit  dem  Mittelpunkte 
in  6.     Trägt  man  also  auf  Cr  den  Bogen  Op  =  Od  ab,  so  ist  auch 

7* 
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ep  =  cd»  Wenn  also  Cit  rollt,  gelangt  d^  betrachtet  als  fester  Punkt 
aof  Ck,  nach  p\  wenn  anderseits  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  e 
in  derselben  Richtung  rollt,  so  gelangt  d,  als  fester  Punkt  auf  dem 
kleinen  Kreise  betrachtet,  ebenfalls  nach  p.  Nun  lasse  man  Ck  am 
einen  beliebigen  Winkel  roUen,  so  daß  der  Punkt  auf  ihm,  der  vorher  d 
war,  jetzt  in  d'  liegt,  während  0  nach  (/,  h  na6h  V  kommt,  während 
der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  e  fest  bleibt;  anderseits  lasse  man 
den  letzteren  Kreis  längs  Cr  um  dieselbe  Strecke  in  derselben  Richtung 
rollen,  so  daß  c  in  die  Lage  d  und  der  frühere  Punkt  d  jetzt  nach 
d"  kommt.  Es  ist  klar,  daß  die  beiden  Linien  acf^  Vd'  einander  parallel 
sind,  ebenso  auch  a  0',  ed'\  Die  beiden  Punkte  d'  und  d"  müssen  also 
zusammenfallen.  Rollen  also  die  beiden  Kreise  mit  gleicher  Winkel- 
geschwindigkeit in  gleicher  Richtung ,  so  bleibt  ihr  Schnittpunkt  stets 
derselbe  Punkt  Ton  beiden,  und  der  von  diesem  Punkte  beschriebene 
Weg  ist  durch  die  Bewegung  eines  jeden  der  beiden  Kreise  gegeben. 
Daraus  folgt  aber  weiter,  daß,  während  Ch  auf  Cr  rollt,  die  von  irgend 
einem  Punkte  von  Ch  beschriebene  Bahn  auch  yon  einem  gewissen 
Punkte  des  Kreises  um  e  beschrieben  wird,  während  dieser  Kreis  in 
derselben  Richtung  auf  Cr  rollt  Mit  anderen  Worten:  Eine  Peri- 
zykloide  ist  auch  eine  Epizykloide. 

In  dem  Falle,  wo  der  innere  Kreis  auf  dem  äußeren  rollt,  ist  eine 
ähnliche  Konstruktion  durchführbar.  Der  Kreis  um  e  rollt  alsdann 
inwendig  auf  Cr ,  nnd  sein  Schnittpunkt  mit  Cjt  beschreibt  eine  Hypo- 
zykloide, die  auch  durch  das  Rollen  von  C%  auf  Cr  erzeugt  werden 
kann.  In  diesem  Falle  sind  ab v  beides  auch  begrifflich  Kuryen  gleicher  Art. 

IM«  ETolyente  (Inyolute)  und  Evolute.  Die  sich  bewegende 
Zentrode  sei  jetzt  eine  gerade  Linie.  Sie  ist  dann  eine  Tangente  an 
die  Raumzentrode  Cr,  und  zwar  im  Punkte  0.  Dieser  Punkt  ist  der 
Krümmungsmittelpunkt  des  Bahnelements,  das  in  dem  betrachteten 
Zeitteile  von  irgend  einem  Punkte  P  der  geraden  Linie  beschrieben 
wird.  Jede  solche  Bahn  heißt  eine  Evolvente  (oder  eine  Involute) 
der  von  der  geraden  Linie  berührten  Kurve.  Ein  gegebenes  Paar  von 
Evolventen  hat  längs  der  gemeinsamen  Normalen  an  aUen  Stellen  den 
gleichen  gegenseitigen  Abstand,  mit  anderen  Worten,  das  System  der 
Evolventen  besteht  aus  einer  unendlichen  Anzahl  paralleler  Kurven.  Die 
Kurve  Cr^  die  von  der  sich  bewegenden  geraden  Linie  berührt  wird,  heißt, 
mit  entsprechender  Wortbildung,  die  Evolute  jener  Kurvenschar,  also  die 
Evolute  der  Evolventen;  sie  ist  offenbar  der  geometrische  Ort  der 
Krümmungsmittelpunkte  einer  jeden  der  Evolventen. 

Die  Evolventen  kann  man  sich  erzeugt  denken  durch  die  Punkte 
eines  Fadens,  der,  während  er  von  der  Evolute  abgewickelt  wird,  straff 
gespannt  wird.  Aus  dieser  Art  der  Erzeugung  folgt  offenbar,  daß  die 
Länge  OP  der  Evolventennormale  gleich  der  Länge  OA  des  Bogens 
der  Evolute  ist,  von  welchem  der  Faden  abgewickelt  worden  ist. 
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Fig.  81  zeigt  die  Evolyenten  PFiF2"'i  -P'-P'a-P'a  •••  ^-«.w.  eines 
Systems,  das  durch  Abwickeln  eines  Fadens  von  der  Kurve  Cr^  ihrer 
Evolute,  gewonnen  wurde.  Die  Punkte  0,  Oi  O2  •  •  •  ^ind  die  den  Punkten 
PP|Ps  ...  oder  den  analogen  Punkten  der  anderen  Evolventen  ent- 
sprechenden KrAmmungsmittelpunkte.  Ferner  ist,  wie  man  unmittelbar 
einsieht,  die  Tangente  PT  in  irgend  einem  Evolvratenpunkte  P  der  in 
dem  entsprechenden  Krümmungszentrum  0  auf  der  Evolute  errichteten 
Normalen  OM  parallel. 

Der  Leser  möge  beachten,  daß,  wenn  man  die  erzeugende  gerade 
Linie  in  sehr  dichten  Lagen,  d.  h.  f  Or  Punkte  PPi  P^ . . .  verzeichnet,  die 
•einander  äußerst  nahe  liegen,  jede  dieser  Lagen  zwei  Krümmungsmittel- 
ponkte  zugleich  in  sich  enthält.  Von  dieser  Tatsache  wird  bei  der  im 
folgenden  Abschnitte  erläuterten  Methode,  Kurven  graphisch  zu  er- 
zeugen, vorteilhafter  Gebrauch  gemacht. 

Die  feste  Zentrode  wird  von  der  gemeinsamen  Normalen  OP  des 
Systems  der  Evolventen  in  jeder  ihrer  Lagen  berührt;  ein  Umstand, 
der  Yeranlassung  geboten  hat,  die  Evolute  der  Evolventen  auch  als 
Enveloppe  ihrer  Normalen  zu  bezeichnen. 

Fig.  82. 


105»  Zeicknen  von  Kurven  auf  Grund  ihrer  Krümmung. 
Wenn  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  für  verschiedene 
Punkte  bekannt  sind,  kann  die  Bahn  in  folgender  Weise  auf  Papier 
gezeichnet  werden.  Von  irgend  einem  Punkte  0,  Fig.  82,  ziehe  man 
eine  Linie  OP^  die  dem  Krümmungsradius  der  Bahn  der  Länge  nach 
gleich  ist,  beschreibe  dann  um  0  als  Mittelpunkt  und  mit  OP  als 
Radius  einen  kurzen  Kreisbogen  PP'  und  verbinde  0  mit  P'.  Dann 
ist  PP^  ein  kurzer  Bogen  der  Bahn  von  der  Länge  ds.  Nunmehr  er- 
mittle man  den  Krümmungsradius  für  ein  Element,  das  in  der  Ent- 
fernung ds  von  P  anfängt,  also  in  P.  Dieser  Radius  sei  P'  0^;  dann 
ist   0'  das  Krümmungszentrum    für  das  nächste  Element  P'P",  das 
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einen  kleinen  Kreisbogen  um  den  Punkt  0'  als  Mittelpunkt  darstellt. 

In  entsprechender  Weise  findet  man  dann  0"  als  Krümmungsmittel- 

^  punkt  des  nächstfolgenden  Bahnelementes  F^'P"^  und 

~  so  geht    das   fort      Auf    diese   Weise    haben   Lord 

—  ^  Kelvin  und  Perry  (Nature  1886,  22.  und  29-  Juli 

—  *^  und   19.  August)   Diagramme    kapillarer    Rotations- 

—  ^  fl&cben  gezeichnet.     Die  weiter  unten  in  §  275  dar- 

—  ^  gestellte  Mondbahn  ist  ebenfalls  nach  dieser  Methode 
^_H.  gezeichnet 

=   ^  G.  y.  Boys  hat  die  in  Rede  stehende  Methode, 

= M         Kurven  zu  zeichnen,  sehr  bedeutend  erleichtert  durch 

=  die  Erfindung  seiner  Skale  der  reziproken  Werte; 

iiz  sie  ist  in  Fig.  83  dargestellt     Der  Abstand  zwischen 

^r-  aufeinanderfolgenden    Teilstrichen    wftchst    mit    der 

^=-  Entfernung  vom  Ausgangspunkt,  und  es  sind  so  feine 

=  Unterabteilungen  eingeführt,  als  die  Deutlichkeit  der 

=  M         Einteilung  irgend  erlaubt     Die  bei  den  Teilstrichen 

—  ^         angegebenen  Zahlen  sind  die  reziproken  Werte  der 

—  Abstände  der  Teilstriche  von  dem  Anfangspunkte  der 

—  Skale,  ein  Punkt,  der  demgemäß  mit  oo  bezeichnet 
ist  Wenn  also  eine  Krümmung  1/r  bekannt  ist,  so 
liegt  die  Teilmarke,  die  bei  dem  betreffenden  Zahlen- 
werte auf  der  Skale  der  reziproken  Werte  sich  findet, 
in  der  Entfernung  r  von  der  Marke  od. 

Um  hiemach  die  Kuryen  zu  zeichnen,  verfährt 
Boys  folgendermaßen.  Er  nimmt  ein  in  der  an- 
gegebenen Weise  graduiertes  Lineal,  Fig.  84,  welches 
eine  aus  einem  kleinen  Loche  bei  dem  Punkte  oo 
hervorragende  Federspitze  trägt,  und  legt  es  in  der 
gewählten  Anfangsrichtung  auf  das  Papier.  Dann 
stellt  er  einen  kleinen  Dreifuß  mit  Nadelspitzen  als 
^^  q,  Füßen  so  auf,  daß  zwei  von  den  Spitzen  auf  dem 
=  Papiere  ruhen,  während  die  dritte  in  den  Punkt  der 
= — ^  Teüungslinie  eingreift,  welchem  die  die  Krümmung 
=—00  bezeichnende  Zahl  zur  Seite  steht  Dieser  dritte 
*p  Punkt  bildet  ein  Zentrum,  um  welches  sich  jetzt  das 

—  Lineal  drehen  kann.     Wirklich  wird  das  Lineal  um 
=^  einen  kleinen  Winkel  gedreht,  und    die  Feder  be- 

= 15        schreibt  einen  kurzen  Bogen  auf  dem  Papier.     Nun 

= 20       wird  das  Lineal  auf  der  neuen  Lage  festgehalten,  der 

zz~^  Dreifuß   aber  ihm  entlang  bewegt  und  nunmehr  so 

^QQ       eingestellt,  daß  die  Nadelspitze  auf  dem  Lineal  an 
op        MQ^oD        diejenige  Stelle  kommt,  die  der  Krümmung  des  näch- 
sten Elementes  entspricht;  dieses  wird  nun  von  der  Feder  genau  wie 
vorhin  das  erste  beschrieben,  und  so  geht  das  fort     Es  versteht  sich 
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▼on  selbst,  daß,  wenn  kein  TeÜBtrich  derErflmmung  genau  entspricht, 
die  exakte  Lage,  die  man  der  Nadelspitze  geben  mnß,  dorcH  Schätzung 
zwischen  den  benachbarten  Teilstrichen  gefunden  werden  kann,  und 
zwar  mit  großer  Genauigkeit  ^ 

Die  in  Fig.  84  gezeichnete  Kurve  ist  die  Meridiankurve  einer 
Rotationsfigur,  von  welcher  COC  die  Axe  ist.  Die  Nadelspitze  ist 
dargestellt,  während  sie  gerade  auf  dem  Teilchen  mit  der  Zahl  0,84 
ruht;    das  ist  die  Krümmung   des  Bahnelementes ,  welches  die  Feder 

Fig.  84. 


beim  Punkte  oo  beschreibt  (dieser  Punkt  liegt  auf  dem  Lineal  zwischen 
den  beiden  Marken  10,  das  Lineal  enthält  nämlich  eine  Teilung  nach 
beiden  Seiten).  Die  Kurve  heißt  eine  Nodoide  und  wird  in  dem 
Kapitel  ftber Kapillarität  diskutiert  werden;  leider  können  dort  keine 
weiteren  Einzelheiten  über  den  Boys  sehen  Prozeß  und  über  die  zur 
Vermeidung  von  Ungenauigkeiten  erforderlichen  Yorsichtsmaßregeln 
Platz  finden,  so  daß  in  dieser  Hinsicht  auf  die  Literatur  verwiesen 
werden  muß.  Es  sei  indessen  bemerkt,  daß  die  beiden  in  das  Papier 
eingreifenden  Nadelspitzen  Marken  hinterlassen,  die  nach  Beiseitelegung 
des  Lineals  den  dritten  Punkt  längs  seiner  Bahn  zurückzuführen  er- 
lauben, 80  daß  man  seine  aufeinanderfolgenden  Lagen,  also  seine  Bahn, 
auf  dem  Papiere  eintragen  kann.  Die  Kurve,  die  man  auf  diese  Weise 
erhält,  ist  in  unserem  Falle  die  Evolute  der  Nodoide;  sie  ist  in  der 
Zeichnung  durch  die  gestrichelte  Linie  dargestellt. 
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106*  Die  Zykloide«  Betrachten  wir  nun  als  ein  Beispiel  der  im 
Yorstehenden  angedeuteten  Theorie  der  Rouletten  die  Zykloide;  eine 
Kurve,  die  von  herrorragendem  dynamischen  Interesse  ist.  M  in 
Fig.  85  sei  der  Mittelpunkt  des  erzeugenden  Kreises  in  einer  seiner 
Stellungen,  0  die  augenblickliche  Drehungsaxe,  P  der  die  Kurre  er- 
zeugende Punkt,  ÄPEB  die  Zykloide  selbst.  Wenn  der  Kreis  mehr 
als  eine  Umdrehung  macht,  ist  die  erzeugte  Kurve  offenbar  eine  Folge 
von  lauter  gleichen  Zykloiden,  also  eine  Kurve,  welche  an  jeder  Stelle 
(wie  Ä  und  B),  wo  zwei  Zykloiden  zusammenstoßen,  eine  Spitze  hat 
Femer  ist  Jede  einzelne  Zykloide  symmetrisch  um  die  Linie  DE,  die 

Fig.  85. 


in  der  Mitte  von  AB  senkrecht  errichtet  und  ihrer  Länge  nach  gleich 
dem  Durchmesser  2  a  des  rollenden  Kreises  ist.  Nun  sei  ci  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  rollenden  Kreises,  dann  ist  die  Geschwindigkeit  u 
von  0  l&ngs  AB  gleich  oo,  die  Creschwindigkeit  von  F  gleich  a.OF, 
senkrecht  zu  OP^  und  folglich  nach  §  99  die  Beschleunigung  von  P, 
in  der  Bewegungsrichtung  gleich  cd.  OPf  in  der  Richtung  nach  0  hin 
gleich  (0^.0 P  und  in  der  Richtung,  die  auf  AB  senkrecht  ist,  gleich 
G)u  oder  gleich  gi^o.  Ist  also  0  der  Winkel  PO^,  so  ist  die  ge- 
samte Beschleunigung  gegen  0  hin  gleich  o^  .  OP — (o^asindy  d.  h. 
gleich  (o^  a  sin  0  (denn  es  ist  OP  =  2  a  sin  0).  Anderseits  ist  die 
gesamte  Beschleunigung  in  der  Bewegungsrichtung  gleich  d)  .  OP 
+  a^  a  cosdf  d.  h.  gleich  a  (2  ÖJ  sinO  +  o^  cosO);  in  Formeln  (5|' 
und  hx  die  beiden  Beschleunigungskomponenten  parallel  und  senkrecht 
zur  Bahn): 

5|l  =  a  (2—  sind  +  gj»  cosOX      bj_  =  acD«  stnö. 


107.  Krümmung  der  Zykloide ;  Bogenl&nge  und  Fläche  einer 
Zykloide.  Aus  der  Beschleunigungskomponente  senkrecht  zur  Bahn 
und  der  Geschwindigkeit  kann  man,  wie  wir  wissen,  die  Krümmung 
finden ;  denn  es  ist,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  und  Q  der  Krümmungs- 
radius ist: 

i?a        (cj.  OP)»  _  ©2  .  4ag  sin^O 
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and  fdgUcH: 


^4. 


=  dasind. 


Dieses  Ergebnis  kann  aach  darcb  folgende  einfache  Betraobtong  ge- 
funden werden,  die  bftufig  in  äbnlioben  Fällen  den  Erümmungsmittel- 
pnnkt  zu  finden  erlaubt.  In  einem  Zeitelement  dt  bewegt  sieb  der 
Punkt  P,  Fig.  86,  um  eine  Strecke  2(X)a  sind  .dt  in  der  Ricbtung 


Fig.  86. 


tenkrecbt  zu  OP  vorwärts,  und  in  der- 
selben Zeit  bewegt  siob  0  längs  AB  um 
eine  Strecke  (oadt,  also  um  eine  Strecke 
(Da  sind. dt  hl  einer  zu  OP  senkrecbten 
Ricbtung.  Die  Normalen  der  beiden  End- 
punkte des  Kurvenelementes  werden  sieb 
daher  in  der  Entfernung  2  OP,  d.  h.  4a 
sin  0,  von  P  schneiden.  Um  also  den 
KrOmmungsmittelpunkt  C  zu  finden, 
braucht  man  nur  PO  um  sich  selbst  zu 
▼erlängem. 

Wie  man  siebt,  unterscheidet  sich 
die  Zykloide  von  einem  Kreisbogen,  der 
mit  dem  Radius  (4  4-  n^)a/4k  durch  die 
Punkte  AEB  geschlagen  ist,  obgleich  sie 
ibm  sehr  nahe  liegt,  doch  ganz  wesentlich 
dadurch,  daß  ihre  Krtlmmung  yariabel  ist; 
während  der  Krümmungsradius  des  Kreises  überall  (jt'  =  10  gesetzt) 
rund  gleich  3,5  a  ist,  ist  er  bei  der  Zykloide  gleich  4  a  s%nO\  im  Punkte 
E  ist  er  gleich  4a,  also  etwas  größer  als  beim  Kreise,  dann  kommt 
ein  Punkt  beiderseits,  wo  sie  gleich  werden,  schließlich  ist  beiderseits 
die  Zykloidenkrümmung  stärker. 

Bei  den  Rouletten  ist  übrigens,  worauf  noch  besonders  aufmerk- 
sam zu  macben  ist,  der  Krümmungsmittelpunkt  im  allgemeinen  nicht 
identisch  mit  dem  Durchschnittspunkt  der  Momentanaxe,  und  zwar  wegen 
deren  Bewegung  im  Räume;  vielmehr  ist  er  einfach  der  Schnittpunkt 
sweier  benachbarter  Normalen  der  Kurve,  und  diese  gehen  eben  durch 
verschiedene  Punkte  von  Cr  hindurch. 

Aus  dem  Krümmungsradius  kann  nunmehr  leicht  die  Länge 
irgend  eines  BogensuiP  der  Zykloide  (Fig.  85)  abgeleitet  werden. 
Der  Betrag,  in  welchem  der  Bogen  erzeugt  wird,  ist  zunächst  p  co,  also 
iaa  sinO,  und  das,  was  hierzu  hinzukommt,  wenn  die  Linie  CP 
(Fig.  84)  sich  um  den  kleinen  Winkel  dO  dreht,  ist  4  a  sinOdO]  das 
ist  aber  der  Zuwachs,  den  die  Größe  — 4a  cosd  erfährt,  wenn  0  um 
dO  wächst;  somit  hat  man: 

^P=  — 4a  cosO  —  (—4a  cosO)  =  4a(l  — cosö). 


Da  im  Scheitel  E  der  Kurve  9 


-—,  also  cosO  =  0  ist,  so  hat  man 
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für  den  halben  Zykloidenbogen  den  Wert  4  a,  für  den  ganzen  8  o,  end- 
lich für  den  Bogen  EP^  der  ÄP  zum  halben  Bogen  ergänzt,  4  a  cosli. 
Endlich  kann  man  leicht  zeigen,  daß  der  Flächeninhalt  der 
Zykloide  gleich  ^na\  d.  h.  dreimal  so  groß  ist  wie  der  des  erzeu- 
genden Kreises.  Denn  die  Fläche  eines  Dreieckes  mit  einem  Winkel 
dd  an  der  Spitze,  mit  der  Basis  in  der  Kurve  nnd  mit  zwei  benach- 
barten Krümmungsradien  als  Schenkeln  ist  8  a'  sin'^  OdO\  anderseits 
ist  die  Fläche  des  kleinen  Dreieckes  COO'  (Fig.  86)  ein  Viertel  von 
der  des  ganzen  CPP'  (weil  CO  =  OP  ist,  s.  oben);  folglich  bleibt 
für  die  Fläche  OO'P'P  übrig:  6a^  sin^ßdd;  und  wenn  man  dies 
über  die  ganze  Zykloidenfläche  summiert,  erhält  man  SnaK  Es  läßt 
sich  das  auch  auf  elementarem  Wege  zeigen.  Wenn  der  erzeugende 
Kreis  während  des  Zeitteils  dt  fest  wäre  und  zugleich  OP  um  0  darch 
den  Winkel  zwischen  OP  und  O'P^  gedreht  würde,  so  würde  die  über- 
strichene Fläche  \2a  sinO. coa  sin 0 dt  oder  oa^  sin^ Odt  sein.  Würde 
anderseits  der  Kreis  ohne  Drehung  um  die  Strecke  aadt  vorwärts  ge- 
schoben, so  wäre  die  von  OP  überstrichene  Fläche  gleich  2a$ind.Gia 
sin  Odt,  also  2wa*  sin^Odt,  d.  h.  das  Doppelte  der  vorigen.  Aber  jene 
erste  Fläche  stellt  für  eine  ganze  Umdrehung  offenbar  die  Kreisfläche  Tca^ 
dar,  die  zweite  also  2na^\  die  ganze  Zykloidenfläche  ist  also  Ssra'. 

108.  Beschleunigung  eines  sich  auf  einer  Zykloide  bewegen- 
den Punktes.  Wenn  der  Kreis  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit 
rollt,  ist  G>  =  0,  und  die  Beschleunigung  längs  der  Tangente  wird,  von 
P  nach  E  hin,  gleich  ca^a  cosO.  Die  Beschleunigung  strebt  also  Ge- 
schwindigkeit von  P  nach  E  hin  hervorzurufen,  und  es  ist  leicht  ein- 
zusehen, daß  dies  auch  auf  der  anderen  Hälfte  eintreten  würde,  also 

Fig.  87. 

A  0 


für  einen  Punkt  P  zwischen  B  und  E,     Der  numerische  Wert  wird, 
wenn  b  die  Beschleunigung  und  u  die  Yerrückung  bedeutet: 

h  CD^a  cosO «ö^ 

u         4:acos0         4 


(84) 


Die  Bewegung  des  erzeugenden  Punktes  in   der  zykloidischen  Bslin, 
hervorgerufen    durch  Rollen    eines    Kreises    mit   konstanter    Winkel- 
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g^escbwindigkeit ,  ist  also  Yom  Charakter  einer  einfachen  Schwin- 
gung lAngs  der  Bahn,  und  awar  ist  die  halbe  Periode  offenbar  2  3e/o); 
dies  folgt  Ahrigens  auch  aus  §  52,  indem  nämlich  An^jT^  =  g^V^  üt. 
In  Flg.  87  sei  EPJEf  eine  Zykloide  über  der  Basis  EE\  und  C 
sei  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Punkt  P  dieser  Kurve;  nach 
§  104  ist  dann  C  ein  Punkt  der  Evolute  der  Zykloide.  Nun  ziehe  man 
CG  senkrecht  zu  CP»  bis  zu  einem  Punkte  Gr  auf  der  zu  EEf  im  Ah- 
Btande  2a  parallelen  Linie  (a  ist  der  Radius  des  erzeugenden  Kreises); 
femer  sei  Winkel  AGG  mit  qp,  Winkel  PCEf  mit  0  bezeichnet.  Es 
ist  alsdann  CO  =^  2a  sin  0,  somit  die  Linie  GO  parallel  zu  A  T,  und 
folglich  CG  =  2a  sin q>.  Während  sich P  auf  seiner  Zykloide  bewegt, 
beschreibt  also  C  eine  ihr  gleiche  Zykloide,  nur  daß,  während  P  im 
Scheitel  F  ist,  C  in  der  Spitze  A  ist  und  umgekehrt  (E  und  E').  Der 
Krümmungsradius  der  Bahn  von  C  ist  dementsprechend  4  a  cos  d,  und 
die  Verbindungslinie  GO  steht  senkrecht  auf  EE'.  Die  Evolute 
einer  Zykloide  ist  also  eine  gleiche,  aber  um  die  halbe  Länge 
Terschobene  Zykloide. 

109.  ZykloidenpendeL  Wenn  die  Zeichnungsebene  der  Fig.  87 
die  vertikale  Ebene  und  der  Punkt  P  ein  Massenteilchen  darstellt,  das 
an  einem  masselosen  Faden  von  der  Länge  4  a  aufgehängt  ist,  der  sich 
an  eine  feste  Zykloide  von  A  bis  G  anschmiegt,  während  der  Rest  CP 
geradlinig  ist,  so  erzeugt,  wie  in  §  137  besprochen  werden  wird,  die 
Schwerkraft  eine  Beschleunigung  g  in  der  Richtung  vertikal  nach  unten. 
Die  Komponente  dieser  Beschleunigung  in  der  Richtung  CP  wird  durch 
die  Wirkung  des  Fadens  aufgehoben,  die  andere  Komponente,  tangen- 
tial an  die  Bahn,  ist  demgemäß  g  cosO.  Nun  haben  wir  aber  gesehen, 
daß  der  Bogenabstand  des  Punktes  P  vom  Scheitel  F  gleich  4  a  cos  0 
ist;  folglich  ergibt  sich  (vergl.  Gl.  84): 

h  g  cosO    g 


u         4  a  cosO        4a 
ond  folglich  ist  die  Schwingungsdauer  des  Pendels: 


-^'t-f 


(85) 


(86) 


Man  erhält  somit,  da  in  dieser  Formel  die  Amplitude  nicht  vorkommt, 
den  merkwürdigen  Satz:  Die  Schwingungsdauer  des  Zykloiden- 
pendels  ist  unabhängig  von  der  Amplitude  der  Schwingung; 
sie  ist  gleich  groß,  welchen  der  möglichen  Werte  zwischen  0  und  4a 
die  Amplitude  auch  haben  möge;  beim  gewöhnlichen  einfachen  Pendel 
ist  das  nur  für  mäßige  Amplituden  annähernd,  hier  für  alle  genau 
richtig.  Ln  übrigen  haben  beide  Pendel,  das  Kreis-  und  das  Zykloiden- 
pendel, bei  gleicher  Fadenlänge  auch  gleiche  Schwingungsdauer. 

Die  Unabhängigkeit  der  Dauer  einer  Schwingung  von  der  Schwin- 
gungsweite hat  der  Zykloide  den  Namen  der  Tautochrone  verschafft. 
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Am  einfachsten  kann  man  diese  ihre  Bedeutung  Yeranschaulichen,  wenn 
hian  sich  eine  halbe  Zykloide  EF  in  Form  einer  Rinne  denkt,  in  der 
man  eine  Kugel  laufen  lassen  kann;  wo  man  sie  auch  einlegen  möge, 
ob  in  E  oder  irgend  wo  weiter  unten:  die  Fallzeit  bis  F  ist  stets  die- 
selbe. 

Gelegentlich  sei  hier  bemerkt,  daß  die  Zykloide  noch  eine  andere 
wichtige  Eigenschaft  hat:  von  allen  Bahnen,  in  denen  ein Massenpunkt 
von  E  nach  F  fallen  kann,  ist  die  Zykloide  diejenige,  die  ilm  am 
schnellsten  Yon  E  nach  F  bringt;  die  Zykloide  ist,  wie  man  sagt,  aach 
die  Brachistochrone. 


110.  Trochoiden.  Epizykloiden  und  Hypozykloiden;  Epitro- 
choiden  und  Hypotrochoiden.  Über  die  der  Zykloide  yerwandten 
Kurven  muß  hier  kürzer  hinweggegangen  werden,  obwohl  auch  sie  ffir 
zahlreiche  physikalische  Erscheinungen  (Wasserwellen,  optische  Brenn- 
linien  u.  s.  w.)  von  Bedeutung  sind. 

Die  Zykloide  ist,  wie  aus  der  Definition  in  §  102  hervorgeht,  ein 
Spezialfall  der  Trochoide;   und    zwar    der   Grenzfall  zwischen    den 

Fig.  88. 


Trochoiden  mit  abgerundeten  Spitzen  und  denen  mit  Schleifen;  jenö 
entstehen,  wenn  der  erzeugende  Punkt  innerhalb,  diese,  wenn  er  aiißer- 
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halb  des  rollenden  Kreises  liegt.     In  Fig.  88  sind  die  drei  Kurven  zur 
übersichtlichen  Vergleichnng  dargestellt 

Bei  den  £pizykloiden  und  Epitrochoiden  rollt  ein  Kreis  auf 
dem  anderen,  und  zwar  auf  der  AuISenseite.  Es  seien  a  und  h  die 
Radien  des  rollenden  und  des  festen  Kreises,  c  der  Abstand  des  erzeu- 
genden Punktes  F  (Fig.  89)  Tom  Mittelpunkte  des  rollenden  Kreises; 
der  Allgemeinheit  halber  sei  c  Yon  a  yerschieden,  wie  es  bei  der  Epitro- 
choide  der  Fall  ist  Dann  ist  der  in  der  Zeit  dt  durchrollte  Winkel 
dO  gleich  ds(l/a  -\-  l/b),  wo  ds  die  längs  Cr  zurückgelegte  Strecke 
ist.  Die  Geschwindigkeit  von  P  ist  (O.OP,  seine  Beschleunigung  ist 
gegen  0  hin  gleich  o^.OP,  l&ngs  der  Bahn  gleich  co.OP,  endlich, 
wenn  i  die  Geschwindigkeit  yon  0  auf  dem  festen  Kreise  ist,  gleich 
(OS  in  der  Richtung,  die  auf  der  gemeinsamen  Tangente  in  0  senkrecht 
steht,  d.  h.  längs  der  gestrichelten  geraden  Linie  PQ,  Da  nun 
i  =  caah/(a  -\-  h)  ist,  so  ist,  wenn  0  den 
Winkel  zwischen  OP  und  der  gemeinsamen 
•^iP  Fig.  90. 


Fig.  89. 


Tangente  bedeutet,  die  Normalbeschleunigung 
gleich  (o^[0P  —  ah  sinO/ia  +  5)).  Nun  ist 
der  Winkel  PCD  bekannt,  da  er  der  Supple- 
mentwinkel von  0  CP,  d.  h.  von  8  (1/a  +  l/b) 
ist,  der  9  heißen  möge.  Femer  ist  OP  =  c  sin  q>/ cos  d,  also  ist  die 
Normalbeschleunigung 

„  fc  sinq>  _    sind  1 

L  cosO  a  +  bj 

Setzt  man  hierin  c  =  a^  so  daß  P  auf  dem  rollenden  Kreise  liegt,  so 
erhält  man  die  Formel  für  die  Epizykloide;  setzt  man  auch  noch 5=  00, 
80  erhält  man  die  schon  bekannte  für  die  Zykloide  (§  106). 

Der  Krümmungsradi  US  der  Epitrochoide  wird  nunmehr  (Quadrat 
der  Geschwindigkeit  diyidiert  durch  Beschleunigung): 

2  (a  +  h)  c^  sin^  q> 


9  = 


(87) 


[2  (a  -{-  h)c  sin  9?  —  ab  sin  20]  cos 6 

auch  hier  kann  man  wieder  für  c  =  a  (Epizykloide)  und  dann  weiter 
fflrb=0D,  9  =  20  (Zykloide)  spezialisieren;  im  letzteren  Falle  er- 
hält man,  wie  in  §  107,  4 a  sind. 
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Ein  interoBsanter  Fall  ist  der,  wo  außer  c  =  a  auch  noch  a  =  & 
ist,  d.  h.  die  beiden  Kreise  gleich  groß  sind.  Dann  ist  (p  =  26,  und 
es  wird 

Q  =  --  a  sind (88) 

o 

Die  80  gezeichnete  und  in  Fig.  90  (a.  y.  S.)  dargestellte  KarYe  heißt 
Kardioide.  Ihre  Länge  von  der  nach  innen  gekehrten  Spitze  rund 
herum  bis  zur  Spitze  zurück  ist  16  a,  also  doppelt  so  groß  wie  die  L&nge 
der  von  demselben  Kreise  erzeugten  Zykloide.  Die  von  der  Kardioide 
einerseits,  von  dem  festen  Kreise  anderseits  begrenzte  Flfiche  ist 
5:ra^  d.  h.  fünfmal  so  groß  wie  die  des  erzengenden  Kreises;  es  ist 
nicht  schwer  einzusehen,  daß  zu  den  Zna^  der  Zykloidenfl&che  (§  107) 
infolge  des  Umstandes,  daß  der  Kreis  nicht  wie  bei  dieser  auf  einer 
geraden  Linie  von  der  Länge  seines  Umfanges,  sondern  auf  einem  gleich 
großen  Kreise  rollt,  hier  noch  einmal  dessen  doppelte  Fläche  hinzu- 
kommt, so  daß  man  eben  bna^  erhält.  Die  ganze  von  der  Kardioide 
umschlossene  Fläche  ist  also  G^ra'. 

Wenn  der  Radius  des  rollenden  Kreises  nur  die  Hälfte  von  dem 
des  festen  ist,  erhält  man  die  in  Fig.  91  dargestellte  Epizykloide. 

Fig.  92. 
Fig.  91. 

j»  X      /  /\  p 


Eine  Hypozykloide  ist  in  Fig.  92  dargestellt,  und  zwar  für  h  =  ia. 

Endlich  sind  in  den  Fig.  42  und  43  schon  früher  Hypotrochoiden 
▼eranschaulicht,  wenn  auch  bei  Gelegenheit  einer  ganz  anderen  Be- 
trachtungs-  und  Erzeugungs weise. 

111«  Gleichung  der  Kreisroulette.  Es  ist  bemerkenswert,  daß 
die  Gleichung  jeder  Epitrochoide,  ja  selbst  jeder  beliebigen  Kreisronlette, 
auf  folgendem  Wege  gefunden  werden  kann.  Die  Kurve  kann  n&mlich 
angesehen  werden  als  erzeugt  durch  die  Bewegung  des  Mittelpunktes 
des  bewegten  Kreises  um  den  Mittelpunkt  des  festen,  kombiniert  mit 
einer  Bewegung  des  bewegten  Kreises  um  sein  eigenes  Zentrum,  und  zwar 
mit  Winkelgeschwindigkeiten,  die  eine  gewisse  Beziehung  zueinander 
aufweisen.  So  ist  in  Fig.  89  die  Winkelgeschwindigkeit  von  C  um  C 
gleich  C3,  die  Geschwindigkeit  von  0  infolge  der  Bewegung  von  Cum  C  ist 
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CD  .  &,  und  dies  wird  gerade  ausgeglichen  durch  die  relative  Drehbewegung 
des  f ortgeffthrten  Kreises  um  seinen  eigenen  Mittelpunkt.  Die  von  G 
in  der  Zeit  dt  aarückgelegte  Strecke  ist  co  (a  -f~  ^)dt,  und  dies  muß, 
irenn  o'  (statt  des  früheren  ca)  die  Winkelgeschwindigkeit  Yon  0  C  ist, 
gleicH  fo'adt  sein.    Somit  erh&lt  man: 

a  +  h 


(0' 


ca. 


Demgemäß  hat  man  für  die  Koordinaten  yon  P  zu  irgend  einer 
Zeit  tj  Ton  dem  Augenblicke  an  gerechnet,  wo  P  in  der  Zentrallinie 
\Ag^  und  wenn  die  x-Axe  längs  der  ursprünglichen  Zentrallinie,  die 
y- Ajce  senkrecht  dazu  genommen ,  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
aber  in  den  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  gelegt  wird: 


X  =  (a  +  h)  coscDt  +  c  cos  (  cai\ 

y  =  (a  -{-  h)  sincat  +  c  sin(^^—caij 


(89) 


CJt    ] 
\(Dt    1 


(90) 


dnrcb  Elimination  yon  t  aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  die  gesuchte 
Kurrengleichung.     Ist  insbesondere  a  =  5  =  c,  so  wird: 

X  =  2a  coscjt  +  a  co82cJt 
y  =  2a  sin mt  -\-  a  sin 2 i 

'woraus  sich  die  Eigenschaften  der  Kuryen  ableiten  lassen.  Es  ist  die 
in  Fig.  90  abgebildete  Kardioide ;  ihre  Polargleichung  für  die  Spitze  als 
Anfangspunkt  und  die  Symmetrielinie  als  Polaraxe  ist,  wie  man  mit 
Rücksicht  auf  0  =  of  leicht  nachweisen  kann: 

r  =  2a  (1  +  cosO). 

Hiermit  woUen  wir  unsere  Betrachtungen  über  Bewegungen  eines 
Punktes  in  der  Ebene  abschließen. 

112.  Allgemeine  Terrfickung  eines  starren  Körpers.  Wir 
wollen  jetztf  wenn  auch  nur  ganz  kurz,  die  allgemeine  Bewegung  eines 
starren  Körpers  betrachten.  Dabei 
werde  zunächst  ein  Punkt  des  Kör- 
pers als  fest  angenommen;  dann 
kann  jede  Verrückung  des  Körpers 
zuwege  gebracht  werden  durch  die 
Bewegung  einer  Kugel,  die  den  festen 
Punkt  zum  Mittelpunkt  hat,  auf 
einer  festen  konzentrischen  Kugel- 
oberfl&che. 

In  Flg.  93  seien  Ä  und  B  zwei  Punkte  auf  der  bewegten  Kugel- 
oberflftche ;  durch  ihre  Ortsänderung  mögen  sie  mit  den  Punkten  A'  und 
B"  auf  der  festen  Oberfläche  zur  Koinzidenz  kommen.  Die  Verrückung 
des  Körpers  soll  durch  seine  Drehung  um  eine  durch  den  festen  Punkt 
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gehende  Axe  bewerkstelligt  werden.  Man  ziehe  nnn  größte  Kugel- 
kreisbögen,  welche  Ä  und  Ä\  B  und  ff  verbinden,  halbiere  diese  in 
den  Punkten  C  und  D  und  ziehe  durch  CD  größte  Engelkreise  recht- 
winkelig zu  AA\  B*B\  diese  werden  sich  in  zwei  diametral  entgegen- 
gesetzten Punkten  00'  schneiden.  Alsdann  ist  00'  eine  Axe  Ton  der 
Eigenschaft,  daß  bei  der  Drehung  des  Körpers  um  sie  A  nach  A'  und 
B  nach  B'  gelangt ;  der  Drehungswinkel  ist  der  in  0  Ton  den  Tangenten 
an  die  sich  dort  schneidenden  größten  Kugelkreise  CO^  DO  gebildete 
Winkel.     Der  Leser  wird  das  leicht  nachzuweisen  im  stände  seio. 

113.  Terschiebmig  und  Drehung  in  einer  Ebene  sind  aqui- 
yalent  mit  einer  Drehung.  Ein  Körper  möge  eine  derartige  Ver- 
rfickung  erfahren,  daß  sich  eine  Ebene  in  ihm  auf  einer  im  Räume  festen 
Ebene  bewegt,  zuerst  durch  Verschiebung  in  einer  zu  der  festen  Ebene 
senkrechten  Richtung,  dann  durch  Drehung  um  eine  auf  der  festen 
Ebene  senkrechte  Axe.     Die  Resultante  dieser  Orts&nderungen  kann 

nun   auch  erzielt  werden  durch  eine   einfache 

^'  Drehung  des  Körpers  um  einen  gleichen  Winkel, 

A'  aber  um    eine    zu  der  vorigen  parallele   Axe. 

^  '  g  Denn  irgend  zwei  Punkte  AB  in  der  bewegten 

Ebene  gelangen  schließlich  nach  A'B*^  d.  h.  die 

"""v  Linie  AB   kommt  in   die  Lage  A'B',       Nach 

/  \         §  93  kann  das  aber  durch  eine  Drehung  der 

/  \        angegebenen  Art  erzielt  werden.     Ist   2  s  die 

1  A'  T*  ;        lineare  Verschiebung  und  2  d  die  Winkeldrehung, 

so  hat  offenbar  die   Entfernung  zwischen  der 

zweiten  und  der  ersten  Axe  die  Komponente  s 

^^- "''  in    der  Bewegungsrichtung    (nach    rückwärts) 

und  die  Komponente  sligO  senkrecht  m  ihr. 
Der  Körper  möge  sich  mit  der  linearen  Geschwindigkeit  i  bewegen 
und  zugleich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Ö  um  eine  Axe  A  senkrecht 
zu  s,  die  sich  mit  dem  Körper  bewegt,  drehen.  Diese  Bewegung  ist 
äquivalent  einer  reinen  Drehung  um  eine  Axe  A'  parallel  zu  jener  und 
in  einem  Abstände  von  ihr  gleich  s/Ö,  gemessen  in  der  Richtung  senk- 
recht zu  s,  wie  dies  in  Fig.  94  angedeutet  ist. 

114.  Schraubenbeweg^ung  eines  starren  Körpers.  Die  all- 
gemeinste Verrückung  eines  starren  Körpers  im  Räume  kann  hervor- 
gebracht werden  durch  eine  Drehung  um  einen  bestimmten  Winkel  um 
eine  bestimmte  Axe  und  durch  eine  Verschiebung  (ohne  Drehung)  des 
ganzen  Körpers  parallel  zu  dieser  Axe.  Ein  Punkt  A  auf  dem  Körper 
werde  von  dieser  seiner  Anfangslage  in  die  Endlage  A'  durch  Fort- 
führung auf  ihrer  Verbindungslinie  gebracht.  Dann  kann  nach  dem 
eben  Erörterten  der  Körper  um  eine  Axe  durch  den  Punkt  gedreht 
werden,  bis  er  seine  Endlage  annimmt.     Die  Punkte  in  dem  Körper, 
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die  IQ  einer  za  jener  Axe  senkrechten  Ebene  liegen,  erfahren  Drehungen 
in  ihrer  eigenen  Ebene;  bei  der  vorangehenden  Verschiebung  aber  waren 
die  aufeinanderfolgenden  Lagen  dieser  Ebene  untereinander  parallel, 
und  die  Bewegungsrichtung  Jedes  Punktes  ist  gegen  die  Ebene  unter 
demselben  Winkel  geneigt  Die  Yerrückung  kann  somit  bewirkt 
werden,  indem  man  den  Körper  zuerst  in  der  auf  jener  Ebene  senk- 
rechten Richtung  verschiebt  und  ihm  dann  die  eben  betrachtete  Dreh- 
bewegung erteilte  Diese  beiden  letztgenannten  Bewegungen  aber,  n&m- 
lich  die  Verschiebung  längs  der  Ebene  und  die  Drehung  um  eine  zu 
ihr  senkrechte  Axe,  können  auf  die  in  §  93  angegebene  Weise  zu  einer 
Drehung  um  eine  parallele  Axe  zusammengesetzt  werden;  und  somit 
kann  die  ganze  Yerrückung  erzielt  werden  durch  Verschiebung  des 
Körpers  im  ganzen  in  einer  gewissen  Richtung  und  anschließende  Drehung 
um  eine  zu  dieser  Richtung  parallele  Axe. 

Natürlich  kann  die  Drehung  auch  gleichzeitig  mit  der  Verschiebung 
erfolgen  und  zwar  so,  daß  das  Verhältnis  t;/G>  der  Verschiebungs-  zur 
Winkelgeschwindigkeit  durchweg  dasselbe  ist. 

Die  somit  gefundene  Bewegung  ist  die  einer  Mutter  relativ  zur 
Axe  einer  Schraube,  um  die  sie  sich  dreht  Die  Mutter  schreitet,  wäh- 
rend sie  sich  um  die  Axe  der  Schraube  dreht,  zugleich  längs  derselben 
fort    Die  Bewegung  wird  daher  als  Schraubenbewegung  bezeichnet. 

115.  Schraubenhöhe.  Die  Terrfickung  als  Drillung.  Unter 
Schraubenhöhe  oder  Ganghöhe  kann  man  entweder  das  Verhältnis 
v/q  oder,  wie  das  in  der  Technik  üblich  ist,  das  2^fache  hiervon,  also 
2  nvlfo  verstehen ;  es  ist  das  die  Fortschreitung  während  einer  Um- 
drehung. Nimmt  man,  wie  wir  das  hier  tun  wollen,  t^/o,  so  dient  die 
Winkelgeschwindigkeit  gewissermaßen  als  Bewegungsmaß ;  die  Strecken- 
geschwindigkeit ist  dann  das  Produkt  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
der  Schraubenhöhe;  bei  der  Anwendung  des  Wortes  „Ganghöhe''  im 
folgenden  muß  das  im  Auge  behalten  werden.  Ist  die  Höhe  null,  so 
hat  man  eine  reine  Drehung;  ist  sie  unendlich,  eine  reine  Verschie- 
bung —  Spezialfälle,  die  im  übrigen  hier  kein  weiteres  Interesse  dar- 
bieten. 

Einer  gegebenen  Verrückung  eines  starren  Körpers  entspricht  nur 
eine  einzige  Schraubenbewegung;  denn  diejenigen  Punkte  des 
Körpers,  die  ursprünglich  in  der  Drehungsaxe  lagen,  liegen  auch  im 
Endzustande  in  ihr,  und  das  könnte  bei  irgend  einer  anderen  Schraube 
nicht  der  Fall  sein. 

Im  folgenden  wollen  wir  uns  also  eine  Verrückung  eines  Körpers 
in  der  Weise  bewirkt  denken,  daß  wir  ihn  an  einer  Mutter  befestigen, 
die  sich  um  einen  sehr  dünnen  Schraubenzylinder  von  geeigneter  Gang- 
höhe dreht.  Eine  derartige  Verrückung  kann  man  eine  Drillung 
nennen,  oder,  um  auszudrücken,  daß  es  die  Verrückung  eines  starren 
Körpers  iat,  eine  starre  Drillung  (von  der  bekannten  Drillung  ela- 

Or»y,  Phr»*k.    I.  e 
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stischer  Körper  ist  sie  g&nElich  Yerschieden).  Eine  Drillang  ist  be- 
Btimmt,  wenn  Axe,  Ganghöhe-  und  Drehungswinkel ,  die  sogenannte 
Amplitude,  gegeben  sind. 

116.  ZusammensetziuigYOii  Winkelgeschwindigkeiten.  Wenn 
ein  Körper  einen  festen  Punkt  0  hat  und  mit  den  Winkelgeschwindig- 
keiten O] ,  iDj  um  die  unter  dem  Winkel  0  gegeneinander  geneigten 
Axen  OÄ,  OB  sich  dreht,  so  kann  man  zeigen,  daß  die  Bewegung 
äquivalent  ist  einer  einzigen  Drehbewegung  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit 

cö  =  y©/  -f-  ©1  +  2  ©1  (»2  cos  Ö 
um  eine  Axe  OC,  die  gegen  OÄ  um  den  Winkel 

fit  —  »s.^^^a  <^i   +  f02cos0 

U  =  arccos 

o 

geneigt  ist. 

Eis  seien  nämlich  die  Linien  OÄ,  OB  in  Fig.  95  in  der  Richtung 
der   Drehungsaxen  proportional  mit  ©| ,  ©^   gewählt,   und   es  werde 
00  =  (O  als  ihre  Resultante  nach  den  Regeln  von  §  17  gezogen;  sie 
hat  der  Größe  nach  den  oben  angegebenen  Wert;  sie  ist  die  durch  0 
^Ig  95,  gehende  Diagonale  des  Parallelogrammes, 

von  welchem  OÄ,  OB  anliegende  Seiten 
sind.  Nun  nehme  man  einen  beliebigen 
Punkt  P  in  der  Ebene  ÄOB  und  außer- 
halb dieses  Winkels;  es  ist  dann  leicht 
nachzuweisen,  daß  die  Summe  der  Drei- 
ecksBächen  FOÄ,  POB  gleich  der  Drei- 
ecksfläche POC  ist.  Nun  hat  man  aber, 
wenn  h,  k,  p  die  Längen  der  von  P  auf 
OÄf  OB,  OC  bezw.  gefällten  Lote  sind, 

2.AP0Ä  =  ©jÄ,  2.AP0^  =  ©a/^ 
und  die  Summe  dieser  Größen  ist  die  Ge- 
schwindigkeit von  P  infolge  der  Zusam- 
menwirkung beider  Rotationen.  Anderseits 
ist  aber 

2.AP0C  =  ©jp, 

und  folglich  ist  CDp  auch  die  Geschwindigkeit  yon  P  infolge  der  allei- 
nigen Rotation  um  0  C.  Wenn  P  nicht  außerhalb ,  sondern  innerhalb 
des  Winkels  ÄOB  liegt,  haben  ©j,  h  und  ©2^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen, und  ©p  ist  dann  gleich  ihrer  Differenz.  Allgemein  ist  also  im 
algebraischen  Sinne  der  Summe 

©^  =  ©,  /i  +  ©2  k. 

Diese  Betrachtung  lehrt,  daß  man  Winkelgeschwindigkeiten  wie 
gerichtete  Größen,  wie  Vektoren,  behandeln  und  geradeso  wie  Strecken, 
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Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  zusammensetzen  und  auf- 
lösen kann.  Das  Gesetz  dieser  Zusammensetzung  ist  unter  bestimmten 
Namen  bekannt,  die  hier  übersichtlich  zusammengestellt  werden  mögen, 
zumal  sie  auch  in  der  Dynamik  (bei  den  Kräften  und  Momenten)  noch 
weiter  Torkommen  werden.  Sind  nur  zwei  Komponenten  Torhanden, 
entsteht  also,  wie  in  Fig.  95,  ein  Parallelogramm,  so  spricht  man  vom 
Parallelogramm  der  Strecken,  der  Geschwindigkeiten,  der 
Winkelgeschwindigkeiten,  der  Beschleunigungen;  bei  drei 
Komponenten,  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  erhält  man  ein 
Parallelepiped  (wie  z.  B.  in  Fig.  10)  und  spricht  daher  vom  Parallel- 
epiped  der  Strecken  u.  s.  w.;  endlich,  bei  beliebig  vielen  Komponenten, 
wo  eine  entsprechende  Vorstellung  nicht  mehr  durchführbar  ist,  setzt 
man  die  die  Komponenten  darstellenden  Strecken  einfach  polygonartig 
aneinander,  -wie  in  Fig.  4,  und  spricht  dann  vom  Polygon  der 
Strecken,  Geschwindigkeiten,  Winkelgeschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen. 

Kehren  wir  nun  zu  den  Winkelgeschwindigkeiten  zurück  und  be- 
trachten vrir  diese  noch  etwas  genauer.  Um  also  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit um  eine  gegebene  Axe  graphisch  darzustellen,  trage  man  auf 
dieser  Axe  eine  der  Winkelgeschwindigkeit  gleiche  Strecke  auf  und 
nehme  die  positive  Richtung  dieser  Linie  nach  derjenigen  Seite  einer 
auf  ihr  senkrechten  Ebene,  von  der  aus  gesehen  die  Rotation  entgegen 
der  Drehung  eines  Uhrzeigers  erfolgt.  Eine  solche  Drehrichtung  wollen 
wir  eine  linkshändige  oder  umgekehrte  Uhrzeigerdrehung 
nennen;  sie  ist  in  der  Figur  durch  Pfeile  angedeutet. 

117.  Momente;  Zusammensetzung  yon  Momenten  in  einer 
Ebene.  Die  Produkte  co^  h,  o^  ^«  ^p  können  die  Momente  der  Winkel- 
geschwindigkeiten (»i,  0)2»  ^  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  genannt  werden, 
und  man  hat  alsdann  den  Satz,  der  später  von  großer  Wichtigkeit 
werden  wird:  Die  Summe  der  Momente  zweier  gerichteter 
Größen  in  Bezug  auf  einen  Punkt  in  ihrer  Ebene  ist  gleich 
dem  Moment  ihrer  Resultante  in  Bezug  auf  denselben  Punkt. 
Die  Summe  der  Momente  ist  also  null,  wenn  der  Punkt  in  der  Resul- 
tantenlinie liegt,  und  zwar  ist  sie  nur  in  diesem  Falle  null.  Diese 
Tatsache  leistet  gute  Dienste  beim  Aufsuchen  der  Richtung  der  Resul- 
tanten in  wirklichen  Fällen. 

Durch  fortgesetzte  Anwendung  dieses  Satzes  läßt  sich  zeigen,  daß 
die  Summe  der  Momente  irgend  einer  Anzahl  gerichteter  Größen  längs 
Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen  und  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
genommen  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  dieser  Ebene ,  gleich  dem 
Moment  ihrer  Resultante  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  ist. 

118.  Allgemeiner  Satz,  betreffend  die  Zusammensetzung  von 
Momenten«  Aber  auch  der  zuletzt  ausgesprochene  Satz  ist  nur  ein 
Spezialfall  eines  allgemeinen  Theorems,  nämlich  des  Satzes,  daß  die 

8* 
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Fig.  96. 


Summe  der  Momente  irgend  welcher  gerichteter  Größen, 
deren  Linien  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  nm  irgend 
einen  Punkt  gleich  dem  Moment  ihrer  Resultanten  in  Being 
auf  denselben  Punkt  ist.  Denn  es  seien  zwei  gerichtete  GröÜen  in 
Fig.  96  durch  die  Linien  OÄ,  OB  dargestellt  (in  dem  speziellen  Falle, 
um  den  es  sich  hier  handelt,  sind  es  Winkelgeschwindigkeiten  eine» 
starren  Körpers) ;  die  Momente  dieser  Größen  in  Bezug  auf  einen  be- 
liebigen Punkt  P  sind  gleich  den  doppelten  Dreiecksflachen  POA, 
POB\  das  Moment  der  Resultanten  OC  in  Bezug  auf  denselben Pnnkt 

P  ist  seinerseits  das  Doppelte  der  Drei- 
ecksfläche POC.  Diese  Momente  sind  nnn 
aber  selbst  gerichtete  Größen  und  können 
durch  gerade  Linien  dargestellt  werden, 
welche  durch  einen  gemeinschaftlichen 
Punkt  gehen  und  auf  den  die  Momente 
darstellenden  Flächen  senkrecht  errichtet 
sind.  Die  positiven  Richtungen  dieser 
Linien  bestimmen  zugleich  diejenigen 
Seiten  der  Flächen,  die  als  ihre  positiyen 
Seiten  zu  gelten  haben;  die  Festsetzung 
dieser  positiven  Richtungen  geschieht  fol- 
gendermaßen: Die  Begrenzungslinie  jeder 
Fläche  werde  von  einem  Punkte  durch- 
laufen, der  auf  seinem  Wege  die  Linie,  welche  eine  gerichtete  Größe 
darstellt  (z.  B.  die  Linie  OA)^  in  positiver  Richtung  durchläuft;  dann 
ist  die  positive  Richtung  der  die  Fläche  repräsentierenden  Linie  nach 
derjenigen  Seite  der  Fläche  hin  gerichtet,  von  der  aus  gesehen  der 
Umlauf  des  Punktes  um  die  Fläche  in  der  linkshändigen  oder  um- 
gekehrten Uhrzeigerrichtung  erfolgt.  Werden  also  z.  B.  die  Linien 
des  Umlaufes  PO  AP  in  der  durch  die  Reihenfolge  der  Buchstaben  ge- 
kennzeichneten Folge  durchlaufen,  womit  erreicht  ist,  daß  der  Vektor 
OA  iu  positiver  Richtung  durchlaufen  wird,  so  ist  die  die  Fläche  P  0^1 
bezw.  das  Moment  darstellende  Linie  nach  dem  Beschauer  der  Figur 
hin  zu  errichten;  entsprechend  sind  die  Linien,  welche  POB  bezw. 
POC  repräsentieren  sollen,  nach  der  rechten  Seite  von  POB  bezw. 
nach  derjenigen  Seite  von  POC,  auf  der  A  liegt,  zu  errichten;  die 
geraden  Pfeile  deuten  diese  Richtungen  an.  Wir  wollen  die  so  der 
Richtung  und  Größe  nach  bestimmten  Linien  die  Streckenwerte  der 
Flächen  nennen. 


119«  Streckenwerte  yon  Flächen.  Hiernach  sind  Flächen  als 
gerichtete  Größen  anzusehen  und  gehorchen  allen  Gesetzen  solcher.  Der 
Strecken  wert  einer  Fläche  kann  in  zwei  Komponenten  zerlegt  werden, 
deren  eine  senkrecht  steht  auf  irgend  einer  Ebene,  auf  welche  die 
Fläche  projiziert  ist,  deren  andere  parallel  zu  dieser  Ebene  ist;  diese 


Zasammensetzong  von  Momenten. 


117 


Komponenten  sind  aogleich  die  Streckenwerte  der  Projektionen  der 
Fläche  auf  Ebenen ,  die  zu  ihnen  senkrecht  sind.  Wenn  alsdann  die 
Summe  der  Projektionen  irgend  einer  Reihe  von  Flächen  an!  irgend 
eine  Elbene  gleich  der  Projektion  einer  Fläche  S  auf  diese  Ebene  ist,  so 
ist  auch  die  Somme  der  Komponenten  der  Streckenwerte  der  Flächen, 
senkrecht  zu  der  Projektionsebene,  gleich  der  Komponente  des  Strecken- 
wertes  der  Fläche  S  in  derselben  Richtung. 

Werden  also  die  Streckenwerte  von  einem  Punkte  aus  in  den  be- 
treffenden Richtungen  gezogen,  so  muß  der  Streckenwert  von  8  die 
Resultante  der  die  dbrigen  Flächen  darstellenden  Strecken  sein,  widrigen* 
falls  die  eben  gemachte  Feststellung  nicht  erfüllt  sein  könnte. 

Nun  ist  die  Projektion  des  Parallelogramm  es  OACB  auf  eine 
beliebige  Ebene  stets  wieder  ein  Parallelogramm;  auf  welche  Ebene 
mithin  auch  die  Linien  der  Fig.  96  projiziert  werden  mögen,  das  Er- 
gebnis ist  stets  eine  Figur  in  dieser  Ebene,  bei  welcher  Linien  gezogen 
sind  Yon  der  Projektion  |>  von  F  nach  den  Projektionen  Oy  c^  c^h  von 
OACB^  und  diese  erfüllen  die  Bedingung,  daß 

l\poc  =  Apoa  +  /\poh 

ist.  Somit  ist  die  Projektion  von  FOC  auf  eine  beliebige  Ebene  gleich 
der  Summe  der  Projektionen  von  POA,  POB  auf  diese  Ebene,  und 
wenn  die  Streckenwerte  der  Momente  von  €0| ,  o^ ,  o  in  Bezug  auf  0 
in  diesem  Punkte  in  je  zwei  Komponenten 
zerlegt  werden,  eine  senkrecht  zu  einer  ge- 
wählten Ebene,  die  andere  in  ihr,  so  erhält 
man  zwei  Zeichnungen,  ftLr  deren  jede  die 
obige  Beziehung 

Apoc  =  Apoa  +  Apoh 
erfüllt  ist.  Da  somit  der  Satz  yon  den  Kom- 
ponenten gilt,  ist  auch  das  Moment  von  0  C, 
d.  h.  Ton  o,  in  Bezug  auf  P  die  Resultante 
der  Streckenwerte  von  cOx  und  o^  in  Bezug 
auf  P.  / 

Die  Strecken  werte,  die  man  durch  Pro-  *'' 

jektion  auf  irgend  eine  Ebene  erhält,  sind 

die  Momente  (D|  ,  cOg ,  o  um  eine  durch  P  gehende ,  zu  dieser  Ebene 
senkrechte  Axe  (ygL  w.  u.  §  155). 

Dasselbe  Theorem  gilt,  wenn  ein  starrer  Körper  zwei  Winkel- 
geschwindigkeiten ©1,  (öj,  um  zwei  parallele  Axen  -4,  B  hat.  Ob- 
wohl dieser  Fall  aus  dem  früheren  abgeleitet  werden  könnte,  ist  es  doch 
angezeigt,  ihn  einer  besonderen  Betrachtung  zu  unterwerfen. 

In  Fig.  97  sei  P  irgend  ein  Punkt,  a,  /J  seine  Entfernungen  von 
A^  B^  den  Durchschnittspunkten  der  Axen  mit  einer  auf  ihnen  senk- 
rechten, durch  P  gehenden  Ebene.  Werden  dann  a  coi,  /JOj,  als  Strecken 
längs ^P,  BP  genommen,  so  sind  tacö,,   tß(o^  Strecken  längs  Pa,Ph^ 


Fig.  97. 
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Benkrecht  zu  ÄP,  BP,  und  stellen  die  Geschwindigkeiten  vonP  infolge 
der  Winkelgeschwindigkeiten  g^x,  ca^  dar.  Die  Resultante  dieser  Strecken 
ist  i{uc3i  -j-  ß&^)y  sie  ist  daher  senkrecht  zu  der  Strecke  ao)|  -|-  ßOf, 
der  Resultante  der  Strecken  ÄP  und  BP.  Das  ist  aber,  wie  wir  in 
§  20  gesehen  haben,  die  Strecke,  welche  P  mit  C  verbindet,  nämlich 
mit  dem  Punkte,  der  die  Linie  AB  so  teilt,  daß  sich  ÄC:CB  =  (0^:Oi 
verh&lt;  es  ist  also  gleich  (C3i  -f-  02)0 P,     Somit  haben  wir: 

d.  h.  der  Punkt  P  dreht  sich  um  C  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
Oj  -f~  ^i  vind  einer  linearen  Geschwindigkeit  l&ngs  Pc  im  Betrage 
von  (©1  +  <»a)  CP. 

120.  Zusammensetzoiig  von  Schraubenbewegungen  und  Dril- 
luilgen.  Wir  wollen  nun  zwei  gegebene  Schraubenbewegungen  um 
Axen,  die  aufeinander  senkrecht  stehen  und  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  zusammensetzen.  Die  Richtungen  seien  in  Fig.  98  durch 
OX  und  OY  dargestellt,  die  Winkelgeschwindigkeiten  seien  G>|  undo^t 
die  Ganghöhen  Pi  und  p^]  die  Verschiebungsgeschwindigkeiten  sind 
dann  (OiPi  und  a)2l'a-  Bezeichnet  ff  den  Winkel,  den  die  Richtung 
der  resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  mit  OX  bildet,  so  hat  man 
fftr  diese  Resultante  längs  OP  den  Wert  m^cosO  +  ©iSinö.  Ander- 
seits ist  aber  (Oi  sin  0  —  O2  cos  0  =  0 ;  es  ergibt  sich  also 

womit  die  Richtung  von  OP  bestimmt  ist.  Die  linearen  Geschwindig- 
keiten in  dieser  Richtung  und  senkrecht  zu  ihr  sind  bestimmt  durch 
die  Ausdrücke 

(OiPiCosO  +  Ö2J9.J  sin  ö,        cDiPisinO  —  a)2PüCOs6. 
Die  erste  von  ihnen  gibt  in  Verbindung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

eine  Schraubenbewegung  um  OP  mit  der  Ganghöhe 

CDiPi  cos  0  +    ^2Pi  S'**  ö 

P—  -  » 

oder,  da  ©i  ==  GicosO  und  Oj  =  cosinO  ist: 

p  =  p^  cos^  0  +  p^sin^O (91) 

Nun  sind  die  Winkelgeschwindigkeit  m  um  die  Linie  OP  und  die  sn 
ihr  senkrechte  Geschwindigkeit  CDiPiSinO  —  CD^p^cosO  (der  «weite 
der  obigen  Ausdrücke)  zusammengenommen  nach  §  113  Äquivalent 
einer  Rotation  um  eine  Axe,  die  zu  OP  parallel  ist  und  in  einer  Höhe  0 
über  der  Ebene  der  Axen  OX,   OY  liegt,  die  durch   die  Besiehung 
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tojg  =  Oijpi  sin 0  —  cöaPjCöSÖ  gegeben  ist,  d.  h.  da  o  =  cdJcosO 
==  to^/sinO  ist,  durch  die  Beadehung 

^^Pi—Pi  stn2Ö (92) 

Die  Resultante  unserer  beiden  Schraubenbewegungen  ist  also  eine 
Schraubenbewegung  von  der  Winkelgeschwindigkeit  y^  -\-  w|  um 
eine  zu  OP  parallele,  in  der  Höhe  \{pi  —  j>a)s***2ö  über  der  Ebene  der 
Axen  0  X  und  0  Y  gelegene  Axe. . 

Das  Resultat  gilt  naturgemäß  auch  für  zwei  beliebige  Schrauben- 
▼errückungen  oder  Drillungen  von  den  Amplituden  C3i,  cOj. 

Die  neue  Axe  kann  in  folgender  Weise  konstruiert  werden.  Man 
nehme  au!  OX  und  OY  zwei  von  0  gleich  weit  entfernte  Punkte  Ä 
Fig.  98.  Fig.  99. 

1/ 


nnd  B  (Fig.  98)  von  der  Eigenschaft,  d&QÄB  =  p^  —  i?a  ist  Durch 
A.OB  lege  man  einen  Kreis  und  verbinde  seinen  Mittelpunkt  G  (zu- 
gleich Mittelpunkt  von  AB)  mit  P.  Der  Winkel  ACP  ist  als  Zentri- 
winkel gleich  2  0  (ö  der  Peripherie winkel),  und  CP  ist  gleich  |(jpi  — |)a); 
folglicb  ist,  wenn  PD  \_AB  steht,  PJ)  =  J  (pj  —  p^)  sin  2  Ö.  Nun 
errichte  man  (Fig.  99)  in  P  ein  Lot  PP'  auf  der  Kreisebene  von  der 
L&nge  PI)  und  ziehe  von  P'  eine  Parallele  zu  PO,  bis  sie  die  OZ-Axe, 
die  in  0  auf  der  XF-Ebene  senkrecht  steht,  in  0'  triSt.  Diese  Linie 
O'P'  ist  die  Axe  der  resultierenden  Drillung,  d.  h.  die  Axe  der  Schraube» 
welche  die  gesuchte  Bewegung  repräsentiert. 

121.  Das  Zjrlindroid.  Nehmen  wir  an,  daß  0  mit  der  Änderung 
von  0|  und  ca^  sich  gleichförmig  ändert,  wS^hrendpiUndp^y  ▼on  denen 
6  nicht  abhängt,  konstant  gehalten  werden,  so  erhalten  wir  eine  Folge 
von  Lagen  der  Axe  O'P'  der  resultierenden  Drillang.  Und  zwar  dreht 
sich,  während  sich  fi  gleichförmig  ändert,  OP  um  0,  und  O'P*  dreht 
sich  um  die  Axe  00^  und  bewegt  sich  zugleich  längs  00*  nach  dem 
Gesetze  einer  einfachen  Schwingung,  von  der  zwei  Perioden  in  einer 
Umdrehung  enthalten  sind.     Somit  liegt  0' P*  auf  einer  Fläche,  deren 
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Gleichung  folgendermaßen  gefunden  werden  kann.  Die  Koordinaten 
von  P  in  Bezug  auf  die  Axen  OX^  OY  seien  Xy  y,  die  dritte  Koordinate 
Ton  F'  sei  e;  dann  hat  man 

y  =  etgO 

woraus  sich  sofort 

^  cos^e  =     '^ 


ergibt;  anderseits  ist  aber 


cos^O  = 
man  erh&lt  also 


x^ 


x^  +  y^' 


2z{x^  +  y^)  =  (p,  —p^)xy (93) 

Diese  Fläche  wird  Zylindroid  genannt.     Die  Fig.  100  zeigt  die  auf- 
einanderfolgenden Lagen  der  Generatrix  O'P'  und  gibt  eine  Vorstellung 

Fig.  100. 


▼on  der  Form  der  Fläche.  Die  Zeichnung,  die  aus  Balls  Schrauben- 
theorie  entnommen  ist,  stellt  ein  Modell  dar;  dieAxe,  aus  der  die  er- 
zeugenden Linien  herauskommen,  müßte  eigentlich  unendlich  dünn  sein, 
und  die  erzeugenden  Linien  selbst  müßten  bis  ins  Unendliche  verlängert 
werden.     Die  Axe  00'  (Fig.  99)  heißt  die  Direktrix  der  Fläche. 

122.  Der  Ganghöhenkegelschnitt.  Die  Ganghöhe  irgend  einer 
Schraube  auf  dem  Zylindroid  ist  durch  die  Gleichung  (91)  gegeben. 
Konstruiert  man  die  Kurve  —  einen  Kegelschnitt  — ,  deren  Gleichung 

PiX''  +  P'iV^  =  h (94) 

ist ,  wo  Ä  irgend  eine  konstante  Größe  bedeutet  und  x  =  r  cos  6, 
y  =  r  sin  0  ist,  so  sieht  man,  daß  die  Ganghöhe  p  der  Schraube  für  eine 
mit  OX  den  Winkel  0  bildende  Generatrix  gleich  h/r^  ist.  Die  Gang- 
höhe ist  also  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  des  in  der  gegebenen 
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Richtung  yerlanfenden  Radiusvektors  des  durch  OL  (94)  dargestellten 
Kegelschnittes.  Derselbe  ist  eine  Ellipse,  falls  die  Ganghöhen  dasselbe 
Vorzeichen  haben,  eine  Hyperbel,  falls  sie  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben.  Die  Kurve  kann  Ganghöhenkegelsohnitt  genannt  werden.  Ist 
er  eine  Hyperbel,  so  gibt  es  zwei  Richtungen,  nämlich  die  Asymptoten 
der  Hyperbel,  für  welche  der  Radiusvektor  unendlich  ist;  es  sind  das 
die  Riehtungen,  für  welche  die  Beziehung  tg^d  =  —  pjp»  gilt;  ^^  «i® 
ist  die  durch  den  Kegelschnitt  gelieferte  Ganghöhe  null,  d.  h«  die  ent- 
sprechende Bewegung  ist  eine  Rotationsbewegung. 

123.  Zwei  beliebige  Schrauben  liegen  auf  einem  Zylindroid. 
—  Iquilibrant  zweier  gegebener  Drillungen  um  zwei  beliebige 
Sehrauben.  Es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß  man  ein  Zylindroid  so  be- 
stimmen kann,  daß  es  zwei  beliebige  Schrauben  enthält,  mit  anderen 
Worten,  daß  zwei  seiner  Generatrizen  die  Schraubenaxen  darstellen 
und  daß  überdies  die  Verteilung  der  Ganghöhen  auf  ihm  eine  derartige 
ist,  daß  jene  Generatrizen  auch  die  Ganghöhen  der  gegebenen  Schrauben 
haben. 

Sind0  undd',  p  xmdp\  z  und  ^  die  die  beiden  Schrauben  charak- 
terisierenden Größen,  so  sind  die  Differenzen  0  —  Q\  p  —  p\  z  —  jp'» 
die  wir  bezw.  A^  P^  H  nennen  wollen,  sowie  p  und  p'  selbst  bekannt. 
Durch  diese  Größen  kann  man  die  Ganghöhen  p^  p^  für  ein  Zylindroid, 
auf  welchem  die  beiden  gegebenen  Schrauben  liegen ,  sowie  die  Werte 
von  0  und  z  finden.    Es  ist  leicht  nachzuweisen,  daß  die  Formeln  gelten : 

e  =  \^Ä  +  arctg  ^],      z  =  l(H  +  PdgÄ). 

Ein  Körper  erfahre  Drillungen  von  den  Amplituden  a,  /3,  y  um 
drei  auf  einem  Zylindroid  gelegene  Schrauben;  die  Winkel  ihrer  Axen 
mit  OX  seien  0,  9,  ^.  Die  Winkelverrück ungen  des  Körpers  um  die 
Axen  OX,  OY  sind 

acosO  +  ßcosq>  +  ycosif     bezw.     asinO  -\-  ßsinq>  +  ysinilf\ 
die  linearen  Yerrückungen  längs  der  Axen  sind  eben  diese  Ausdrücke, 
multipliziert  mit  den  Ganghöhen  pi,  P2  der  Drillungen  um  die  Axen. 
Jede  dieser  vier  Yerrückungen  verschwindet  identisch,  wenn  die  Be- 
ziehungen 

« _ß r 

sin  (g?  —  if)       sin  (^  —  0)        sin  (0  —  g?) 

erfüllt  sind,  da  dieselben  jede  der  Winkelverrückungen  in  eine  Kon- 
stante, multipliziert  mit  einer  Determinante,  verwandeln,  von  der  zwei 
Reihen  identisch  sind.  Sind  also  diese  Beziehungen  erfüllt,  so  ist  die 
Resultante  der  drei  Drillungen  gleich  null,  und  der  Körper  hat  über- 
haupt keine  Yerrückung  erfahren. 
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Es  gibt  noch  zahlreiche  Schlüsse  von  herrorragendem  Interesse, 
zu  denen  die  vorliegende  Theorie  führt;  es  würde  aber  hier  zu  weit 
führen,  sie  zu  behandeln.  In  Verbindung  mit  der  Dynamik  starrer 
Körper  wird  noch  einmal  darauf  zurückzukommen  sein;  im  übrigen 
sei  au!  das  Buch  von  Sir  Robert  Bali  über  die  Theorie  der  Schrauben^) 
verwiesen ;  diesem  Mathematiker  ist  die  in  Rede  stehende  Methode,  die 
Dynamik  starrer  Kürper  zu  behandeln,  in  erster  Reihe  zu  danken. 

Das  Problem  der  Freiheitsgrade  eines  starren  Körpers  und  ihrer 
Einschränkung  durch  Zwang  gehört  eigentlich  auch  zur  Kinematik  und 
kann  mit  Hilfe  der  Theorie  der  Schrauben  sehr  elegant  entwickelt 
werden.  Indessen  ist  es  doch  ratsam,  seine  Behandlung  zu  verschieben, 
um  sie  in  Gemeinschaft  mit  der  Theorie  des  Oleichgewichtes  eines 
starren  Systems  nachzuholen;  in  dem  Kapitel  über  Statik  soll  das  ge- 
schehen. 

124.  Dunensionen  von  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung. 

Da  der  Zahlenwert  der  Geschwindigkeit  die  Anzahl  der  Verrückungs- 
einheiten,  dividiert  durch  die  dazu  erforderte  Anzahl  von  Zeiteinheiten, 
ist,  kann  man,  wie  schon  in  §  7  angegeben  wurde,  für  irgend  eine  wirk- 
liche Geschwindigkeit  V  die  Gleichung 

aufstellen,  wo  t;  der  Zahlenwert  der  Geschwindigkeit  in  den  Einheiten 
der  Länge  X  und  der  Zeit  T  ist.  Werden  diese  Einheiten  von  X,  T 
in  L\  T'  geändert,  wobei  L  ^=  kL\  T=  rT'  ist,  so  hat  man  für 
dieselbe  Geschwindigkeit  die  neue  Gleichung 

Der  neue  Zahlenwert  ist  r'  =  i;Ar-^,  also  das  Verhältnis  des  neuen 
zum  alten  Werte  Ar~*. 

Es  sei  z.  B.  X  =  1  km,  T  =  1  Stunde,  und  man  soll  das  Ver- 
hältnis v' Iv  finden,  wenn  die  Einheiten  in  X  =  Im,  T  =  1  sec  geän- 
dert werden.  Dieses  Verhältnis  ist  1000/3600  oder  5/18;  d.  L  der 
Zahlen  wert  v'  einer  Geschwindigkeit  in  den  letzteren  Einheiten  ist  5  18 
von  dem  Zahlenwert  v  der  Geschwindigkeit  in  den  erstgenannten  Ein- 
heiten. 

Ganz  analog  wird  die  Dimensionsformel  der  Beschleunigung  ge- 
funden. Der  Zahlenwert  einer  Beschleunigung  ist  die  Anzahl  der  Ge- 
schwindigkeitseinheiten,  die  in  einem  gegebenen  Zeitteilchen  zu  der 
schon  vorhandenen  Anzahl  neu  hinzugefügt  werden,  dividiert  durch 
die  Anzahl  der  Zeiteinheiten  in  diesem  Zeitteilchen.  Die  Einheit  der 
Beschleunigung  ist  eine  Beschleunigung,  bei  welcher  in  der  Zeiteinheit 
die  Einheit  der  Geschwindigkeit  neu  erzeugt  wird ;  man  erhält  also  die 
Dimensionsformel  {B  =  Beschleunigung,  h  ihr  reiner  Zahlen  wert): 

B  =  h[LT-^\. 

')  Sir  Robert  Ball,  Theory  of  Screws.     Cambridge  1900. 
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Geht  man  yon  den  Einheiten  L  und  T  zu  den  neuen  L*  und  T' 
tlber,  so  erh&lt  man: 

'^ro  X  und  r  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben.  Ist  wieder  ü  =  1  km, 
T  ==  1  Stunde,  dagegen  2>'  =  Im,  T'  =  eec,  so  hat  man 

Verhaltnia  h'-.h  ist  also  1 :  12960. 
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Dynamik. 


125.  Wirkungen  zwischen  Körpern.  Aktion  und  Reaktion 
(Wirkung  und  Gegenwirkung).  Wir  kommeii  jetzt  zur  Betrachtang 
der  eigentlichen  Dynamik.  Es  ist  Gegenstand  gewöhnlicher  Beohach- 
tung,  daß  Körper  derart  aufeinander  wirken,  daß  die  relativen  Be- 
wegungen der  verschiedenen  Teile  eines  Systems  stetigem  Wechsel 
unterliegen.  Ein  in  die  Luft  geworfener  Stein  wird  nach  der  Erde  zu 
angezogen  und  beschreibt,  relativ  zur  Erde,  sehr  annähernd  eine  Kurve, 
die  wir  schon  kurz  betrachtet  haben.  Ein  Stein,  den  man  von  der 
Höhe  herunterfallen  läßt,  bewegt  sich  nahezu  (vgL  §  280)  vertikal  nach 
unten  mit  gleichförmig  wachsender  Geschwindigkeit,  und  wir  werden 
zu  dem  Schlüsse  geführt,  daß  diese  Beschleunigung  dem  Vorhandensein 
der  Erde  zuzuschreiben  ist.  Wie  wir  alsbald  sehen  werden,  ist  die 
Wirkung  gegenseitig.  Die  Erde,  so  wollen  wir  sagen,  zieht  den  Stein 
an,  der  Stein  zieht  die  Erde  an. 

Wir  sagen,  daß  zwischen  den  beiden  Körpern  eine  Spannung 
wirksam  ist,  d.  h.  eine  gegenseitige  Wirkung  vorhanden  ist,  die  ge- 
wissermaßen zwei  Seiten  hat,  nämlich  die  gleichen  und  entgegengesetzten 
Wirkungen  des  einen  Körpers  auf  den  anderen  und  des  anderen  auf 
den  einen.  Wenn  z.  B.  an  den  beiden  Enden  einer  ausgezogenen 
Spiralfeder  zwei  Massen  befestigt  sind,  so  ist  in  der  Feder  eine  Span- 
nung vorhanden,  und  die  Körper  werden  durch  die  Feder  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  gezogen;  und  wenn  die  Beschleunigung  derMasBe 
der  Feder  selbst  vernachlässigt  wird  oder  null  ist,  so  ist  der  Zug  nach 
beiden  Seiten  gleich,  in  einem  Sinne,  der  später  erklärt  werden  wird. 

Es  ist  sehr  wichtig,  diese  Doppelseitigkeit  der  Wirkung  zwischen 
je  zwei  Körpern  dauernd  im  Auge  zu  behalten.  Ohne  sie  wird  die 
Theorie  der  Energie,  auf  die  wir  alsbald  eingehen  werden,  im  Hinblick 
auf  die  Relativität  der  Bewegung  unverständlich.  Wenn  wir  weiter 
unten  von  einem  Zug  als  auf  einen  Körper  ausgeübt' sprechen  werden, 
so  betrachten  wir  diesen  Zug  eben  nur  in  einer  seiner  beiden  Bedeu- 
tungen. 
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Es  ist  ein  allgemein  yerbreiteter  Gedanke,  daß  irgend  eine  Wirkung 
auf  einen  sich  bewegenden  Körper  ausgeübt  werden  müsse,  ohne  die 
der  Körper  sich  nicht  weiterbewegen  könnte.  So  hatte  Kepler  die 
Vorstellung,  daß  die  Erde  zwischen  Strahlen  gehalten  würde,  die  von 
der  Sonne  ausgehen  und  in  solcher  Weise  rotieren,  daß  sie  die  Erde 
rund  um  ihre  Bahn  tragen.  Ferner  wird  der  Körper  häu6g  als  im 
Besitz  der  Eigentümlichkeit  angesehen,  eine  gewisse  „Kraft*'  hervor- 
zubringen, wenn  er  auf  ein  Hindernis  trifEt,  z.  B.  wenn  ein  fallender 
Körper  auf  die  Erde  aufschlägt 

Diese  Gedanken  werden  im  allgemeinen  mehr  oder  weniger  un- 
bestimmt ausgedrückt;  aber  sofern  sie  einen  bestimmten  Sinn  haben, 
sind  sie  irrig.  Eine  Bewegungsänderung  in  einem  Teile  der  Materie 
wird  immer  durch  die  Wirksamkeit  eines  anderen  Teiles  von  Materie 
zuwege  gebracht. 

Wenn  eine  Bombe  explodiert,  so  werden  ihre  yerschiedenen  Teile 
durch  die  Wirkung,  welche  die  durch  die  schnelle  Verbrennung  der 
Ladung  plötzlich  erzeugten  gasigen  Produkte  auf  sie  ausüben,  nach 
verschiedenen  Richtungen  getrieben;  der  wohlgeglättete  Schlittschuh 
bewegt  sich  viel  länger  vorwärts,  ohne  zur  Ruhe  zu  kommen,  wenn 
man  ihn  auf  gut  gefegtem  glatten  Eise  gleiten  läßt,  als  wenn  er  durch 
Hindemisse  oder  die  Reibung  an  rauher  Oberfläche  gehemmt  wird; 
auch  weiß  der  Schlittschuhläufer  wohl,  daß  er  im  schnellen  Fahren  die 
Richtung  seines  Laufes  nicht  ändern  kann,  ohne  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  auszuschlagen,  und  daß  die  Strecke,  die  er  ohne  auszu- 
schlagen zurücklegen  kann,  von  der  Glätte  der  Oberfläche  und  dem 
Betrage  jeglichen  Widerstandes,  den  er  erfährt,  abhängt 

126.  Erstes  Newtonsches  Bewegungsgesetz.  Die  volle  Wahr- 
heit in  dieser  Sache  wurde  zuerst  von  Newton  in  seinen  „Philosophiae 
Naturalis  Principia  Mathematica**,  in  seinem  ersten  Bewegungsgesetz, 
ausgesprochen. 

Corpus  omne  perseverare  in  statu  suo  quiescendi  vel 
movendi  uniformiter  in  directum,  nisi  quatenus  illud  a  viri- 
bus impressis  cogitur  statum  suum  mutare. 

JederKörper  verharrt  in  seinem  Zustande  derRuhe  oder 
gleichförmigen  geradlinigen  Bewegung,  solange  er  nicht 
durch  auf  ihn  ausgeübte  Kräfte  gezwungen  wird,  diesen 
seinen  Zustand  zu  ändern. 

Er  fügt  die  folgende  kurze  Erklärung  der  Bedeutung  des  Ge- 
setzes bei: 

Ein  Geschoß  bleibt  in  seiner  Bewegung,  wenn  es  nicht 
durch  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  verzögert  und 
durch  die  Wirkung  der  Schwerkraft  nach  unten  gezogen 
wird.  Die  verschiedenen  Teile  eines  Rades  werden  infolge 
ihres  Zusammenhanges    beständig    gezwungen,    von    gerad- 
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liniger  Bewegung  abzuweichen,  und  das  Rad  hört  nicht  aaf 
sich  zu  drehen  außer  durch  die  Verzögerung  durch  den  Laft- 
widerstand.  Indessen  behalten  Planeten  und  Kometen  sehr 
lange  ihre  Translations-  und  Bahnbewegungen  bei,  weil  ihre 
Körper  in  den  Räumen,  worinnen  sie  sich  bewegen,  gerin- 
gerem Widerstände  begegnen. 

In  diesem  Gesetze  wird  ausgesagt,  daß  die  Bewegung  eines  Körpers 
sich  nur  durch  die  Einwirkung  anderer  Körper  ändert.  Auch  folgt  ans 
der  Behauptung,  daß,  wenn  ein  Körper  gefanden  werden  kann,  der 
genügenden  Grund  zu  der  Annahme  bietet,  daß  er  keine  Einwirkung 
von  anderen  Körpern  erfährt,  dieser  Körper  gleiche  Strecken  in  gleichen 
Zeiten  beschreibt  und  zum  Messen  der  Zeit  benutzt  werden  kann ;  auch 
werden  die  nach  yerschiedenen  solchen  Körpern  ausgeführten  Messungen 
der  Zeit  unter  sich  übereinstimmen.  Dies  ist  die  oben  (§  8)  angedeutete 
dynamische  Methode  der  Zeitrechnung,  durch  welche  die  Gleichförmig- 
keit der  Erdrotation  geprüft  werden  muß,  und  nach  welcher  schon  ein 
Versuch  zur  Messung  der  Größe  der  Änderung  der  Rotationsperiode 
gemacht  worden  ist  Es  soll  später  versucht  werden,  diese  Vergleichung 
einigermaßen  zu  besprechen. 

127.  Relativität  der  Bewe^ng.  Es  muß  hier  bemerkt  werden, 
daß  die  Bewegung  relativ  ist,  und  daß  es,  um  die  Bewegung  eines 
Systems  zu  beobachten  und  zu  messen,  notwendig  ist,  eine  Anzahl  von 
Azen  festzusetzen,  auf  die  Bezug  zu  nehmen  ist.  Diese  Axen  können 
an  jedem  beliebigen  Körper  festgesetzt  werden  und  sind  dann,  auf 
diesen  Körper  bezogen,  in  Ruhe.  Dann  bleiben  die  darauf  bezogenen 
Bewegungen  unberührt  von  Veränderungen  (die  auf  irgend  ein  anderes 
System  bezogen  werden),  die  den  Axen  und  dem  Körper,  dessen  Be- 
wegung in  Rede  steht,  gemeinsam  sind.  Aber,  wenn  wir  auch  Beschlen- 
nigungen  relativ  zu  diesen  Axen  betrachten  und  ein  entsprechendes 
System  einwirkender  Kräfte  erhalten  könnten,  so  würde  doch  die  Ver- 
wirklichung der  Methode  der  Zeitrechnung  Beziehung  auf  Axen  Ter- 
langen,  die  an  einem  von  anderen  Körpern  nicht  beeinflußbaren  Körper 
festgesetzt  wären,  und  so  wären  wir  der  Schwierigkeit,  einen  solchen 
Körper  zu  finden,  gegenübergestellt.  Ohne  ihn  können  wir  nicht  sagen, 
was  wir  mit  einer  geraden  Linie  oder  einer  gleichförmigen  Bewegung 
meinen. 

128.  Tergleichung  abstrakter  Dynamik  mit  der  Erfahrung. 
Definition  eines  Teilchens.  Der  Weg,  der  aus  diesen  Schwierigkeiten 
herausführt,  liegt  in  der  Betrachtung  der  Dynamik  als  auf  idealen  Vor- 
stellungen begründet,  gerade  wie  die  Geometrie,  und  als  für  ihre  An- 
wendung auf  praktische  Probleme,  von  gewissen  Annahmen  abhängigi 
die  durch  die  Resultate  der  Erfahrung  gerechtfertigt  werden  müssen. 
Tatsächlich  ist  die  abstrakte  Dynamik  eine  rein  ideale  Wissenschaft, 
geometrisch  in  einem  Sinne,  der  einigermaßen  erweitert  ist  durch  die 
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Einführung  gewisser  Begriffe,  die  für  gewöhnlich  in  rein  geometrischen 
Prozessen  nicht  angewandt  werden.  Solange  wir  uns,  wie  in  der  Geo- 
metrie, auf  die  Abstraktion  beschränken,  finden  wir  in  ihr  auch  nur 
dieselben  Schwierigkeiten,  die  wir  bei  den  geometrischen  Vorstellungen 
haben,  und  von  diesen  soll  hier  nicht  die  Rede  sein.  Die  besonderen, 
fundamentalen  Schwierigkeiten  entstehen  erst,  wenn  die  Wissenschaft 
zur  Deutung  der  Natur  angewandt  wird,  und  alle  mit  ihrer  Hilfe  ge- 
fundenen Lösungen  hängen  Ton  Hypothesen  ab,  die  durch  den  Vergleich 
der  Resultate  mit  der  Beobachtung  gerechtfertigt  werden  müssen. 

£s  ist  indessen  nicht  wünschenswert,  in  der  Behandlung  der  dyna- 
mischen Prinzipien  und  im  Aufbau  ihrer  Wissenschaft  ein  Gebäude 
reiner  Abstraktionen  aufzuführen;  im  Gegenteil,  sobald  die  Grund- 
begriffe festgelegt  sind,  dürfen  und  sollen  wir  Experiment  und  Beob- 
achtung auf  Schritt  und  Tritt  zu  Rate  ziehen.  Abstrakte  Dynamik 
soll  mit  praktischer  Dynamik  Hand  in  Hand  gehen,  d.  h.  sie  soll  fort- 
während Bezug  nehmen  auf  und  so  weit  als  möglich  erläutert  werden 
durch  Beispiele  aus  der  Physik  und  Technik.  Sonst  wird  sie  zum 
bloßen  Gestelle,  Beispiele  reiner  Geometrie  und  .Analyse  daran  aufzu- 
hängen, statt  der  geeigneten  theoretischen  Basis  für  die  große  experi- 
mentelle, beobachtende  und  mathematische  Wissenschaft,  die  wir  phy- 
sikalische Dynamik  nennen  können. 

Wir  werden  im  folgenden  häufig  den  Ausdruck  Teilchen  an- 
wenden. Ein  Teilchen  kann  theoretisch  betrachtet  werden  als  eine  in 
einem  geometrischen  Punkte  konzentrierte  Masse,  obgleich  wir  natür- 
licherweise praktisch  mit  einem  diese  Definition  erfüllenden  Teilchen 
nichts  zu  tun  haben.  Praktisch  kann  ein  Teilchen  als  ein  Körper  be- 
trachtet werden,  der  in  jeder  Dimension,  im  Vergleich  mit  seiner  Ent- 
fernung von  einem  anderen  Körper,  sehr  klein  ist. 

129.  Messung  der  Zeit.  Wir  haben  also  zunächst  die  Aufgabe, 
irgend  einen  festen  Maßstab  für  die  Messung  der  Zeit  zu  suchen. 
Hierin  lassen  wir  uns  führen  durch  den  aus  dem  oben  festgestellten 
Bewegungsgesetz  abgeleiteten  Gedanken,  daß  jeder  Körper,  der  in  einer 
relativen  Bewegung  begriffen  ist,  Ton  der  aus  der  Beobachtung  zu 
schließen  ist,  daß  sie  durch  die  Wirkung  anderer  Körper  nicht  ver- 
ändert wird,  als  Zeitmesser  dienen  kann.  Indem  wir  die  Drehung  der 
Erde  als  unseren  Maßstab  für  die  Zeitmessung  nehmen,  benutzen  wir 
tatsächlich  das  Resultat  dieses  Gedankens  in  Verbindung  mit  der  schon 
oben  erwähnten  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung,  wie  wir 
im  folgenden  zeigen  werden.  Oder  wir  können  einen  anderen,  entweder 
▼on  dieser  Idee  eingegebenen  oder  willkürlich  gewählten  Zeitmesser 
annehmen;  seine  Brauchbarkeit  für  physikalische  Anwendung  wird  dann 
nur  Sache  der  Beglaubigung  a  posteriori  sein. 

Wenn  wir  nach  Übereinkunft  oder  Wahl  einen  Weg  gefunden 
haben,  gleiche  Zeitabschnitte  auszusondern,  ist  der  nächste  Schritt,  ein 
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System  Yon  Beziehungsazen  aufzustellen.  Betrachten  wir  die  Oeschwin- 
digkeiten  und  Beschleunigungen  verschiedener  TeiJchen  (§  125)  in  Be- 
ziehung auf  diese  Axen.  Die  Teilchen  haben  in  Bezug  auf  diese  Axen 
irgend  welche  Beschleunigungen,  welche  bekannt  sind  oder  von  ge- 
gebenen Daten  abgeleitet  'werden  können ,  und  so  kann  aus  der  Kon- 
figuration zu  einer  gegebenen  Zeit  die  zu  einer  beliebigen  anderen,  also, 
kurz  gesagt,  die  Bewegung  ermittelt  werden.  Wenn  die  Teilchen  ihre 
Lage  relativ  zueinander  nicht  ändern,  so  sind  der  Bewegung  Schranken 
auferlegt,  die  Teilchen  bilden  einen  „starren**  Körper.  So  haben  wir 
die  Wissenschaft  der  reinen  Kinematik,  mit  der  wir  uns  in  den  vor- 
hergehenden Kapiteln  befaßt  haben. 

130.    Übergang  von  einem  Bezugsystem  zu  einem  anderen. 

Wir  wollen  uns  jetzt  unser  Bezugsystem ,  das  wir  A  nennen  können, 
relativ  zu  einem  anderen  Bezugsystem  ^  bewegt  denken;  die  Bewegung 
der  Teilchen  mit  Bezug  auf  dieses  andere  System  wird  in  irgend  einem 
Augenblicke  zusammengesetzt  sein  aus  derjenigen  Bewegung,  welche 
die  Teilchen  in  Bezug  auf  B  haben  würden,  wenn  sie  mit  Ä  starr  ver- 
bunden wären  (in  den  Lagen,  die  sie  in  diesem  Augenblicke  einnehmen), 
und  den  Bewegungen,  welche  die  Teilchen  im  selben  Augenblicke  in 
Bezug  auf  Ä  haben.  Wenn  die  Bewegung  von  Ä  in  Bezug  auf  B 
bestimmt  ist,  ist  es  nicht  schwierig,  den  ersten  Teil  der  Bewegung  jedes 
Körpers  zu  finden ;  er  wird  sich  —  wie  man  sich  erinnern  muß  —  mit 
den  wechselnden  Lagen  der  Teilchen  infolge  ihrer  Bewegungen  in  Bezug 
auf  Ä  ändern.  Beispiele  für  diesen  Vorgang  bietet  die  oben  besprochene 
ebene  Bewegung  eines  starren  Körpers,  z.B.  die  Bewegung  der  Schreib- 
spitze einer  Zykloide  im  rollenden  Kreise  und  auf  dem  Blatte,  auf  das 
die  Kurve  verzeichnet  wird. 

Wir  können  die  Bezugnahme  noch  weiter  zurückschieben  und  so 
immer,  wenn  es  nötig  ist,  von  einem  Bezugsystem  zum  anderen  über- 
gehen. Es  liegt  freilich  kein  Grund  vor,  zu  glauben,  daß  wir  durch 
irgend  einen  solchen  Vorgang  jemals  zu  Axen  gelangen  könnten,  die 
als  absolut  fest  anzusehen  wären;  aber  es  ist  dasjenige  Vorgehen,  durch 
welches  die  durch  die  Erfahrung  eingegebenen  Korrektionen  eingeführt 
werden  müssen,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden.    * 

Wir  finden  also  durch  Beobachtung,  daß  wir  bei  einem  durch 
wirkliche  Körper  festgelegten  Bezugsystem  Halt  machen  können,  viel- 
leicht gleich  bei  dem  ersten,  Ä^  das  uns  durch  die  Natur  der  jeweiligen 
Umstände  geliefert  wird.  Bis  zu  einem  gewissen  Grade  können  wir 
die  Wirkung  der  Beziehung  eines  gewählten  Systems  auf  andere,  durch 
die  Natur  angegebene  Bezugsysteme  in  Betracht  ziehen  und  sicher  sein, 
daß  die  für  die  Teile  unseres  Systems  noch  zuzusetzenden  Bewegungen 
unmerklich  oder  zu  vernachlässigen  sind. 

Z.  B.  beziehen  wir  die  Bewegung  eines  Geschosses  auf  drei  in  der 
Erde  feste  Axen,  etwa  eine  vertikal  nach  oben,  eine  nprd-,  die  andere 
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westwärts  und  betrachten  die  Bewegung.  Wir  finden ,  da£  die  Ergeb- 
nisse der  Annahme,  dieses  Azensystem  sei  fest,  nur  annähernd  mit  der 
Erfahrung  übereinstimmen^  und  wir  mü;jsen  sie  auf  Grund  der  Drehung 
der  Erde  relativ  zu  den  Fixsternen  korrigieren.  Möglicherweise  gibt 
es  noch  andere  Korrektionen,  welche  der  vollkommenen  Exaktheit  näher 
kommende  Beobachtungen  erschließen  könnten,  aber  wir  haben  keinen 
Beweis  für  ihr  Vorhandensein. 

131.  TrSgheit  oder  Masse.  Bis  hierher  haben  wir  es  lediglich 
mit  rein  kinematischen  Begriffen  zu  tun  gehabt;  nunmehr  müssen  wir 
den  Begriff  der  Trägheit  oder  Masse  einführen.  Wir  beobachten  un- 
zählige Male,  daß  verschiedene  Körper  unter  Umständen,  die  wir  als 
gleiche  anzusehen  erfahrungsgemäß  berechtigt  sind,  doch  verschiedene 
Beschleunigungen  annehmen.  Freilich  machen  wir,  indem  wir  in  ver- 
schiedenen Fällen  „Gleichheit  derUmstände*^  annehmen,  stillschwei- 
gend die  Voraussetzung,  daß  die  Körper  ihre  physikalischen  Eigen- 
schaften inzwischen  nicht  geändert  haben,  was  natürlich  stets  besonderer 
Krwägung  bedarf.  Beobachten  wir  z.  B.  den  Antrieb,  den  eine  ela- 
stische Feder  erst  einem,  dann  einem  anderen  Körper  erteilt  und  finden 
wir  beide  verschieden,  so  könnten  wir  dies  auf  eine  Änderung  der 
Feder  schieben,  wenn  wir  nicht  durch  einen  dritten  Versuch  bei  dem 
ersten  Körper  wieder  den  früheren  Antrieb  wiederfänden,  so  daß  die 
Differenz  wirklich  in  der  Verschiedenheit  der  beiden  Körper  zu  suchen 
ist;  denn  daß  die  Feder  sich  immer  abwechselnd  verändere  und  wieder 
den  früheren  Zustand  annehme,  wird  man  nicht  behaupten  wollen. 
Überhaupt  ließe  die  Tatsache,  daß  eine  Feder  (wenigstens  lange  Zeit 
hindurch)  auf  denselben  Körper  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wirkungen 
ausübt,  außer  der  Erklärung,  daß  Feder  und  Körper  unverändert  ge- 
blieben sind,  nur  noch  die  andere  zu,  daß  sie  sich  in  genau  gleichem 
Verhältnis  geändert  haben;  eine  Annahme,  die,  da  sie  schließlich  für 
alle  Dinge  gelten  müßte,  gänzlich  unfruchtbar  bliebe  und  deshalb  aus 
dem  Spiele  gelassen  werden  darf.  Wir  wollen  also  ruhig  von  „gleichen 
Umständen*'  reden,  wofür  eine  Feder  mit  gegebener  Spannung  ein 
Beispiel  ist. 

132.  Vergleichung   der  Trägheiten   verschiedener  Körper. 

Wir  finden  also,  wie  gesagt,  daß  verschiedene  Körper  unter  gleichen 
Unaständen  verschiedene  Beschleunigungen  annehmen.  Wir  gewinnen 
hieraus  die  Vorstellung,  daß  die  Körper  der  Veränderung  ihres  Zu- 
standes  einen  verschiedenen  Widerstand  entgegensetzen,  daß  sie  ver- 
schiedene Trägheit  besitzen.  Ein  Maß  dieser  Trägheit  erhalten  wir, 
wenn  wir  erwägen ,  daß  wir  die  Beschleunigung  ^j ,  1)2,  &3  ...  mit  ver- 
schiedenen Faktoren  mj ,  m^ ,  m^  ...  multiplizieren  müssen ,  um  immer 
dasselbe  Produkt  JT  zu  erhalten,  nämlich  offenbar  mit  den  Faktoren: 


K  K  K 
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Diese  Größen  m  heißen  die  Trägheiten  oder  gewöhnlich  die  Massen  der 
Körper. 

Wenn  man,  wie  dies  zuweilen  geschieht,  die  Masse  als  den  Gehält 
eines  Körpers  an  Materie  definiert,  so  ist  dies  nichts  als  eine  leere 
Wortumschreibung.  Die  wahre  Definition  knüpft  an  das  an,  was  wir 
an  den  Körpern  beobachten,  an  ihre  Bewegung. 

Wenn  man  ferner,  wie  dies  in  zahlreichen  Büchern  geschieht,  den 
Satz  aufstellt:  Die  Beschleunigungen  der  Körper  unter  gleichen  Um- 
ständen sind  umgekehrt  proportional  ihren  Massen,  so  ist  das  tatsäch- 
lich, nicht  aber  erkenntnistheoretisch  richtig  ausgedrückt.  Denn  das 
Beobachtete  ist  die  Beschleunigung,  das  hieraus  Erschlossene  die  Masse, 
und  es  ist  demgemäß  vielmehr  so  zu  sagen: 

„Die  Massen,  die  man  verschiedenen  Körpern  beilegen  muß,  sind 
den  unter  gleichen  Umständen  an  ihnen  beobachteten  Beschleunigungen 
umgekehrt  proportional. ** 

Oder,  direkt  in  der  F'orm  der  Definition  des  Begriffes  Masse: 

,)  Massen  der  Körper  sind  die  Faktoren,  mit  denen  man  ihre  unter 
gleichen  Umständen  angenommenen  Beschleunigungen  multiplizieren 
muß,  um  für  alle  dasselbe  Produkt  zu  erhalten.*' 

133.  Kraft«  Yergleiehung  verschiedener  Kräfte«  Durch  die 
Einführung  der  Faktoren  m  sind  wir  zugleich  noch  zu  einer  anderen 
neuen  Größe,  dem  Produkte  if,  gelangt  Diese  Größe  ist  für  alle  Kör- 
per, auf  welche  bestimmte  Umstände  einwirken,  dieselbe;  sie  kann  also 
nichts  mit  diesen  Körpern  zu  tun  haben,  sie  ist  lediglich  ein  Maß  jener 
„gleichen  Umstände'',  welche  die  Körper  in  Bewegung  setzen  bezw.  ihre 
Bewegung  ändern.  Das  uns  innewohnende  Kausalitätsbedürfnis  hat 
dazu  geführt,  jene  Umstände  als  die  Ursache,  diese  Beschleunigung  als 
ihre  Wirkung  aufzufassen.  Jene  Ursache  aber  nennt  man,  indem  man 
die  Idee  der  in  uns  vorhandenen  Muskelkraft  überträgt  und  verall- 
gemeinert: Kraft.  Es  ist  aber  stets  im  Auge  zu  behalten,  daß,  wäh- 
rend die  Muskelkraft  in  unserer  Empfindung  lebt,  die  physikalischen 
Kräfte  lediglich  Abstraktionen  aus  den  beobachteten  Erscheinungen  sind. 

Kraft  wird  also  gemessen  durch  das  Produkt  irgend  einer  Masse 
in  die  Beschleunigung,  die  sie  ihr  erteilt;  dieses  Produkt  heißt  auch 
Massenbeschleunigung.  « 

134.  Gewicht.  Von  dem  Begriff  Masse  prinzipiell  durchaus  ver- 
schieden ist  der  Begriff;  Gewicht  (oder  Schwere)  der  Körper.  Es  muß 
das  besonders  betont  werden,  weil  man  praktisch  beide  häufig  iden- 
tifizieren kann  und  deshalb  auch  die  Masse  von  Körpern,  statt  aus 
Beschleunigungsversuchen  (die  höchst  heikel  und  umständlich  sein 
würden) ,  durch  Wägung  feststellt.  In  Wahrheit  ist  aber  das  Gewicht 
eines  Körpers  eine  Kraft,  nämlich  die  Kraft,  mit  der  er  auf  eine  Wag- 
schale drückt,  oder  die  ihn,  wenn  er  keine  Unterlage  hat,  frei  herab- 
fallen läßt.     Nach   dem ,   was   wir  bereits  wissen ,  ist  also   das  Gewicht 


Kraft,    Gewicht.     Dichte.  131 

eines  Körpers  das  Produkt  seiner  Masse  und  seiner  Beschleunigung 
beim  freien  Fall.  Wie  verschiedenartig  beide  Begriffe  sind,  geht  am 
deutlichsten  daraus  hervor,  daß  ein  gegebener  Körper  eine  bestimmte 
Masse  hat,  daß  hingegen  seine  Beschleunigung  und  folglich  auch  sein 
Gewicht  von  Ort  zu  Ort,  wenn  auch  auf  der  Erdoberfläche  nicht  sehr  ^ 
erbeblich,  variiert ;  an  den  Polen  und  in  Bergwerken  ist  es  am  größten,  \ 
am  Äquator  und  auf  hohen  Bergen  am  kleinsten.  Im  Durchschnitt  ist 
die  I^schleunigung  durch  die  Schwere  auf  der  Erde  etwa  g  =  980  cm/sec^, 
das  Gewicht  G  eines  Körpers  ist  also  durchschnittlich 

a  =  mg  =  980  m, 

d.b.  das  980  fache  seiner  Masse;  der  Faktor  kann  aber  zwischen  978  und 
983  (infolge  örtlicher  Verschiedenheiten)  schwanken.  Bei  Wägungen  mit 
der  Hebelwage  macht  sich  dies  offenbar  nicht  geltend,  weil  beide  Schalen 
gleich  affiziert  werden,  wohl  aber  bei  Wägungen  mit  der  Federwage. 

135.    Masseneinheit.  Spezifische  Masse  oder  Dichte.     Da  die 

Masse  derjenige  Faktor  ist,  der  mit  der  Beschleunigung  ein  für  alle 
Körper  gleiches  Produkt  liefert,  kann  man  für  einen  Körper  offenbar  die 
Masse  ganz  willkürlich  festsetzen,  z.  B.  m  =  1  setzen.  Man  hat  hierzu 
ursprünglich  diejenige  Wassermasse  gewählt,  welche  bei  4^  C.  genau 
1  com  Rauminhalt  hat  und  diese  Masse  ein  Gramm  genannt.  Das 
Tausendfache  dieser  Masse  ist  damals  in  Gestalt  eines  Platinstückes 
fixiert  worden;  es  heißt  Normalkilogramm  und  wird  im  Original  in 
l^äris,  in  Kopieen  an  vielen  Orten  aufbewahrt.  Gleichviel  nun,  ob  die 
danlalige  Bestimmung  genau  richtig  war  oder  nicht,  als  Gramm  gilt 
heutzutage  der  1000.  Teil  des  Normalkilogramms. 

Bei  einem  ausgedehnten  Körper  ist  die  Masse  insofern  kein  ein- 
facher Begriff,  als  sie  mit  dem  Volumen  desselben  im  Zusammenhange 
steht  Erfahrungsgemäß  hat  von  zwei  Körpern  aus  derselben  Art  von 
Materie,  z.  B.  von  Gold,  derjenige,  der  das  doppelte  Volumen  hat,  auch 
die  doppelte  Masse :  die  Masse  ist  also  mit  dem  Volumen  v  proportional, 
m  enthält  v  als  Faktor.  Die  Masse  enthält  aber,  wie  die  Massenver- 
scbiedenheit  eines  Kubikzentimeters  Gold  und  eines  Kubikzentimeters 
Kupfer  zeigt,  noch  einen  anderen  Faktor,  und  diesen  nennt  man  die 
spezifische  Masse  oder  die  Dichte  des  betreffenden  Stoffes.  Dichte 
ist  also  die  Masse  pro  Volumeneinheit;  allgemeiner,  bei  einem  Körper, 
dessen  Dichte  sich  von  Punkt  zu  Punkt  in  ihm  stetig  ändert,  ist  die 
Dichte  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Grenzwert,  dem  sich  das  Ver- 
hältnis der  Masse  eines  diesen  Punkt  umschließenden  Teiles  des  Kör- 
pers zum  Volumen  dieses  Teiles  nähert,  wenn  man  den  Teil  kleiner 
und  kleiner  wählt;  in  Formel,  wenn  Q  die  Dichte  ist: 

p  =  -— ,    am  =  gav 

und  speziell  bei  einem  „homogenen'^  Körper: 

9* 
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m 
Q  =  — ,     m  =  QV. 


Die  Dichte  des  Wassera  ist  hiemach  bei  4<>C.  gerade  1,  und  die  Dichte 
eines  anderen  Stoffes  kann  alsdann  auch  als  das  Verhältnis  der  Masse 
eines  Körpers  aus  diesem  Stoffe  zur  Masse  eines  gleichen  VolumeDS 
Wasser  definiert  werden.  Je  nachdem  in  der  ursprünglichen  oder  in 
der  letztgenannten  Weise  definiert  wird,  erh&lt  man  als  Dimensions- 
formel der  Dichte 

oder 


d.  h.  eine  reine  Zahl. 


[M]  -  ^' 


136.  Gewichts-  und  Krafteinheit.  Spezifisches  Gewicht   Aus 

der  Masseneinheit  ergiht  sich  nun  sofort  die  Gewichtseinheit,  allgemeiner 
die  Krafteinheit,  wie  sie  dem  wissenschaftlichen  Maßsystem  entspricht 
Die  Krafteinheit  ist  offenbar  diejenige  Kraft,  welche  der  Masseneinheit 
also  einem  Gramm,  die  Beschleunigung  1  cm  pro  sec,  oder  in  der  Sekunde 
die  Geschwindigkeit  1cm  pro  sec  erteilt;  diese  Kraft einheit  heißt  Dyne-, 
sie  ist  zugleich  die  wissenschaftliche  Gewichtseinheit  Im  praktischen 
Leben  werden  Gewichte  gewöhnlich  in  einer  anderen  Einheit  ausgedrückt, 
nämlich  auf  das  Gewicht  eines  Kubikzentimeters  Wasser  von  49  G.  (am 
Meeresspiegel  unter  45^  Breite)  als  Einheit  bezogen.  Im  wissenschaft- 
lichen Maße  ist  dieses  Wassergewicht  nicht  1,  sondern,  wie  wir  wissen, 
980 ;  denn  es  ist  das  Produkt  der  Masse  1  g  und  der  Beschleunigung 
980  cm/sec^.  Leider  wird  diese  praktische  Gewichtseinheit  auch  als 
„Gramm^  bezeichnet  und  hieraus  kann  leicht  Verwirrung  entstehen. 
Man  muß  sich  stets  vergegenwärtigen,  daß  das  wissenschaftliche  Gewicht 
eines  Körpers  980  mal  so  groß  ist,  wie  sein  praktisches  Gewicht  Da- 
gegen sind  offenbar  die  wissenschaftliche  Masse  eines  Körpers  und  sein 
praktisches  Gewicht  immer  von  demselben  Zahlenwert  in  Grammen. 

Wie  aus  der  Masse  die  Dichte,  so  leitet  man  aus  dem  Gewichte 
das  spezifische  Gewicht  ab.  Es  ist  das  Gewicht  der  Yolumeneinheit 
eines  Körpers  oder  auch  das  Verhältnis  des  Gewichtes  eines  Körpen 
zu  dem  eines  gleich  großen  Volumens  Wasser.  Hieraus  ergibt  sich, 
daß  praktisch  die  Dichte  und  das  spezifische  Gewicht  eines  Stoffes 
durch  dieselbe  Zahl  ausgedrückt  werden. 

137.  Newtons  zweites  Beweg^iiiigsgesetz.  Diskussion  des- 
selben. Der  moderne  Kraftbegriff  und  das  Kraftgesetz,  wonach  die 
Kraft  durch  das  Produkt  von  Masse  und  Beschleunigung  gemessen  wird, 
rührt  im  wesentlichen  von  Isaac  Newton  her,  der  es  als  zweites  Be- 
wegungsgesetz mit  folgenden  Worten  aussprach: 

Mutationem  motus  proportionalem  esse  vi  motrici  impres- 
sae,  et  fieri  secundum  lineam  rectam  qua  vis  illa  imprimitnr. 


Zweites  Bewegungsgesetz.  }d3 

Die  Änderung  der  Bewegung  ist  der  bewegenden  ein- 
wirkenden Kraft  proportional  und  findet  in  der  Richtung 
statt,  in  der  jene  Kraft  wirkt. 

Newton  fügt  die  folgende  Erklärung  bei,  die  natürlich  mit  dem 
Gesetz  angenommen  werden  mu£. 

Wenn  eine  Kraft  eine  Bewegung  erzeugt,  so  wird  eine  doppelte 
Kraft  eine  doppelte  Bewegung,  eine  dreifache  eine  dreifache  Bewegung 
erzeugen,  gleichviel,  ob  sie  zusammen  und  plötzlich  oder  der  Reihe 
nach  und  allmählich  angewandt  werden,  und  diese  Bewegung  wird, 
wenn  der  Körper  schon  vorher  in  Bewegung  war,  entweder  der  schon 
vorhandenen  Bewegung  zugefügt,  wenn  sie  in  derselben  Richtung  statt- 
findet, oder  von  ihr  abgezogen,  wenn  sie  in  der  gerade  entgegengesetzten 
stattfindet,  oder  endlich  mit  ihr  zusammengesetzt,  wenn  beide  in  einem 
Winkel  gegeneinander  geneigt  sind. 

Das  in  Rede  stehende  Gesetz  wird  manchmal  als  bloße  Aufstellung 
einer  Indentität  betrachtet,  da  wir  ja  die  Kraft  nur  aus  der  Bewegungs- 
änderung, die  sie  hervorruft,  kennen.  Indessen  scheint  dies  ein  zu 
voreiliger  Schluß  zu  sein.  Von  dem  hier  angenommenen  Standpunkte 
ans  enthält  das  Gesetz  die  oben  erklärten  theoretischen  Methoden,  um 
Massen  und  Kräfte  zu  vei gleichen.  Überdies  liefert  die  in  der  Über- 
setzung mitgeteilte  erklärende  Bemerkung  eine  höchst  wichtige  Deutung 
des  Gesetzes.  Sie  besteht  darin,  daß,  wenn  ein  Körper  unter  verschie- 
denen Kräften  steht,  jede  von  ihnen  als  vollkommen  wirksam,  hin- 
sichtlich der  Änderung  der  Bewegung  des  Körpers,  unabhängig  von 
den  anderen,  betrachtet  werden  muß.  Wenn  z.  B.  ein  einfaches  Pendel, 
das  aus  einem,  an  einem  Faden  aufgehängten,  schweren  jpj„  jqj 
kleinen  Körper  besteht,  wie  in  Fig.  101  abgelenkt  ^ 
und  dann  sich  selbst  überlassen  wird,  so  muß  man 
die  dem  Kügelchen  durch  die  Schwere  erteilte  Be- 
schleanigung  als  neben  der  durch  die  Spannung  im 
Faden  erzeugten  bestehend  annehmen.  Wenn  das 
Pendel  vertikal  hängt,  so  kann  man  annehmen,  daß 
die  Spannung  im  Faden  eine  Beschleunigung  erzeugt, 
die  der  durch  die  Schwere  nach  unten  erzeugten 
gleich  und  entgegengesetzt  ist,  d.  h.  daß  die  Span- 
nung im  Faden  eine  Beschleunigung  des  Kügelchens 
in  der  Richtung  des  Fadens  hervorruft.  Wenn  das  A^J-- 
Pendel,  nachdem  es  abgelenkt  worden  ist,  losgelassen 
wird,  so  muß  man  annehmen,  daß  die  Spannung  im  Faden  wie  im 
vorhergehenden  Falle  eine  Beschleunigung  längs  dem  Faden  erzeugt, 
nnd  da  die  Beschleunigung  in  diesem  Augenblicke  längs  der  Tangente 
an  den  von  O  als  Mittelpunkt  durch  AB  gelegten  Kreis  gerichtet  ist, 
80  hebt  die  Wirkung  des  Fadens  einfach  die  in  die  Richtung  OB  fal- 
lende Komponente  der  Beschleunigung  des  Kügelchens  durch  die  Schwere 
anf.    Wenn  also  a  der  Winkel  AGB  und  m  die  Masse   des  Pendel- 
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körpers  ist,  so  haben  wir  als  Komponenten  der  Massenbeschleunigung 
des  Pendelkörpers  wg  cosct  längs  OB  und  mg  sina  längs  der  Tangente 
nach  Ä  hin.  Die  erstere  wird  durch  die  Spannung  im  Faden  auf- 
gehoben, und  folglich  ist  die  durch  den  Faden  erzeugte  Massenbeschleu- 
nigung in  der  Richtung  von  B  nach  0  gleich  ntg  cos  a.  Die  Komponente 
mg  sinu  setzt  den  Pendelkörper  längs  dem  Kreise  in  Bewegung. 

Hat  der  Pendelkörper  eine  Geschwindigkeit  v  erhalten,  so  hat  er 
Beschleunigung  v^/r  nach  0  zu,  wenn  OB  =  r  ist.  Wenn  also  0  der 
Winkel  ist,  den  OB  jetzt  mit  OÄ  bildet,  so  ist  die  durch  den  Faden 
geleistete  Massenbeschleunigung  nach  0  zu: 


B  =  mg  cos  0  -\-  m 


(1) 


Fio;.   102. 


138.  Gleichgewicht  des  abgelenkten  Pendels.  Bewegung  des 
einfachen  Pendels.  Lassen  wir  nochmals  das  Pendel  in  der  eben 
erwähnten  abgelenkten  Lage  durch  eine  auf 
den  Pendelkörper  wirkende  horizontale  Kraft, 
wie  in  Fig.  102,  angehalten  werden.  Der 
Faden  erteilt  wie  vorher  eine  Kraft  nach  0  zu. 
Jii  der  eben  erklärten  Betrachtungsweise  der 
Wirkung  der  Spannungen  erteilt  die  vertikale 
Kraft  durch  die  Schwere  eine  Massenbeschleu- 
nigung mg  vertikal  nach  unten,  und  diese  nun 
wird  von  der  durch  die  Spannung  im  Faden 
bewirkten  Massenbeschleunigung  nach  oben  auf- 
gehoben. Die  durch  diese  Spannung  bewirkte 
horizontale  Massenbeschleunigung  wird  durch 
die  horizontale  Kraft /i  aufgehoben.  Wenn  wir 
also  6r  für  die  Massenbeschleunigung  durch  den 
Faden  setzen,  so  haben  wir 


Cr  =  mg/cos  ö,      K  =  G  sin  0  =  mg  tg  0 


(2) 


Dieses  nennt  man  die  Gleichgewichtsgleichungen  des  Pendels.  Sie 
besagen  nur,  daß  die  Massenbeschleunigungen,  deren  einzelne  Symbole 
Kj  G  auf  der  linken  Seite  stehen,  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
Werte  haben,  d.  h.  daß  die  Kräfte,  wenn  sie  jede  einzeln  wirksam 
wären,  die  festgestellte  Massenbeschleunigung  in  dem  Pendel  hervor- 
rufen würden.  Die  Vorstellung,  daß  A',  G  auf  der  linken  Seite  Kräfte 
im  Sinne  von  Bewegungsursachen ,  und  die  Ausdrücke  auf  der  rechten 
Seite  Wirkungen  bezeichnen,  wäre  eine  Täuschung.  Natürlich  können 
wir  von  Kräften  als  Bewegungsursachen  sprechen,  wie  wir  es  auch 
oben  getan  haben,  aber  das,  was  wir  hier  betonen,  ist,  daß  die  Wir- 
kungen von  Spannungen  nur  im  Sinne  solcher  Betrachtungen  wie 
die  oben  gegebenen  in  dynamische  Gleichungen  eingeführt  werden 
können. 


Pendel.  135 

Wenn  die  Kraft  K  nicht  vorhanden  ist,  und  das  Pendel  sich  in 
der  Ebene  OAB  bewegt,  so  ändert  das  Teilchen  B  (§  137)  in  jedem 
Augenblick  seine  Bewegungsgrdße  im  Verhältnis  mg  sin  Q  längs  der 
Tangente  an  die  Kreisbahn,  wo  0  der  Ablenkungswinkel  des  Fadens 
Tom  Lot  in  diesem  Augenblicke  ist.  Wenn  i)  immer  klein  und  im 
Bogenmaße  genommen  wird,  ist  mg  sin  6  annähernd  gleich  mg  0.  Folg- 
lich ist  die  Beschleunigung  gO,  sie  ist  stets  nach  der  Gleichgewichts- 
lage Ä  des  Pendels  gerichtet  und  zwar  längs  einer  Bahn,  die  als  hori- 
zontale Linie  durch  A  gedacht  werden  kann.  Die  lineare  Yerrückung 
von  B  Ton  A  aus  längs  dieser  Linie  ist  10^  wenn  1  die  Länge  des 
Fadeus  bezeichnet.     Daher  ist  numerisch 

Beschleunigung  g 

Verrückung  l  ' 

and  68  ist  nach  §  53  die  Bewegung  eine  einfache  Schwingung  in  einer 
durch  die  Gleichung 


T=2«}/i 


(3) 


gegebenen  Periode.  Lidessen  gilt  diese  Gleichung  nur  für  kleine 
Schwingungsbögen.  Die  vollständige  Theorie  wird  unter  „Maße  und 
Instramente"  gegeben  werden. 

139.  Bedeutung  von  auf  ein  einzelnes  Teilehen  wirkenden 
Kräften,     Ferner  bezeichnen  in  Gleichungen  wie  die  folgenden 

nijjj  =  X,     m—  =  r,     m—  =  Z    .     .     .     .     (4) 

die  Symbole  X,  F,  Z,  wie  man  allgemein  sagt,  auf  das  Teilchen  m  in 
in  den  Richtungen  x^  y^  z  wirkende  Kräfte,  und  die  Größen  auf  der 
linken  Seite  bedeuten  die  Massenbeschleunigungen,  also  die  Änderungs- 
grade der  Bewegungsgrößen,  welche  sie  erzeugen,  und  man  spricht  oft 
Ton  den  ersteren,  als  ob  sie  von  den  letzteren  gänzlich  wesensyer- 
achiedene  Dinge  wären.  Diese  letztere  Meinung  scheint  ebenfalls  durch- 
aus irrig  zu  sein.  Die  Größen  X,  IT,  Z  werden  nur  zeitweilig  für 
diejenigen  Werte  von  mx^  my^  mz  gesetzt,  die  aus  den  gegebenen  Be- 
wegungsumständen  gefunden  werden  sollen,  d.h.  aus  den  festgestellten 
Angaben  und  Beziehungen  (s.  §  140). 

Abgesehen  von  der  Kürze  des  Ausdruckes  und  einer  —  doch  nur 
äußerlichen  —  Befriedigung  des  Kausalitätsbedürfnisses  hat  es  keinen 
Sinn  und  Zweck,  X,  Y,  Z  als  Ursachen  und  W;i;,  my^  mz  als  Wirkungen 
anzunehmen. 

140.  Dynamisches  Beispiel:  durcli  ein  Gewicht  ausgezogene 
Spiralfeder.  Daß  die  Ausdrücke  Ursache  und  Wirkung  zu  erwünschter 
Kürze  führen  können,  kann  an  einem  Beispiele  gezeigt  werden.    Denken 
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wir  uns  ein  Teilcben  aufgehängt  an  einer  Spiralfeder  (deren  Masse 
yernachlässigt  werden  kann),  welche  die  auf  das  Teilchen  wirkende 
Schwerkraft  im  Gleichgewichte  hält,  wenn  sie  um  eine  Länge  8  gestreckt 
ist.  Dann  wissen  wir  1.  daß  nach  der  oben  gegebenen  Deutung?  des 
zweiten  Bewegungsgesetzes  die  Spannung  in  der  Feder  dem  Teilchei} 
gerade  eine  Massenbeschleunigung  nach  oben  mg  erteilt  und  daher, 
wenn  sie  allein  wirksam  wäre,  dem  Teilchen  eine  tatsächliche  Bescbleu- 
nigung  nach  oben  g  erteilen  würde.  Außerdem,  da  das  Experiment 
erweist,  daß  verschiedene  an  die  Feder  gehängte  Gewichte  sie  um  I^- 
träge,  die  ihnen  proportional  sind,  verlängern,  wissen  wir  2.  daß,  wenn 
die  Feder  um  einen  Betrag  s  -\-  x  gestreckt  würde,  die  elastische 
Reaktion  eine  Beschleunigung  nach  oben  g(s  -{-  x)/s  erzeugen  würde. 
Folglich  wird  bei  der  Verlängerung  s  +  ^  die  resultierende  Aufwärts- 
beschleuniguug  des  Teilchens  ^x/s  sein;  und,  wenn  x  die  Beschleunigung 
nach  unten  darstellt,  erhalten  wir  die  Bewegungsgleichung 

d^x  X 

an  deren  Lösung  ohne  weiteres  gegangen  werden  kann. 

Wir  kürzen  diese  Darlegungen  erheblich  ab,  wenn  wir  sagen,  daß 
im  ersten  Falle  die  durch  die  Feder  nach  aufwärts  ausgeübte  Kraft  mg 
ist,  und  im  zweiten  (nach  dem  experimentellen  Ergebnis) 

s  4-  X 
mg   — -. 

Die  auf  das  Teilchen  wirkende  resultierende  Kraft  ist  also  nach  oben 
mgx/s,  oder,  nach  unten,  — tngxs.  Wenn  man  also  — mgx/s  statt  X 
in  die  Beweguugsgleichung  einsetzt,  so  ergibt  sich  die  oben  aufgestellte 
Gleichung. 

Wir  können  also  die  Ausdrücke  Ursache  und  Wirkung  ge- 
brauchen und  gebrauchen  sie  fortwährend,  sollten  uns  aber  immer  dabei 
erinnern,  daß,  wenn  ein  Gegenstand  auf  die  Lösung  eines  dynamischen 
Problems  zurückgeführt  ist,  wir  einen  rein  mathematischen  Prozeß  ab- 
zuwickeln haben,  durch  den  wir  nur  das  explizite  darstellen,  was  schon 
in  unseren  Gleichungen  implizite  enthalten  war. 

Diese  Anschauung  kollidiert  keineswegs  mit  der  Betrachtung  der 
Spannungen  als  physikalische  Realitäten,  sie  stellt  nur  fest,  was  in  der 
Anwendung  der  Dynamik  auf  physikalische  Probleme  substantiell  ent- 
halten ist.  Die  Objektivität  der  Kraft,  über  die  so  viel  geschrieben 
worden  ist,  geht  uns  hier  nichts  an. 

Um  die  Lösung  des  oben  aufgestellten  Problems  zu  vervollstän- 
digen, sei  bemerkt,  daß  wir  die  Gleichung 

(l^X 

dt'         g 
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haben.     Die  Bewegung  ist  daher  nach  §  53  eine  einfache  Schwingung 
Ton  einer  durch  die  Gleichung 

T>   ~  s 
oder 


T=2;rl/-i 


(5) 


gegebenen  Periode.  Daher  schwingt  die  Feder,  nach  §  138,  mit  der 
Periode  eines  Pendels  von  einer  Länge  gleich  der  Strecke,  durch  die  die 
Feder  ausgezogen  ist,  wenn  sie  mit  dem  angehängten  Teilchen  im 
Gleichgewichte  ist. 

141.  Relativität  der  Kraft.  Es  muß  bemerkt  werden,  daß,  da 
das  Maß  der  Kraft  im  zweiten  New  ton  sehen  Gesetz,  nämlich  mx,  relativ 
ist,  die  betrachteten  Kräfte  ebenfalls  relativ  sein  müssen.  Nun  wird 
manchmal  behauptet,  daß,  da  unsere  Idee  der  Kraft  (also,  wie  gesagt, 
unser  Gewahrwerden  der  Existenz  einer  Spannung  in  einem  Körper, 
z.  B.  in  unseren  Muskeln)  von  der  Empfindung  abgeleitet  werde,  die 
Kraft  nicht  relativ  sei.  Unser  Muskelsinn  belehrt  uns  zweifellos  dar- 
über, daß  eine  Spannung  in  einem  Körper,  getrennt  von  der  Massen- 
beschleunigung ,  existiert,  aber  keineswegs  darüber,  was  die  auf  einen 
beschleunigten  Körper  wirkenden  Kräfte  in  einem  absoluten  Sinne  sind. 
Die  Kraft,  die  wir  fühlen,  hängt  nicht  von  unserem  Standpunkte  ab; 
sie  wird  uns  kund  gemacht  durch  eine  durch  die  Verrückung  gewisser 
Teile  des  Muskel-  oder  Nervensystems  relativ  zu  anderen  oder  vielleicht 
durch  relative  Bewegungen  verschiedener  Teile  des  Muskel-  oder 
Nervengewebes  erregte  Empfindung;  die  Kraft,  die  wir  als  auf  den 
Körper  wirkend  ansehen,  hängt  sicherlich  von  der  Beschleunigung  ab, 
die  der  Körper  dem  Augenschein  nach  hat.  Eine  Beschleunigung ,  die 
wir  beobachten,  ist  eine  durchaus  reale  Sache,  aber  die  Beschleunigung 
eines  Teilchens  ist  in  ihrem  Werte  vollkommen  abhängig  von  dem 
System,  auf  das  die  Rechnung  bezogen  wird.  Wenn  verschiedene  Teile 
eines  menschlichen  Körpers  verschiedene  Beschleunigungen  erfahren, 
wenn  z.B.  bei  einem  rasch  fahrenden  Zuge,  in  dem  er  sitzt,  die  Bremse 
plötzlich  angezogen  wird,  so  wird  der  betreffende  Mensch  des  Vorhanden- 
seins einer  Spannung  inne,  die  tatsächlich  stark  fühlbar  sein  kann;  in- 
dessen wird  er  sich  der  für  alle  Teilchen  eines  Körpers  gleich  starken 
Beschleunigung  nach  der  Sonne  zu  oder  gegen  den  Mittelpunkt  des 
Kreises,  in  dem  er  sich  infolge  der  Erdrotation  bewegt,  nicht  bewußt. 
Wie  man  sieht,  hängt  die  auf  irgend  ein  Teilchen  seines  Körpers  wir- 
kende Kraft  von  dem  Punkte  ab ,  auf  den  man  die  Bewegung  bezieht. 
Wenn  wir  die  Gesamtheit  der  auf  ein  Teilchen  als  Teil  der  Allmaterie 
wirkenden  Spannungen  erschöpfen  könnten,  möchten  wir  berechtigt 
sein,  von  der  absoluten  Beschleunigung  des  Teilchens  zu  reden,  aber 
diese  Gesamtheit  ist  vielleicht  unbestimmt. 
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142.  Zusammensetzuiig  und  Auflösung  von  Kräften.     Es 

ist  einleuchtend,  daß  die  oben  gegebenen  Theoreme  der  Auflösung  und 
Zusammensetzung  von  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  und  von 
Richtungsgrößen  im  allgemeinen  ebenso  für  Kräfte  gelten.  So  erbalten 
wir  die  Theoreme  des  Dreiecks  oder  Parallelogrammes  der  Kräfte, 
des  Polygons  derKräfte  und  umgekehrt  die  der  Ersetzung  von  nach 
Größe  und  Richtung  gegebenen  Kräften  durch  Komponenten  in  ver- 
schiedenen Richtungen. 

Das  Dreieck  der  Kräfte  stellt  nur  fest,  daß,  wenn  zwei  auf  ein 
Teilchen  wirkende  Kräfte  nach  Größe  und  Richtung  durch  die  beiden 
Seiten  AB,  BC  eines  Dreieckes  (s.  oben  Fig.  5,  §  17)  dargestellt  sindi 
ihre  Resultante,  die  Massenbeschleunigung  des  Teilchens,  auf  dieselbe 
Weise  durch  die  dritte  Seite  A  C  dargestellt  wird. 

Das  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  tatsächlich  derselbe  Satz  iu 
einer  leicht  veränderten  Form.  Von  A  (Fig.  5)  wird  eine  Linie  AD 
in  demselben  Sinne  und  von  derselben  Länge  wie  B  G  gezogen ,  die 
folglich  ebenso  wie  BC  die  Kraft  in  dieser  Richtung  darstellt.  Die 
Resultante  A  C  ist  alsdann  die  durch  A  gelegte  Diagonale  des  Parallelo- 
gramms AB  CD, 

Das  Polygon  der  Kräfte  ist  der  in  §  17  für  Strecken  aufgestellte 
Satz.  Wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  auf  ein  Teilchen  wirkenden 
Kräften  durch  die  Seiten  OA,  AB...,  NF  eines  offenen  Polygons  dar- 
gestellt wird,  so  wird  ihre  Resultante  durch  die  Schlußseite  OP  dar- 
gestellt. Die  Folge  der  Richtungen  von  0  nach  A,  von  A  nach  B  u.  s.  w. 
wird  gewöhnlich  dadurch  ausgedrückt,  daß  man  die  Seiten  OAy  AB... 
als  der  Reihe  nach  genommen  bezeichnet.  Die  Resultante  wird, 
wie  genau  zu  beachten  ist,  vom  Anfangspunkte  0  nach  dem  Endpunkte 
P  gezogen.  Fällt  P  mit  0  zusammen,  so  ist  die  Resultante  natür- 
lich null. 

Es  sei  bemerkt,  daß  der  Satz  auch  für  Kräfte,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  gilt.  Jedes  aufeinander  folgende  Seitenpaar  des  Polygons 
liegt  natürlich  in  einer  Ebene,  aber  es  brauchen  nicht  ihrer  drei  in 
einer  Ebene  zu  liegen. 

Alle  diese  Sätze  drückt  man  auch  so  aus,  daß  man  sagt:  die 
resultierende  Kraft  ist  die  geometrische  Summe  der  Einzel- 
kräfte. 

143.  Wirkung  von  Kräften  auf  ein,  eine  beliebige  Bahn 
beschreibendes  Teilchen.  Da  sich  die  Beschleunigung  eines  auf  be- 
liebiger Bahn  fortschreitenden  Teilchens  in  zwei  Komponenten  auflösen 
läßt,  deren  eine  längs  der  Tangente  an  die  Bahn,  deren  andere  nach 
dem  Krümmungsmittelpunkte  zu  wirkt,  so  erfährt  das  Teilchen  die 
Wirkungen  entsprechender  Kräfte  in  diesen  Richtungen,  die  der  jedes- 
maligen Beschleunigung  mal  der  Größe  tn  der  Masse  des  Teilchens 
gleich  sind.     So  haben  in  §  55  die  Kräfte  die  Werte 
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wo  s^  s  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  längs  der  Tangente 
sind  und  li  der  Krümmungsradius  ist. 

Dagegen  gibt  es  keine  Beschleunigung  senkrecht  zur  Scbmiegungs- 
ebene  in  irgend  einem  Punkte,  und  die  Kräfte  sind  deshalb  in  allen 
Punkten  auf  jene  Ebene  beschränkt.  Dies  folgt  aus  der  Tatsache,  daß 
die  Bewegung  längs  zwei  aufeinander  folgenden  Bahnelementen  in  der 
Schmiegungsebene  erfolgt;  es  ist  aber  leicht,  es  auch  analytisch  zu 
beweisen,  indem  man  aus  den  Richtungskosinus  or/s,  i//s,  z/s  der  Tan- 
gente in  P  die  der  Tangente  in  einem  anstoßenden  Punkte  und  folg- 
lich die  der  Normalen  zur  Schmiegungsebene  findet;  es  wird  sich  dabei 
zeigen,  daß  i*,  j),  z  parallel  zu  dieser  Normalen  aufgelöst,  das  Resultat 
null  ergibt.  Dieselbe  Rechnung  wird  erweisen,  daß  die  Kraft  nach 
dem  Krümmungsmittelpunkte  zu  ms^jR  ist. 

144.  Die  Massen  der  Körper  sind  ihren  Gerichten  propor- 
tional* Es  ist  sehr  schwierig,  die  oben  erklärte  dynamische  Methode 
zur  Yergleichung  von  Massen  mit  einiger  Genauigkeit  auszuführen;  aber 
die  Yergleichung  kann  mit  äußerster  Exaktheit  durch  die  Methode  des 
Wagens  geschehen,  da,  wie  zuerst  durch  Galilei  gezeigt  und  später 
in  feinerer  Weise  durch  Newton  bewiesen  worden  ist,  die  Massen  der 
Körper  den  Anziehungen  zwischen  ihnen  und  der  Erde  proportional 
sind.  Galileis  Experiment  ist  allbekannt.  Es  war  die  von  den  da- 
maligen Gelehrten  stark  verteidigte  Meinung,  daß  von  zwei  verschie- 
denen Gewichten,  die  man  gleichzeitig  vom  selben  Punkte  herunterfallen 
ließe,  das  größere  zuerst  den  Boden  erreichen  würde.  Galilei  wich  von 
dieser  Meinung  ab  und  behauptete,  sie  würden  gemeinsam  den  Boden 
erreichen.  Um  die  Sache  in  Gegenwart  seiner  Opponenten  zu  beweisen, 
nahm  er  eine  Anzahl  Stücke  von  sehr  verschiedenem  Gewichte  und  ließ 
sie  gleichzeitig  von  der  obersten  Galerie  des  schiefen  Turmes  von  Pisa 
auf  das  Pflaster  herunterfallen.  Das  Ergebnis  war  eine  glänzende  Be- 
stätigung von  Galileis  Vorhersage. 

Da  die  Körper  nicht  nur  den  Boden  gleichzeitig  erreichten,  sondern 
auch  während  des  Fallens  Schritt  gehalten  hatten,  war  die  Beschleuni- 
gung in  Jedem  Augenblicke  die  gleiche  für  alle  gewesen.  Bezeichnen 
wir  mit  Gr^,  G^  ,..  die  durch  die  Erde  auf  die  Körper  ausgeübten  Gra- 
vitationskräfte,  relativ  zu  einem  mit  Bezug  auf  die  Fixsterne  (§  130) 
festgesetzten  Axensystem  gerechnet,  d.  h.  den  Änderungsgrad  der  Be- 
wegungsgröße ,  den  die  Körper  in  irgend  einem  Augenblick  erfuhren ; 
mit  iMi,  Wa  ...  die  Massen  der  Körper,  wie  wir  sie  durch  die  dyna- 
mische Yergleichung  erhalten,  und  mit  ^  die  gemeinsame  Beschleunigung 
nach  unten  in  irgend  einem  Augenblick,  so  haben  wir  die  Gleichung 
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G,  =  niig,  Gi  =  tUig 
u.  s.  w.,  d.  h.  Gti,  Crg  ...  waren  den  Massen  tn,,  m^  ...  proportionaL 
Aber  nach  den  oben  gemachten  Annahmen  über  die  Gleichheit  der 
Umstände  und  die  Unabhängigkeit  der  Kräfte  waren  G^,  G^  .  .  .  sehr 
annähernd  (s.  w.  u.)  jene  Kräfte,  welche  durch  die  Wirkung  gleicher 
und  entgegengesetzter  Kräfte  aufgehoben  waren,  als  die  Körper,  relativ 
zur  Erde,  in  Ruhe  waren.  Also  haben  Körper,  die  sich  in  den  Schalen 
einer  guten  Wage  aufwägen ,  gleiche  Trägheiten  oder  Massen ,  und  die 
Massen  verschiedener  Körper  können  durch  den  Prozeß  des  wägens  ver- 
glichen werden. 

Newton  bewies  dasselbe,  indem  er  zeigte,  daß  Pendel  von  gleicher 
Länge,  aus  verschiedener  Masse,  und  an  gleich  langen  Fäden  aufgehängt, 
in  derselben  Periode  schwingen.  Er  berichtet  einiges  aus  seinen  Ex- 
perimenten im  Scholium  Generale  am  Ende  der  Sectio  VI  des 
zweiten  Buches  der  Principia.  Es  scheint,  daß  er  eine  runde  Holz- 
büchse  an  einem  11  Fuß  langen  Faden  aufhängte,  der  mittels  eiues 
Ringes  am  oberen  Ende  an  einem  Haken  befestigt  wurde.  Die  gehöhlte 
Hakenoberfläche  wurde,  wo  sie  den  Ring  berührte,  zu  einer  Schneide 
geschärft.  Das  Pendel  wurde  in  Schwingung  versetzt  in  der  vertikalen 
Ebene  senkrecht  zur  Ebene  des  Hakens,  derart,  daß  die  BerühruDgs- 
punkte  von  Ring  und  Haken  nahezu  unveränderlich  waren.  Die  Büchse 
wurde  der  Reihe  nach  mit  verschiedenen  Metallen  gefüllt  und  der 
Faden  sorgfältig  reguliert,  um  in  jedem  Falle  die  gleiche  Länge  zu 
haben.  Newton  fand,  daß  die  Perioden  die  gleichen  waren  und  ferner, 
daß  die  Größe  der  Abnahme  der  Schwingungen  der  Masse  des  Pendel- 
körpers genau  proportional  war.  In  zwei  Reihen  von  Experimenten 
1.  mit  der  leeren  Büchse,  2.  mit  der  so  gefüllten  Büchse,  daß  ihr 
gesamtes  Gewicht  78 mal  das  der  leeren  Büchse  betrug,  fand  er,  daß 
in  2.  bei  gleicher  Anfangsamplitude  77  Schwingungen  vergingen,  ehe 
die  Schwingungsweite  um  denjenigen  Betrag  abgenommen  hatte,  der 
bei  der  leeren  Büchse  in  einer  Schwingung  en-eicht  wurde.  So  zeigte 
sich,  daß  die  Wirkung  der  Luft  auf  die  schwingende  Masse  in  beiden 
Reihen  von  Experimenten  die  gleiche  war  und  also  nur  von  der  Ober- 
fläche des  Körpers  abhängt. 

In  Prop.  XXIV,  Cor.  1  desselben  Buches  wird  die  Schlußfolgerung 
aus  der  Gleichheit  der  Periode  klar  ausgesprochen,  nämlich  der  Satz, 
daß  die  Stoflmengen  sich  verhalten  wie  die  Gewichte  der  Pendelkörper. 
Diese  Gleichheit  der  Perioden  kann  der  Leser  leicht  feststellen,  wenn 
er  eine  Anzahl  von  Kugeln  von  ungefähr  gleicher  Größe,  z.  B.  eine 
Holzkugel,  eine  Eisenkugel,  eine  Bleikugel  an  Fäden  von  gleicher 
Länge  in  Punkten  einer  horizontalen  Reihe  aufhängt;  er  wird  auf  diese 
Weise  eine  Reihe  gleicher  Pendel  nebeneinander  mit  ihren  Kugeln  in 
einer  Linie  erhalten.  Diese  Pendel  müssen  alle  gleich  weit  abgelenkt 
werden,  indem  man  die  Kugeln  durch  einen  gegen  sie  gelegten  flachen 
Holzstreifeu  nach  einer  Seite  wegschiebt,    und    müssen    dann   durch 
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rasdies  Wegziehen  des  Holzes  sich  selbst  überlassen  werden.  Dann 
wird  man  sehen,  daß  die  Pendel  durch  viele  Schwingungen  sehr  genau 
Schritt  halten  werden;  nach  einer  größeren  Zahl  von  Perioden  aber 
wird  eine  oder  mehrere  anfangen  wegen  größerer  Störung  ihrer  Be- 
wegung durch  die  Luft  zurückzubleiben. 

Es  mögen  wie  vorher  Gi,  G^  •••  die  Wirkungen  der  Schwere  auf 
die  Kugeln  sein,  und  die  Neigung  aller  Fäden  zur  Vertikalen  in  irgend 
einem  Augenblicke  sei  0.  Die  Komponenten  von  6ri,  G^  ...  längs  der 
Bewegungslinie  sind  (§  137)  GiSinO^  GiSinO  ...  Die  gemeinsame 
Beschleunigung  sei  a  und  die  Massen  der  Kugeln  gemäß  der  dyna- 
mischen Yergleichung  seien  mi,  ni^  ...  Alsdann  haben  wir,  bei  Ver- 
nachlässigung der  Bewegung  der  Pendel  mit  der  Erddrehung 

Gl  sin  0  =  w»i «,         (t2  sin  0  =  jwj «  •  •  -i 
d.  h.  wiederum  ist  Gi,  G^  ...  proportional  mit  Wi,  Wg  ••• 

Im  dritten  Buche  seiner  Principia  (De  Mundi  Systemate),  Prop.  VI, 
Theor.  VI  beschreibt  Newton  Pendelexperimente,  die  nach  den  soeben 
dargelegten  Ergebnissen  beweisen,  daß  alle  Körper  von  gleicher  Schwere 
gleiche  Masse  haben,  oder,  wie  er  es  ausdrückt,  gleiche  Mengen  von  Materie 
enthalten.    Das  folgende  ist  eine  Übersetzung  der  betreffenden  Stelle. 

„Daß  alle  Körper  (wenn  man  sich  den  geringen  Widerstand  der 
Luft  aufgehoben  denkt)  in  gleichen  Zeiten  herabfallen,  war  ein  längst 
bekanntes  Ergebnis  der  Beobachtung;  sehr  genau  kann  man  diese 
gleiche  Länge  der  Zeit  an  Pendeln  wahrnehmen.  Ich  habe  den  Ver- 
such mit  Gold,  Silber,  Blei,  Glas,  Sand,  gewöhnlichem  Salz,  Holz,  Wasser 
und  Weizen  angestellt.  Ich  verglich  zwei  gleiche  hölzerne  Büchsen 
miteinander;  die  eine  füllte  ich  mit  Holz  und  hängte  dasselbe  Gewicht 
Goldes,  so  genau  ich  konnte,  im  Schwingungspunkte  der  anderen  auf. 
An  gleichen,  11  Fuß  langen  Fäden  hängend,  bildeten  die  Büchsen 
Pendel,  die  in  Bezug  auf  Gewicht,  Gestalt  und  Widerstand  der  Luft 
durchaus  gleich  waren  und,  mit  gleichen  Schwingungen  nebeneinander 
aufgehängt,  sehr  lange  in  gleichem  Tempo  hin-  und  herschwangen. 
Folglich  verhielt  sich  die  Menge  der  Materie  im  Golde  zur  Menge  der 
Materie  im  Holze  wie  die  Wirkung  der  bewegenden  Kraft  auf  das  ganze 
Gold  zu  ihrer  Wirkung  auf  das  ganze  Holz,  d.  h.  wie  die  Schwere  des 
Goldes  sich  zu  der  Schwere  des  Holzes  verhält,  und  ebenso  bei  den 
übrigen.  Bei  diesen  Experimenten  hätte  man  bei  Körpern  von  der- 
selben Schwere  einen  Unterschied  der  Materie,  der  selbst  kleiner  als 
'  1000  ^^^  letzteren  wäre,  noch  wahrnehmen  können." 

145.  Drittes  Newtonsches  Bewegungsgesetz.  Diskussion  der 
Wirkung  und  Gegenwirkung.  Wir  kommen  jetzt  zum  dritten  Bewe- 
gnngsgesetze,  das  von  Newton  in  folgender  Form  ausgesprochen  wurde : 

Actioni  contrariam  semper  et  aequalem  reactionem,  sive 
corporum  duornm  actiones  in  se  mutuo  semper  esse  aequales 
et  in  partes  contrarias  dirigi. 


142  Drittes  Kapitel. 

Jeder  Wirkung  entspricht  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  Gegen- 
wirkung, oder :  die  wechselseitigen  Wirkungen  zweier  Körper  aufeinander 
sind  gleich  und  entgegengesetzt. 

Hierzu  fügte  er  die  folgende  Erklärung: 

Jeder  Gegenstand,  der  einen  anderen  drückt  oder  zieht,  wird  ebenso 
stark  durch  diesen  gedrückt  oder  gezogen.  Drückt  Jemand  einen 
Stein  mit  dem  Finger,  so  wird  dieser  vom  Steine  gedrückt.  Zieht  ein 
Pferd  einen  an  ein  Seil  befestigten  Stein  fort,  so  wird  es  gleich  stark 
gegen  den  Stein  zurückgezogen,  denn  das  nach  beiden  Seiten  gespannte 
Seil  wird  durch  dasselbe  Bestreben  schlaff  zu  werden,  das  Pferd  gegen 
den  Stein  und  diesen  gegen  jenes  drängen;  es  wird  ebenso  stark  das 
Fortschreiten  des  einen  verhindern,  als  das  Fortrücken  des  anderen 
befördern.  Wenn  irgend  ein  Körper  auf  einen  anderen  stößt  und  die 
Bewegung  des  letzteren  irgendwie  verändert,  so  wird  ersterer  in  seiner 
eigenen  Bewegung  dieselbe  Änderung  nach  entgegengesetzter  Richtung 
durch  die  Kraft  des  anderen  (wegen  der  Gleichheit  des  wechselseitigen 
Druckes)  erleiden;  die  durch  diese  Wirkungen  hervorgerufenen  Ände- 
rungen nicht  der  Geschwindigkeiten,  sondern  der  Bewegungen  sind 
gleich  (vorausgesetzt,  daß  die  Körper  nicht  noch  anderweitig  beeinflußt 
werden).  Da  nun  die  Bewegungen  sich  in  gleichem  Maße  ändern,  so 
sind  die  Änderungen  der  Geschwindigkeiten  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  den  Massen  der  Körper  umgekehrt  proportional.  Dieses 
Gesetz  gilt  auch  bei  den  Anziehungen,  wie  in  der  nächsten  Anmerkung 
gezeigt  werden  wird. 

Die  eben  angeführte  Newton  sehe  Erklärung  des  dritten  Bewegungs- 
gesetzes ist  häufig  mißverstanden  worden,  und  viele  jener  seltsamen 
Leute,  die  man  Widerspruchsgeister  nennt,  haben  das  Gesetz  für  offen- 
sichtlich unwahr  erklärt.  Weil  Wirkung  und  Gegenwirkung  in  dem 
Falle  eines  Pferdes,  das  einen  Stein  zieht  (um  bei  Newtons  Beispiel 
zu  bleiben),  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  stellen  sich  diese  Kritiker 
dynamischer  Prozesse  vor,  daß  in  diesem  Falle  weder  Pferd  noch  Stein 
in  Bewegung  geraten  könnten.  Die  Verwirrung  entsteht  daraus,  daß 
die  eine  Wirkung,  nämlich  die  den  Stein  vorwärts  treibende  Kraft,  als 
etwas  betrachtet  wird,  was  durch  etwas  aufgehoben  werden  könnte,  was 
doch  (wenn  wir  für  den  Augenblick  die  Masse  der  Kette  oder  des 
Strickes  zwischen  den  beiden  Körpern  vernachlässigen)  eine  nicht  auf 
den  Stein,  sondern  auf  das  Pferd  wirkende  Kraft  ist,  und  infolgedessen 
die  Bewegung  des  Steines  gar  nicht  berührt. 

Es  können  außer  den  Wirkungen  durch  den  Strick  noch  andere 
auf  den  Stein  und  wieder  noch  andere  auf  das  Pferd  ausgeübt  werden, 
und  die  Bewegung  jedes  Körpers  wird  durch  die  Wirkungen  auf  diesen 
Körper  und  nur  durch  diese  Wirkungen  beeinflußt  ¥,8  gibt  also  zwei 
Gruppen  von  Wirkungen,  eine  auf  den  Stein,  die  andere  auf  das  Pferd 
bezügliche  Gruppe,  und  alles,  was  in  diesem  Beispiele  mit  der  Gleich- 
heit von  Wirkung  und  Geg^enwirkung  besagt  wird,  ist  nur,  daß  diejenige 
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besondere  Wirkung  der  ersten  Gruppe,  welche  die  durch  das  Pferd  auf 
den  Stein  ausgeübte  Kraft  ist,  derjenigen  Wirkung  der  zweiten  Gruppe 
gleich  ist,  welche  die  durch  den  Stein  auf  das  Pferd  ausgeübte  Kraft  ist 
(wobei  nur  Yorausgesetzt  ist,  daJS  entweder  nur  die  Masse  des  Steins 
oder  die  Beschleunigung  vernachlässigt  werden  darf). 

Die  im  Newton  sehen  Gesetz  als  gleich  und  entgegengesetzt  hin- 
gestellte Wirkung  und  Gegenwirkung  sind  nur  die  beiden  Seiten  einer 
zwischen  den  Körpern  vorhandenen  Spannung;  die  eine  Seite  ist  eine 
Kraft  auf  den  einen,  die  andere  eine  Kraft  auf  den  anderen  Körper. 
Diese  Kräfte  wirken  also  auf  verschiedene  Körper,  und  die  von  ihnen 
herrührenden  Bewegungsänderungen  können  doch  nur  für  ein  System, 
das  beide  Körper  einschließt,  als  einander  aufhebend  betrachtet  werden. 
Es  ist  auffallend,  daß  Leute,  denen  es  schwer  fällt,  diesen  einfachen 
Gedankengang  zu  verstehen,  gar  keine  Schwierigkeit  dabei  finden, 
eine  völlig  analoge,  aber  finanzielle  Transaktion  vollkommen  zu  ver- 
stehen. Jemand  leiht  von  einem  dieser  Leute  eine  Summe,  sagen  wir 
von  1000  Mk.  Es  findet  eine  Transaktion  zwischen  den  beiden  Par- 
teien statt,  und  diese  Transaktion  hat  zwei  Seiten,  deren  eine  den  Ver- 
leiher, deren  andere  den  Entlehner  betrifft.  Der  Entlehner  hat  1000  Mk. 
erhalten,  der  Verleiher  hat  1000  Mk.  hergegeben.  Wenn  jetzt  der 
Entleiher  sagen  wollte:  „Die  Tatsache,  daß  ich  1000  Mk.  empfangen 
habe,  ist  gerade  aufgehoben  durch  die  Tatsache,  daß  Du  sie  hergegeben 
hast",  so  können  wir  uns  die  Art  von  Antwort  des  Verleihers  leicht 
vorstellen.  Er  würde  sagen :  „Mit  dem  Empfang  des  Geldes  habe  ich 
gar  nichts  zu  tun;  die  Seite  des  Geschäftes,  die  mich  angeht,  ist  nur 
die  Hergabe  des  Geldes,  und  diese  kann  nur  durch  die  Rückgabe  des 
Geldes  (zusammen  mit  der  in  unserem  Vertrage  erwähnten  Vergütung 
für  seinen  Gebrauch)  aufgehoben  werden",  eine  Ansicht,  in  der  er,  wie 
er  andeuten  würde,  vermutlich  durch  richterliche  Entscheidung  unter- 
stützt werden  würde.  Es  ist  erstaunlich,  in  wie  hohem  Grade  die 
Urteilsklarheit  der  Leute  vom  Gegenstande  der  Beurteilung  abhängt, 
ganz  zu  schweigen  von  der  Mitwirkung  persönlicher  Erwägungen. 

Es  ist  indessen  sehr  wichtig  zu  beachten,  daß  man  am  besten 
Wirkung  und  Gegenwirkung  als  an  derselben  Stelle,  obgleich  nicht  auf 
dasselbe  Ding  wirksam  annimmt.  Es  wirkt  in  dem  New  ton  sehen  Bei- 
spiele durch  einen  beliebigen  Querschnitt  des  Seiles  hindurch  eine 
Spannung;  die  eine  Seite  dieser  Spannung  ist  eine  Kraft  nach  vorn  auf 
den  direkt  hinter  dem  Querschnitt  liegenden  Teil  des  Seiles,  die  andere 
eine  Kraft  nach  rückwärts  auf  den  direkt  vor  dem  Querschnitt  liegenden 
Teil  des  Seiles.  Ein  vortreffliches  Beispiel  ist  die  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung zwischen  zwei  Gliedern  einer  Kette,  die  durch  die  Kontakt- 
fläche zwischen  den  Kettengliedern  hindurch  stattfindet,  wo  die  Wirkung 
eine  Kraft  auf  ein  Kettenglied,  die  Gegenwirkung  eine  Kraft  auf  das 
andere  Kettenglied  vorstellt.  Hier  wie  in  allen  den  anderen  Fällen 
heben  Wirkung  und  Gegenwirkung  einander  nicht  auf,  einfach,  weil 
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sie  auf  etwas  ausgeübt  werden,  was  wir  hier  als  g&nzlich  getrennte 
Dinge  ansehen.  Natürlich,  wenn  wir  die  Bewegung,  die  ein  aus  Ter- 
schiedenen  Teilen  bestehendes  System  als  Ganzes  haben  kann,  be- 
trachten, so  heben  die  Wirkungen  und  Gegenwirkungen  zwischen  diesen 
Teilen  einander  allerdings  auf. 

Es  wird  vielleicht  den  Gegenstand  noch  klarer  machen,  wenn  wir 
Wirkung  und  Gegenwirkung  in  dem  Querschnitte  1.  eines  Stabes  oder 
Drahtes  unter  Längszug,  z.  6.  eines  vertikalen  Drahtes,  der  am  unteren 
Ende  ein  Gewicht  trägt,  2.  eines  Balkens  unter  Endzwang  (d.  h.  eines 
Trägers)  oder  einer^eine  Last  tragenden  vertikalen  Säule  betrachten. 
Nehmen  wir  im  ersten  Falle  einen  Querschnitt  Ä  als  eine  gedachte 
Trennungsebene,  die  die  Materie  auf  der  einen  Seite  dieser  Ebene  von 
der  auf  der  anderen  Seite  scheidet.  Durch  Ä  hindurch  wird  von  der 
Materie  auf  jeder  Seite  eine  Zugkraft  auf  die  Materie  der  anderen  Seite 
ausgeübt,  und  diese  beiden  Kräfte  sind  gleich  und  entgegengesetzt  So 
zieht  in  dem  vertikalen  Draht  der  Teil  über  A  an  dem  Teil  unter  ^, 
und  der  untere  Teil  übt  einen  ebenso  starken  und  entgegengesetzten 
Zug  auf  den  Teil  über^  aus.  Diese  beiden  Zugkräfte  heben  einander 
nicht  auf,  da  sie  sich  an  verschiedenen  Teilen  von  Materie  betätigen. 

Wenn  wir  zwei  Drahtquerschnitte  Ä  und  B  nehmen,  so  wird  das 
Drahtstück  zwischen  Ä  und  B  an  seinem  oberen  Ende  durch  den  Teil 
über  dem  oberen  Querschnitt  nach  oben,  an  seinem  unteren  Ende  durch 
den  unteren  Teil  nach  unten  gezogen.  Also  streben  die  das  mittelste 
Stück  des  Drahtes  an  seinen  Enden  durch  die  beiden  Endstücken  an- 
greifenden Kräfte  die  Strecke  AB  zu  verlängern,  und  wir  sagen  von 
ihm,  daß  es  unter  Dehnung  oder  Zug  stehe,  d.  h.,  daß  die  Wirkung  der 
Kräfte  eine  Dehnung  in  dem  Drahte  hervorrufen  muß.  Das  gleiche 
gilt  natürlich  für  jeden  Draht  oder  Stab,  dessen  Enden  unter  Zug 
stehen. 

Im  Falle  des  Trägers  oder  der  Säule  stößt  der  Teil  auf  jeder  Seite 
des  Querschnittes  gegen  den  Teil  auf  der  anderen  Seite ;  die  so  erteilten 
Stöße  sind  gleich  und  entgegengesetzt  und  dürfen  gerade  wie  vorher 
nicht  als  einander  aufhebend  angesehen  werden.  Gegen  das  Stück 
zwischen  zwei  Durchschnitten  AB  wird  durch  die  jenseits  liegenden 
Teile  der  Säule  in  jedem  Falle  gedrückt,  so  daß  die  auf  den  Teil  AB 
an  seinen  Enden  wirkenden  entgegengesetzten  Kräfte  ihn  gemeinsam 
zu  verkürzen  streben.  Von  diesem  Teile  sagt  man,  daß  er  sich  unter 
Endzwang  oder  Kompressionsdrack  befindet. 

In  den  in  diesem  Buche  gegebenen  Besprechungen  physikalischer 
Theorien  wird  versucht,  mit  Nachdruck  die  Ansicht  zu  vertreten,  daß 
jede  Wirkung  auf  einen  Körper  dem  Vorhandensein  von  Spannung  in 
der  mit  dem  Körper  in  Kontakt  befindlichen  Materie  zuzuschreiben  ist; 
wenn  sich  also  herausstellt,  daß  aus  der  Anwesenheit  eines  Körpers 
sozusagen  in  dem  Felde  eines  anderen  eine  auf  den  letzteren  wirkende 
Kraft  entsteht,  so  kann  diese  Wirkung  nur  vermöge  eines  in  einem 
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Medium  zwischen  den  beiden  Körpern  oder  in  ihnen  selbst,  wenn  sie 
in  Kontakt  stehen,  neu  auftretenden  Spannungszustandes  statthaben. 
Ferner,  wenn  wir  irgend  eine  Grenzfläche  (geometrisch,  nicht  phy- 
sikalisch trennende  Fläche)  in  dem  Medium  oder  der  Schicht  zwischen 
den  Körpern  nehmen ,  dann  wird  jedwede  Wirkung ,  die  yermöge  der 
Spannung  durch  irgend  ein  Flächenstück  dieser  Crrenzfläche  hindurch 
Ton  der  auf  einer  Seite  a  gelegenen  Materie  auf  die  auf  der  anderen 
Seite  h  gelegene  Materie  ausgeübt  wird,  durch  eine  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Wirkung  der  auf  der  Seite  h  gelegenen  auf  die  auf  der 
Seite  a  gelegene  Materie  erwidert. 

Eine  andere .  Anschauung  von  Wirkung  und  Gegenwirkung,  die 
wir  ebenfalls  Newton  verdanken,  wird  durch  die  im  vierten  Kapitel 
bebandelte  Theorie  von  Arbeit  und  Energie  dargestellt  werden. 
Hierin  wird  die  Wirkung  eines  Agens  (ein  Körper  oder  System  von 
Körpern),  die  in  jeder  von  dem  Agens  einem  anderen  Körper  oder 
System  erteilten  Kraft  enthalten  ist,  durch  das  Produkt  der  durch  dais 
Agens  erteilten  Kraft  und  der  nach  der  Richtung  der  Kraft  aufgelösten 
Geschwindigkeit  des  Angriffspunktes  auf  den  anderen  Körper  oder 
System  gemessen.  Die  Gegenwirkung  ist  das  Produkt  der  von  dem 
zweiten  Körper  oder  System  dem  Agens  erteilten  gleichen  und  ent- 
gegengesetzten Kraft  und  der  ebenso  wie  vorher  aufgelösten  Geschwin- 
digkeit des  Angriffspunktes  auf  das  Agens. 

Die  Bedeutung  dieses  Satzes  wird  in  allen  Fällen  verständlich  sein, 
wenn  wir  den  Standpunkt  einnehmen,  wonach  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  Kraft  als  auf  einen  Körper  wirkend  angesehen  wird,  das,  was 
eigentlich  Gegenwirkung  genannt  wird,  dem  anderen  Körper  erteilt 
wird;  tatsächlich  also  der  Standpunkt,  wonach  alle  gegenseitige  Wir- 
kung zwischen  zwei  Körpern  durch  eine  Grenzfläche  zwischen  beiden 
Körpern  bezw.  in  dem  Medium  zwischen  ihnen  stattfindet«  Dann  hat 
die  Fläche  die  gleiche  Geschwindigkeit  für  beide  durch  sie  hindurch- 
wirkende Kräfte,  und  da  diese  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  so  ist 
das  Produkt  eines  Elementes  der  einen  Kraft  in  die  Geschwindigkeit 
ihres  Angriffspunktes  dem  Produkte  der  entsprechenden  Gegenwirkung 
in  dieselbe  Geschwindigkeit  gleich  und  entgegengesetzt. 

Das  Produkt  einer  Kraft  in  die  Geschwindigkeit  ihres  Angriffs- 
punktes heißt  aber  die  Arbeitsstärke  oder  der  Effekt  der  Kraft,  und 
also  ist  der  Effekt  der  einen  Seite  einer  durch  eine  Grenzfläche  hiudurch- 
wirkenden  Spannung  dem  Effekt  der  «anderen  Seite  der  Spannung 
genau  gleich  und  entgegengesetzt.  Auch  hier  hebt  der  eine  Effekt  den 
anderen  nicht  auf.  Es  sind  wieder  die  beiden  Seiten  einer  Transaktion, 
die  verschiedene  Körper  betreffen,  gerade  wie  zwei  Personen  betroffen 
sind,  wenn  Geld  ausgezahlt  wird:  die  eine  bezahlt,  die  andere  empfängt, 
das  Geld  aber  geht  von  einer  zur  anderen  über.  In  vielen  Fällen  von 
gleichem  und  entgegengesetztem  Effekt  werden  wir  den  Übergang  der 
sog.  kinetischen  Energie  (§214)  von  einemKörper  auf  den  anderen 
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Yerfolgen  können,  in  anderen  liegt  das  GeBcbehnis  des  Überganges  nicht 
so  klar,  obgleich  zweifellos  eine  Neuverteilung  der  Energie  stattfindet 

Nehmen  wir  als  Beispiel  den  Fall  zweier  Billardbälle,  von  denen 
der  eine  in  Ruhe  ist,  der  andere  (ohne  Drehung)  auf  der  die  Mittel* 
punkte  der  Bftlle  yerbindenden  Linie  entlang  l&uft.  Sie  karambolieren 
und  werden  beide  an  der  Berührungsstelle  zusammengedrückt  Wie 
in  den  vom  Stoß  handelnden  §  671,  672  (Kap.  XV)  bewiesen  werden 
wird,  bewegt  sich  die  Berührungsfl&ohe  der  beiden  Bälle  während  der 
ganzen  Stoßdauer  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  halb  so  groß  ist, 
wie  die  Annäherungsgesohwindigkeit  der  beiden  Bälle  vor  dem  Anfang 
des  Zusammenstoßes  war.  Außerdem  vergrößert,  solange  der  Stoß 
dauert,  infolge  des  Entlastungsstrebens  beider  Bälle  von  dem  Zustande 
der  in  ihnen  entstandenen  elastischen  Spannung,  der  getroffene  Ball 
seine  Geschwindigkeit,  während  der  treffende  Ball  die  seinige  verringert 
und  schließlich  in  Ruhe  bleibt.  Zuletzt  bewegt  sich  der  erstere  mit 
einer  nur  sehr  wenig  kleineren  Geschwindigkeit,  als  die  des  zweiten  vor 
dem  Zusammenstoße  war,  weiter,  während  der  zweite  in  Ruhe  bleibt 

Hier  sind  gleiche  und  entgegengesetzte  Effekte  während  des  Zu- 
sammenstoßes vorhanden  gewesen ,  folglich  ist  auch  die  kinetische  Energie 
von  dem  treffenden  Balle  auf  den  anderen  übertragen  worden.  Der 
ganze  Prozeß  der  Übertragung  und  Neuverteilung  der  Energie  durch 
die  gegenseitigen  Wirkungen  der  Körper  aufeinander  bietet  wirklich 
das  gültige  Beispiel  für  das  dritte  Bewegungsgesetz;  in  den  Gesetzen 
dieses  Prozesses  ist  der  ganze  Inhalt  unseres  Wissens  von  der  Physik 
enthalten.  Die  Theorie  von  Arbeit  und  Energie  wird  im  vierten  Ka- 
pitel betrachtet  werden. 

Die  wahre  Schwierigkeit  bei  diesem  Bewegungsgesetze  tritt  erst 
mit  der  Wahl  eines  geeigneten  Systems  von  Beziehnngsaxen  auf.  Keiner 
von  den  gegenseitig  aufeinander  wirkenden  Körpern  kann  als  Teil  des 
für  fest  geltenden  Bezugssystems  gedacht  werden ;  sonst  müßte  nämlich 
dieser  Körper  als  frei  von  Beschleunigung  und  folglich  als  von  unend- 
licher Masse  oder  als  iricht  unter  der  Wirkung  der  Kraft  stehend  be- 
trachtet werden.  Keine  dieser  Annahmen  ist  zulässig:  die  Wirkung  des 
Körpers  (z.  B.  seine  Anziehung)  auf  andere  Körper  muß  endlich  sein, 
und  wenn  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  null  ist,  gilt  das  Gesetz  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  nicht  für  ihn  (s.  auch  §  195). 

146.    Dynamisches  Beispiel.     Atwoodsche  Maschine.     Als 

Beispiel  nehmen  wir  hier  den  Fall  eines  dünnen  biegsamen  Fadens 
von  sehr  geringer  Masse,  der  so  über  ein  in  horizontaler  Lage  befestigtes 
glattes  Brett  geführt  ist,  daß  seine  beiden,  nicht  auf  dem  Brette  befind- 
lichen Enden  durch  zwei  an  ihnen  aufgehängte  Gewichte  in  vertikalen 
Linien  gestreckt  erhalten  werden.  Wir  wollen  die  Länge  des  Fadens 
als  unveränderlich  annehmen. 

m,  m!  seien  die  Massen  der  beiden  Körper,  und  m  sei  größer  als 
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m .  Der  Faden  übt  aaf  jede  der  beiden  Massen  einen  Zug  nach  oben 
aas  nnd  dieser  muß,  wenn  keine  Reibung  am  Brette  stattfindet,  die 
gleiche  durch  den  ganzen  Faden  sein.  Denn,  betrachten  wir  den  Faden 
au!  der  einen  Seite:  Wenn,  wie  wir  hier  annehmen,  die  Masse  des 
Fadens  gegen  m  und  m!  zu  Temachlässigen  ist,  so  ist  die  aufw&rts- 
wirkende  Kraft  am  oberen  Ende  in  dieser  Ann&hruog  gleich  der  her- 
unterziehenden Kraft  am  unteren  Ende.  Der  einzig  vorhandene  Unter- 
schied ist  nur  das,  was  für  die  Beschleunigung  des  betrachteten  Stückes 
vom  Faden  erforderlich  ist.  Wir  wollen  hier  annehmen,  was  später 
unter  Statik  gerechtfertigt  werden  wird,  daß  die  streckende  Kraft  in 
den  beiden  Teilen  des  Fadens  an  beiden  Seiten  des  Brettes  die  gleiche  ist 
Wenn  wir  T  für  die  Massenbeschlennigung  jeder  Masse  durch  den 
Faden  und  G  für  den  Zahlenwert  der  Beschleunigung  nach  unten  von 
m  und  der  Beschleunigung  nach  oben  von  m'  setzen,  so  haben  wir 

mG  =  nig  —  T,         m' G  =  T  —  m'g. 

Daraus  ergibt  sich,  ]e  nachdem  G  oder  T  eliminiert  wird: 

m 2  mm'  m  —  m' 

^        ^  -L  ^'^'         ^  =  ^    ,    ^>  ^    ....     (6) 
m  -\-  m  m  -r  ff^ 

Wenn  die  Massen  gleich  wären,  würde  G  gleich  null  sein,  und  der 
Wert  Yon  T  würde,  was  ohne  Rechnung  klar  ist,  den  Wert  mg  an- 
nehmen. 

Die  hier  dargelegte  Anordnung  ist  eine  elementare  Form  der 
Atwood sehen  Maschine  zur  Yeranschaulichung  der  Bewegungsgesetze. 
In  dieser  Maschine  geht  das  Seil  über  die  Rinne  im  Reifen  eines  ver- 
tikal stehenden  Rades,  dessen  Axen  auf  Friktionsrädern  (§  230)  auf- 
liegen. Die  Masse  des  Rades  läßt  nicht  zu,  daß  die  streckende  Kraft 
im  Seile  auf  beiden  Seiten  des  Rades  die  gleiche  werde,  so  daß  die  für 
den  Faden  auf  dem  Brette  gegebene  einfache  Theorie  nicht  anwendbar 
ist.  Indessen  kann  die  beschleunigende  Wirkung  der  Masse  des  Rades 
in  die  Rechnung  einbezogen  werden,  indem  man  ein  Massenäquivalent 
fi  für  das  Räderwerk  zu  m  +  ^'  ^  <^®m  Ausdruck  für  G  hinzufügt, 
80  daß  die  zweite  Gleichung  von  (6)  die  Form 

^              m  —  m  ,^   . 

G  = ■ T—. g (6a) 

annimmt;  femer  hat  man,  da  die  Spannungen  nach  der  absteigenden 
und  nach  der  aufsteigenden  Seite,  T^  und  T^,  nicht  mehr  gleich  sind, 
an  Stelle  der  obigen  die  folgenden  Gleichungen: 

mG  =  mg  —  Ti,        m'G  =  T^  —  m'g 


^   _  2  mm'  4-  wft  ^ 
*        m  -|-  w'  4-  f* 
2  mfn  +  m'(i 

In    = r- Cr 

m  -{-  m'  -\-  fi 


(6  b) 
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Die  Bedeutung  der  Größe  ft  (die  nicht  etwa  schlechthin  die  Masse  des 
Rades  ist)  wird  dem  Leser  yollkomnien  klar  werden,  wenn  er  den  fol- 
genden Abschnitt  über  Rotationsbewegung  gelesen  haben  wird.  Die 
mit  Hilfe  der  Atwoodschen  Maschine  erlangten  Ergebnisse  können 
indessen  hier  ausgesprochen  werden. 

Anfangs  sind  zwei  gleiche  Massen  an  dem  Faden  befestigt  Wir 
wählen  dafür  zwei  mit  Schrot  gefüllte  Hohlzylinder,  so  daß  die  (xesamt- 
masse  leicht  verändert  werden  kann.  Die  Differenz  m  —  m*  wird  durch 
Auflegen  eines  Übergewichtes  Ton  eben  dieser  Masse  auf  eines  von  den 
Gewichten  hervorgerufen.  Dieses  Übergewicht  ragt  über  das  Gewicht 
heraus  und  wird  durch  einen  Ring  zurückbehalten,  der  an  einem  Punkte 
B  einer  vertikalen  Skala  befestigt  werden  kann,  an  der  das  Gewicht 
herunterfällt.  Das  schwere  Gewicht  wird  an  einen  höher  an  der  Skala 
belegenen  Punkt  S  gebracht  und  durch  einen  Anschlag  gestützt,  der 
entweder  mit  der  Hand  oder  durch  Schließung  des  Stromkreises  eines 
Elektromagneten  entfernt  wird.  Das  oberste  Ende  des  Zylinders  möge 
bei  S  sein,  und  der  Anschlag  möge  in  einem  Augenblicke  weggesogen 
werden,  der  durch  einen  Registrierapparat  für  die  Zeit  (z.  B.  einen  elek- 
trischen Chronographen)  markiert  wird.  Die  Massen  kommen  allmählich 
in  Bewegung,  und  derjenige  Augenblick,  in  welchem  das  schwerere  Ge- 
wicht soweit  heruntergefallen  ist,  daß  sein  oberstes  Ende  auf  das  Ring- 
niveau gebracht  ist,  wird  wiederum  durch  den  Chronographen  ver- 
zeichnet. Das  Übergewicht  wird  durch  den  Ring  zurückbehalten, 
und  durch  die  Beobachtung,  daß  die  von  jetzt  ab  zur  Zurücklegung 
weiterer  Fallstrecken  gebrauchten  Zeiten  diesen  Strecken  porportional 
sind,  wird  die  Gleichförmigkeit  der  weiteren  Bewegung  konstatiert.  Die 
erreichte  Geschwindigkeit  ergibt  sich  nun  selbstverständlich  aus  jeder 
weiteren  Strecke  und  der  zu  ihrer  Zurücklegung  gebrauchten  Zeit  Also 
wird  experimentell  bestätigt,  daß  die  erreichte  Geschwindigkeit  mit  der 
Fallzeit  von  S  nach  R  proportional  ist 

Auch  wenn  man  verschiedene  Fallhöhen  s^,  Sg  ...  zwischen  S  und 
li  nimmt  und  die  Zeiten,  die  gebraucht  werden,  um  sie  zu  durchfallen, 
^1,  ^2  •••  beobachtet,  bestätigt  es  sich,  daß 

ist,  wo  0  eine  Eonstante  ist.  Diese  Konstante  ist  nach  (6a,  s.  ohen) 
gleich  \  a  (s.  §  90). 

Femer  kann  durch  Anwendung  verschiedener  Übergewichte  m  —  *»' 
unter  Beibehaltung  des  an  dem  Faden  befestigten  Gesamtgewichtes 
m  +  »w'i  sowie  durch  Beibehaltung  von  m  —  m'  und  Variation  von 
m  +  m\  der  dem  oben  gegebeneu  entsprechenden  Wert  für  ff  bestä- 
tigt werden. 

Indessen  kann  die  Maschine  nicht  als  ein  ebenso  einwandfreies 
Mittel  zur  Bestimmung  der  Beschleunigung  durch  die  Schwere  benutzt 
werden.     Zu  diesem  Zwecke  bedient  man  sich  am  besten  der  Methode 
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der  Beobaohtung  der  Schwingungsperiode  eines  Pendels  von  bekannter 
Länge,  nach  der  kurz  unter  Gravitation  beschriebenen  Art  und  Weise. 
Resultate  von  sehr  annähernder  Richtigkeit  erreicht  man  indessen,  wenn 
man  ein  aus  einem  Bleikügelchen  und  einem  dünnen  Faden  bestehendes 
einfaches  Pendel  in  einem  gewöhnlichen  Zimmer  aufhängt  und  beob- 
achtet. Das  Auge  des  Beobachters  muß  sich  in  der  zur  Schwingungs- 
ebene  senkrechten,  durch  den  Aufhängungspunkt  gelegten  Yertikalebene 
befinden ,  die  durch  die  Kanten  eines  hochgestellten  Bücherpaares  auf 
einem  Tische  hergestellt  werden  kann.  Das  Pendel  wird  in  Schwingung 
yersetzt,  deren  Bereich  einen  Bogen  von  10^  nicht  überschreiten  darf; 
der  Beobachter  gibt  durch  einen  scharfen  Schlag  ein  Signal  in  dem 
Augenblicke,  wo  das  Pendel  durch  die  Ebene,  in  der  sich  das  Auge 
befindet,  hindurchgeht,  während  ein  anderer  Beobachter  die  Zeit  nach 
dem  Sekundenzeiger  einer  Uhr  angibt.  Das  Pendel  schwingt  weiter, 
und  es  werden  die  Augenblicke  verzeichnet,  in  denen  die  10.,  die  20., 
die  30.  u.  s.  w.  Schwingung  vollendet  sind.  Daraus  kann  die  Periode 
T  mit  sehr  beträchtlicher  Genauigkeit  gefunden  werden,  und  aus  dieser 
und  l  kann  g  nach  Gl.  (3)  ermittelt  werden. 

147.  Massenmittelpunkt;  Schwerpunkt.  Wir  können  jetzt 
einige  Schlüsse  von  großer  Wichtigkeit  aus  den  Bewegungsgesetzen  ab- 
leiten. Die  meisten  von  ihnen  beziehen  sich  auf  den  sogenannten 
Massenmittelpunkt  eines  Systems  von  Teilchen,  und  wir  müssen  daher 
zunächst  die  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  erklären. 

Der  Massenmittelpunkt  eines  Systems  von  Teilchen  kann  als  ein 
Punkt  definiert  werden,  dessen  Entfernung  £  von  einer  beliebigen  Ebene 
durch  die  Gleichung 

fc  _  Wia;,  +  Waa?2  +  ^^z  +  "'  .     ,     .     .     .    /y) 

mi  +  Wa  +  Wg  +  •  • . 

gegeben  ist,  wo  tni,nr2,n^{  ...  die  Massen  der  Teilchen  und  Xi,X2,Xs.,, 
ihre  bezw.  Entfernungen  von  jener  Beziehungsebene  sind. 

Der  Massenmittelpunkt  fällt  also  zusammen  mit  dem  Mittelpunkte 
eines  Systems  von  Punkten  von  Multiplizitäten  m^ ,  Wa ,  m^  •  •  •  i  wie  es 
oben  §  19  erklärt  worden  ist. 

Um  die  Lage  des  Punktes  zu  definieren,  können  wir  drei  zu- 
einander senkrechte  Ebenen  nehmen,  eine,  von  der  aus  die  Entfernungen 
gleich  Xii  x^f  Xs  ...,  eine  zweite,  von  der  aus  sie  pi,  ^2*  ^3***f  ^^^  ^^^^ 
dritte,  von  der  aus  sie  -?,,  i'21  ^3  •••  betragen.  Die  Entfernung  |  des 
Massenmittelpunktes  von  der  ersten  ergibt  sich  aus  Gl.  (7),  seine  Ent- 
fernungen 17, £  von  den  anderen  ergeben  sich  aus: 


Wl    -f    W2    +    tWj     +    '•' 


Wi   +  W2  +  WI3  + 
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Wir  können  diese  Gleichnngen  einigermaßen  abkürzen,  indem  wir 
schreiben  : 

^       Zmx  2Jmy       .        Urne  ,„. 

^  =  -£^^  ''  =  :ri;r'  ^  =  :s;;r  •  '  ■  ■  (^) 

wo  z.  B.  2Jm  die  Snmme  der  Massen  m^  -\-  m^  H~  '"*  ^wx  die  Summe 
aller  Produkte  miXi^  m^x^  ...  u.  s.  w.  bezeichnet  und  ebenso  für  Zmy 
und  I^mz,  Diese  Größen  Umx,  I^my,  £mz  kann  man  als  Massen - 
momente  des  Systems  in  Bezug  auf  die  x-^  y-,  jer-Axe  bezeichnen. 
Femer  heißen  die  daraus  abgeleiteten  Größen 

T^^^       T^^y       T^^^ 
^^5F'     ^"^Tt'     ^"^W 

die  Bewegungsmomente  oder  Bewegungsgrößen,  und  die 
Größen 

„    d^x       ^    d^y       ^     d^e 

die  Beschleunigungsmomente  oder  Massenbeschleunigungen 
des  Systems. 

Vom  Begriff  des  Massenmittelpunktes  prinzipiell  gänzlich  ver- 
schieden ist  der  Begriff  des  Schwerpunktes  als  des  AngrifEspunktes  der 
Schwere ;  da  aber  beide  Punkte  in  fast  allen  tatsächlich  vorkommenden 
Fällen  identisch  sind,  wollen  wir  im  folgenden  der  Kürze  halber,  wo 
ein  Mißverständnis  ausgeschlossen  ist,  immer  Schwerpunkt  sagen  ^). 

148.  Die  Momente  eines  materiellen  Systems  relativ  zum 
Schwerpunkte  sind  gleich  null.  x\  y\  s/  seien  die  Koordinaten  des 
Punktes  Xy  y^  z^  bezogen  auf  durch  den  Schwerpunkt  gelegte,  mit  den 
Axen  von  a?,  y,  /s  parallele  Axen ;  dann  haben  wir  x  z=  ^  -{-  x\  y  =  ti 

+  y',    e  ==l  -j-  z\  also: 

dx ^S    I    ^^'      ^y ^^    I    ^y'      ^^ ^^  o-  ^^' 

"ST  ~  "dT  "^  "di'     ~df  ~  IT  "*"  ~cir'     W  ~  'df'^'df 


dt^  ""  dt^  "^   dt^'     dt^  ~"  dt^  "^    dt*'     dt*  ~  dt*  "^  d^«. 


(9) 


Folglich  ist  nach  Gl.  (8): 

Zmx'  =  0,  Zmy'  =  0,  £mz'  =  0  .  .  .  .  (10) 
in  Worten:  Die  Massenmomente  eines  Systems  in  Bezug  auf  Axen,  die 
durch  den  Massenmittelpunkt  gehen,  sind  gleich  nulL 

Aus  den  Gleichungen  (10)  folgt  übrigens  des  weiteren: 


*)  Der  in  englischen  Werken  gebrauchte  Ausdruck  „Centroid"  ist  nicht 
übernommen  worden,  da  unter  Worten  dieser  Form  bei  uns  stets  FlÄcben 
verstanden  werden. 
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^     dx'         .  „     dy'         ^  „    de'         . 

„     d*x'  „    d»«'  „    d'e 


(11) 


Auf  den  Schwerpunkt  bezogen  sind  also  auch  die  Bewegungsgrößen 
und  die  Beschleunigungsmomente  null. 

149.  Theorem  der  Gruppierung  von  Teilchen.  Bestimmung 
von  Schwerpunkten.  Wie  oben  §  20  bewiesen  worden  ist,  kann  man 
die  Teilchen  in  Gruppen  einteilen,  den  Massenmittelpunkt  einer  jeden 
Gruppe  auffinden  und  die  Gruppe  durch  ein  Teilchen  ersetzen,  dessen 
Masse  der  Summe  der  Massen  der  Gruppenteilchen  gleich  ist.  Der 
Massenmittelpunkt  des  neuen  Systems  ist  derselbe  wie  der  des  ursprüng- 
lichen Systems. 

Dieses  Theorem  ist  von  großem  Nutzen  bei  der  Bestimmung  der 
Schwerpunkte  der  Körper,  denn  es  ist  gewöhnlich  das  richtigste  Ver- 
fahren, den  Körper  nach  einem  bestimmten  Plane  in  Teilchengruppen 
einzuteilen.  Es  kann  z.  B.  eine  dünne,  dreieckige  Platte,  deren  auf  die 
Fl&cheneinheit  entfallende  Masse  überall  dieselbe  ist,  in  schmale  Streifen 
▼on  gleicher  Breite,  mit  einer  yon  den  Seiten  parallel,  geteilt  werden. 
Der  Schwerpunkt  jedes  Streifens  liegt  natürlich  in  seinem  Mittelpunkte, 
und  80  kann  das  Dreieck  durch  eine  Gruppe  yon  Teilchen  ersetzt 
werden,  die  in  den  Mittelpunkten  dieser  Streifen  liegen  und  deren  jedes 
eine  Masse  gleich  der  des  Streifens,  den  es  ersetzt,  hat.  Da  diese 
Teilchen  auf  der  geraden  Linie  liegen,  die  den  Mittelpunkt  der 
Seite,  mit  der  die  Streifen  parallel  sind,  mit  dem  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  yerbindet,  so  liegt  der  Schwerpunkt  der  Platte  auf  dieser 
Linie.  Das  Dreieck  hätte  aber  auch  in  schmale  Streifen  parallel  mit 
einer  yon  den  beiden  anderen  Seiten  geteilt  werden  können;  er  liegt 
also  auf  den  Linien,  die  den  Mittelpunkt  einer  jeden  der  beiden  Seiten 
mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte  yerbinden,  er  liegt  also  im 
Kreuzungspunkte  dieser  Linien.  Wir  gelangen  damit  gelegentlich  auch 
zu  dem  wohlbekannten  Satze  aus  der  Geometrie,  daß  die  drei  die  Ecken 
eines  Dreiecks  mit  den  Mittelpunkten  der  gegenüberliegenden  Seiten 
yerbindenden  Linien  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Wenn  D  der 
Halbierungspunkt  der  Seite  BC  gegenüber  yon  Ä  ist,  wird  der  Leser 
sehen,  daß  der  Schwerpunkt  der  Platte  auf  ^D  in  6r  liegt,  wo  D  6r 
=  ^DÄ  ist. 

Betrachten  wir  ferner  ein  Tetraeder,  das  ist  ein  yierseitiger  Körper, 
dessen  Seiten  Dreiecke  sind.  Dieses  kann  in  Teilchengruppen  geteilt 
werden,  die  dünne  Platten  parallel  mit  einer  yon  den  Seiten  bilden,  der 
Schwerpunkt  einer  jeden  kann  wie  im  yorigen  Beispiel  gefunden  werden, 
und  die  Reihe  yon  Platten  kann  durch  Teilchen  in  ihren  Schwer- 
punkten, wie  beschrieben,  ersetzt  werden.     Diese  liegen  in  der  den 
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Schwerpunkt  der  Basis  mit  der  Gegenecke  verbindenden  Linie;  daher 
liegt  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  auf  dieser  Linie.  Auf  dieselbe 
Weise  kann  bewiesen  werden,  daß  der  Schwerpunkt  auf  der  den 
Schwerpunkt  einer  Jeden  der  drei  anderen  Seitenflächen  mit  den  gegen- 
überliegenden Ecken  verbindenden  Linie  liegt;  folglich  liegt  er  im 
Schnittpunkte  dieser  vier  Linien.  Wir  gelangen  damit  zu  dem  anderen 
wohlbekannten  Satze  aus  der  Geometrie,  daß  die,  die  Schwerpunkte  der 
Seitenflächen  eines  Tetraeders  mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten 
verbindenden  Linien  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden; 
dieser  Punkt  ist  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders.  Der  Leser  mag  be- 
weisen, daß  dieser  Punkt  um  drei  Viertel  der  Länge  der  den  Scheitel- 
punkt mit  dem  Schwerpunkte  der  gegenüberliegenden  Seite  verbindenden 
Linie  von  jedem  Scheitelpunkte  des  Tetraeders  entfernt  ist.  Es  ist 
dies  mit  Hilfe  der  Eigenschaften  ähnlicher  Dreiecke  leicht  zu  machen. 

Femer  können  wir,  um  den  Schwerpunkt,  sagen  wir  einer  gleich- 
förmigen Halbkugelschale  zu  bestimmen,  die  Schale  in  eine  Reihe  von 
Ringen  aufteilen,  die  alle  der  kreisförmigen  Basis  der  Halbkugel  parallel 
sind.  Der  Schwerpunkt  jedes  Ringes  wird  in  seinem  Mittelpunkte  sein, 
und  so  kann  die  Schale  ersetzt  werden  durch  eine  Reihe  von  Massen- 
teilchen gleich  denen  der  entsprechenden  Ringe,  längs  der  Linie  verteilt, 
die  den  Mittelpunkt  der  kreisförmigen  Basis  mit  dem  Mittelpunkte  der 
gewölbten  Oberfläche  verbindet.  Diese  Rechnung  kann  vollständig 
durchgeführt  werden  mit  Hilfe  der  Integralrechnung,  und  es  würde  sich 
alsdann  zeigen,  daß  der  Schwerpunkt  im  Mittelpunkte  dieser  Linie 
liegt.  Man  könnte  aber  auch  ohne  Rechnung  zu  diesem  Ergebnis  ge- 
langen von  der  bekannten  Tatsache  aus,  daß  das  zwischen  zwei  parallelen 
Platten  eingeschlossene  gewölbte  Stück  einer  Kugel  genau  gleich  ist 
dem  zwischen  eben  diesen  Platten  eingeschlossenen  gewölbten  Ober- 
flächenstück des  die  Kugel  umschreibenden  Zylinders  mit  den  Axen 
senkrecht  zu  den  Platten. 

Ferner  könnte  der  Schwerpunkt  einer  Halbkugel  von  gleichförmiger 
Dichte  dadurch  gefunden  werden,  daß  man  sie  in  öine  Reihe  dünner 
kreisförmiger  Platten  teilt,  die  alle  mit  der  ebenen  Basis  der  Halbkugel 
parallel  sind;  so  würde  die  Kugel  wie  im  vorigen  Falle  durch  eine  Reihe 
von  Teilchen  ersetzt  sein  und  man  würde  durch  Rechnung  finden,  daß 
der  Schwerpunkt  auf  der  Linie  nach  dem  Mittelpunkte  der  kreisförmigen 
Basis  in  drei  Achtel  des  Radius  von  diesem  Punkte  liegt 

150.  Methode  der  Integration.  Die  Bestimmung  von  Massen- 
mittelpunkten muß  mit  Ausnahme  einiger  leichter  und  klar  liegender 
Fälle  nach  den  Methoden  der  Integralrechnung  ausgeführt  werden. 
Einen  Körper  von  stetiger  Masse  und  bekannter  Verteilung  der  Materie 
denken  wir  uns  in  eine  große  Anzahl  von  Teilen  oder  Elementen  zer- 
legt, die  so  klein  sind,  daß  jeder  Punkt  jedes  dieser  Teile  von  einer 
gewählten  Beziehuugsebene  gleich  weit  entfernt  angenommen  werden 
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kann  und  Jedes  Element  von  durchaus  gleicher  Dichte,  nämlich  der 
in  irgend  einem  seiner  inneren  Punkte  vorhandenen  Dichte  gedacht 
werden  kann.  Wenn  also  dv  das  Volumen  eines  dieser  Elemente  des 
Systems,  Q  seine  Dichte  und  x  seine  Entfernung  von  einer  Beziehungs- 
ebene ist,  so  haben  wir 

I  Qxdv 

1  =  ^- 


I  Qdv 


(12) 


WO  der  Zähler  die  für  den  Körper  oder  das  System  yon  Körpern  ge- 
nommene Summe  der  Produkte  von  der  Form  Qxdv  (d.  h.  die  Masse 
Qdv  des  Elementes  multipliziert  mit  x^  der  Entfernung  des  Elementes 
Yon  der  Beziehungsebene)  und  der  Nenner  die  Summe  der  Produkte 
von  der  Form  Qdv,  d.  h.  die  Gesamtmasse  des  Körpers  oder  Systems 
bedeutet. 

151.  Pappussche  Theoreme.  Die  folgenden  Theoreme  ermög- 
lichen es,  für  eine  große  Anzahl  häufig  vorkommender  Fälle  die  Massen- 
mittelpunkte sehr  leicht  zu  finden. 

Eine  gleichförmige  lineare  Verteilung  von  Materie  in  einer  Ebene, 
d.h.  eine  Verteilung  längs  einer  Kurve,  in  der  der  Betrag  von  Materie 
iür  jede  Längeneinheit  der  Kurve  in  jedem  Punkte  der  gleiche  ist,  wird 
um  einen  beliebigen  Winkel  um  eine  Axe  in  der  Kurvenebene  gedreht. 


Der  Flächeninhalt  der  durch  die  Drehung 
entstandenen  Oberfläche  ist  gleich  der  Länge 
der  Kurve  mal  der  Länge  der  durch  den 
Massenmittelpunkt  der  linearen  Verteilung 
beschriebenen  Bahn.  Dies  kann  folgender- 
maßen bewiesen  werden.  Teilen  wir  die 
KurTe  in  aufeinander  folgende  kurze  Elemente 
dSi,  dS2  .  *  •  und  ersetzen  wir  diese  durch 
Teilchen  m^,  m^  n^n  •*•«  deren  Massen  gleich 
den  Massen  in  den  Elementen  ds^,  ds^,  ds^,.. 
in  ihren  Mittelpunkten  sind,  x^  X2j  x^  ... 
seien  die  Entfernungen  dieser  Teilchen  von 
der  Axe  AB^  wie  in  Fig.  103,  dann  ist  der 
Massenmittelpunkt  dieser  Teilchen,  der  auch 
der  Massenmittelpunkt  der  Kurve  ist,  in  einer 
Entfernung  |  von  der  Axe  durch 

j. £(nix) 


Fig.  103. 


(13) 


gegeben.  Lassen  wir  die  Kurve  sich  um  einen  Winkel  0  um  die  Axe 
AB  drehen;  der  von  m^  beschriebene  Bogen  ist  XiO  u.  s.  w.,  während 
der  vom  Massenmittelpunkt  beschriebene  ^0  ist.     Es  ist  aber 
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Ujmxd) 

Wenn  aber  6  die  Masse  pro  Längeneinheit  in  der  Kurve  ist,  haben  wir 
mj  =  ödsij  ^  =  6d8^  ...  u.  s.  w.  Em  =  ös,  wo  s  die  Länge  der 
Kurve  und  E{md)  =  öE(xOds)  ist     Folglich  lautet  die  Gleichung: 

s^0  =  2:(xeds) (14) 

Nun  ist  aber  xOds  die  Länge  xfi  der  yon  einem  Teilchen  beschriebeneii 
Bahn  multipliziert  in  das  Kurven  stück  zwischen  diesem  und  dem 
nächsten  Teilchen,  d.  h.  der  Flächeninhalt  der  zwischen  den  beiden 
Bahnen  gelegenen  Zonen  der  Drehungsoberfläche.  Die  Summe  dieser 
auf  der  rechten  Seite  yon  61.(14)  ist  der  Flächeninhalt  der  Oberfläche, 
und  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  ist  die  Länge  der  Kurve  s,  in 
die  Länge  |d  der  yon  dem  Massenmittelpunkte  beschriebenen  Bahn 
multipliziert. 

Es  gibt  ein  hierzu  zugehöriges  Theorem,  das  der  Leser  leicht  in 
ähnlicher  Weise  erproben  kann.  Wenn  ein  Flächenstück  yon  einer 
ebenen  Kurye  eingeschlossen  ist,  so  ist  das  Volumen  des  durch  Drehung 
dieses  Stückes  um  einen  Winkel  um  eine  in  seiner  eigenen  Ebene  ge* 
legenen  Axe  entstehenden  Körpers  gleich  dem  Produkte  der  gedrehten 
Ebene  in  die  Länge  der  von  dem  Schwerpunkte  der  Ebene  (die  zu 
diesem  Zwecke  als  gleichförmige  ebene  Verteilung  yon  Materie,  also  als 
eine  dünne  Platte  mit  überall  pro  Flächeneinheit  gleichem  Betrage  von 
Materie  zu  betrachten  ist)  beschriebenen  Bahn. 

Diese  Sätze  sind  bekannt  als  die  Theoreme  des  Pappus  von 
Alexandrien ,  eines  griechischen  Geometers  aus  dem  Ende  des  vierten 
Jahrhunderts  unserer  Zeitrechnung.  Sie  werden  manchmal  auch  Paul 
Guldin,  einem  französischen  Mathematiker  yom  Anfange  des  17.  Jahr- 
hunderts ,  zugeschrieben. 

152.  Beispiele  der  Papp us sehen  Theoreme.    Als  ein  Beispiel 
für  den  Gebrauch  dieser  Theoreme  wollen  wir  den  Schwerpunkt  eines 
den   Zentriwinkel  a    umspannenden    Bogens  ÄS 
eines  gleichmäßig  mit  Materie    erfüllten  Kreisea, 
wie  in  Fig.  104,  aufsuchen. 

Es  ist  nach  der  Symmetrie  klar,  daß  der 
Massenmittelpunkt  auf  der  Linie  liegt,  die  0  mit 
dem  Mittelpunkte  C  des  Bogens  verbindet.  Lassen 
wir  den  Bogen  eine  vollständige  Drehung  um  eine 
in  der  Bogen  ebene  senkrecht  zu  0  C  gelegene  Axe 
ausführen;  er  erzeugt  eine  Zone  einer  Kugelober- 
fläche vom  Radius  r.  Wenn  dann  S  der  Schwer^ 
punkt  ist  und  OS  durch  £  bezeichnet  vrird,  ist 
2  3tx  die  Länge  der  von  S  beschriebenen  Bahn.  Wenn  r  der  Radius 
ist,  so  ist  die  Länge  des  Bogens  ra  und  die  entstandene  Ebene  ist 
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TU  X  2  3r|.    Der  Flächeninhalt  der  Ereboberflächenzone  ist  aber  gleich 
der  Länge  der  Sehne ^^  mit  2  7tr  multipliziert,  d,  h.:  2r  sin\a,27cr. 
Setzt  man  diese  beiden  Werte  gleich,  so  erhält  man: 

^  =  -^'*'*2 ^^^^ 

Ist  der  Bogen  ein  yoUatändiger  Halbkreis,  so  ergibt  sich  speziell: 

1  =  ^ (16) 

Femer  sei  die  Aufgabe  gestellt,  den  Massenmittelpunkt  einer 
dünnen  gleichförmigen  Lamelle  yon  der  Form  eines  Kreissegments  A  CB 
(Fig.  105)  zu  bestimmen,  dessen  Peripherie  vom 
Mittelpunkte  0  aus  einen  Winkel  a  umspannt. 
Das  Segment  möge  eine  ganze  Umdrehung  um 
eine  mit  mit  der  Sehne  AB  parallele  Axe  durch 
den  Mittelpunkt  ausführen.  Der  Massenmittel- 
punkt ist  in  einem  Punkte  8  auf  der  das  Segment 
halbierenden  Linie  0C\  die  von  S  beschriebene 
Bahn  ist  2;r{;  der  Flächeninhalt  des  Segments  ist 

Jar»  —  \r^  sina. 

Folglich  ist  das  durch  die  Drehung  erzeugte  Vo- 

lomen:  xr^a^  —  Jrr^l  sina.    Dieses  Volumen  ist 

aber  das  aus  der  Drehung  des  Sektors   OACB  erzeugte  minus  dem 

durch  das  Dreieck  OAB  erzeugten  Volumen,  d.  h.: 

I « r'  s«n  I  a  (1  —  cos^  |  a). 

Folglich  gilt  die  Gleichung: 

6  =  lr ^-- (17) 

'        ^    a  —  sina  ^     ^ 

Ist  das  Segment  die  yollständige  Halbkreisfläche,  so  ist  a  =  sr,  und 
es  wird: 

4r 
«  =  3^ (^«) 

153.  Gesamte  Bewegimgsgröfie  eines  Systems  von  Teilchen. 

Wenn  wir  jetzt  zur  Gl.  (8)  zurückkehren ,  so  wollen  wir  mit  Xi,  i^  ... 
die  Geschwindigkeiten  der  Teilchen  m^^  m^  ...  parallel  zur  x-Axe,  mit 
y\i  y%  *••  '^^^  Geschwindigkeiten  parallel  zur  y-Axe  und  mit  i| ,  i^  •  •  • 
ihre  Geschwindigkeiten  parallel  zur  ;er-Axo  bezeichnen;  dann  folgt  aus 
diesen  Gleichungen,  daß  ^,  ^«  {[  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes,  durch  die  Gleichungen 

^    dx  ^     dy 

^^_IL      dn^^^'^di     dj 
dt  Lm    '     dt         ~  2:m    '    dt 


y,     ds 
Um 


(19) 
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gegeben  sind.  Zum  Beweise  dafür  betrachten  vir  ein  einzelnes  Teilchen 
Ton  der  Masse  tn  und  der  Entfernung  x  von  der  Beziehungsebene.  In 
einem  kleinen  Zeiträume  r  wird  sich  diese  Entfernung  in  x  -^  xt  und| 
wird  sich  in  £  +  £tr  yerwandelt  haben.  Also  haben  wir  nach  den 
Gleichungen  fCtr  die  Lage  des  Schwerpunktes 

^  +  {t,)"= T^ 


Wenn  wir 

hiervon  die 

Gleichung 

«  = 

£mx 

abziehen, 

so  erhalten 

wir 

di_ 

-"% 

dt"' 

£m 

u.  s.  f.  für  die  anderen  Komponenten. 

Wenn  wir  den  so  gefundenen  Gleichungen  die  Form 

geben,  so  sehen  wir,  daß  die  Summe  der  Bewegungsgrößen  des  Systems 
Ton  Teilchen  in  irgend  einer  Richtung  derjenigen  Bewegungsgröße  gleich 
ist,  welche  das  System  haben  würde,  wenn  seine  ganze  Masse  in  einem 
einzigen  Teilchen  im  Schwerpunkte  vereinigt  wäre  und  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  bewegte.  Ferner  folgt  daraus, 
daß,  wie  auch  immer  die  Bewegungen  der  einzelnen  Teilchen  sein  mögen, 
der  Schwerpunkt  in  Ruhe  ist,  wenn  die  Summe  ihrer  Bewegungsgrößen 
in  jeder  Richtung  null  ist. 

154.  Änderungsgrad  der  Bewegungsgroße  eines  Systems 
YOn  Teilehen.  In  genau  derselben  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
mit  X,  y,  z  parallelen  Beschleunigungen  des  Teilchens  durch  die  Sym- 
bole j'i,  Xj  ...,  Pi,  1)2  .•-)  '^u  ^2  ••'  ^^^  ^io  Koitponenten  der  Schwer- 
punktsbeschleunigung mit  I,  i^,  S  bezeichnen,  die  Gleichungen: 


(21) 


an               dti      d^r,        ^"'dt^       dn 

y,     d'z 

di^           Sm     '     d/>           2m    *     dt* 

£m 

oder,  wie  wir  schreiben  können: 

d'l    „                „       d^X              d^7]    „ 

d^t    y.                   y.          d^^ 
dP    ^'"   =  ^"^    dt^ 

(22) 
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In  diesen  beiden  Formen  besagen  diese  Gleichungen,  daß  die  Summe 
der  Änderungsgrade  der  Bewegungsgröße  eines  Systems  yon  Teilchen 
bezw.  seine  Beschleunigung  in  jeder  Bichtung  derjenigen  gleich  ist, 
welche  das  System  erfahren  würde,  wenn  es  in  einem  einzigen,  in  den 
Schwerpunkt  fallenden  Teilchen  konzentriert  wäre. 

Die  Sätze  der  beiden  letzten  Paragraphen  heißen  die  Schwer- 
punktssätze,  der  letzte  insbesondre  der  Satz  yon  der  Erhaltung  des 
Schwerpunktes. 

155.  Momente  von  Bichtungsgrößen.  Das  Moment  einer  in 
einer  bestimmten  Linie  wirkenden  Richtungsgröße  in  Bezug  auf  eine 
Axe  wird  folgendermaßen  definiert.  Die  Richtungsgröße  wird  in  einem 
Punkte  ihrer  Wirkungslinie  in  zwei  Komponenten  aufgelöst,  eine  mit 
der  Axe  parallel,  die  andere  senkrecht  zu  ihr,  aber  ^is,  106. 
natürlich  in  der  durch  die  Größe  selbst  und  ihre  erste 
Komponente  bestimmten  Ebene.  Es  sei  also  AB 
(Fig.  106)  die  Axe  und  P  die  Richtungsgröße;  die 
Auflösung  nehmen  wir  in  dem  Punkte  0,  der  die 
kleinste  Entfernung  yon  Ä  B  hat,  yor.  P  wird  bei  0 
aufgelöst  in  Q,  parallel  mit  AB  und  B  senkrecht  zu 
AB  und  in  der  Ebene  yon  Q  und  P;  B  liegt  im  all- 
gemeinen nicht  in  der  durch  AB  und  0  bestimmten 
Ebene,  p  sei  die  senkrechte  Entfernung  zwischen 
AB  und  der  Wirkungslinie  yon  jß,  dann  ist  das  Mo- 
ment yon  F  in  Bezug  auf  AB  gleich  Bp,  Dies  gilt 
als  positiy  oder  negatiy,  je  nachdem  für  einen  der 
Axe  entlang  yon  A  nach  0  blickenden  Beobachter  B 
den  Arm  p  in  der  in  der  Zeichnung  angegebenen  oder  B 
in  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  drehen  scheint. 

Das  Moment  kann  graphisch  dargestellt  werden  durch  eine  Strecke 
längs  AB  und  auf  den  Beobachter  zukommend  oder  sich  yon  ihm  ent- 
fernend, je  nachdem  es  positiy  oder  negatiy  ist. 

Die  Richtungsgröße  kann  alles  mögliche  sein;  meist  ist  es  eine 
Kraft,  dann  ergibt  die  obige  Definition  das  Moment  einer  Kraft  in 
Bezug  auf  eine  Axe.  Ist  die  Größe  die  Bewegungsgröße  eines  Teilchens, 
so  ergibt  sich  das  Moment  der  Bewegungsgröße  des  Teilchens  in  Bezug 
auf  die  Axe  u.  s.  w. 

Das  Moment  in  Bezug  auf  P  (Fig.  96)  jeder  einzelnen  yon  den 
Komponenten  der  Richtungsgröße  co  in  §  118,  die  durch  Projektion 
der  Zeichnung  auf  eine  beliebige  Ebene  erhalten  werden,  ist  das  Moment 
der  betreffenden  Komponente  um  eine  durch  P  senkrecht  zu  jener 
Ebene  gezogene  Axe.  Es  wird  dort  gezeigt,  daß  das  Moment  yon  o 
um  jede  beliebige  Axe  der  Summe  der  Momente  ihrer  Komponenten 
um  dieselbe  Axe  gleich  ist.  Wir  werden  jetzt  beweisen,  daß  es  der 
Summe  der  Momente  der  Größe  um  Axen  yon  Xy  y^  z^  die  durch  einen 
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Axenpnnkt  durchgehen,  gleich  ist,  und  werden  die  Werte  dieser  Mo- 
mente darlegen. 

X^  Y,  Z  seien  die  Komponenten  der  Richtungsgröße,  gleichviel 
ob  es  eine  Kraft,  eine  Bewegungsgröße  oder  eine  andere  physikalische 
Größe  ist.  Wenn  P  ihre  Resultante  ist,  so  sind  X/F,  I/P,  Z/P  die 
Kosinus  der  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  yon  x,  y,  z  bildet.  Die  Axe 
AB  möge  durch  den  Anfangspunkt  gehen  und  A,  ft,  v  seien  die  Kosinoi 
der  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  yon  x^  y,  z  bildet;  auch  mögen  die 
Koordinaten  des  Punktes  0:x,  y^  z  sein.  Es  ist  klar,  daß  eine  mit 
P  parallele  Ebene  durch  die  Axe  gelegt  werden  kann ;  if  sei  der  Winkel 
zwischen  einer  in  dieser  Ebene  parallel  zu  P  gezogenen  Linie  und  der 
Richtung  der  Axe.  Die  Länge  p  eines  yon  einem  Punkte  (x,  y,  z)  der 
P-Linie  auf  diese  Ebene  gefällten  Lotes  ist  nach  den  Lehrbüchern  der 
analytischen  Geometrie: 

[x  {Yv  —  Z^)-\'y  [ZI  —  Xv)  +  z  (Xji^—  Yß] 
Psinif 

Nach  der  Definition  ist  das  gesuchte  Moment  das  Produkt  dieser 
Senkrechten  in  die  zu  ^^  senkrechte  Komponente  Pstn  ^  yon  P,  d.h: 

H=Ppsintlf  =  x(Yv  —  Zii)  +  y(Zl—Xv)  +  z(Xii—  Yk)  (23) 

Wenn  wir  dieses  Moment  nach  dem  oben  ausgeführten  Muster  längs 
der  Linie  AB  graphisch  darstellen,  löst  es  sich  in  drei  Komponenten 
Zy  —  FjCt,  Xz  —  Zaj,  Yx  —  Xy  länge  den  Axen  yon  a;,  y,  z  auf,  die 
die  Momente  yon  P  um  diese  Axen  sind.  Der  Leser  mag  sich  dsTon 
überzeugen,  daß,  wenn  diese  Momentkomponenten  mit  H^  H^,  H^  be- 
zeichnet werden, 

H=  IH^  +  (iH^  -h  vÄ, (23a) 

ist. 

Sind  z.  B.  die  Komponenten  der  Bewegungsgröße  eines  Teilchens 
mi^  my^  wi,  dann  sind  die  Komponenten  Hx,  H^y  H^  des  Momentes 
der  Bewegungsgröße 

/    dz  dy\  (    dx  dz\  /    dy  dx\ 

y  dt  dt)  \     dt  dtj  \     dt        ^  dt) 

Betrachten  wir  jetzt  ein  ganzes  System  von  Teilchen.    Die  Größen 

^"^VTt-'TtJ^   ^'^[fTt-'^di)'    ^'^V'Tt-^Tt) 

sind  die  Summen  der  Momente  der  Bewegungsgröße  der  Teilchen  des 
Systems  bezw.  um  die  x-^  y-  und  ;?-Axe.  Denn  ein  Teilchen  m  in  dem 
durch  die  Koordinaten  Xy  y^  z  bestimmten  Punkte  hat  Geschwindigkeits- 
komponenten Xy  y,  i,  und  es  ist  leicht  nach  der  oben  gegebenen  Defi- 
nition zu  zeigen,  daß  das  Moment  einer  Größe  um  eine  Axe  gleich  der 
Summe  der  Momente  ihrer  Komponenten  um  die  Axe  ist.     Die  erste 
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dieser  Komponenten  hat  nach  der  Definition  kein  Moment  um  die 
x-Axe,  die  Momente  der  anderen  (für  wie  in  Fig.  3  gerichtete  a>,  y- 
und  r-Axe)  sind  —  myz  nnd  4~  ^iy^  so  daß  das  Moment  der  Be- 
wegnngBgröße  des  Teilchens  m  {iy  —  yz)  ist  u.  s.  f.  für  die  anderen 
Axen.    Ea  muß  bemerkt  werden,  daß  die  zeitlichen  Änderungsgrade 

^     (   d^y  d^XK 

sind,  und  diese  werden  weiter  unten  in  den  Bewegungsgleiohungen, 
die  Yon  großer  Wichtigkeit  sind,  erscheinen. 

Wenn  wie  oben,  §  148,  a;  =  |  +  rc',  y  =  ij  -f-  y',  z  =  ^  +  z' 
ist,  so  daß  x',  y,  z'  die  Koordinaten  eines  Teilchens  bezogen  auf  parallele 
Axen  durch  den  Schwerpunkt  sind,  so  ist  das  Moment  der  Bewegungs- 
größe des  Systems  in  Bezug  auf  die  a;-Axe 


Um 


[(fl+w)<'+^-(^+'^«+4 


Nun  wissen  wir  aber  aus  den  Eigenschaften  des  Schwerpunktes,  daß 
Zm^z  =  Oy  £fn7iz  =  0  iBt  XL.  B,  w.j  so  daß  aus  diesem  Moment  der 
Bewegungsgröße  der  Ausdruck 

wird.  Dies  ist  die  Summe  des  Moments  der  Bewegungsgröße  des 
Systems,  bezogen  auf  eine  parallel  zur  x-Axe  durch  den  Schwerpunkt 
gelegten  Axe,  und  des  Moments  der  Bewegungsgröße  des  ganzen  Systems 
nm  die  x-Axe,  wenn  man  sich  dasselbe  im  Schwerpunkte  yereinigt  und 
mit  der  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  fortschreitend  denkt. 

Da  die  x-Axe  in  beliebiger  Richtung  gewählt  werden  kann,  so  gilt 
dies  für  alle  Axen.  Durch  geeignete  Wahl  der  Koordinatenaxen  kann 
das  Moment  der  Bewegung  (oder  ihr  Änderungsgrad)  um  jede  Axe  aus 
dem  eben  gefundenen  Ausdrucke  berechnet  werden.  Oder,  wenn  H^ 
H],  Hl  die  Komponenten  des  Moments  der  Bewegungsgröße  um  die 
X-,  y-,  j?'Axe,  d.  h.  £fn  {yz  —  iy)  u.  s.  w.  bezeichnen,  so  ist,  wie  wir 
für  die  Riohtungsgröße  P  gefunden  haben,  das  Moment  der  Bewegungs- 
größe bezogen  auf  eine  Axe  durch  den  Anfangspunkt,  deren  Richtungs- 
kosinus  il,  fi^  v  sind: 

Ai/,  +  fiff,  +  vHi. 

156.  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Teilchen. 
Äußere  und  innere  Kräfte.      Erhaltung  der  Bewegungsgröße. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  ein  System  von  Teilchen,  gleichviel,  ob  sie 
einen  starren  Körper  bilden  oder  nicht.  Die  Teilchen  mögen  mit 
Ml,  m|,  m^  ...,  ihre  Koordinaten  mit  Xi,  ^j,  Zi,  x^^  y^,  ;?2  •••  bezeichnet 
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werden,  so  daß  Xi,  pi,  z,  x^^  y^,  ig . . .  die  Beschleunigungskomponenten 
der  Teilchen  sind.  Diese  Beschleunigangen  rühren  von  den  Kompo- 
nenten der  Wirkungen  auf  die  Teilchen  in  den  Richtungen  der  Axen 
her.  Jede  Wirkung  ist  die  Resultante  der  Yon  außerhalb  des  Systems 
und  der  von  den  anderen  Teilchen  des  Systems  aus  wirkenden  Kr&fte. 
So  wirkt  auf  das  Teilchen  m^  in  der  ^-Richtung  eine  Kraft  Xi  +  -^i« 
worin  Xi  den  Änderungsgrad  der  Bewegungsgrdße  längs  x  bezeichnet, 
die  die  äußere  Wirkung  auf  mi  hervorrufen  würde,  und  Xi  dieselbe 
Sache  für  die  innere  Wirkung  auf  mi  bezeichnet.     So  erhalten  wir: 

^h  -^  =  ^1  +  ^i« 

Ebensolche  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  anderen  Richtungen  und 
die  anderen  Teilchen.     Also  haben  wir: 

Wi   -j^  ==  Ai    +    Ai,       ♦»!  — -  —  li   +    li, 


»»1  -^^,   =Z^^Z^ 


♦»»   -^f  -4-2    +    -^».        »»2  ---  =    JTj    -J-    JTj, 


»tj  -^  =  Z,  +  Zj 


•  .  (24) 


für  jedes  Teilchen  gibt  es  also  eine  Gruppe  von  drei  Gleichungen.  Wir 
werden  die  Kräfte  X^,  Y^,  Z^  ...  die  äußeren  Kräfte,  die  Kräfte 
Xi,  Yi,  Zi  ...  die  inneren  Kräfte  nennen.  Wenn  wir  zuerst  alle 
Gleichungen  für  x,  dann  alle  für  y  und  dann  alle  für  z  addieren,  so 
erhalten  wir: 

worin  die  Größen  auf  den  rechten  Seiten  nur  die  Summen  der  äußeren 
Kräfte  sind;  denn  die  Summen  der  inneren  Kräfte  verschwinden  nach 
dem  dritten  Bewegungsgesetze,  da  die  „innere  Kraft^  auf  irgend  ein 
Teilchen ,  etwa  m^ ,  die  Resultante  der  von  den  anderen  Teilchen  des 
Systems  auf  es  ausgeübten  Kräften  ist.  Nun  ist  jede  durch  ein  Teil- 
chen ntj  auf  f»!  ausgeübte  Kraft  von  einer  von  m\  auf  ^2  ausgeübten, 
gleichen  und  entgegengesetzten  Kraft  begleitet,  und  das  kommt  in 
Rechnung,  wenn  die  Gesamtwirkung  auf  w*^  betrachtet  wird.  Wenn 
also  die  Kräfte  wie  oben  addiert  werden,  so  verschwinden  die  Summen 
der  inneren  Kräfte  auf  die  Teilchen  identisch. 

Die  Kraft  X,  Y,  Z  wird  hier  auf  ein  Teilchen  im  Punkte  rc,  y,  z 
wirkend  gedacht  u.  s.  f.  für  die  anderen  Kräfte.  Natürlich  gibt  es  viele 
Teilchen  des  Systems,  auf  die  eine  äußere  Kraft  nicht  direkt  einwirken 
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mag ;  für  diese  alle  ist  Y,  Y,  Z  gleich  null.  Anderseits  wird  in  manchen 
Fällen  die  Kraft  X,  Y,  Z  nicht  direkt  auf  ein  Teilchen  des  betrachteten 
Systems  wirken,  kann  aber  irgendwie  auf  den  äußeren  Rand  oder  auf 
ein  mit  dem  System,  dessen  Bewegung  ermittelt  werden  soll,  zusammen- 
hängendes Glied  einwirken;  man  kann  z.  B.  eine  Kraft  als  in  einem 
Punkte  eines  Seiles,  durch  das  ein  Zug  auf  das  System  ausgeübt  wird, 
angreifend  betrachten.  In  der  Tat  sind,  wie  der  Leser  wohl  beachten 
sollte,  alle  weiter  unten  gegebenen  Theoreme,  die  die  Wirkung  von 
Kräften  betreffen,  unabhängig  von  dem  Punkte  in  der  Wirkungslinie 
einer  Kraft,  der  als  Angriffspunkt  der  Kraft  gilt.  Dieses,  häufig  als  die 
Grundlage  der  Statik  angenommene  Ergebnis  folgt  selbstverständlich 
aus  der  von  Newton  gegebenen  dynamischen  Methode. 

Au8§  153  ersieht  man,  daß  die  Gleichungen  (24)  auch  in  der  Form 

|lzm  =  2;x,     ^Zm  =  £r.     g2:m  =  2;Z.    .(26) 

geschrieben  werden  können,  wo  sie  besagen,  daß  die  Beschleunigung 
des  Schwerpunktes  des  Systems  diejenige  ist,  welche  ein  Teilchen  yon 
der  Masse  2Jtn,  gleich  der  Gesamtmasse  des  Systems,  haben  würde, 
wenn  die  äußeren  Kräfte  ohne  Änderung  von  Größe  und  Richtung  auf 
es  einwirkten. 

Also  haben  die  inneren  Kräfte  keinerlei  Wirkung,  die  Bewegungs- 
größe eines  Systems  von  Teilchen  zu  ändern.  Wenn  die  äußeren  Kräfte 
für  eine  Richtung  null  sind,  so  bleibt  .die  Bewegungsgröße  in  dieser 
Richtung  ungeändert. 

157.  Momentengleichungen.  Multiplizieren  wir  jetzt  die  erste 
a;-Gleichung  der  Gl.  (24)  mit  j/i,  die  zweite  rr-Gleichung  mit  ^2  •--  ^^<^ 
addieren  wir  die  resultierenden  Gleichungen;  multiplizieren  wir  dann 
die  ^-Gleichungen  mit  x^^  x^  ...  und  addieren  wir  wiederum  die  resul- 
tierenden Gleichungen;  ziehen  wir  endlich  die  erste  Summe  von  der 
zweiten  ab,  so  erhalten  wir: 

^^  ('^  ^  -  ^  ^)  =  ^^^^  +  r)  a;  -  (X  +  X')  y]. 
Behandelt  man  die  übrigen  Gleichungen  in  derselben  Weise,  so 
erhält  man  zwei  weitere  Gleichungen  von  derselben  Form.  Nun  ist  zu 
beachten,  daß  man  aus  demselben  Grunde  wie  der  oben  festgestellte, 
ebenso  2^r'a;  =  0,  2^X'y  =  0  u,  s.  w.  haben  muß.  Folglich  lauten 
die  sich  schließlich  ergebenden  Gleichungen: 
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(27) 
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Die  Größen  auf  der  rechten  Seite  yon  Gl.  (27)  sind  nach  §  155  die 
Momente  der  &nßeren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  rc-«  y-  und  £r-Axe,  die 
durch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  hindurchgehen;  die  Größen 
auf  der  linken  Seite  sind  die  Momente  der  Änderungsgrade  der  Be- 
wegungsgröße  der  Teüchen  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe;  oder  da 


^  dt^        ''   dt^ 


_±(   dy_      dx\ 
dt  V  dt       ^  dt) 


ist,  so  sind  die  Größen  der  linken  Seite  (s.  §  155)  die  Änderungsgrade 
der  Momente  der  Bewegungsgröße  des  Systems  in  Bezug  auf  dieAxen. 
Also  besagen  die  Gleichungen,  daß  der  Änderungsgrad  der  Bewegungs- 
größe des  Systems  (oder,  wie  man  manchmal  sagt,  die  Summe  der 
Momente  der  EfEektivkräfte)  um  eine  Axe  den  Summen  der  Momente  der 
äußeren  Kräfte  um  diese  selbe  Axe  gleich  ist  Da  der  Anfangspunkt 
nach  Belieben  und  die  Axe  in  jeder  Richtung  gewählt  werden  kann,  so 
gilt  das  Theorem  auch  für  jede  Axe. 

158.    Momentengleichungen.      Eigenschaften    des    Schwer- 
punktes.   Nach  §  148  können  die  Gleichungen  (27)  auch  in  der  Form 


.(28) 


geschrieben  werden.  Da  aber  diese  Gleichungen  für  alle  Axen  gelten, 
so  müssen  sie  auch  für  die  soeben  als  durch  den  Massenmittelpunkt 
hindurchgehend  angenommenen  Axen  gelten,  und  folglich  zerfallen  die 
eben  geschriebenen  Gleichungen  in  zwei  Gruppen: 

1.  Die  Gruppe  ^ 


welche,  da  £mijx'  =  ij2Jmx'  und  2Jtnx'  =  0  ...  ist,  in  der  Form 

^*^{''^-'''  ^)  =  ^^^''-^^'^    }.    .    .    .(29) 
geschrieben  werden  kann,  und 
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2.  Die  Gruppe 

Gl.  (29)  besagen,  daß  die  Somme  der  Momente  (in  Bezug  auf  jede  Axe 
durch  den  Schwerpunkt  des  Systems)  der  Änderungsgrade  der  Be- 
wegangsgröße  der  Teilchen  des  Systems  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt 
der  Summe  der  Momente  der  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  dieselbe 
Axe  gleich  ist.  Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Beschleunigungen  des 
Massenmittelpunktes  nicht  in  das  Ergebnis  eingehen. 

61.  (30)  besagen,  daß  die  Summe  der  Momente  (um  irgend  eine 
Axe)  der  sogenannten  ESektivkräfte  auf  die  Teilchen  des  Systems,  wenn 
man  sie  sich  ohne  Änderung  der  Größe  oder  Richtung  in  den  Schwer- 
punkt übertragen  denkt,  gleich  ist  der  Summe  der  Momente  (in  Bezug 
auf  dieselbe  Axe)  der  äußeren,  ebenfalls  in  den  Schwerpunkt  über- 
tragen gedachten  Kräfte. 

Es  sei  nun  r,  =  '^x^  -\-  y^  die  Länge  eines  yon  irgend  einem 
Teilchen  auf  die  ^er-Axe  gefällten  Lotes,  und  ^  sei  der  Winkel,  den  dieses 
Lot  mit  der  o;- Axe  bildet.  Dann  ergibt  sich  i  x  =  rxCOS'^^  y  =  r, sin  ^, 
und  man  erhält  durch  doppelte  Differentiation  nach  t  und  geeignete 
Kombination : 

d^y  d^x  _         drsdt  ^d^t 

^  'di^^^dF-^''''dtlt  '^'''li^' 

Sind  9,  X  die  Winkel,  die  die  Lote  von  dem  Teilchen  auf  die  x-  bezw. 
y-Axe  in  derselben  Weise  mit  der  y-  und  ;er-Axe  bilden,  r^s,  Ty  die 
Längen  dieser  Lote,  so  haben  wir 

^     /    d^z  d^y\        ^      /       dfx  dw     ,      ^d^w\ 

mit  zwei  entsprechenden  Gleichungen. 

Da  aber  Tx  —  Xy  =  rt{Ycos^  —  Xsinii>)  =  r^jR,  ist,  wo 
i?«  die  senkrecht  zu  r«  und  der  je^-Axe  auf  das  Teilchen  wirkende  Kraft 
ist,  und  entsprechend  für  die  anderen,  so  sehen  wir,  daß  Gl.  (27)  in 
der  Form  ,       -.o  ^       -.    x 


(31) 


geschrieben  werden  können. 


11^ 
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Daß  diese  Ergebnisse  auch  für  parallele  Axen  durch  den  Schwer- 
punkt gelten,  kann  selbstyerständlich  aus  Gl.  (29)  abgeleitet  werden. 
Dieselben  genügen  freilich  nicht,  um  die  Bewegung  eines  nicht  starren 
Systems  zu  bestimmen;  zu  diesem  Zwecke  muß  man  entweder  alle  auf 
jedes  Teilchen  wirkenden  Kräfte  oder,  was  in  Wahrheit  dasselbe  ist,  die 
geometrischen  Beziehungen  zwischen  den  Lagen  der  Teilchen ^  kennen. 

Der  Leser  möge  wohl  beachten,  daß,  wenn  es  in  Bezug  auf  eine 
Axe  kein  Kräftemoment  gibt,  es  auch  keinen  Änderungsgrad  des  Mo- 
ments der  Bewegungsgröße  um  diese  Axe  geben  kann.  Es  kann  eine 
Winkelbeschleunigung  um  eine  solche  Axe  geben;  aber  der  von  ihr 
herrührende  Änderungsgrad  des  Moments  der  Bewegungsgröße  wird 
durch  den  von  der  Bewegung  des  Körpers  herrührenden  aufgehoben. 
Dieses  einfache  Ergebnis  ist  von  großem  Nutzen  in  der  Erkl&rung  des 
Verhaltens  rotierender  Körper  wie  Kreisel,  Gyrostaten  u.  s.  w. 

159.  Momentengleichungeii  für  einen  starren  Körper.  Er- 
haltung des  Moments  der  Bewegungsgröße.  Denken  wir  uns  nun 
das  System  yon  Teilchen  als  ein  starres  System  und  nehmen  wir  Axen 
durch  den  Schwerpunkt.  Wenn  dann  Qx,  Qy,  Qg  die  Entfernungen  eines 
Teilchens  von  den  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  a;-',  y'-,  r'-Axen 
sind,  so  werden  sie  die  Strecken  r^,  r^,  r«  ersetzen.  Da  aber  das  System 
starr  ist,  so  ist  der  Schwerpunkt  relativ  zu  ihm  fest,  so  daß  ()«,  ^y,  Q, 
für  jedes  Teilchen  null  sind.  Auch  müssen  f/>,  %,  ^  und  %  Z^  W  für 
jedes  Teilchen  in  einem  gegebenen  Augenblicke  gleich  sein.  Folglich 
ergibt  sich: 

Aus  den  Gleichungen  (31)  wird  ferner: 

Da  die  Axe  fest  ist,  so  sind  ihre  Richtungskosinus  (s.  oben  §  24  (p);Gi, 
X/g),  i>/G),  wo  G)  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  Axe. 

nämlich  Vqp^^  +  Z*  -f  V^  ist.  Die  Winkelbeschleunigungen  ip,  Z,  %' 
müssen  offenbar  den  Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeiten  pro- 
portional sein,  d.  h.  die  Richtungskosinus  der  Axe  sind  auch  99/Ö» 
X/(Ot  Wi'g),  Hieraus  könnte  man  ableiten,  daß  der  Änderungsgrad  des 
Momentes  der  Bewegungsgröße  des  Systems  um  die  Axe  der  Summe 
der  Momente  der  äußeren  Kräfte  um  die  Axe  gleich  ist;  aber  man 
erzielt  dasselbe  Ergebnis   direkt,  indem  man   die  Axe  etwa  mit  der 


(32) 
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x-Axe  zusammenfallen  läßt.     Dann  sind  %,  p,  %,  p  null,  und  man  hat 
nur  die  eine  Gleichung: 

^  Zmr^  =  EBr (33) 

worin  die  Indizes  als  fortan  überflüssig  unterdrückt  sind. 

Die  oben  mehr  als  einmal  erwähnten,  hieraus  zu  ziehenden  Schlüsse, 
daß  die  inneren  Kräfte  des  Systems  keine  Wirkung  haben,  die  Be- 
wegungsgröße des  Systems  in  irgend  einer  Bichtung  oder  das  Moment 
seiner  Bewegungsgröße  um  eine  Axe  zu  ändern,  können  nicht  genug 
betont  werden.  Beispielsweise  bleibt  die  gesamte  irgendwie  gerichtete 
Bewegungsgröße  der  Körper  des  Sonnensystems  durch  ihre  gegenseitigen 
Anziehungen  ungeändert,  ebenso  wie  das  Gesamtmoment  der  Bewegungs- 
größe um  eine  Axe;  sie  können  nur  durch  die  Wirkung  von  außerhalb 
des  Systems  befindlichen  Körpern  geändert  werden. 

Femer,  wenn  einer  yon  den  Körpern  des  Systems  unter  der  Wir- 
kung nur  innerer  Kräfte  an  Volumen  zu-  oder  abnimmt  (man  kann 
für  gewiß  annehmen,  daß  sie  sich  alle  zusammenziehen  und  daß  die 
lucbt  gasförmigen  sich  auch  noch  beständig  abkühlen),  so  wird  seine 
Kotationsperiode  im  ersten  Falle  größer,  im  anderen  kleiner  werden, 
insofern  sein  Drehungsmoment  um  seine  Rotationsaxe  konstant  bleiben 
maß.  So  muß  die  Abkühlung  der  Erde  und  ihre  fortwährende  Zu- 
sammenziehung die  Tendenz  haben,  die  Länge  des  Tages  zu  verkürzen. 

160.  Moment  der  Bewegungsgröße  als  Flächengesehwindig- 
keit  Axe  des  größten  Moments.  Das  Moment  der  Bewegungs- 
größe eines  Systems  um  eine  durch  den  Anfangspunkt  gelegte  Axe 
kann  folgendermaßen  als  Summe  von  Flächengeschwindigkeiten  dar- 
gestellt werden.  Nehmen  wir  eine  durch  den  Anfangspunkt  und 
senkrecht  zur  Axe  gelegte  Fläche;  dann  lassen  wir  ein  Teilchen  des 
Systems  in  einem  Zeitelement  dt  ein  Bahnelement  ds  beschreiben,  pro- 
jizieren wir  diese  elementare  Yerrückung  auf  die  erwähnte  Ebene  und 
verbinden  wir  ihre  Endpunkte  mit  dem  Koordinaten -Anfangspunkte. 
Diese  Verbindungslinien  sind  von  ganz  annähernd  gleicher  Länge,  etwa  Q, 
Die  zwischen  den  Linien  und  der  Verlängerung  des  Bahnelementes 
eingeschlossene  Fläche  ist  \Q^iUlt^  wo  0  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Teilchens  um  die  Axe  ist;  wenn  anderseits  m  die  Masse  des  Teilchens 
ist,  so  ist  niQ^Ü  offenbar  das  Moment  der  Bewegungsgröße  des  Teil- 
chens um  die  Axe.  Das  gesamte  Moment  der  Bewegungsgröße  des 
Systems  um  die  Axe  ist  folglich  UmQ^Ö,  d.  h.  es  ist  die  doppelte 
Summe  der  mit  den  Massen  multiplizierten  Flächengeschwindigkeiten, 
wobei  aber  mit  den  Flächen  ihre  Projektionen  auf  die  zur  Drehungsaxe 
senkrechte  Ebene  gemeint  sind. 

Jetzt  nehmen  wir  diese  Summe  von  Momenten  der  Geschwindig- 
keiten um  jede  der  zueinander  senkrechten  Axen  durch  den  Anfangs- 


166  Drittes  Kapitel. 

punkt  Xy  Pt  JS  und  bezeichnen  die  erlangten  Summen  mit  Hu  Hi^  H^. 
Diese  ergeben  dann,  in  der  üblichen  Weise  aufgelöst,  eine  Resultante// 
um  eine  Axe,  die  mit  den  Koordinatenazen  Winkel  bildet,  deren  Bich- 
tungskosinus  HJHy  ^2/-^»  ^s/^  sind.  Aus  der  oben  §  11 8  erwiesenen 
Tatsache,  daß  Flächen  durch  Strecken  dargestellt  werden  können,  folgt 
daß  H  die  direkt  für  die  Ebene  senkrecht  zu  der  so  definierten  Axe 
erhaltenen  Summe  von  Momenten  der  Geschwindigkeiten  ist.  Der  Leser 
kann  indessen  einen  besonderen  analytischen  Beweis  erbringen  (siebe 
§  156). 

Die  Summe  dieser  Projektionen  dieser  Geschwindigkeiten  auf  eine 
Ebene,  deren  Normale  die  Richtungskosinus  7,  ni,  n  hat,  ist  IHi  -\-mH2 
-\-  nE^  oder  Hcosq),  wenn  q)  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  von 
H  und  der  Linie  7,  «n,  n  ist.  Also  ist  H  der  größte  Wert  der  Summe 
der  in  der  Zeiteinheit  beschriebenen  Flächen,  d.  h.  des  Moments  der 
Bewegungsgröße. 

161.  Erhaltung  des  Moments  der  Bewegungsgröfie.  Unyer- 
änderliche  Ebene.  Unveränderliche  Linie.  Betrachten  wir  jetzt 
das  System  als  sich  selbst  überlassen,  d.  h.  es  werden  keine  äußeren 
Kräfte  als  vorhanden  angenommen.  Die  Kräfte  sind  also  nur  Wir- 
kungen und  Gegenwirkungen  zwischen  den  Teilchen,  und  die  Summe 
der  Momente  aller  Kräfte  zwischen  verschiedenen  Teilen  des  Systems 
sind  für  jede  Axe  null.  Folglich  bleibt  das  Drehungsmoment  des 
Systems  um  jede  Axe  ungeändert,  und  JE/,  das  größte  Moment  für  den 
Anfangspunkt  (der  jeder  Punkt  sein  kann),  ist  sowohl  in  Richtung  als 
Größe  konstant.  Die  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  senkrecht  zur 
Axe  von  II  heißt  die  unveränderliche  Ebene  oder  Laplacesche 
Ebene.  Sie  bleibt  während  aller  Veränderungen  der  Konfiguration 
des  Systems  in  ihrer  Lage  unverändert. 

Die  Linie  durch  0  senkrecht  zur  unveränderlichen  Ebene  heilet 
die  unveränderliche  Linie. 

162.  Unveränderliche  Ebene  für  verschiedene  Punkte.    Die 

unveränderliche  Ebene  ist  für  verschiedene  Punkte  im  Räume  nicht 
dieselbe.  Um  sie  für  irgend  einen  Punkt  als  Anfangspunkt  zu  finden, 
seien  7,  m,  n  die  Richtungskosinus  von  eis  für  das  gewählte  Teilchen. 
Wir  werden,  um  Verwechselungen  mit  dem  Richtungskosinus  w  zu  ver- 
meiden, die  Masse  dieses  Teilchens  mit  tn'  bezeichnen.  Seine  Projek- 
tion auf  irgend  eine  Ebene  ist  eis  sm  tlf ,  wenn  ^  der  Winkel  zwischen 
der  Linie  7,  w,  n  und  der  Normalen  zur  Ebene  ist  Nun  sei  p  die  Länge 
des  der  Axe  YonH  und  der  Linie  ds  gemeinsamen  Lotes;  das  Produkt 
jpsintl^ds  ist  r^d(f.  Wenn  aber  x,  y,  z  die  Koordinaten  des  das  Bahn- 
stück ds  beschreibenden  Teilchens  und  A,  ft,  v  die  Kosinus  der  Nor- 
malen zur  unveränderlichen  Ebene  sind ,  so  ist  p  die  Länge  des  der 
durch  X,  t/,  z  hindurchgehenden  Linie  Z,  wi,  n  und  der  durch  den  An- 
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fangspnnkt  hindurchgehenden  Linie  A,  ^,  i;  gemeinsamen  Lotes.  Die 
Länge  dieser  Linie  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 

[x  (mv  —  nii)  4-  y  0^^  —  Iv)  -\-  js  (?/i  —  wA)] 

Folglich  iflt  (da  sl  =z  x,  sm  :=  y^  sn  =  i  ist): 

ds    .  ■  f    dy  dz\    .        /,   dz  dx\ 

'Tt''"*  =  'Vr,-l'Tt)  +  »\'-Tt-'W 

Setzen  wir  jetzt  k  =  l,^  =  i;  =  0,  so  erhalten  wir 

^  (">  ^ ''■•*) =^.=^»' (4' -4> 

nnd  ebenso  H^  =  2Jwi'  {ex.  —  xi)^  Hs  =  £m  (xy  —  yx),  Ausdrücke, 
die  sich  schon  in  §  155  ergeben  haben. 

Femer,  wenn  für  A,  fi,  v  jetzt  Hi/H,  H^/H,  HJH  gesetzt  wird,  wo 
H  die  Resultante  von  Hi\  Hq^  i/3  ist,  d.  h.  wenn  die  Axe  durch  den 
Anfangspunkt  in  der  Richtung  dieser  Resultante  genommen  wird,  so 
erhalten  wir  für  iE  (m'pssinilf)  den  Wert  H,  der  bestätigt,  daß  die 
Summe  derFlächenprojektionen  auf  die  Ebene  durch  den  Anfangspunkt 
senkrecht  zur  Linie  (Hi ,  H^  1  H^)/H  die  Resultante  der  gedachten 
Komponenten  ist. 

Wenn  statt  x,  y,  p  jetzt  S  +  a?',  ^  +  y',  5  +  ^e^  gesetzt  wird,  so 
wird  ans  Um  (yi  —  zy)  oder  Hi  jetzt 

2:mint-  tv)  +  ^rn  {y'i'  -  z'y') 

und  entsprechend  für  die  anderen  Komponenten  H^^  H%\  d.  h.  es  ist 
das  Moment  der  Bewegungsgröße  des  Systems  um  die  Axe  durch  den 
Anfangspunkt  gleich  dem  Moment  der  Bewegungsgröße  der  ganzen,  im 
Schwerpunkte  yerekiigt  gedachten  Masse,  vermehrt  um  das  Moment 
der  Bewegungsgröße  des  Systems  um  eine  parallele  Axe  durch  den 
Schwerpunkt,  ein  ebenfalls  schon  oben  gefundenes  Ergebnis. 

Für  verschiedene  Lagen  des  Anfangspunktes  werden  die  Werte 
von  x^,  y\  z*  und  ihre  Veränderungsgrade,  und  folglich  auch  die  Werte 
Ton  J7|,  H^j  Hs  verschieden  sein.  So  ändern  wir  durch  Verlegung  des 
Anfangspunktes  in  denjenigen  Punkt,  dessen  Koordinaten  in  Bezug  auf 
den  früheren  Anfangspunkt/,  g,  h  sind,  Hi  in 

£  [m  (y  —  g)  z  —  {z  ^f)  yl 

welches  der  frühere  Wert  von  Hj  minus  dem  Wert  von  i/j  für  eine 
Axe  durch  den  früheren  Anfangspunkt  und  ein  mit  der  Geschwindig- 
keit X,  y,  z  fortschreitendes  Teilchen  von  der  Masse  2Jm  in  /,  g,  h  ist. 
Die  Richtung  der  unveränderlichen  Ebene  ändert  sich  also,  ebenso  wie 
der  Wert  von  -H,  von  Punkt  zu  Punkt. 
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Es  ist  einleuchtend,  daß,  wenn  x',  y\  z*  mit  |,  ^,  ^  proportional 
sind,  d.  h.  wenn  der  Punkt  auf  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems 
(das  als  sich  selbst  überlassen  gilt,  so  daß  der  Schwerpunkt  sich  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  längs  einer  geraden  Linie  bewegt)  be- 
schriebenen Linie  liegt,  die  unveränderliche  Ebene  parallel  zur  unrer- 
änderlichen  Ebene  für  den  Schwerpunkt  liegt,  und  daß  für  alle  Punkte 
auf  einer  durch  einen  festen  Punkt/,  p,  h  hindurchgehenden  geraden  Linie 
die  Richtungen  der  unveränderlichen  Ebene  gleich  sein  werden,  voraus- 
gesetzt, daß  X  —  /,  y  —  g^  z —  h  mit  |,  iy,  %  proportional  sind,  d.  h. 
wenn  die  Linie  mit  der  Bahn  des  Schwerpunktes  parallel  ist 

163.  Unveränderliche  Ebene  des  Sonnensystems.  Wenn  wir 
das  Sonnensystem  als  sich  selbst  überlassen  annehmen,  d.  h.  wenn  wir 
glauben,  die  Anziehungen  der  Fixsterne  auf  die  Sonne  und  die  Planeten 
vernachlässigen  zu  können,  so  muß  die  Ebene  senkrecht  zur  Aze  des 
resultierenden  Moments  der  Bewegungsgröße  in  ihrer  Richtung  unver- 
änderlich sein.  Die  Lage  der  unveränderlichen  Ebene  durch  den  Schwer- 
punkt des  Systems  wird  keine  Änderung  als  Folge  der  gegenseitigen 
Wirkungen  der  verschiedenen  Teile  des  Systems  aufeinander  erleiden. 

Die  Lage  dieser  unveränderlichen  Ebene  kann  nicht  völlig  bestimmt 
werden  mangels  der  Kenntnis  derjenigen  Daten,  welche  zur  Berechnung 
der  Momente  der  Bewegungsgröße  der  das  Sonnensystem  bildenden 
Körper  notwendig  sind.  Aber  wenn  die  verschiedenen  Körper  als  mit 
ihren  Massenmittelpunkten  zusammenfallende  Teilchen  betrachtet  und 
nur  die  Bahnbewegungen  in  Rechnung  gezogen  werden,  so  kann  das 
Moment  der  Bewegungsgröße  annähernd  geschätzt  werden.  Wären  die 
Körper  Kugeln  und  wäre  jeder  von  symmetrisch  um  den  Mittelpunkt 
verteilter  Dichte,  so  würden  ihre  Rotationsbewegungen  nicht  durch  die 
Anziehungskräfte  geändert  werden,  da,  wie  unter  Anziehung  gezeigt 
werden  wird,  jeder  Körper  so  anziehen  und  angezogen  werden  würde, 
als  ob  seine  ganze  Masse  in  seinem  Massenmittelpunkte  vereinigt  wäre. 
So  würden  die  Rotationsbewegungen  durch  alle  Änderungen  der  Kon- 
figuration einen  konstanten  Teil  des  Moments  der  Bewegungsgröße 
liefern.  -  Also  kann  eine  unveränderliche  Ebene  für  den  Rest  gefunden 
werden,  und  diese  ist  die  astronomische  unveränderliche  Ebene 
genannt  worden.  Das  maximale  Moment  wird  durch  Projizierung  der 
Planetenbahnen  auf  diese  Ebene,  Multiplikation  der  Masse  jedes  Pla- 
neten mit  dem  Doppelten  der  von  seinem  Radiusvektor  in  der  Zeitein- 
heit durch  die  projizierte  Bahn  beschriebenen  Fläche  und  Addition 
sämtlicher  Produkte  erhalten. 

Laplacei)  hat  die  Lage  dieser  Ebene  für  zwei  Epochen,  1760 
und  1950,  200  Jahre  auseinander,  berechnet;  für  andere  Zeitpunkte 
bietet  die  Berechnung  ebenfalls  keine  Schwierigkeit.  Hier  mögen  die 
für  1750  (Laplace)  und  für  1900  (Gegenwart)  gültigen  Werte  für  die 

^)  M^canique  Celeste  3,  163. 


Laplacesche  Ebene. 
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Neigung  der  unveränderlichen  Ebene  gegen  die  Ebene  der  Ekliptik  und 
die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  Platz  finden: 

1750  :  10  35'  31"    bezw.    102»  57'  30" 
1900  :  10  35'    4"       „         104^  22'     1" 

Dieses  Ergebnis  ist  in  Fig.  107  dargestellt,  die  die  beiden  Ebenen 
{EE  die  Ebene  der  Ekliptik,  JJ  die  unveränderliche  Ebene)  mit  starker 
Übertreibung  des  Winkels  zwischen  ihnen  zeigt.  Die  Linie  NN^  (hier 
als  bei  S  durch  die  Sonne  hindurchgehend  angenommen),  in  der  die 
beiden  Ebenen  sich  schneiden,  heißt  die  Enotenlinie.  Wenn  ein  Planet 
sich  auf  einer  Bahn  in  der  Richtung,  in  der  er  sich  um  die  Sonne 
bewegt,  in  der  unveränderlichen  Ebene  bewegte,  so  würde  er  von  der 
^  unteren  **  oder  südlichen  Seite  der  Ebene  der  Ekliptik  nach  der^-Seite 
der  Zeichnung  und  von  der  Nordseite  nach  der  ^- Seite  übergehen-, 
die  erstere  wird  daher  der  aufsteigende  Knoten,  die  letztere  der 
absteigende  Knoten  genannt.  Der  Winkel  zwischen  einer  von  S 
nach  dem  mitV  bezeichneten  YUr,  107. 

ersten  Stern  des  Widders  ge- 
zogenen Linie  und  der  Linie 
SN,  d.h,  der  Winkel  V  SN  ist 
die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  und  ist  nach  der 
L  a  p  1  a  c  e  sehen  Feststell  ung 
ungefähr  103^  Es  ist  indessen 
zu  bedenken,  daß  dies  nicht 
die  wahre  unveränderliche 
Ebene  ist,  da  namentlich  die  Nichtberücksichtigung  der  Rotation  um 
ihre  Äxe  einen  großen  Fehler  bedingt.  Dies  ist  nur  eins  von  ver- 
schiedenen äußerst  wichtigen  Ergebnissen,  dieLaplace  und  Lagrange 
in  Betreff  der  Stabilität  des  Sonnensystems  gefunden  haben;  für  das 
Nähere  muß  auf  Werke  über  physikalische  Astronomie,  z.  B.  Tisse- 
rands  Mecanique  Celeste,  verwiesen  werden. 

164.  Trägheitsmoment.  Die  Größen  Zmrl,  2mri,  ^^nrl  und 
ZwpJ,  LniQi,  ümgi  auf  den  linken  Seiten  der  Gl.  (32)  und  (33) 
werden  die  Trägheitsmomente  des  Systems  um  die  betreffenden  Axen 
genannt.  Es  dürfte  ratsam  sein,  hier  das  Trägheitsmoment  eines 
Systems  einigermaßen  näher  zu  betrachten.  Es  seien  nti^ni^,  WH  ••• 
die  Massen  der  Teilchen ,  r^ ,  r^,  rg  . . .  ihre  Entfernungen  von  der  Axe, 

dann  ist  die  Summe  Wirf^  +  wi2»*2^H oder,  wie  man  kurz  schreiben 

kann,  £mr^  das  Trägheitsmoment  des  Systems  um  die  gegebene  Axe. 
Diese  Größe  ist  sehr  wichtig  in  der  Behandlung  der  Rotationsbewegungen 
der  Körper. 

165.  Trägheitsmoment  eines  Systems.  Eigenschaft  des 
Sehwerpunkles.    Gyrationsradius.     Das  folgende  Theorem  ist  stän- 
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dig  im  Gebrauche.  Das  Trägheitsmoment  eines  Systems  um  eine  Axe 
ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  des  Systems  am  eine  parallele  Axe 
durch  den  Schwerpunkt  plus  dem  Trägheitsmoment  eines  einzelnen, 
im  Schwerpunkte  befindlichen  Teilchens  von  der  Gesamtmasse  des  Sy- 
stems um  die  gegebene  Axe.  Zum  Beweis  dieses  Satzes  sei  r  (Fig.  108) 
die  Entfernung  eines  Teilchens  m  von  der  gegebenen  Axe,  h  die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  von  der  Axe  und  r'  die  Entfernung  des 
Teilchens  von  einer  parallelen  Axe  durch  den  Schwerpunkt.  Alsdann 
sei  P  die  in  der  Papierebene  angenommene  Lage  des  Teilchens,  Ä  der 
Durchschnitt  der  Axe  mit  der  Papierebene  und  G  die  Projektion  des 
Schwerpunktes  auf  dieselbe  Ebene.  ÄP  ist  alsdann  r^  ÄG  ist  h  und 
ffP  ist  r'.  Wenn  Ü  der  Winkel  zwischen  dem  verlängerten  Ä  G  und 
GF  ist,  so  haben  wir  nach  dem  bekannten  trigonometri- 
schen Satz: 

r3  =  ÄS  +  r'2  -f  2/ir'cose. 

Nun  ist  aber  r'  cos  6  gleich  der  Entfernung  des  Teilchens 
Yon  einer  Ebene,  die  durch  den  Schwerpunkt  senkrecht 
zu  der  Linie  A  G  gelegt  ist.  Bezeichnen  wir  sie  mit  x, 
dann  ist  r^  =  h^  +  r^  +  2hx,  und  folglich  ist: 

fnr^  =  mh^  -\-  f»r'*  +  2hmx. 
Wenn  man  diese  Gleichung  für  jedes  Teilchen  bildet  und 
addiert,  so  ergibt  sich  für  das  System: 

Umr^  =  h^IJm  +  Zmr'^  +  2h2mx. 

Nun  ist  aber  Umx  die  Summe  der  Produkte  |eder  Masse  in  ihre  Ent- 
fernung Yon  einer  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  und  muß  daher  null 
sein;  folglich  ergibt  sich  die  Gleichung 

IJmr^  =  h^IJm  +  IJnti-'^ (34) 

also  das  oben  aufgestellte  Theorem. 

Bezeichnen  wir  2^m,  die  Masse  des  Systems,  mit  üf,  dann  ist  es 
möglich,  eine  Größe  k  zu  finden  derart,  daß  Mk*  =  £mr^^  wird. 
Daraus  ergibt  sich 

Zmr^  =  M  (M  +  Ä») (35) 

welches  ebenfalls  das  Theorem  ausdrückt.  Die  Größe  k  heißt  der 
Trägheitsradius  oder  Gyrationsradius  des  Systems  um  die 
parallele  Axe  durch  den  Trägheitsmittelpunkt. 

166.  Beispiele  des  Trägheitsmoments.  Die  Anwendung  des 
Trägheitsmoments  wird  durch  die  Tatsache  erläutert,  daß  das  Moment 
der  Bewegungsgröße  eines  einen  starren  Körper  bildenden  Systems  um 
eine  Axe,  wenn  es  die  Winkelgeschwindigkeit  (O  hat,  dem  Produkte 
(o£mr\  d.  h.  der  Winkelgeschwindigkeit  mal  dem  Trägheitsmoment 
gleich  ist.  Zum  Beweise  dessen  ist  zu  beachten,  daß  das  Moment  der 
Bewegungsgröße  eines  Systems  um  eine  Axe  gleich  I^mrv  ist,  wo  v 
die  lineare  Geschwindigkeit  des  Teilchens  von  der  Masse  m  ist,  dessen 
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Eotfemung  yon  der  Axe  den  Wert  r  hat.  Da  aber  die  Teilchen  des 
Syetems  eine  gemeinsame  Winkelgeschwindigkeit  oi  haben,  so  ist 
t?  =  a>r,  und  somit 

IJmvr  =  (oZmr^ (36) 

Die  kinetische  Energie  eines  Systems  ist  die  Summe  der  Werte 
▼on  |wr*  für  alle  Teilchen  des  Systems,  wo  m  die  Masse  eines  Teil- 
chens und  V  seine  Geschwindigkeit  mit  Rücksicht  auf  das  gewählte 
Beangssyatem  ist.  Im  Falle  eines  um  eine  feste  Axe  rotierenden  starren 
Systems  ist  v^  =  G)^r\  wo  cd  die  allen  Teilchen  des  Systems  gemein- 
same Geschwindigkeit  ist.  Folglich  ist,  da  die  Entfernungen  r  konstant 
sind: 

I2:mv^  =  lci}^£mr^ (37) 

Die  kinetische  Energie  wird  weiter  unten  ausführlicher  behandelt  werden. 

Die  Berechnung  des  Trägheitsmoments  für  verschiedene  Körper 
kann  im  allgemeinen  nur  durch  die  Methoden'  der  Integralrechnung 
durchgeführt  werden.  Die  hier  folgende  Regel  genügt  für  eine  große 
Anzahl  praktischer  Fälle. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  von  gleichförmiger  Dichte  von 
der  Form  eines  rechteckigen  Prismas,  einer  elliptischen  Scheibe  oder 
eines  Ellipsoids  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  gelegte  Symmetrie- 
axe  Ä  ist  gleich  der  Masse  des  Körpers  mal  der  Summe  der  Quadrate 
der  zu  A  senkrechten  Halbaxen  und,  je  nach  der  Form  des  Körpers, 
mit  3,  4  oder  5  dividiert. 

Z.  B.  ist  das  Trägheitsmoment  eines  Stabes  von  rechteckigem 
Querschnitt  von  der  Länge  2  {  und  der  Dicke  2  a  um  eine  Axe  durch 
den  Trägheitsmittelpunkt  senkrecht  zu  diesen  Dimensionen: 

T=Mk^  =  \M(l^  +  a^) (38) 


-t"^ 


3 

Im  Falle  emer  gleichförmigen  elliptischen  Platte  um  eine  Axe 
durch  den  Mittelpunkt  der  Platte  senkrecht  zu  ihrer  Ebene,  deren 
Halbaxen  die  Längen  a  und  h  haben,  ist: 

T  =  Mk^  =  \M(a^  +  h^) (39) 

k  =  lia^+h^. 

Handelt  es  sich  um  das  Trägheitsmoment,  um  eine  Axe  in  der 
Ebene  der  Scheibe,  und  fällt  diese  Axe  etwa  mit  der  Halbaxe  h  zu- 
sammen, so  ergibt  sich: 

T=  Mk^  =  \Ma^ (40) 

Für  den  Fall  eines  Ellipsoids  Ton  gleichförmiger  Dichte  um  eine 
mit  einer  der  drei  Hauptaxen  zusammenfallenden  Axe  c: 
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(41) 


=  |/^- 


+   h^ 


wo  a,  h  die  Längen  derjenigen  Halbaxen  sind,  welche  auf  denjenigen, 
um  welche  das  Trägheitsmoment  gesucht  wird,  senkrecht  stehen* 

Für  eine  Kugel,  die  nichts  weiter  ist  als  ein  EUipsoid  mit  lauter 
gleichen  Axen,  ist  für  einen  Durchmesser  als  Aze: 

r=Mfca  =  fJ£o« (42) 

wo  a  der  Badius  ist. 


167.  Trägheitsellipsoid.     Poinsotsches  Momentenellipsoid. 

Es  seien  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  einer  Aze  durch  den  Anfangs- 
Fig.  109.  punkt   0  (Fig.   109);    betrachten   wir 

p  das  Trägheitsmoment   eines  Teilchens 

im  Punkte  P,  Koordinaten  ic,  y,  f, 
Masse  m,  um  diese  Aze.  Das  Quadrat 
der  Entfernung  ist  OP  =  x*'\-y^'^  z^ 
und  die  Projektion  OM  dieser  Strecke 
auf  die  Aze  ist  «j;  -|-  /3y  +  y-^^-  I^" 
Quadrat  der  Entfernung  PM  des  Teü- 
chens  von  der  Aze  ist  daher: 
pjfs  =  ««  +  y«  +  j?« 
-  (OCX  +  ßy  +  yz)\ 

Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  eines  Systems  um  die  Aze: 

T=Zm  (x^  +  y2  +  z^)  —  ^vn  (ax  +  ßy  +  yz)\ 

Wenn  man  dies  entwickelt  und  sich  erinnert,  daß  «^  -f-  /S^  -f  y^  =  1 
ist,  so  kann  man  schreiben: 

T  =  n^2:yn  {tß  +  jp2)  +  ß^2:m  (z^  +  x^)  —  y^Lm  (x^  +  y^) 
—  2ßy2Jmyz  —  2ya2Jmzx  —  2aß2Jmxy, 
Wenn  jetzt 

Ä  =  Um  (t/2  -f-  z^X  B  =  Um  (z^-  +  x^),  C  =  IJm  (x»  +  y«), 

und  ferner 

D  =  UmyZj     E  =  Umzx^     F  =  £mxy 

gesetzt  wird,  so  wird  aus  obigem  Ausdruck: 

T=  Äa^  +  Bß^  +  Oy2  _  2Dßy  —  2Eya  —  2Faß. 

Es  ist  klar,  daß  das  Trägheitsmoment  des  Systems  um  die  a;-Axe  A, 
um  die  t/-Axe  B,  um  die  z-Axe  C  ist.  Die  Größen  2),  JEJ,  F  heißen  die 
Deviationsmomente  oder  Trägheitsprodukte  um  die  X',  bezw. 
y-,  bezw.  z-Axe. 
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Nun  möge  eine  Fläche  zweiten  Grades,  auf  der  ein  beliebiger 
Punkt  die  Koordinaten  £,  ij,  £  hat,  die  Gleichung 

^|a  +  Bri'  +  et'  —  2Drit  —  2EU  —  2F^rj  =  1  .  .  (43) 
haben.  Wenn  ^2  — ^  |2  _[_  yji  _j_  ^2^  also  das  Quadrat  der  Entfernung 
eines  Punktes  der  Fläche  |,  ^,  £[  vom  Anfangspunkt  ist,  und  u,  ß,  y 
die  RichtungskosinuB  von  Q  sind,  dann  kann,  da  a  =  ^/q,  ß  =  rj  q, 
y  =  tjq  ist,  die  Flächengleichung  in  der  Form 

Aof.^  +  Bß^  +  Cy2  —  21)ßy  —  2  JJya  —  2Fa/3  =  -1 .  .  .  (44) 

geschrieben  werden.  Folglich  ist  nach  dem  oben  gefundenen  Ausdrucke 
das  Trägheitsmoment  eines  Systems  um  eine  Axe,  die  durch  den  An- 
fangspunkt in  der  Richtung  a,  ß,  y  verläuft,  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrat  des  nach  dieser  Richtung  gezogenen  Radiusvektors  der 
quadratischen  Fläche  (43);  oder  der  Trägheitsradius  um  eine  Axe  ist 
dem  Radiusvektor  umgekehrt  proportional.  Also  stellt  die  quadra- 
tische Fläche  durch  ihre  Radien- 

vektoren  graphisch  die  Werte  des  Fig.  HO. 

Trägheitsradius  des  Systems  um 
die  Axe  durch  den  Anfangs- 
punkt dar. 

Der  Wert  des  Trägheits- 
moments um  eine  Axe  ist  offenbar 
positiv;  folglich  ist  die  linke  Seite 
von  GL  (43)  eine  positive  Größe, 
d.  h.  die  Oberfläche  ist  ein  EUip- 
soid  um  den  Anfangspunkt. 
Diese  Fläche  heißt  Trägheits- 
ellipsoid oder  Momenten- 
ellipsoid. 

Fig.  110  stellt  ein  Ellipsoid  dar,  dessen  Hauptaxen  OÄ,  OB,  OC 
sind,  also  die  drei  zueinander  senkrechten  Linien,  die,  wie  in  §  160 
gezeigt  wurde,  so  gezogen  werden  können,  daß  sie  die  Oberfläche  bei 
Ay  B,  C  senkrecht  treffen.  Jede  Linie  trifft  die  Oberfläche  also  in  zwei 
Punkten,  so  daß  es  drei  Punktpaare ^^',  BB',  CO  gibt,  und  sämtliche 
Linien  treffen  und  halbieren  sich  in  einem  Punkte  0,  der  deshalb  der 
Mittelpunkt  der  Oberfläche  genannt  wird.  Die  Axen  OX,  OY,  0  Z, 
auf  die  die  Oberfläche  bezogen  wird  Gl.  (43),  sind  beliebige  drei  andere, 
aufeinander  rechtwinklige  Richtungen  durch  0. 

16S.  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids.  Es  wird  in  den  Lehr- 
büchern der  Geometrie  gezeigrt,  daß  die  Bichtungskosinus  einer  nach 
den  Enden  eines  Radiusvektors  senkrecht  zu  einer  quadratischen  Fläche 
in  der  Richtung  a,  ß,  y  gezogenen  Linie,  wenn  die  Fläche  die  durch 
GL  (43)  dargestellte  ist,  proportional  sind  den  Größen  . 
Aa  —  Fß  —  Ey,    —Fa  +  Bß  —  Dy,     —Eu  —  Dß  +  Cy. 
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Fallen  diese  Werte  mit  a,  ß,  y  zasammen,  so  triSt  der  Radiusvektor 
die  Fläche  senkrecht.  Die  notwendigen  nnd  hinreichenden  Bedingungen 
hierfür  sind: 

^a  —  F/3  —  jBy  =  xa  I 

—  Fa  +  -B/5  —  2)}/  =  x/3  [ (45) 

—  je;«  —  2)/3  +  Cy  =  xy  J 

wo  X  eine  Eonstante  ist.  Durch  Eliminierung  Yon  a,  ß,  y  ergibt  sich 
eine  kubische  Gleichung: 


} (46) 


Ä  —  X,    —F,     —F        =  0 

—  F,      B  —  X,    —D 

—  E,  —  D,  C  —  X 
zur  Bestimmung  Yon  x,  deren  sämtliche  Wurzeln  als  reell  und  positiv 
nachgewiesen  werden  können.  .  Jede  dieser  Wurzeln  ermöglicht  es, 
wenn  sie  für  x  in  Gl.  (45)  benutzt  wird,  a,  ßy  y  zu  finden,  und  also  erhält 
man  (wenn  nicht  die  kubische  Gleichung  gleiche  Wurzeln  hat)  drei 
{lichtungen,  in  denen  die  vom  Anfangspunkte  gezogenen  Linien  die 
Oberfläche  im  rechten  Winkel  treffen.  Es  kann  leicht  nachgewiesen 
werden,  daß  diese  drei  Richtungen  zueinander  senkrecht  sind. 

Denn :  es  seien  a\  b^,  c^  die  —  alle  als  ungleich  angenommenen  — 
Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  und  o^^  ßi,  y^,  oe^,  /S^,  y^  die  Werte 
der  von  zwei  beliebigen  von  ihnen,  etwa  a^  h^  gegebenen  Richtungs- 
kosinus; dann  setze  man  a^  für  x  in  Gl.  (45)  und  a^,  /S^,  y^  für«,  ß,  y 
ein  und  multipliziere  die  erste  Gleichung  mit  a^,  die  zweite  mit  /Sg,  die 
dritte  mit  y^.  Dies  ergibt  drei  Gleichungen,  die  oCi  «£,  ßi  ß%y  yi  y% 
and  andere  Produkte  enthalten.  Wenn  man  in  derselben  Weise  b^  für 
X,  und  a.^,  /J^,  y^  für  a,  /3,  y  einsetzt  und  die  drei  erhaltenen  Gleichungen 
mit  «1,  /3xi  y\  multipliziert,  so  erhält  man  drei  weitere  Gleichungen. 
Die  von  der  Summe  der  ersten  drei  abgezogene  Summe  der  letzten  drei 
ergibt  die  Beziehung: 

(52  _  a«)  («lO,  +  ß,ß^  +  YiY'i)  =  0, 
oder:  a^a^  -^  ßißt  +  YiVi  =  0, 

d.  h.  die  Richtungen  a^,  ßi,  yi,  ^^  ßzf  Vi  ^^^^  aufeinander  senkrecht 
Ebenso  kann  gezeigt  werden,  daß  auch  die  dritte  Richtung  zu  den 
beiden  ersten  senkrecht  ist. 

Wenn  unter  den  Wurzeln  gleiche  sind,  versagt  diese  Art  der  Be- 
handlung; die  Richtungen  können  dann  nicht  aus  Gl.  (45)  bestimmt 
werden.  Wenn  zwei  von  den  Wurzeln  gleich  sind,  ergibt  sich  aus 
Gl.  (45)  eine  bestimmte  Richtung,  die  beiden  anderen  Richtungen  sind 
unbestimmt.  Die  Lösung  ist  indessen,  daß  alle  Linien  durch  den  An- 
fangspunkt und  senkrecht  zur  bestimmten  Richtung  die  Oberfläche  im 
rechten  Winkel  treffen,  d.  h.  die  Oberfläche  ist  eine  Rotationsfläche  um 
die  bestimmte  Axe.  Wenn  alle  Wurzeln  gleich  sind,  treffen  alle  durch 
den  Anfangspunkt  gezogenen  Linien  die  Oberfläche  im  rechten  Winkel, 
die  Oberfläche  ist  eine  Kugel. 
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Jetzt  möge  die  |-Aze  mit  der|enigen  Richtung  zusammenfallen, 
deren  KosinuB  o^,  ßi^yi  durch  Einsetzen  Ton  a^  für  x  in  GL  (45)  gegeben 
rind.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  «1  =  1,  /Sj  =  0,  y,  =  0. 
Dann  ergibt  GL  (45)  ^  =  a^,  F  =  0,  JB  =  0.  Die  OberflÄchen- 
gleichung  lautet  alsdann: 

a«S^  +  Bri^  +  CV  —  2Drit  =  1. 

Wenn  auch  die  17-Aze  mit  der  tt^»  /3a,  73 -Linie  zusammenfällt,  so 
erh&lt  man  B  =  h^  und  D  =  0.  Die  noch  übrige  Axe  wird  dann 
mit  der  a^,  ^3,  T^^-Linie  zusammenfallen,  und  Gl.  (45)  wird  das  Ergebnis 
C  =  e'  liefern.  Also  hat  die  auf  die  drei  Axen  durch  den  Anfangs- 
punkt und  senkrecht  zur  Oberfläche  (die  sogenannten  Hauptaxen) 
bezogene  Gleichung  die  einfache  Form: 

a«Sä»  +  h^fi^  +  c2ga  =1 (47) 

wo  1, 7},^  die  Koordinaten  eines  auf  die  Hauptaxen  bezogenen  Punktes  sind. 

Man  kann  sich  jetzt,  mit  Hilfe  des  Trägheitsellipsoids  GL  (47), 
ebe  sehr  anschauliche  Vorstellung  von  den  Trägheitsverhältnissen  eines 
Körpers  um  denjenigen  seiner  Punkte,  der  mit  dem  Mittelpunkte  des 
£llipsoids  zusammenfällt,  machen.  Zieht  man  nämlich  Yon  diesem 
Punkte  irgend  einen  Strahl  bis  zur  Ellipsoidoberfläche,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment um  .eine  Axe  dieser  Richtung  gleich  dem  reziproken  Qua- 
drat des  Strahles.  Die  drei  Axen  des  Eilipsoids  heißen  die  Haupt- 
trägheitsaxen des  Körpers  für  jenen  Punkt,  das  Trägheitsmoment 
um  die  kleinste  Axe  ist  das  größte,  das  um  die  größte  Axe  das  kleinste 
Ton  allen;  die  Momente  in  Bezug  auf  die  drei  Axen  heißen  die  Haupt- 
trägheitsmomente  des  Körpers. 

Um  jeden  Punkt  des  Körpers  gibt  es  natürlich  ein  Trägheitsellip- 
Boid  für  sich;  besonderes  Interesse  beansprucht  dasjenige  um  den 
Schwerpunkt  des  Körpers:  es  heißt  ^.     ^^^ 

Zentraltr&gheitsellipsoid  und 
ist,  da  für  den  Schwerpunkt  die 
Trägheitsmomente  am  kleinsten  sind, 
Ton  allen  am  größten  (Fig.  111). 

In  besonderen  Fällen,  d.  h.  bei 
ipeziellen  Körperformen  undMassen- 
▼erteilungen ,  kann  das  Trägheits- 
ellipsoid,  wie  wir  sahen,  zu  einem 
verlängerten  oder  abgeplatteten  Ro- 
tationsellipsoid oder  gar  zu  einer 
Kugel  werden;  letzteres  tritt,  bei 
gleichförmiger  Dichte ,  bei  der  Kugel  und  den  fünf  regulären  Körpern 
(Würfel  u.  8.  w.)  ein. 

Jeden  zentralen  Schnitt  des  Trägheitsellipsoids  kann  man  als 
Trägheitsellipse  für  diesen  Schnitt  bezeichnen. 
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Die  überaus  merkwürdige  Tatsache,  daß  die  Trägheitsmomente 
eines  Körpers  am  alle  durch  einen  seiner  Punkte  gehenden  Axen  bei 
beliebiger  Gestalt  und  Dichtey erteil ung  des  Körpers  durch  die  Strahlen 
eines  Ellipsoids  dargestellt  werden  können,  ist  von  Poinsot  gefunden 
worden,  dem  zu  Ehren  man  das  Trägheit sellipsoid  zuweilen  als  Poin- 
sotsches  EUipsoid  bezeichnet. 


169.  Bewegung  eines  starren  Korpers  um  eine  feste  hori- 
zontale Axe.  Wir  wollen  jetzt  einige  Beispiele  der  oben  aos- 
gesprochenen  Prinzipien  betrachten. 

1.  Die  Bewegung  eines  starren  Körpers,  der  unter  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  steht  und  sich  frei  um  eine  horizontale  feste  Axe 
drehen  kann,  soll  bestimmt  werden. 

Benutzt  man  Gl.  (32)  und  nimmt  an,  daß  die  Axe  die  x-Axe  ist 
so  hat  man  Gl.  (33),  nämlich: 

^  £mr^  =  LRr (48) 

Hier  ist  <p  der  Winkel,  welchen  eine  senkrecht  zur  Axe  nach  einem  Punkte 
des  Körpers  gezogene  Linie  mit  einem  anderen  Lot  bildet,  das  von 
demselben  Punkte  der  Axe  ausgeht  und  im  Räume  fest  ist.  Die  Be- 
schleunigung ip  ist  die  gleiche  für  alle  solche  Yon  der  Axe  nach  irgend 
Fitr.  112.  welchen  Punkten   des  Körpers  gezogenen  Linien. 

Die  Größe  auf  der  rechten  Seite  ist  die  Summe  der 
Momente  der  wirksamen  Kräfte  um  die  Axe. 

Die  äußeren  Kräfte,  die  auf  den  Körper  wirken, 
sind  die  Gravitationski'äfte  auf  die  den  Körper 
bildenden  Teilchen  und  die  an  der  Axe  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte.  Die  letzteren  haben 
kein  Moment  um  die  Axe,  folglich  braucht  man  in 
2^Iir  nur  die  Gravitationskräfte  in  Rechnung  zu 
ziehen.  Diese  sind  Kräfte,  die  mit  den  Massen 
•B  der  Teilchen  proportional  sind  und  senkrecht  nach 

unten  wirken. 
Wenn  dann  qp  der  Winkel  zwischen  einer  senkrecht  zur  Axe  nach 
einem  Teilchen  P  von  der  Masse  m  gezogenen  Linie  und  einer  festen 
Linie  senkrecht  zur  Axe  ist,  wie  in  Fig.  112,  so  ergibt  sich  für  Jß,  die 
auf  m  wirkende  Schwerkraft,  der  Wert  mg.  Das  Moment  12 r  ist  also 
mgrsinq),  und  2^ Er  ist  £mgr  sin  q).  Es  ist  aber  rsinq)  die  Ent- 
fernung —  die  wir  y  nennen  wollen  —  des  Punktes  P  von  einer  verti- 
kalen, die  Axe  enthaltenden  Ebene,  und  folglich  Umrsinq)  =  21my. 
oder,  wenn  h  die  Länge  eines  von  der  Axe  auf  den  Schwerpunkt  ge- 
fällten Lotes  und  H  der  Winkel  ist ,  den  dieses  Lot  mit  der  Vertikalen 
bildet,  so  ist  Umrsinq)  =  hsinfil^m.    Wenn  dann  Jf  die  ganze  Masse 
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des  Körpers  bezeichnet,  so  ist  2JRr  =  MghsinO,  Wenn  ö  so  ge- 
nommen wird,  so  wirkt  MghsinO  immer  in  der  Richtung  0  zu  ver- 
kleinjern,  so  daß  die  Gleichung  in  der  Form 

^  £mr^  +  MghsinO  =  0 (49) 

geschrieben  werden  muß. 

Wie  wir  oben  gesehen  haben,  ist  2Jmr^  =  M  (h^  +  Ä*),  wo  k 
der  Gyrationsradius  des  Körpers  um  eine  parallele  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  ist,  und  es  kann  folglich  die  eben  gefundene  Gleichung 
auch  in  der  Form 

d^ß 

^  Qi^  +  Ä^)  +  ghsinO  =  0 (50) 

geschrieben  werden. 

170.  Theorie  des  zusammengesetzten  Pendels.  Wennd  immer 
klein  ist,  wird  aus  der  Gl.  (50): 

l^'ö_            h 
^  OW-^  h^  +  k'^ ^^^^ 

Wenn  sowohl  Zähler  als  Nenner  auf  der  linken  Seite  mit  h  multipliziert 
werden,  so  wird  daraus  das  Verhältnis  der  linearen  Beschleunigung 
des  Schwerpunktes  längs  des  Kreises,  in  dem  er  sich  bewegt,  zu  seiner 
linearen  Verruckung  aus  der  ungestörten  Lage  längs  desselben  Kreises. 
Die  Bewegung  ist  daher  (§  53)  einfach  harmonisch  in  der  Kreisbahn; 
ihre  Periode  T  wird  durch  die  Beziehung 

4_3ra  _        gh 

gegeben.  Wenn  man  diese  mit  der  Gleichung  (§  138)  für  die  Periode 
eines  einfachen  Pendels  Yon  der  Länge  7,  nämlich  mit 

4^2  _  g^ 
T2   ~   l 

Yergleicht,  so  sieht  man,  daß  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  das 
mit  derselben  Periode  schwingen  würde,  mit  der  der  starre  Körper  um 
die  feste  Axe  schwingt,  oder,  wie  man  auch  sagt,  daß  die  Länge  des 
korrespondierenden  oder  äquivalenten,  einfachen  Pendels  durch  die 
Gleichung 

l  =  ^±-'-      .     . (52) 

n 

gegeben  ist. 

»     Ein  starrer  Körper,  der  auf  diese  Weise  um  eine  feste  horizontale 

Axe  schwingt,  heißt  ein  zusammengesetztes  Pendel. 

Wenn  man  die  Gleichung  für  l  in  der  Form 

h^  —  hl  +  k^  =  0 

Gray,  Physik.    I.  |2 
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schreibt  und  nach  h  auflöst,  so  findet  man : 


Ä  =  1?  ±  11/72  _  4A;2 (53) 

so  daß  es  im  allgemeinen  für  einen  gegebenen  Wert  yon  l  zwei  AVerle 
von  h  gibt. 

Der  Wert  von  h  für  den  Körper  ist  natürlich  immer  reell,  nod  k 
ist  eine  Eonstante;  darum  müssen  solche  Werte  von  Z,  bei  denen 
l^  <^  4k^  wäre,  d.  h.  die  imaginäre  Werte  von  h  ergeben  würden,  aus- 


Fig.  113. 


s 


■-u- 


geschlossen  werden.  Der  denk- 
bar kleinste  Wert  von  l  für 
den  Körper  ist  daher  l  ^=  2k. 
Dann  ist  k  der  Wert  von  h,  und 
das  Pendel  hat  sein  Minimum 
von  Periode  für  die  gegebene 
Axenrichtung  relativ  zu  dem 
Körper.  Der  Leser  wird  sich 
leicht  überzeugen,  daß,  wenn  h 
sehr  groß  ist  (wobei  der  starre 
Körper  durch  ein  masseloses, 
starres  Gestänge  mit  der  Axe 
verbunden  gedacht  wird),  l  auch 
sehr  groß  ist,  und  daß,  wenn  h 
sehr  klein  ist,  l  wieder  sehr  groii 
ist.  Aber  l  ist  endlich,  wenn  h 
endlich  ist,  und  so  ist  das  Vor- 
handensein eines  Minimumwertes 
von  l  einleuchtend. 
Es  möge  in  Fig.  113  die  Papierebene  die  senkrechte  Ebene  dar- 
stellen, in  der  sich  der  Schwerpunkt  G  des  Körpers  bewegt,  und  es 
möge  in  Ä  jene  Ebene  die  Axe  schneiden.  Nun  sollen  von  G  als 
Mittelpunkt  zwei  Kreise,  mit  den  nach  61.  (53)  gegebenen  Werten 
von  h  als  Radien  in  der  Papierebene  beschrieben  werden.  Wenn  dann 
der  Körper  um  eine  parallele  Axe  durch  irgend  einen  Punkt  eines 
dieser  Kreise  schwingt,  wird  die  Periode  den  Wert  2  n  yTg  haben. 

Der  Wert  von  l  ist,  wohl  bemerkt,  die  Summe  dieser  beiden  Radien, 
d.  h.  die  Summe  der  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung.  Die 
Länge  des  äquivalenten  einfachen  Pendels  ist  hiernach  die  Länge  einer 
von  einem  Punkte  in  einem  dieser  Kreise  durch  den  Schwerpunkt  bis 
zu  dem  anderen  Kreise  jenseits  des  Schwerpunktes  gezogenen  Linie. 
Dasjenige  Ende  einer  solchen  Linie,  an  welchem  die  Axe  liegt,  wird 
manchmal  der  „Schwingungspunkt''  genannt,  das  andere  Ende  der 
„Aufhängungspunkt^  und  die  Möglichkeit  der  Vertauschung  dieser 
beiden  Punkte  wird  als  die  Vertauschbarkeit  vom  Schwingungs-  und 
Aufhängungspunkte  bezeichnet  Indessen  ist  das  nicht  eine  geeignete 
Art,  das  erhaltene  Ergebnis  zu  beschreiben,  selbst  wenn  die  Beseich- 
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naogen  einwandfrei  wären,  da  es  offenbar  eine  unendliche  Anzahl  von 
«Aalhftngnngspunkten*',  für  die  die  Periode  denselben  Wert  hat,  gibt, 
der  die  gleiche  Anzahl  von  „Schwlngnngspankten^  entspricht. 

Ein  Pendel,  welches  auf  die  erwähnte  Vertauschnng  eingerichtet 
ist,  heilst  ReversionspendeL 

171.  Bestimmung  der  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
mittels  des  zusammengesetzten  Pendels.  In  der  Form  eines  offen- 
bar unabhängig  von  de  Prony,  Bohnenberger  und  Kater*)  erfun- 
denen Pendels  wird  das  hier  gewonnene  Ergebnis  benutzt,  um  den 
Wert  von  g  durch  Pendelbeobachtungen  an  verschiedenen  Stellen  der 
Erdoberfläche  zu  bestimmen.  Ein  sogenanntes  zusammengesetztes 
Pendel,  das  aus  einem  starren  Stabe  mit  gleitenden  Gewichten,  die  an 
beliebigen  Stellen  des  Stabes  festgeklammert  werden  können,  und  justier- 
baren  Schneiden,  an  denen  das  Pendel  aufgehängt  werden  kann,  besteht, 
wird  Ton  Ort  zu  Ort  getragen  und  in  Schwingungen  versetzt,  wo  immer 
g  bestimmt  werden  soll.  Die  beiden  Schneiden  werden  derart  auf  den 
entgegengesetzten  Seiten  des  Schwerpunktes  des  Pendels  adjustiert, 
daß  die  Schwingungsperiode  um  beide  die  gleiche  ist;  dann  ist  die 
Entfernung  zwischen  ihnen  die  Länge  des  äquivalenten  einfachen  Pen- 
dels, es  sei  denn,  daß  beide  gleich  weit  vom  Schwerpunkte  entfernt  sind. 
In  diesem  letzteren  Falle  ist  die  Entfernung  das  Doppelte  von  einer 
der  Warzeln  der  Gleichung,  nicht  die  Summe  der  Wurzeln  (außer  in 
dem  speziellen  Falle,  in  dem  sie  der  Minimalwert  von  l  ist)  und  ergibt 
nicht  den  Wert  von  g. 

Es  ist  ein  nicht  selten  vorkommender  Fehler,  das  Doppelte  von 
einer  der  Wurzeln  der  Gleichung  statt  der  Summe  der  Wurzeln  zu 
nehmen ;  es  kann  das  sehr  leicht  vorkommen ,  wenn  der  Schwerpunkt 
allzu  nahe  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Schneiden  für  ihre  beiden 
Tragen  liegt,  d.  h.  wenn  die  Wurzeln  nahezu  gleich  sind.  Freilich  zeigt 
sich  im  allgemeinen  der  einmal  begangene  Fehler  sofort  durch  den  sich 
ergebenden  unmöglichen  Wert  von  g  an. 

Wenn,  wie  es  bei  einigen  Formen  des  Pendels  der  Fall  ist,  die 
Schneiden  fest  sind,  während  die  Verteilung  der  Materie  durch  gleitende 
Gewichte  verändert  werden  kann,  muß,  um  die  Adjustierung  zu  sichern, 
zwischen  einem  der  gleitenden  Gewichte  und  dem  Schwerpunkte  eine 
Schneide  sein. 

Die  Wirkung  der  Luft  auf  das  Pendel  kann  hier  nicht  in  Betracht 
gezogen  werden.  Es  entstehen  Schwierigkeiten  daraus,  daß  diese  Wir- 
kung nicht  ganz  dieselbe  ist  für  Schwingungen  um  die  eine,  wie  für 
Schwingungen  um  die  andere  Schneide.  Diesem  Übelstande  wird  in- 
dessen abgeholfen  durch  eine  von  6  es  sei  erdachte  und  von  Kepsold 
konstruierte  Form  des  zusammengesetzten  Pendels,  in  der  die  Ad]ustie> 

')  8.  M^moirefl  Relatifs  a  la  Physique ,  publica  par  la  Sociale  Fran^ise 
de  Physique.    4. 
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rungsgewichte  eich  im  Inneren  einer  bohlen  Röhre  bewegen,  so  daß  die 
äußere  Gestalt  des  Pendels  für  die  Aufhängung  an  beiden  Schneiden 
die  gleiche  ist. 

172.  Kraftwirkungen  von  Lagern  auf  ein  zusammengesetztes 
Pendel.  Als  ein  anderes  Beispiel  für  diese  Gleichungen  können  wir 
die  einem  sich  um  eine  feste  horizontale  Axe  drehenden  Körper  durch 
die  Lager  erteilten  Kräfte  bestimmen ;  z.  6.  die  auf  die  Schneiden  eines 


Fig.  114. 


zusammengesetzten  Pendels  durch  die  Lager,  au! 
denen  sie  ruhen,  ausgeübten  Kräfte.  Nehmen  wir  an, 
daß  die  Materie  im  Körper  symmetrisch  um  die  zur 
Axe  senkrechte  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  verteilt 
sei,  und  daß  die  einzigen  wirksamen  Kräfte  Gravi- 
tationskräfte  seien.  Dann  können  alle  den  Körper 
an  der  Axe  angreifenden  Kräfte  auf  eine  einzige  Kraft 
in  jener  Ebene  zurückgeführt  werden.  X  sei  die 
horizontale,  F  die  vertikale  Komponente  dieser  Kräfte, 
die  nach  rechts  bezw.  oben  wirkend  angenommen 
werden,  wie  in  Fig.  114.  Nach  dem  in  §  154  auf- 
gestellten Theorem  ist  die  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes dieselbe,  als  ob  sämtliche  dort  wirksamen 
Kräfte  in  diesen  Punkt  verlegt  wären,  und  als  ob  der 
Körper  ein  im  Schwerpunkte  gelegenes  Teilchen  von 
der  der  Gesamtmasse  des  Körpers  gleichen  Masse 
wäre.  Die  Beschleunigung  hat  die  Komponenten  ^0 
längs  dem  Kreise,  in  dem  der  Schwerpunkt  fortzu- 
schreiten gezwungen  ist  und  zwar  nach  dem  tiefsten 
Punkte  zu,  und  hO^  nach  der  Axe  zu.     Löst  man  die 

Kräfte  dem  Kreise  entlang  und   nach   dem  Mittelpunkte   zu  auf,  so 

hat  man: 


Mh^    =  XcosO  +  YsinO 
'dO' 


Mg  sin  0 


Man  hat  aber  oben  Gl.  (50)  gesehen,  daß 
d^d 


{h^  +  ^•^)^+  ghsine  =  0 


(54) 


(54  a) 


ist,  80  daß  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen 

—  ^^^^]-  sind  =  XcosO  -{-  YsinO  —  Mg  sin  0 

wird.     Daraus  ergibt  sich: 

XcosO  +  YsinO  =  Mg  ,.,    ,    ,„  sinO     .     .     . 

fl2     _^     f^i 


(66) 
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Die  Größe  auf  der  linken  Seite  ist  die  Kraftkomponente  auf  die  Schneide 
senkrecht  zur  Länge  des  Pendels.  '^ 

Nun  ist  aber  Gl.  (54a),  mit  0  multipliziert,  der  Ändernngsgrad 
mit  der  Zeit  von 


k(h'+k»)(^J  -ghcose 


und  infolgedessen  ist  diese  letztere  Größe  konstant.  Wenn  di  der 
Winkel  ist,  den  das  Pendel  in  seiner  äußersten  Ablenkung  mit  der 
Vertikalen  bildete,  d.  h.  wenn  d  =  0  ist,  so  ist  dieser  konstante  Wert 
—  gheosOi'     Folglich  gilt  die  Gleichung: 


\{h^ +  k^)(^y=gh(co8e—co8di)     ....    (66) 
kus  der  zweiten  der  GL  (54): 
{cosd  —  cosOi)  =  YcosO  —  XsinO  —  MgcosO. 


.dt) 
folglich  wird  aus  der  zweiten  der  GL  (54): 

2Mgh^ 

Ä«  +  Ä;« 
Dies  führt  zu  der  Gleichung; 

Yme  —  XsinO  =  — ^^  [(3 Ä» +  *»)  cos 0— 2^2^03 öj        (57) 

Die  Größe  auf  der  linken  Seite  ist  die  auf  die  Schneiden  nach  oben 
parallel  mit  h  wirkende  Kraft.  Aus  GL  (55)  und  (57)  kann  der  Leser 
alsbald  X,  Y  berechnen. 

173.  Materielles  System  unter  der  Wirkung  paralleler  Krftfte. 

Betrachten  wir  ein  System  von  Teilchen,  an  welchem  ein  System  von 
parallelen  Kräften  Fi^  P^j  P^  ..,  in  den  Punkten  »i,  a^  ...  angreift; 
die  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtungen  dieser  Kräfte  mit  den 
X,  y,  e-Axen  bilden,  seien  a,  /3,  y;  dann  sind  die  a;- Komponenten  der 
Kräfte  PjO,  Pj«  ...,  die  y-Komponenten  Pj  /J,  Pj/J...  und  die  jer-Kom- 
ponenten  sind  Piy^  P3  7^ . . .  Gibt  es  keine  anderen  Kräfte  als  diese,  so 
ist  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  des  Körpers  dieselbe,  als  ob  die 
Kraftkomponenten 

iPi  +  P*  +  •••)  «,  (-Pi  +  -P,  +  ••■)ß,  (Pi  +  -P.  +  ••■)  y 

auf  das  im  Schwerpunkte  vereinigte  System  wirkten.  Das  bedeutet, 
daß  die  Gleichungen  der  Schwerpunktsbewegung  lauten: 

M^=(P,  +  P,  +  -)u\ 


Mj^=  (P,  +  P,  +  ■■■)§ 

^■Sf=  (Pi  +  P^  +  -)r 


(68) 


Daraus  ergibt  sich,  was,  wie  man  einsieht,  ohnedies  der  Fall  sein  muß: 


(60) 
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M-^  =  P^  +  P,+--- (59) 

WO  s  die  Beschleonigang  des  Schwerpunktes  in  der  Kraftrichtung  ist 

174.  Momente  paralleler  KrSfte.  Mittelpunkt  paralleler  Kräfte. 

Nach  GL  (27)  hat  man,  wenn  x,  ^,  jp  die  Koordinaten  eines  Teilchens 
von  der  Mnsae  m  (und  zugleich  eines  Punktes  au!  der  Wirkungslinie 
einer  Kraft  P,  der  als  Angriffspunkt  dieser  Kraft  gew&hlt  ist),  auf  den 
Schwerpunkt  des  Systems  bezogen,  sind,  die  Gleichungen 

^*"  {'lS~''l^)  =  ^^  ^"'  ~  ^"^ 

welche  besagen,  daß  die  Änderungsgrade  des  Moments  der  Bewegnngs- 
größe  des  Systems  um  die  durch  den  Schwerpunkt  hindurchgehenden 
x,  y,  jer-Axen  den  Momenten  der  &ußeren  Kräfte  um  diese  Axen  gleich 
sind.  Betrachten  wir  jetzt  eine  der  Größen  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichungen,  etwa  SPßx\  da  ß  eine  Konstante  ist,  kann  man  aoch 
ßUPx  schreiben.  Bestimmen  wir  dann  eine  Größe  |  so,  daß 
^£P  =  UPx  ist,  so  können  wir  |2^P  an  Stelle  von  £Pz  setzen. 
Ebenso  kann  27  P^,  UPz  durch  riUP.  g  27 P' ersetzt  werden.  Auf  diese 
Weise  wird  aus  den  obigen  Gleichungen 


(61) 


Derjenige  Punkt,  dessen  Koordinaten  ^i^^  sind,  fällt  zusammen  mit 
dem  Schwerpunkt  eines  Systems  von  Teilchen,  deren  Massen  mit  Pi,P2- 
proportional  sind,  und  die  an  denjenigen  Punkten  sich  befinden,  welche 
als  Angriffspunkte  dieser  Kräfte  auf  das  System  betrachtet  werden. 
Dieser  Punkt  heißt  der  Mittelpunkt  paralleler  Kräfte.  Die  Glei- 
chungen zeigen ,  daß  die  Momente  der  Kräfte  um  die  Axen  durch  Er- 
setzung des  Systems  paralleler  Kräfte  durch  eine  einzige,  ihrer  Summe 
gleiche,  und  gleich  gerichtete  Kraft  durch  den  Mittelpunkt  der  parallelen 
Kräfte  nicht  verändert  wird. 

Es  ist  ferner  hervorzuheben,  daß  man  dieselben  Ergebnisse  erhnlt 
wo  auch  immer  auf  der  Wirkungslinie  paralleler  Kräfte  man  den 
Angriffspunkt  {x.y^z)  jeder  einzelnen  von  ihnen  wählt.  Denn  jede  solche 
Änderung  in  der  Lage  der  Angriffspunkte  kann  die  Lage  des  Mitte)* 
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panktes  der  parallelen  Kräfte  immer  nur  aaf  einer  den  Kräften  parallelen 
Linie  TerBchieben,  was  das  Resoltat  ihrer  Ersetzung  durch  eine  einzige, 
ihrer  Summe  gleiche  Kraft  von  gleicher  Richtung  und  durch  den  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  nicht  beeinfluJßt.  Dieses  ist  das  sogenannte 
Prinzip  der  Übertragbarkeit  der  Kraft  längs  ihrer  Wirkungslinie.  Eine 
solche  Kraft,  die  an  Stelle  eines  Systems  paralleler  Kräfte  gesetzt  wird, 
heißt  die  Resultante  des  Systems  paralleler  Kräfte.     So  ist  die  Resul- 


Fig.  115. 


tante  zweier  paralleler  Kräfte  P,  Q  eine  Kraft 
P  -\-  Q  ia  derselben  Richtung,  welche  die 
Linie  AB  (Fig.  115),  die  quer  durch  die 
Wirkungslinie  der  beiden  Kräfte  von  einem 
Punkte  Ä  auf  der  Wirkungslinie  der  einen 
nach  einem  Punkte  J?  auf  der  Wirkungslinie 
der  anderen  gezogen  wird,  so  schneidet,  daß 
die  Segmente  AC,  CB  den  Kräften  P,  Q  auf 
den  angrenzenden  Wirkungslinien  umgekehrt 
proportional  sind,  d.  h.  daß 

P:  Q=  CB:  ÄC 
isi 

Sind  die  Kräfte  einander  entgegengesetzt 
gerichtet,  wie  in  Fig.  116,  so  ist  die  Resultante  ebenfalls  die  algebraische 
Summe,  in  diesem  Falle  also  die  Differenz  der  Einzelkräfte,  und  wirkt 
in  der  Richtung  der  größeren  Kraft.  Ihre  Wirkungslinie  schneidet  die 
Terlängerte  Linie  AB  in  einem  Punkte  C  Jenseits  der  Wirkungslinie 
der  größeren  Kraft,  und  es  gilt  dieselbe  Beziehung  wie  vorher. 

175.  Kräftepaare.  Wir  können  jetzt  den  Fall  betrachten,  wo 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  auf  ein  System  von  Teilchen 
in  Terschiedenen  Linien  wirken.  Ein  solches  Kräftesystem  wird  ein 
Kräftepaar    genannt.      Es  wird  durch  Fig.   116   dargestellt,  wenn 

Fig.  116.  .  ^i«-  ^^7- 


P  =  Q  ist.  In  diesem  Falle  ist  aber  C  unendlich  weit  von  Ä  entfernt, 
da,  wenn  P  z=z  Q  ist,  äC=  BC  ist  Nach  den  oben  bewiesenen 
Theoremen  beeinflußt  der  Angriff  eines  Kräftepaares  an  einem  Körper 
die  Bewegung  des  Schwerpunktes  nicht ,  da  die  an  diesen  Punkt  über- 
trageneu Kräfte  die  Kraft  null  auf  das  Granze  ergeben. 
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Femer  müssen  wir  nach  Gl.  (31)  auch  in  diesem  Falle 

haben,  wo  r  auf  der  linken  Seite  die  Entfernung  eines  Teilchens  m  tod 
einer  Axe  senkrecht  zu  der  Ebene,  in  der  die  Kräfte  P  angreifen,  und 
r  auf  der  rechten  Seite  die  Entfernung  der  Linie  einer  Kraft  P  tod 
der  Axe  ist.  Es  ergibt  sich  alsdann  UPr  =  P  (fi  —  r2),  wo  fi,  r, 
die  Entfernungen  der  beiden  Kräfte  des  Kräftepaares  von  der  Axe  sind. 
Also  ist  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  um  die  Axe  gleich  dem 
Produkte  einer  Kraft  in  die  Entfernung  zwischen  den  Kräften  und  ist 
folglich  von  der  absoluten  Entfernung  der  Kräfte  von  der  Axe  unab- 
hängig, d.  h.  das  Kräftemoment  ist  für  alle  parallelen  Axen  das  gleiche. 

Natürlich  ist  die  Summe  der  Momente,  nach  der  oben  für  die 
Rotationsbewegung  als  positiv  angenommenen  Richtung,  dann  positir, 
wenn  Kräfte  und  Strecken  den  in  Fig.  117  (a.  y.  S.)  dargesteUten  ent- 
sprechen. 

Das  Produkt  P  (fi  —  r^)  heißt  das  Moment  des  Kräftepaares. 
Es  wird  graphisch  dargestellt  durch  eine  Linie,  deren  zahlenmäßige 
Länge  dem  Moment  gleich  ist,  und  welche  senkrecht  zu  der  Ebene,  in 
der  die  Kräfte  wirken,  nach  der  Seite  der  Ebene,  von  der  aus  die  Kräfte 
dem  Beschauer  so  wie  in  Fig.  117  erscheinen,  gezogen  wird.  Diese 
Linie  heißt,  wenn  sie  nach  Größe  und  Richtung  gegeben  ist,  die  Axe 
des  Kräftepaares.  Man  wird  erkennen,  daß  die  Axe  durch  ihre  Größe 
und  Richtung  völlig  bestimmt  ist. 

Es  ist  nach  Gl.  (25)  und  (29)  oder  (31)  klar,  daß  es  für  das  Gleich- 
gewicht einer  Gruppe  von  Kräften  nötig  ist,  daß  1.  die  Summe  der 
Kraftkomponenten  in  jeder  Richtung  yerschwlnde,  2.  die  Summe  der 
Momente  der  Kräfte,  um  welche  Axe  auch  immer  ebenfalls  null  werde. 
Diese  Bedingungen  werden  nicht  für  das  Gleichgewicht  genügen  im 
Falle  eines  Systems  von  Teilchen  (ob  aufeinander  wirkende  oder  nicht), 
die  nicht  ein  starres  System  bilden,  da  in  diesem  Falle  die  Ausdrücke 
auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  (31)  zwar  verschwinden,  dies  aber  nur 
deshalb  tun,  weil  die  Ausdrücke  von  der  Form 

dr  dO    ,     ^d^0\ 
dt^J 

sämtlich  verschwinden.  In  diesem  Falle  ist  es  notwendig,  sowohl  die 
inneren  als  die  äußeren  Kräfte  zu  kennen,  sobald  das  System  kein 
starres  ist;  ist  es  das  aber,  so  sind  die  oben  aufgestellten  Bedingungen 
notwendig  und  hinreichend. 

Es  leuchtet  ein ,  daß  ein  auf  ein  starres  System  wirkendes  Kräfte- 
paar nur  durch  ein  Kräftepaar  von  gleichem  und  entgegengesetztem 
Moment  in  derselben  oder  einer  parallelen  Ebene  aufgehoben  werden 
kann.  Denn  nur  dann  wird  die  Summe  der  Kräftemomente  um  irgend 
eine  gewählte  Axe  null  sein.     Darum  kann   ein  Kräftepaar  aus  einer 


^''{''Ti-dt+'' 
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gegebenen  Ebene  obne  Änderung  der  Wirkung  in  eine  parallde  Ebene 
tkbertragen  werden,  wenn  sein  Moment  und  seine  Richtung  unverändert 
gelaasen  werden.  Auch  sind  zwei  Kräftepaare  äquivalent,  wenn  ihre 
Ebenen  parallel  und  ihre  Momente  gleich  groß  und  gleich  gerichtet 
sind,  d.  h.  wenn  dieselbe  Axe  beide  darstellt. 

176.  Poinsots  Methode  der  Auflösung  von  Kräften.     Die 

GL  (29)  können  mit  Hilfe  von  Kräftepaaren  folgendermaßen  ausgedrückt 
werden.  Es  mögen  wie  vorher  (X,  F,  Z)  die  auf  ein  Teilchen  m  wirk- 
same, im  Punkte  P  (x,  y,  ß)  angreifende  Kraft  darstellen  (in  beiden 
Teilen    der  Fig.   118  ist   XYZ  zu   lesen).  pjg  ^jg/ 

Dann  werden  im  Schwerpunkte  •  6r  zwei  mit 
(X,  r,  Z)  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte 
eingefOhrt.  Die  auf  diese  Weise  erhaltenen 
drei  Kräfte  bilden  eine  der  gegebenen  Kraft 
an  Größe  und  Richtung  gleiche,  aber  im 
Schwerpunkte  angreifende  Kraft,  und  ein 
Kraftepaar,  dessen  Momente  in  den  yz,  ex, 
xy-Ehenen 

Zf/  —  r/,    x/  —  zt!,    Yoi  —  xy 

sind,  wo  oi,  ^',  z*    die  Koordinaten  von  in, 

auf  den  Schwerpunkt  bezogen,  sind.     Diese 

Paare  sind  die  Momente  der  gegebenen  Kraft 

um  die  X,  y,  x^-Axen  durch  den  Schwerpunkt.     Dieser  für  alle  Kräfte 

des  Systems  durchgeführte  Prozeß  ergibt 

H  (Zy'  —  TA    ^{Xz*  —  Zx%    Z  {Yx'  —  Xy') 

für  die  Momente  der  Kräftepaare  in  den  yz,  zx,  a;|^- Ebenen.  Diese 
Summen  der  Momente  der  Kräftepaare  sind  die  Summen  der  Momente 
der  äußeren  Kräfte  um  x^  y,  z^Axen  durch  den  Schwerpunkt.  Also 
kann  man  die  Größen  auf  den  rechten  Seiten  von  Gl.  (29),  die  die 
Winkelbeschleunigung  des  Körpers  geben,  als  die  auf  diese  Weise  ge- 
wonnenen Summen  der  Momente  der  Kräftepaare  ansehen  ^). 

Es  ist  wichtig  zu  beachten ,  daß  die  Kräftepaare  den  Änderungs- 
grad der  Momente  der  Bewegungsgröße  um  die  Axen  durch  den  Schwer- 
punkt liefern,  während  die  den  äußeren  Kräften  gleichen  und  parallelen 
Kräfte  im  Schwerpunkte  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  ergeben,  so 
daß  für  einen  starren  Körper  die  Bewegung  völlig  bestimmt  ist. 

177.  Poinsotsche  Zentralaxe.  Korkzieher -Kräftesystem 
oder  „Renk*'.     Dieselbe  Methode  kann  angewandt  werden,  um  die 


^)  Diese  Auflösungsmethode  ist  mit  großem  Erfolge  von  PoinROt  in 
seiner  „Thtorie  nonvelle  de  la  Rotation  des  0011)8"  (Lioayille  J.  16,  1861)  und 
anderen  Schriften  angewandt  worden. 
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Kräfte  in  irgend  einen  Punkt  zu  übertragen,  dessen  Koordinaten  $,  ij,  ( 
sind.  Die  Komponenten  £X,  £Y,  ZZ  bleiben  dabei  onTer&ndert, 
aber  die  Momente  derjenigen  Kr&ftepaare,  deren  Azen  den  Koordinaten- 
axen  parallel  sind,  werden  jetzt: 

u.  s.  w.,  oder,  wenn  X,  itf,  N  die  Kräftepaare  für  den  Fall  der  Über- 
tragung der  Kräfte  in  den  Anfangspunkt  und  P,  Q,  R  die  Werte  ZX, 
2JY^  £Z  bezeichnen: 

L  +  Qt-  Rfi,    iJf  +  Ä|  -  Pg.     N+  Ffi  —  Ql 

Nun  seien  $,17,  t  so  gewählt,  daß  die  Axe  der  Resultante  G  dieser 
Kräftepaare  der  resultierenden  Kraft  parallel  ist;  dann  hat  man: 

p  -  g = ^ •    •    (62) 

Dies  sind  die  Gleichungen  einer  geraden  Linie.  Setzt  man  F  fdr  die 
Resultante  von  P,  Q,  R,  so  können  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

QRF^  +  Q  (MF  —  QG)  =  FRFti  —  P  (LF  —  PG)  =  PQFt 

gebracht  werden,  welche  zeigt,  daß  die  Linie  durch  den  festen  Pankt 

geht,  dessen  Koordinaten 

MF—  QG      LF  —  PG 

BF        '         ~  RF 
sind. 

Die  so  gefundene  Linie  ist  von  Poinsot  die  Zentralaxe  des 
Kraftsystems  genannt  worden.  Die  Wirkung  der  Kräfte  wird  auf  die 
einer  einzigen  Kraft  F  längs  der  Zentralaxe  und  auf  ein  einziges  Kräfte- 
paar vom  Moment  G  zurückgeführt,  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Zentral- 
axe liegt.  Man  kann  ein  solches  Kräftesystem  ein  Korkziehersystem 
oder  kurz  ein  „Renk"  (vom  renken,  verrenken)  nennen. 

Nach  den  Gleichungen  der  Zentralaxe  (62)  reduzieren  sich  die  oben 
gegebenen  Kräftepaar- Komponenten  auf  X,  itf,  N,  wenn  der  Anfangs- 
punkt auf  der  Zentralaxe  gegeben  ist,  so  daß  das  Moment  des  resul- 
tierenden Kräftepaares  G  ist. 

Man  kann  auch  das  System  auf  ein  Kräftepaar  und  eine  einzelne 
Kraft  in  einer  geraden  Linie  parallel  mit  der  Zentralaxe  zurückfahren, 
indem  man  in  dieser  geraden  Linie  zwei  entgegengesetzte  Kräfte,  jede 
gleich  Fj  einführt;  eine  von  diesen  wird  zusammen  mit  F  längs  der 
Zentralaxe  ein  Kräftepaar  in  der  Ebene  der  beiden  parallelen  Linien 
bilden,  die  andere  wird  die  gewünschte  Einzelkraft  sein.  Das  nunmehr 
gewonnene  Kräftepaar  muß  aber  mit  G  verbunden  werden,  um  das 
resultierende  Kräftepaar  zu  ergeben,  welches  folglich  größer  ist  als  G- 
Die  dafür  angenommene  Auflösungsmethode  ergibt  den  Minimalwert, 
den  G  bei  solcher  Wahl  der  Axen  haben  kann.  ♦ 

Man  wird  finden,  daß  die  Momente  L,  M,  N  der  Kräftepaar-Kom- 
ponenten ebenso  von  der  Lage  des  Anfangspunktes  wie  von   den  Rieh- 
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langen  der  Azen  abhängen,  und  daß  die  Zentralaxe  nur  eine  mögliche 
Richtung  and  eine  mögliche  Lage  im  Räume  haben  kann.| 

17S.  Impalsiye  Kr&fto.  Wir  kommen  jetzt  zu  den  sogenannten 
impulsiven  Kr&ften.  Unter  vielerlei  Umständen  —  z.  B.  in  F&Uen  von 
Zusammenstößen  —  wirkt  eine  sehr  große  Kraft  während  einer  sehr 
kurzen  Zeit  auf  einen  Körper  oder  ein  System  und  ruft  eine  endliche 
Bewegungsänderung  des  Körpers  hervor.  Da  indessen  der  Zeitraum 
sehr  kurz  und  die  Geschwindigkeit  jedes  Teiles  des  Systems  immer 
endlich  ist,  wird  das  System  während  des  Zeitraumes  in  seiner  Konfi- 
guration nur  sehr  wenig  geändert.  Wird  der  Zeitraum  verschwindend 
klein,  so  ist  die  Änderung  der  Konfiguration  null. 

Ein  gutes  Beispiel  von  Impuls  ist  ein  Hammerschlag.  Die  Er- 
fahrang  zeigt,  daß  der  Betrag  der  impulsiven  Kraft  in  einem  solchen 
Falle  sehr  groß  ist,  da  eine  Wirkung,  wie  die  Zertrdmmerung  eines 
Steins  oder  die  Gestaltsändemng .  eines  Stückes  heißen  Eisens  iiervor- 
gerufen  wird,  eine  Wirkung,  die  bei  stetig  angewandter  Kraft  nur  mit 
Aufbietung  sehr  großer  Kraft  erreicht  werden  könnte.  Die  Bewegungs- 
größe des  Hammerkopfes  an  sich  ist  nicht  von  sehr  großem  Betrage, 
aber  beim  Aufschlagen  nimmt  die  Geschwindigkeit  äußerst  schnell  ab, 
d.  h.  mv  ist  für  den  Hammerkopf  numerisch  sehr  groß  und  kann  des- 
halb den  Widerstand  des  Materials  überbieten. 

Ferner,  wenn  ein  Stück  einer  hölzernen  oder  eisernen  Platte  ge- 
troffen und  dadurch  ein  Loch  darein  geschlagen  wird  (s.  auch  das 
b(Bkannte  Experiment  der  durch  eine  Scheibe  geschossenen  Kugel),  so 
wird  eine  bedeutende  Änderung  der  Bewegungsgröße  an  einer  Stelle 
und  plötzlich  in  dem  getroffenen  Stück  Materie  verursacht,  ehe  der 
Teil  sich  soweit  aus  seiner  anfänglichen  Lage  fortbewegen  konnte,  daß 
er  durch  Dehnung  des  Körpers  einen  merklichen  Druck  hätte  ausüben 
können,  der  einerseits  der  Bewegung  des  Teiles  widerstanden  und 
anderseits  die  übrige  Materie  zur  Verrückung  gebracht  hätte.  Infolge 
der  Trägheit  der  Materie  wird  indessen  bis  zu  der  durch  ihre  Festigkeit 
gegebenen  Grenze  Widerstand  geleistet. 

Ein  anderes  Beispiel  derselben  Art  ist  das  einer  Münze,  die  auf 
einer,  die  Öffnung  eines  Glases  bedeckenden  Karte  liegt.  Wenn  die 
Karte  durch  einen  scharfen  Schlag  weggeschleudert  wird,  fällt  die 
Münze  in  das  Glas.  Die  Münze  geht  nicht  mit  der  Karte  mit,  wenn 
die  letztere  plötzlich  in  Bewegung  gesetzt  wird,  weil  die  äußerste  Kraft, 
die  die  Karte  auf  die  Münze  ausüben  kann  —  nämlich  die  von  der 
Reibung  herrührende  —  geringer  ist,  als  die  zur  genügend  schnellen 
Überwindung  der  Trägheit  der  Münze  notwendige  Kraft. 

T 

Das  Zeitintegral  einer  impulsiven  Kraft  F,  also  I  Fat,  über  den 

0 

sehr  kurzen  Zeitraum  r,  während  dessen  sie  wirkt,  heißt  der  Impuls 
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der  Kraft  und  ist  natürlich  das  Maß  der  in  dem  Zeiträume  durch  die 
impulsive  Kraft  hervorgerufenen  Änderung  der  BewegungsgrÖße.  Wir 
werden  die  in  irgend  einem  Punkte  angreifenden  Impulskomponenten 
in  den  Richtungen  Xj  y^  z  mit  F,  Qj  B  hezeichnen.  Die  Geschwindig- 
keits&nderung  eines  Teilchens  m  in  x,  ^,  £  sei  von  xa  auf  x,  dann  ist 
die  Änderung  der  Bewegungsgröße  m  (x  —  xq)  ;  ebenso  sind  die  Ände- 
rungen der  Bewegungsgröße  in  den  anderen  Richtungen  m  (y  —  y^), 
m  (i  —  io).     An  Stelle  der  GL  (25)  haben  wir: 

Daraus  folgt  selbstverst&ndlioh  wie  vorher: 

Aus  den  Momenten gleichungen  (27)  wird: 

-[(^-f>-(^-'#]=-<«'-'»>i 

Diese  Gleichungen  besagen,  daß  die  Änderungen  in  den  Momenten  der 
Bewegungsgröße  des  Systems  um  die  Axen,  nämlich: 

^""{^Tt-'W^     ^'^{'ft-^'W'   ^♦"(^^-^l?)' 

die  in  dem  kurzen  Zeiträume  hervorgerufen  werden,  in  dem  der  Impuls 
wirkt,  den9ammen  der  Momente  der  Impulse  um  dieAxen  gleich  sind. 
Wie  vorher  zerfallen  die  letzten  drei  Gleichungen  in  zwei  Gruppen, 
in  die  Gleichungen: 

^- [(^-'4)^ -(i'-f)'']=^  <«'•-«'■> 

und  in  eine  andere  Gruppe,  die  nach  GL  (30)  oben  hingeschrieben  wer- 
den kann,  zu  deren  Benutzung  aber  hier  kaum  Gelegenheit  sein  dürfte. 


(64) 
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GL  (65)  besagen,  daß  die  Änderungen  der  Momente  der  Bewegtmgs- 
grdßen  um  Eoordinatenaxen  durch  den  Schwerpunkt  der  Summe  der 
Momente  der  angreifenden  Impulse  um  die  betreffenden  Axen  gleich 
sind.  Diese  Änderungen  sind  unabhängig  Ton  den  in  Gl.  (63  a)  ge- 
gebenen Änderungen  der  Bewegung  des  Schwerpunktes. 

Für  einen  starren  Körper  verwandeln  sich  die  Gl.  (65)  in: 


(66) 


^dt         dt  ) 
wo  (wenn  9,  2»  ^  ^^®  ^^  §  ^^^  definierten  Winkel  sind) 

S,  ==  (J?co8  9  —  ©sinqp)  r«,     Sy  =  (Pcosx  —  Bsinx)  r^, 
Sg  =  (Qcostlf  —  Psinif)  r, 

ist,  d.  h.  die  Impulse  senkrecht  zu  den  o;-,  bezw.  y-  und  je^-Axen  sind. 
Der  Leser  möge  beachten,  daß  die  zweiten  Glieder  in  Klammern 
in  GL  (31)  keine  Glieder  für  die  Impulsgleichungen  liefern.  Die  Zeit- 
integrale dieser  Glieder  verschwinden,  da  jedes  Integral  von  der  Form 
2{rrq>)t  sein  muß,  wo  eckige  Klammern  den  Mittelwert  der  ein- 
geschlossenen Größe  bezeichnen,  und  r  das  Zeitintervall  ist.  Der  Faktor 
von  r  ist  endlich  und  x  ist  unendlich  klein;  folglich  sind  die  Glieder 
unmerklich. 

179.  Ballistisches  Pendel  yonBobins«  Das  folgende  ist  ein 
gutes  Beispiel  impulsiver  Kräfte.  Ein  starres  Pendel  mit  einem  schweren 
Pendelkörper  kann  sich  frei  um  eine  horizontale  Schneide  drehen;  die 
Lage  seines  Schwerpunktes  und  sein  Trägheitsmoment  um  eine  parallel 
mit  der  Schneide  durch  den  Schwerpunkt  gelegte  Axe  sind  bestimmt 
worden.  Eine  Kugel  von  der  Masse  tn,  die  sich  in  der  senkrecht  zur 
Schneide  gelegenen  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  horizontal  bewegt, 
wird  von  dem  Pendelkörper  aufgefangen  und  festgehalten,  und  der  da- 
durch erzeugte  Ablenkungswinkel  des  ursprünglich  ruhenden  Pendels 
wird  beobachtet.  Es  ist  daraus  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  zu  be- 
stimmen. 

Es  sei  M  die  Masse  des  Pendels  einschließlich  der  Kugel,  h  die 
Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der  Axe,  k  der  Gyrationsradius  des 
Pendels  um  die  mit  der  Schneide  parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt, 
e  die  Entfernung  der  Bewegungslinie  der  anderen  Kugel  von  der  Schneide 
und  (ix  der  Gesamtwinkel,  um  den  das  Pendel  gedreht  wird.  ,  Das 
Moment  der  Bewegungsgröße  der  Kugel  vor  dem  Zusammenstoß  ist 
mvz  um  die  Schneide,  und  das  muß  —  nach  dem  oben  aufgestellten 
Prinzip   —   dem  Moment  der  Bewegungsgröße  von  Pendel  und  Kugel 
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um  dieselbe  Axe  nach  dem  ZuBammenstoß  gleich  sein.    So  erhält  man, 
wenn  00  die  Winkelgeschwindigkeit  gleich  nach  dem  Znsammenstoß  ist: 

mvjs  =  M(h^  -\-  k^)^ (67) 

at 

Nun  wird  aber  im   Herum  schwingen  die  Winkelgeschwindigkeit  des 

Pendels    durch  die  Wirkung   der   Schwere    yermindert.      Tatsächlich 

hat  man 

d^d  h  .    .^ 

=  0  — stn  (i, 

di^        ^  h^  +  k^ 

Daraus  ergibt  sich 

de  d»Ö  dt       .   ^ 

oder,  wenn  man  mit  einem  unendlich  kleinen  Zeitelement  dt  mnltiplisiert: 
-Tt^di^^h^^.k^'"'^^^' 


also: 
woraus  sich 


2 


'^{lif  =  ^WTT»'^''^^^' 


«  {-dT)  =  n»  +  fc«  ('  -  '"'^^^  =  ^'hT+T^  ««' i 

ergibt.     Durch  Substitution  in  Gl.  (67)  und  eine  kleine  Reduktion  e^ 
hält  man: 


=^y*4.E-'t-]-l--- 


(68) 


Manchmal  wird  der  Winkel  0|  durch  ein  Band  gemessen,  das  an 
einem  Punkte  unter  dem  Pendelkörper  befestigt  ist  und  das  gegen  die 
durch  eine  leichte  Feder  ausgeübte  Reibung  von  dem  Pendel  heraus- 
gezogen wird,  derart,  daß  die  Länge  des  herausgezogenen  Bandes  die 
Sehne  des  durch  seinen  Befestigungspunkt  beschriebenen  Bogens  ist, 
während  das  Pendel  den  Winkel  0  ausschwingt.  Wenn  l  die  Ent- 
fernung des  Befestigungspunktes  von  der  Schneide  und  $  die  Länge 
des  herausgezogenen  Bandes  ist ,  so  ist  s/l  =  2  sin  |  d^.  Folglich  er- 
hält  man: 


—  l/     ^^      T—  ^^  "^—1  i. 


(69) 


Wenn   T  die  Periode   der  freien    Schwingung   des   Pendels  um  seine 
Schneide  ist,  so  hat  man: 


=  2nfl 


+  *« 
«7/« 
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80  daß  sich  schließlich  ergibt: 

180.  Beispiel  für  den  Impuls:  gerader  gleichförmiger  Stob 
auf  glatter  Tafel.  Als  ein  weiteres  Beispiel  impulsiver  Kräfte  sei 
ein  gerader  gleichförmiger  Stab  betrachtet,  der  auf  einem  glatten  hori- 
zontalen Tische  liegt  und  dem  an  dem  einen  Ende,  A,  ein  Impuls  in 
der  horizontalen  Richtung  senkrecht  zu  dem  Stabe  erteilt  wird. 

Es  sei  J  die  Stftrke  des  Impulses,  dann  ist,  wenn  m  die  Masse  des 
Stabes  ist,  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  durch  den  Ausdruck 

äXc        - 

gegeben,  wo  Xc  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  senkrecht  zu 
dem  Stabe  gleich  nach  Erteilung  des  Impulses  ist,  da  der  Stab  yor  der 
Erteilung  des  Impulses  in  Buhe  war. 

Femer  ist  nach  61.  (66)  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes 
um  eine  vertikale  Axe  durch  den  Schwerpunkt  gegeben  durch 

a»  de 

^3-57  =  ^^' 

wo  a  die  halbe  L&nge  des  Stabes  ist     Dieses  kann  in  der  Form 

ma  —^  =1  3  «7 
at 

geschrieben  werden.  Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  des  Stabendes 
Ä  gleich  aÖ  '\-  Xc  oder  4  J/m.  Der  Punkt  in  einer  Entfernung  a-^-^a 
Tom  Ende  Ä  ist  also  in  Buhe,  d.  h.  der  Stab  dreht  sich  um  einen  Punkt, 
der  um  zwei  Drittel  der  Länge  des  Stabes  von  Ä  entfernt  ist.  Dieser 
Puikt  wird  manchmal  Stoßzentrum  genannt. 

Wir  schließen  hieraus,  daß  eine  senkrecht  in  den  Tisch  gebohrte 
Nadel,  wenn  sie  durch  ein  Loch  im  Stoßzentrum  durch  den  Stab  hin- 
durchginge, keinen  Impuls  erfahren  würde,  was  mit  Leichtigkeit  formal 
za  beweisen  ist. 

Der  Stab  möge  sich  frei  um  eine  senkrechte  Axe  drehen,  die  in 
der  Entfernung  r  vom  Ende  Ä,  Jenseits  des  Schwerpunktes,  sich  be- 
findet; PiPs  seien  von  der  Axe  aus  erteilte  horizontale  Impulse,  einer 
senkrecht  zum  Stabe,  einer  ihm  entlang,  während  dem  Ende  Ä  derselbe 
Impuls  wie  vorher  erteilt  wird.  Dann  lauten  die  Gleichungen  für  den 
Schwerpunkt: 

mjf  =  P^+J,     Ima^  f=  Ja  -  P^r  -  a)  .    .    (71) 

£b  findet  keine  Bewegung  des  Stabes  in  seiner  Längsrichtung  statt; 


/  r''. 
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der  dem  Stabe  von  der  Axe  aus  infolge  der  plötzlichen  Erzeagnng  der 
drehenden  Bewegung  erteilte  Impuls  ist 


m 


<'-•>!  Cr")' '"  =  ^- 

0 

und  da  6^  immer  endlich  und  r  unendlich  klein  ist,  muß  dieses  Zeit- 
integral null  sein.     Folglich  ist  F^  =  0. 

Nun  ist  der  Endwert  von  0  gleich  Xc/(r  —  a),  so  daß  man  für  die 
zweite  von  Gl.  (71)  hat: 

— f  =  3  Ja  —  3Pi  (r  --  a)       ....     (72) 


r  —  a    dt 

Wenn  man  Xc  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  ersten  von  Gl.  (71) 
eliminiert,  so  erhält  man: 

fl(4a-  3r) 
^i-"3(„_a)a  +  a««^ ^^^^ 

Wenn  r  =  4a/3  ist,  so  ist  der  Impuls  P^  gleich  null,  wie  oben  gesagt 
wurde. 

Hieraus  folgt,  daß,  wenn  ein  um  eine  Axe  senkrecht  zu  seiner 
Länge,  in  einer  Entfernung  von  zwei  Dritteln  seiner  Länge  von  einem 
Ende  sich  drehender  Stab  plötzlich  an  eben  diesem  Ende  auf  ein  Hinder- 
nis trifit,  es  keinen  Impuls  auf  die  Axe  gibt.  Oder  anderseits,  wenn 
ein  um  sein  eines  Ende  sich  drehender  Stab  in  einer  Entfernung  von 
zwei  Dritteln  seiner  Länge  von  diesem  Ende  auf  ein  Hindernis  trifft, 
gibt  es  keinen  Impuls  in  der  Axe.  Man  kann  sich  leicht  hiervon  über- 
zeugen, indem  man  das  Ausbleiben  des  Schwirrens  feststeht,  wenn  eine 
an  einem  Ende  festgehaltene  Eisenstange  in  ihrem  Stoßzentrum  auf 
einen  Amboß  aufgeschlagen  wird. 

Das  Stoßzentrum  kann  für  einen  Körper  von  jeglicher  Form  durch 
eine  der  oben  angedeuteten  ähnliche  Methode  gefunden  werden. 

181.  Weiteres  Beispiel  für  den  Impuls:  auf  glatter  horizon- 
taler Tafel  sich  bewegender  Körper.    Als  ein  anderes  Beispiel  sei 
Fig.  119.  ®^°®  dünne  Scheibe  von  beliebiger  Form  betrachtet, 

die  sich  ohne  Drehung  auf  einer  glatten  horizontalen 
Tafel  bewegt,  ihr  Schwerpunkt  sei  Gr,  und  es  werde 
ein  Punkt  Ä,  Fig.  119,  in  der  Entfernung  x  vom 
Schwerpunkt  plötzlich  festgehalten. 

Der  Punkt  möge  auf  einer  Linie  des  Körpers 
liegen,  die  mit  seiner  Bewegungsrichtung  GB  einen 
Winkel  ti  bildet.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
Ä  ist  V  in  der  Richtung  GB^  und  diese  soll  durch 
einen  dem  Punkte  Ä  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung erteilten  Impuls  P  aufgehoben  werden;  letzterer  aber,  in  Verbin- 
dung mit  einem  weiteren  Impulse  in  der  Richtung  ÄGj  hebt  die  Ge- 
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seh  windigkeit  von  G  längs  GÄ  anf.  Wenn  die  Geschwindigkeit  des 
Schwerpunktes  gleich  nach  der  Erteilnng  des  Impulses  v'  ist,  so  hat  man : 

m  (vsine  —  t/)  =  PsinO (74) 

und  für  die  angenhlickliche  Bewegung  des  Körpers  um  den  Schwer- 
punkt G 

mk^^  =  PxsinO (75) 

dt 

wo  k^  das  Quadrat  des  Gyrationsradins  des  Körpers  um  eine  vertikale 
Axe  durch  G  und  0  =  v'/x  ist  Also  verwandelt  sich  die  vorige 
Gleichung  unter  Einsetzung  des  nach  Gl.  (74)  gegehenen  Wertes  von 
Pin 

-         x^sinO  ,„^^ 

^'  =  W-+T*^ <^«^ 

Also  iat  v'  null  für  Ö  =  0  oder  0  =  n,  und  vx^lQz'^+x^)  für  0=  nß. 
Schließlich  wird  somit  der  Impuls: 

_  mvk^ 
Ä«  +^' 
In  dem  speziellen  Falle  einer  sich  in  ihrer  eigenen  Ehene  he- 
wegenden  gleichförmigen  Scheibe  vom  Radius  r  muß  man  in  den 
vorhergehenden  Gleichungen  ^>  =  |  r^  setzen.  In  diesem  Falle  wird 
far  X  =  r  und  0  =i  n/2,  v'  =  2 v/S,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  des 
Scheibenzentrums  wird  auf  zwei  Drittel  ihres  früheren  Wertes  reduziert 

182.  Weitere  Beispiele  für  den  Impuls.  Wirkung  des  Frei- 
machens  und  Festlegens  von  Botationsaxen.  Das  folgende  Beispiel 
ist  besonders  lehrreich.  Es  ist  ein  um  eine  Axe  Ä  rotierender  Körper 
von  beliebiger  Form  gegeben.  Diese  Axe  wird  plötzlich  frei  und  eine 
paraUele  B  wird  fest:  die  Aufgabe  ist,  die  Winkelgeschwindigkeit  um 
die  neue  Axe  zu  finden,    a,  h  seien  die  bezüglichen  Yisr.  120. 

Entfernungen  einer  parallelen  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  G  von  der  ersten  und  zweiten  Axe, 
fi  sei  der  Winkel  zwischen  zwei  vom  Schwerpunkte 
nach  den  Axen  gezogenen  Senkrechten  GA,  GB 
(Fig.  120).  Nach  §  155  ist  das  Moment  der  Be- 
wegungsgröße des  um  A  rotierenden  Körpers  um 
den  Raumpunkt  B  gleich  mk^(o  -}-  maab  cos  0, 
wo  k  der  Gyrationsradins  des  Körpers  um  die  Axe 
durch  G  ist;  dieser  kann  durch  den  in  B  zum 
Zwecke  des  Festmachens  dieser  Axe  erteilten  Im- 
puls nicht  verändert  werden.  Wenn  also  o'  die  neue  Winkelgeschwin- 
digkeit um  B  ist,  so  hat  man : 

m  {k^  +  b^)  co'  =  fn  (k^  +  ah  cos  0)  o, 
and  folglich: 

Gt*7,  PhjBik.    I.  13 
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,        k^  4-  ah  cos  0 


ßJ (77) 


k^  +  h^ 

Als  spezieller  Fall  möge  der  Körper  eine  gleichförmige  Scheibe  Yom 
Radius  r  mit  ihrer  Ebene  senkrecht  zu  den  Axen  sein,  dann  ist: 

,        r2  +  2ahco8e 
(ra  +  2  6«) 

Wenn  femer  Ä  im  Mittelpunkte  und  B  auf  dem  Rande  der  Scheibe 
ist,  so  ist  a  =  0,  ö  =  0,  b  =  r,  so  daß  cd'  =  |  o  ist. 

Das  etwas  schwierigere  Problem ,  wo  die  Axen  nicht  parallel  sind, 
kann  in  Ähnlicher  Weise  behandelt  werden. 

183.  Ein  gegen  die  Schwere  unterstützter  Körper.  Wirkung 
der  Beseitigung  einer  Stütze.  Es  möge  femer  ein  gleichförmiger 
Balken  in  gleichen  Entfernungen  a  vom  Schwerpunkte  an  zwei  senk- 
rechten Seilen  aufgehängt  (oder  durch  zwei  Stützen  getragen)  sein.  Die 
auf  den  Balken  durch  jede  Stütze  wirkende  Kraft  ist  W/2,  wenn  W 
das  Gewicht  des  Balkens  ist.  Jetzt  wird  eine  yon  den  Stützen  entfernt, 
und  es  soll  die  Anfangsbeschleunigung  des  Balkens  und  die  jetzt  von 
der  übrig  bleibenden  Stütze  ausgehende  Kraft  bestimmt  werden. 

Die  Beseitigung  der  Stütze  ist  offenbar  äquivalent  der  plötslichen 
Aufhebung  der  durch  die  Stütze  nach  oben  gerichteten  Kraft  W;2. 
So  erhält  man  für  die  plötzliche  Bewegung  des  Schwerpunktes  un- 
mittelbar nach  der  Entfernung  der  einen  Stütze ,  wenn  man  m  für  die 
Masse  des  Balkens,  i''  für  die  durch  die  verbleibende  Stütze  erteilte 
Kraft  und  x  für  die  Schwerpunktsbeschleunigung  nach  unten  setzt: 

Für  die  Winkelbeschleunigung  um  eine  horizontale  Axe  im  Schwer- 
punkte ergibt  sich 

Nun  ist  aber  offenbar  0  =  r/a,  und  folglich  findet  sich  nach  der  ersten 
Gleichung : 

Daraus  ergibt  sich: 

d^x  a^        W  a^ 


dt^         a^  +  k^   m         a«  +  k^  ^ 

(g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere),  und  die  Bewegung  ist  somit 
bestimmt. 

Ist  die  Länge  des  Balkens  groß  in  Vergleich  mit  jeder  der  Quer- 
dimensionen, so  ist  k^  =  I  a^  und  F  =  ^  W. 
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184.  Kraft  eines  Strahles  yon  Teilchen.  Wenn  ein  Körper 
von  einem  Strome  von  Teilchen  getroffen  wird,  so  erfährt  er  eine  Kraft, 
die  darch  den  Änderungsgrad  der  Bewegungsgröße  der  Teilchen  ge- 
messen wird.  Wenn  also  die  mittlere  Masse  des  Teilchens  m  ist  und 
seine  Geschwindigkeit  vor  dem  Zusammenstoße  v  und  nach  dem  Zu- 
sammenstoße v'  in  derselben  Richtung,  so  ist  die  von  dem  Teilchen 
erfahrene  Änderung  der  Bewegungsgröße  m(v  —  v').  Wenn  N  solche 
Teilchen  in  derselben  Richtung  in  Jeder  Sekunde  den  Körper  treffen» 
so  ist  die  von  dem  Körper  erlittene  mittlere  Kraft  Ntn  (v  —  v'). 

Wenn  z.  B.  jedes  Teilchen  seine  Geschwindigkeit  von  t;  in  — v 
umkehrt,  wenn  also  die  Teilchen  mit  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sie 
sich  dem  Körper  nähern,  zurückprallen,  ist  die  Kraft  von  dem  Betrage 
2Nmv, 

Wenn  sich  die  den  Körper  treffenden  Teilchen  über  ein  Flächen- 
stdck  S  Ton  der  Oberfläche  des  Körpers  senkrecht  zu  seiner  Bewegungs- 
richtung verteilen,  so  wird  die  pro  Flächeneinheit  auf  die  Oberfläche 
ausgeübte  mittlere  Kraft  gleich  Nm  (v  —  v*)/S  sein.  Diese  Größe  heißt 
der  auf  die  Oberfläche  ausgeübte  mittlere  Druck.  Der  von  einem  Gas 
auf  die  Wände  des  enthaltenden  Gefäßes  ausgeübte  Druck  wird  in  der 
sogenannten  kinetischen  Gastheorie  auf  diese  Weise  erklärt. 

Femer  denken  wir  uns  einen  Körper,  z.  B.  einen  Rollwagen  auf 
Schienen,  der  ein  Gefäß  mit  Wasser  trägt,  und  denken  wir  uns  das 
Wasser  in  einem  horizontalen  Strahl  aus  dem  einen  Ende  des  Wagens 
aastretend.  Wenn  a  die  wirkliche  Fläche  der  Öffnung  und  v  die  Aus- 
floßgeschwindigkeit  des  Wassers,  also  die  Geschwindigkeit  relativ  zur 
Öffnung  ist,  so  ist  das  in  einer  Sekunde  austretende  Volumen  Wasser  at7 
und  seine  Masse  ist  Qav^  wo  p  die  Dichte  des  Wassers  ist.  Welches  auch 
immer  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  relativ  zur  Fahrgeschwindig- 
keit sein  möge,  die  aus  dem  Wagen  verlorene  und  auf  das  ausströmende 
Wasser  übertragene  Bewegungsgröße  ist  in  der  Zeiteinheit  Q  a  v^.  Dieses 
ist  die  von  dem  Inhalt  des  Gefäßes  und  folglich  von  dem  Wagen  auf 
das  austretende  Wasser  ausgeübte  Kraft  und  zugleich  das  Maß  der  in 
der  umgekehrten  Richtung  von  dem  Strahl  auf  den  Wagen  ausgeübten 
Kraft 

Folglich  ist,  selbst  wenn  der  Wagen  in  Ruhe  ist,  die  Kraft  immer 
noch  Qav^, 

Es  kann  femer  ein  Rad  durch  einen  darauf  treffenden  Strahl  ge- 
trieben werden.  Denken  wir  uns  ein  Rad,  das  sich  um  eine  horizontale 
Axe  drehen  kann,  und  auf  das  ein  horizontaler  Strahl  von  Teilchen 
(etwa  die  Kugeln  eines  schnell  arbeitenden  Magazingewehrs)  in  der 
Ebene  des  Rades  und  in  der  Entfernung  h  von  der  Axe  trifft.  Wenn 
m  die  Masse  des  Teilchens,  v  seine  Geschwindigkeit  und  N  die  pro 
Sekunde  von  dem  Rade  empfangene  Anzahl  ist,  so  ist  das  pro  Sekunde 
▼OD  dem  Rade  absorbierte  Moment  der  Bewegungsgröße,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Teilchen  beim  Aufprall  gerade  null  werden,  Nmvh^ 

13* 
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und  das  ist  das  Moment  der  die  Bewegung  des  Rades  beschleanigenden 
Kraft  nm  die  Axe.     Die  Kraft  anf  die  Lager  ist  Nmv, 

Kräfte  von  der  hier  angedeuteten  Art  werden  im  Zusammenhange 
mit  ihren  Anwendungen  ausführlicher  hehandelt  werden. 

185.  Dimensionen  der  Beweg^ungsgröße,  der  Kraft  und  des 
Impulses.  Da  die  Bewegungsgröße  das  Produkt  der  Masse  in  die 
Geschwindigkeit  ist,  so  ist  die  £inheit  der  Bewegungsgröße  die  der  mit 
der  Einheit  der  Geschwindigkeit  sich  bewegenden  Masseneinheit;  folg^ 
lieh  können  wir  für  eine  gegebene  Bewegungsgröße  die  Gleichung 

Bewegungsgröße  =  mv  [ZJf  T""^] 

hinschreiben,  wo  m  die  Anzahl  dier  im  Körper  enthaltenen  Massenein- 
heiten,  v  die  Anzahl  der^Geschwindigkeitseinheiten,  L  die  L&ngeneinheit^ 
M  die  Masseneinheit  und  T  die  Zeiteinheit  ist.  Wenn  wir  zu  anderen 
Einheiten,  L\  M\  T\  übergehen,  derart,  daß  L  =  XL\  M  =  ltM\ 
T  =^xT  wird,  so  kann  die  Gleichung  in  der  Form 

Bewegungsgröße  =  fnvA^r-i  [i'Jf  T'-^] 

geschrieben  werden,  wo  A/Ltr— *  das  Änderungsverhältnis  ist. 

Da  die  Kraft  der  Änderungsgrad  der  Bewegungsgröße  ist,  so  ist 
die  Krafteinheit  diejenige,  welche  der  Masseneinheit  die  Einheit  der 
Beschleunigung  erteilt,  so  daß  dieKrafteinheitmit[L3f  T~^]  bezeichnet 
werden  kann ;  also  können  wir  die  Gleichung  für  eine  gegebene  Kraft 
vom  Zahlenwert  F  in  der  Form 

Kraft  =  F  [LMT-^] 

schreiben.  Gehen  wir  wie  oben  zu  anderen  Einheiten  L\  M\  T'  über, 
80  haben  wir: 

Kraft  =  FX^r-^  [VWT-^l 

wo  Afnr-2  das  Änderungsverhältnis  ist. 

Ein  Impuls  ist  das  Zeitintegral  einer  Kraft  und  muß  deshalb  durch 
das  Produkt  einer  Kraft  in  eine  Zeit  darstellbar  sein ;  seine  Dimensions- 
formel ist  daher  mit  derjenigen  der  Bewegungsgröße  identisch. 
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186*  Definition  und  Maß  der  Arbeit.  Wir  wollen  nun  die  bo- 
genannte  Arbeit  betrachten,  die  von  einer  Kraft  bei  einer  Yer- 
rückung  eines  Systems  geleistet  wird.     Ist  ds  die  Yerrückung 


Fig.  121. 


eines  Teilchens,  in  welchem  die  Kraft  K  angreift, 
und  ist  0  (Fig.  121)  der  Winkel  zwischen  beiden, 
so  heißt  das  Produkt  KcosO.ds  die  von  der  Kraft 
bei  der  Yerrückung  geleistete  Arbeit.  Die  Arbeit 
ist  also  das  Produkt  der  Kraft  in  die  in 
ihre  Richtung  fallende  Yerrücknngskom- 
ponente. 

Ist  6  <  n/2 ,  so  fällt  die  Yerrückungskompo- 
Dsnte  dscosO  in  die  Kraftrichtung ,  und  die  von 
der  Kraft  geleistete  Arbeit  ist  positiv.  Ist  hingegen 
0  ^  7t '2  j  so  fällt  jene  Komponente  in  die  der 
Kraft  entgegengesetzte  Richtung,  man  hat  alsdann : 

--KcosO'ds  =  K cos  (je  —  0)  ds, 

jede  dieser  beiden  Größen  ist  positiv,  und  es  wird 
hier  von  anderen  Kräften  des  Systems  Arbeit  in 
Bezog  auf  die  Kraft  iC,  also  ihr  entgegen,  geleistet. 
Arbeit,  die  eine  Kraft  leistet,  wird  positiv, 
Arbeit,  die  gegen  sie  geleistet  wird,  negativ  (von  ihrem  Stand- 
punkte aus)  gerechnet. 

Es  bewege  sich  z.  B.  ein  Teilchen  längs  einer  gegen  den  Horizont 
am  0  geneigten  Bahn  abwärts,  und  es  sei  G  die  auf  das  Teilchen  senk- 
recht nach  unten  wirkende  Schwere,  dann  ist  die  von  der  Kraft  G  bei 
der  Yerrückung  s  geleistete  Arbeit  &,s. sin 0.  Es  sei  bemerkt ,  daß 
dies  nicht  die  ganze  in  Bezug  auf  das  Teilchen  geleistete  Arbeit  zu  sein 
brancht;  es  können  ja  noch  andere  Kräfte  auf  es  wirken,  und  diese 
lind  nach  der  nämlichen  Regel  zu  bestimmen. 

187.  Arbeit  einer  veränderlichen  Kraft  bei  einer  endlichen 
Yerrückung.    Wenn  eine  veränderliche  Kraft  auf  einen  Körper  derart 
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wirkt,  daJB  sich  ihr  Angriffspunkt  längs  einer  Bahn  bewegt,  so  moü  man 
sich,  nm  die  ganze  von  der  Kraft  geleistete  Arbeit  zu  ermittek,  die 
Bahn  in  unendlich  kleine  Elemente  ds^,  ds^  ...«  dSn  zerlegt  denken,  für 
jedes  dieser  Elemente  den  Mittelwert  der  Kraft  JP| ,  F^  . . . ,  F«  finden 
und  schließlich,  wenn  Oi,  O2  •••*  On  die  Winkel  zwischen  den  einzelnen 
Elementen  und  den  entsprechenden  Kräften  sind,  die  Summe 

K<^cosOi.dSi  -\-  K^cosO^.ds^  +  •••  +  KnCOsOn-dSn 

berechnen.     Diese  Summe  heißt  das  Raumintegral  der  Kraft  und 

wird  gewöhnlich  in  der  Form  I  Kcosdds  geschrieben.    Die  geleistete 

Arbeit  ist  also: 


=1 


KcosOdSy 


und  hierin  ist  das  Raumintegral  über  die  ganze  Yerröckungsbahn  za 
erstrecken. 

Arbeit  ist  also  das  Streokenintegral  einer  Kraft;  stellt  man 
die  einzelnen  Strecken  ds  auf  der  Abszissenaxe,  die  in  die  Bewegungs- 
richtung fallenden  Kraft- 
komponenten KcosO  ak 
Ordinaten  dar,  so  erhält 
man  in  der  Fläche 
OABGO  ein  anschau- 
liches Bild  der  Arbeit 
(Fig.  122).  Handelt  es 
sich  insbesondere  um 
eine  geschlossene  Bahn 
(Fig.  123)  CBBECso 
heben  sich  die  beiden, 
einmal  positiv  und  ein- 
mal negativ  überstriche- 
nenFlsLchen  OABDCO 
weg,  und  die  Arbeit  wird 
durch  die  von  der  Bahn- 
kurve eingeschlossene 
Fläche  CEBDC  dar- 
gestellt. 

Dagegen  ist  das  Zeit- 
integral der  Kraft  oder, 
wie  man  auch  zuweilen 
sagt,  der  „Antrieh'' 
der  Kraft,  identisch  mit 
dem,  was  wir  bisher  als 
Bewegungs große  bezeichnet  haben.  Wir  haben  oben  (178)  das  Zeit- 
integral  einer  Impulsivkraft  betrachtet  und  gesehen,    daß   wir,  ohne 


ds 


A 
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vielleiclit  irgend  etwas  über  das  Gesetz  der  Veränderlichkeit  der  Im- 
polBivkraft  zu  wissen,  doch  ans  der  erzeugten  Bewegungsgröße  die 
Größe  des  Impulses  berechnen  können.  Auch  eine  Impulsivkraft  leistet, 
wie  wir  jetzt  sehen  und  bald  noch  näher  betrachten  werden,  Arbeit, 
welche  durch  ein  Streckenintegral  dargestellt  werden  kann. 

Mit  dem  Worte  „Arbeit^  wird  der  Ausdruck  „Energie^  zuweilen 
gleichbedeutend  genommen.  Strenger  ist  Energie  der  Arbeitsvorrat, 
aus  dem  die  jeweils  zu  leistende  Arbeit  geschöpft  wird  und  dem  die 
anderweitig  gelieferte  Arbeit  zufließt.  Spezieller  wird  hieryon,  ins- 
besondere von  der  kinetischen  und  potentiellen  Energie,  später  die 
Rede  sein. 

188.  Arbeit  in  der  Zeiteinheit  oder  Effekt  (Arbeitsstärke, 
Leistung).  Ist  v  die  Greachwindigkeit  des  Punktes,  an  dem  die  Kraft 
K  angreift,  in  irgend  einem  Bahnelemente  da  und  dt  die  zu  dessen 
Zurücklegung  gebrauchte  Zeit,  so  ist  ds  =^  vdt^  und  die  Arbeit  wird 


=1 


KvcosO  dt (1) 


wobei  die  Integration  über  die  ganze  Dauer  der  Bewegung  zu  erstrecken 
ist;  aus  dem  Streckenintegral  ist  also  ein  Zeitintegral  geworden;  die 
dabei  zu  integrierende  Größe  KvcosO  kann  dabei  entweder  als  Produkt 
der  Kraft  und  der  in  ihre  Richtung  fallenden  Geschwindigkeitskomponente 
oder  als  Produkt  der  Geschwindigkeit  und  der  in  ihre  Richtung  fallenden 
Kraftkomponente  aufgefaßt  werden.  Diese  Größe  heißt  die  Arbeitsstärke 
oder  Leistungsfähigkeit,  gewöhnlich  aber  der  Effekt  der  Kraft  K. 

189.  Arbeitseinheit«  Um  die  Arbeitseinheit  zu  erhalten,  muß 
man  entweder  die  Einheit  der  Kraft  und  die  Einheit  der  in  ihre  Rich- 
tung fallenden  Yerrückungskomponente  oder,  allgemeiner,  solche  Werte 
▼onE^und  dscosO  (oder  YonKcos  und  ds)  nehmen,  daß  ihr  Produkt  1 
ist.  Ist  die  Krafteinheit  die  Dyne,  die  Streckeneinheit  das  Zentimeter,  so 
ist  die  Arbeitseinheit  die  von  einer  Dyne  bei  der  Verschiebung  um  1  cm 
in  ihrer  Richtung  geleistete  Arbeit.  Diese  Arbeitseinheit  heißt  Erg. 
Wird  dagegen  als  Krafteinheit  das  Gewicht  eines  Grammes  (und  als 
Streckeneinheit  wieder  1  cm)  gewählt ,  so  ist  die  Arbeit  g  Ergs  (wo  g 
die  im  Grammgewicht  enthaltene  Dynenzahl,  also  rund  981  ist,  während 
es  in  weiterer  Annäherung  von  dem  Orte  abhängt,  an  dem  die  Kraft 
gemessen  wird);  diese  Arbeit  heißt  ein  Zentimetergramm.  Nimmt 
man  endlich  als  Krafteinheit  das  Gewicht  eines  Kilogrammstückes  und 
als  Strecken einheit  das  Meter,  so  erhält  man  das  Meterkilogramm 
{mkg);  es  enthält  offenbar  genau  100000  Zentimetergramm  und  folg- 
lich rund  98,1  Millionen  Ergs,  mit  kleinen  Abweichungen  ]e  nach  dem 
Orte.  Tausend  Erg  heißen  ein  Kiloerg,  Millionen  Erg  ein  Megaerg; 
anderseits  heißt  der  tausendste  Teil  eines  Erg  ein  Millierg,  der  millionte 
Teil  ein  Mikroerg. 
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190.  Einheit  des  Effekts.     Wenn  in  der  Sekunde  die  Arbeits- 
einheit geleistet  wird,  so  hat  man  die  Einheit  des  Effekts.     Nach  dem 
obigen  (§  189)  gibt  es  also  folgende  Einheiten  des  Effekts:   1  Erg  pro 
Sekunde  („ Sekundenerg **),  1  Zentimetergramm  pro  Sekunde,  1  Meter- 
kilogramm pro  Sekunde.     Für  zahlreiche  praktische  Zwecke  sind  aber 
diese  Einheiten  zu  klein,  und  es  werden  alsdann  größere  Einheiten  be- 
nutzt.   So  war  für  Dampfmaschinen,  Gasmaschinen  und  andere  Motoren 
lange  Zeit    hindurch  die  übliche  Effekteinheit,    und    ist  es  größten- 
teils noch  heute,  die  Pferdekraft  oder  Pferdestärke  (PS);  sie  ist 
gleich  75  mkg  pro  sec  oder  gleich  4500  mkg  pro  Minute,  anderseits 
aber  gleich  7360000000  Sekundenergs.     Gegenwärtig  wird  diese  Ein- 
heit mehr  und  mehr  durch  eine  andere  verdrängt,  welche  ursprünglich 
nur  für  elektrische  Zwecke  aufgestellt  worden  war,  nämlich  das  Watt, 
das  gleich  10 000000 Erg,  also  lOMegaerg  ist;  da  es  immer  noch  einen 
relatiy  kleinen  Effekt  darstellt,  bildet  man  das  100-  bezw.  1000 fache 
und  nennt  es  Hektowatt  bezw.  Kilowatt  (Kw);  letzteres  stellt  demnach 
10  Milliarden  Sekundenergs  dar,  und  es  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

l  FS  =  0,736  iCw;  1 A«;  =  1,36  PS. 
Von  der  Effekteinheit  kann  man  nunmehr  durch  Multiplikation  mit 
der  Sekundenzahl  der  Arbeitsdauer  (bei  gleichförmiger  Leistung)  wieder 
zur  Arbeitseinheit  übergehen  und  erhält  damit  die  Begriffe:  Pferde- 
kraftsekunde,  Wattsekunde,  Kilowattsekunde  —  oder,  wenn  man  noch 
mit  60  X  60  multipliziert,  die  größeren  Einheiten:  Pferdestunde, 
Wattstunde,  Kilowattstunde^). 

191.  Unterschied  zwischen  Arbeit  und  Effekt.  Der  Leser 
möge  auf  den  wesentlichen  Unterschied  zwischen  Arbeit  und  Effekt 
sein  Augenmerk  richten,  da  diese  Begriffe  von  Anfängern  nicht  selten 
durcheinander  geworfen  werden,  indem  sie  z.  B.  eine  Pferdekraft  mit 
75  mkg  (statt  mit  75  mkg  pro  sec)  identifizieren  oder  das  Watt  als 
Energieeinheit  (statt  als  Effekteinheit)  betrachten.  So  kann  man  die 
Frage  hören:  „Wie  viele  voll  geladene  Akkumulatoren  eines  bestimmten 
Typs  enthalten  eine  Pferdekraft ?^  Die  Zellen  enthalten  doch,  wenn 
sie  geladen  sind,  so  und  so  viel  Energie,  die  man  in  Ergs  oder  Meter- 
kilogramm oder  irgend  einer  anderen  Energie-  oder  Arbeitseinheit 
angeben  kann ;  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  wirken,  also  der  fiffekt, 
ist  dagegen  abhängig  von  ihrer  Anordnung,  von  der  Anordnung  des 
Stromkreises,  in  dem  ihre  Energie  entwickelt  wird,  u.  s.  w.,  und  je  nach 
diesen  Umständen  kann  eine  einzelne  Zelle  viele  Pferdekräfte  oder  nur 
einen  kleinen  Bruchteil  einer  einzigen  liefern.  Selbst  ein  Hertzscher 
Erzeuger,  der  durch  einen  mäßigen  Induktor  erregt  wird,  kann,  indem 


^)  In  England  und  Amerika  ist  noch  vielfach  ale  Arbeitseinheit  dfts 
Fußpfund  im  Gebrauche;  es  ist  gleich  0,138  mkg  oder  gleich  13,56  Millionen 
Erg.  Eine  (englische,  mit  der  deutschen  nicht  genau  übereinstimmende) 
Pferdekraft  ist  gleich  550  Fußpfund  pro  Sekunde. 
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er  sieb  oszillierend  entlädt  und  elektrische  Wellen  hervorruft,  eine 
ganz  kurze  Zeit  hindurch  mit  enormem  Effekt  arbeiten;  die  mittlere 
Leistungsstarke  während  der  oszillierenden  Entladung  ist  für  einen 
solchen  Erzeuger  zu  etwa  200  PS  berechnet  worden. 

192.  Dimensionsformeln    der  Arbeit  und  des  Effekts.      In 

bestimmt  gewählten  Einheiten  für  Länge,  Masse  und  Zeit,  nämlich 
X,  M,  T,  sei  ein  bestimmter  Arbeitsbetrag  ^  zahlenmäßig  durch  a  aus- 
gedrückt; dann  können  wir  (analog  wie  in  7,  124,  185)  schreiben: 

A  ==  a  (Krafteinheit  X  Längeneinheit) 

Nun  mögen  statt  der  Einheiten  LMT  neue  JJM!  T  eingeführt  werden, 
die  zu  den  alten  in  der  Beziehung 

L  =  kL\  M  =  (iM\  T  =  xT' 

stehen;  dann  wird  dieselbe  Arbeit: 

A  =  ak^iiT-^  [V^M'r-^]  .  • (2) 

Der  numerische  Wert  der  Arbeit  ist  jetzt  aA^/Ltr""^,  d.  h.  der  frühere 
Wert  multipliziert  mit  A^f(r~^,  nämlich  dem  Faktor,  den  man  erhält, 
wenn  man  in  der  Dimensionsformel  [L^MT"^]  die  Einheiten  LMT 
durch  ihre  Verhältnisse  zu  den  neuen  ersetzt.  Dieser  Faktor  ist  das 
Umrechnungsverhältnis  für  Arbeit  oder  Energie.  Man  hätte  auch  die 
Verhältnisse  der  neuen  zu  den  alten  Einheiten  einführen  können  und 
hätte  dann  den  zu  obigem  reziproken  Umrechnungsfaktor  erhalten. 

Ein  Effekt  wird  zahlenmäßig  durch  das  Verhältnis  A/t  angegeben, 
d.  h.  durch  das  Verhältnis  der  Arbeit  zu  der  zu  ihrer  Leistung  erforder- 
lichen Zeit.     Die  Dimensionsformel  des  Effekts  wird  also: 

g  =  c[Jv2JtfT-8] (3) 

Geht  man  von  den  Einheiten  L  31  T  zu  neuen  L'  M'  T  über,  für  die 
wieder  wie  vorhin  (L,  jlf,  T)  =  [AX',  iiM\  xT)  ist,  so  ist  das  Um- 
rechnungsverhältnis A2  jLi  r—5 . 

Als  Zahlenbeispiel  diene  die  Ermittelung  des  Ergs  in  einem  fnkg\ 
hier  ist  A  =  100,  ^  =  9,81  X  1000,  r  =  1,  also  k^^LX"^  =  98,1  Mil- 
lionen (vergl.  oben  189);  analog  für  den  Effekt. 

193.  Arbeitsleistung  von  Kräften,  die  von  den  Koordinaten 
abhangen.  Es  ist  wünschenswert,  daß  wir  hier  einige  Beispiele  von 
Arbeitsleistungen  unter  verschiedenen  Umständen  betrachten.  Zunächst 
wollen  wir  ein  Teilchen  unter  der  Wirkung  von  Kräften  betrachten, 
deren  Resultante  K  nur  von  der  Lage ,  also  von  den  Koordinaten  des 
Teilchens  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Koordinatensystem  abhängt.  In 
irgend  einem  Bahnelemente  ds  ist  die  Arbeit  Kcosdds,  wo  0  der 
Winkel  zwischen  K  und  ds  ist.     Sind  nun  X  YZ  die  Komponenten 
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von  JE,  so  sind  XjKj  YjK^  ZjK  die  Eichtungskosinus  von  K\  und  wenn 
dXy  dy,  dz  die  Projektionen  von  ds  au!  die  Eoordinatenaxen  sind,  so 
sind  dx/ds,  dy/ds,  dß/ds  die  Ricbtungskosinas  von  ds.  Folglich  ist 
nach  §  24: 

.         X  dx    ^     Y  dy    ^     Z  djg 

'''^=Krs+KTs+KTs 
und  somit: 

KcosO.ds  =  X  dx  +  Y  dy  +  Z  dz     .     .    .    .    (4) 

Da  ferner  K  eine  Funktion  der  Koordinaten  ist,  so  sind  anch  XYZ 
solche.     Wir  wollen  nun  annehmen,  es  seien  Funktionen  von  solcher 

Beschaffenheit,  daß  die  Integrale  I  XdXj     I  Ydy,    I  Zde^   ausgedehnt 

über  irgend  eine  geschlossene  Linie  innerhalb  des  Kraftfeldes  (d.  h. 
des  Raumgebietes,  in  welchem  die  Kraft  vorhanden  ist  und  Arbeit  ge* 
leistet  wird)  null  sind,  daß  also  die  in  irgend  einem  Teile  dieser 
geschlossenen  Bahn  geleistete  Arbeit  gleich  und  entgegengesetzt  ist  der 
Fiff.  124.  ^^  ^^^  übrig  bleibenden  Teile  geleisteten.    Wenn  die 

Arbeit  von  1  nach  2  längs  eines  irgendwie  gewählten 
Weges  (Fig.  124)  mit  Ä^  bezeichnet  wird,  so  ist: 

2 

Äi2  =  { {X  dx  +  Y  dy  +  Z  dz)  .  .  (5) 
1 
und  jedes  der  Integrale  auf  der  rechten  Seite  kann 
nur  von  den  Endpunkten  1  und  2  des  Weges  ab- 
hängen, muß  also  von  dem  Wege  selbst  unabhängig 
sein ;  denn  jedes  von  ihnen  muß  genau  gleich  und  entgegengesetzt  sein 
dem  entsprechenden  Integral  längs  eines  beliebigen  Weges  von  2  nach  1, 
der  mit  dem  vorliegenden  Wege  von  1  nach  2  eine  geschlossene  Linie 
bildet  X  ist  der  partielle  Differentialquotient  dÄ/dXj  das  heißt  das 
Verhältnis ,  in  dem  sich  A  mit  x  ändert ,  während  gleichzeitig  y  und  r 
konstant  bleiben,  und  Entsprechendes  gilt  für  Y  =  dÄ/dy  und 
Z  =  dÄ/dz.  Die  in  der  Gl.  (5)  rechts  in  Klammern  stehende  Größe 
ist,  wie  man  sagt,  ein  vollständiges  Differential  von  A.  Kräfte  dieser 
Art  heißen  konservative  Kräfte  und  werden  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten und  in  anderen  Teilen  dieses  Werkes  ausführlich  besprochen 
werden. 

194.  Unmöglichkeit  eines  „Perpetuum  mobile''.  Der  hier  an- 
gedeutete Fall  ist  insofern  von  großer  praktischer  Bedeutung,  als  er 
die  Unmöglichkeit  eines  „Perpetuum  mobile"  zeigt,  d.  h.  einer  selbst- 
tätigen Maschine,  die,  ohne  daß  man  ihr  von  außen  Energie  zufährt«, 
unbegrenzt  fortführe,  Arbeit  zu  leisten.  Denn  eine  derartige  Maschine 
kann  nur  fortdauernd  Arbeit  leisten,  indem  sie  lauter  „Schleifen*  be- 
schreibt,  d.  h.  indem   sie  cjklische  Konfigurationsänderungen  durch- 
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macht,  derart,  daß  sie  in  Bezug  auf  die  Körper,  welche  Kräfte  auf  ihre 
Teile  ausühen  und  dadurch  Arheit  auf  sie  leisten ,  immer  und  immer 
wieder  in  die  nämliche  relative  Stellung  zurückkehrt.  Im  Verlaufe 
einer  vollständigen  Schleife,  oder,  wie  man  sagt,  eines  Kreisprozesses, 
kann  also  die  Maschine  gegenüber  äaßeren  Kräften  nur  gerade  so  viel 
Arbeit  leisten,  als  die  äußeren  Kräfte  ihr  Arbeit  zuführen,  es  kann  im 
ganzen  niemals  Arbeit  gewonnen  werden.  Im  Gegenteil,  es  wird  sogar 
stets,  wie  wir  bald  sehen  werden,  ein  gewisser  Betrag  von  Arbeit  zur 
Überwindung  von  Reibungs widerständen  verbraucht,  und  dieser  Betrag 
muß  geradeso  gut  wie  die  von  der  Maschine  geleistete  Nutzarbeit  da- 
durch gewonnen  werden,  daß  irgend  ein  anderes  System  durch  einen 
partieUen  Gyklus,  durch  eine  ungeschlossene  Reihe  von  Veränderungen, 
hin  durchgeführt  wird. 

195.  Arbeitsleistung  durch  Gravitationskräfte.  Theorie  des 
Potentials«  £in  ausgezeichnetes  Beispiel  von  Kräften,  welche  die 
Forderungen  von  §  193  erfüllen,  liefert  die  Gravitation.  Nach  dem 
von  Newton  entdeckten  Gravitationsgesetze  wirkt  jedes  materielle 
Teilchen  auf  jedes  andere  mit  einer  Kraft,  welche  dem  Produkte  der 
Massen  der  Teilchen  direkt,  dem  Quadrate  ihres  Abstandes  voneinander 
umgekehrt  proportional  ist  und  die  Richtung  ihrer  Verbindungslinie 
hat.  Sind  also  m  und  m'  die  Massen  zweier  Teilchen  und  ist  r  ihr 
gegenseitiger  Abstand,  so  wirkt  zwischen  ihnen  eine  wechselseitige  An- 
ziehungskraft von  der  Größe  kmm'/r^,  wo  k  ein  konstanter  Faktor  ist, 
der  hinzugefügt  werden  muß,  damit  die  Kraft  in  den  absoluten  Ein- 
heiten ausgedrückt  sei;  sind  z.  B.  tn  und  W  in  Grammen  und  ist  r  in 
Zentimetern  ausgedrückt,  so  wird  die  Kraft  nach  obiger  Formel  in 
Dynen  ausgedrückt,  falls  k  die  Anziehungskraft  in  Dynen  zwischen  zwei 
Gramm-Massen  in  1  cm  Abstand  voneinander  bedeutet;  so  berechnet  ist 
k  ungefähr  gleich  6.66  X   lO"«  (vergl.  12.  Kap.). 

Die  Vorstellung  der  Wirkung  der  beiden  Teilchen  aufeinander  setzt 
ein  Bezugskoordinatensystem  voraus,  und  dieses  muß  natürlich  von  der 
Wirkung  der  Teilchen  ganz  unabhängig  sein,  es  muß  z.  B.  fest  gegen- 
über den  Fixsternen  sein,  von  denen  ja  die  Beobachtungen  gezeigt 
haben,  daß  sie  für  praktische  Zwecke  der  hier  in  Rede  stehenden  Art  als 
fest  im  Räume  angesehen  werden  können.  Da  femer  der  Massenmittel- 
punkt eines  Systems  sich  gegenseitig  beeinflussender  Teilchen  durch 
diese  Wechselwirkung  nicht  berührt  wird,  ist  er  ebenfalls  oft  geeignet, 
zum  Nullpunkte  des  Koordinatensystems  gewählt  zu  werden. 

Nun  wollen  wir  die  Arbeit  der  Anziehungskraft  betrachten,  die 
sie  leistet,  während  die  Entfernung  der  Masse  m  von  der  Masse  tn'  von 
fj  auf  Ti  herabgemindert  wird.  Ein  positiver  Wert  von  dr  bedeute 
eine  Zunahme  des  Abstandes,  dann  ist  die  Richtung  der  Anziehung  die 
von  — dr;  wenn  femer  eine  Kraft,  die  eine  Entfernung  zu  vergrößern 
strebt,    positiv    gerechnet    wird,    so    ist    die   Anziehungskraft    gleich 
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—  Äftim'/r*;  folglich  ist  die  Arbeit  bei  der  VerrückuDg  — dr  gleich 
-\-kmfn'dr/r^,  and  die  gs^nze  von  der  Anziehungskraft  geleistete 
Arbeit: 

^=fcm«,'jlr  =  fcw(i-l)     ....    (6) 

»1 

Die  Größe  km'/r  heißt  das  von  der  Masse  m'  in  einem  Punkte  in 
der  Entfernung  r  hervorgerufene  Potential;  entsprechende  Be- 
deutung für  die  Masse  m  hat  die  Größe  km/r.  Die  Potentialdifferenz 
km  (l/fi  —  l/rj)  ist  die  Arbeit  von  m  bei  der  Fortführung  der  Massen- 
einheit aus  der  Entfernung  r2  in  die  Entfernung  rj,  und  kmm'  (l/Vi  —  1  Vj) 
ist  die  entsprechende  Arbeit  bei  der  Fortführung  der  Masse  m\  Den- 
selben Wert  hat  endlich,  wie  dies  auch  der  Natur  der  Anziehung  als 
einer  Wechselwirkung  entspricht,  die  Arbeit  von  m*  bei  der  Fortführung 
von  m  aus  der  Entfernung  rg  in  die  Entfernung  r^. 

Für  r j  =  00  wird  Ä  =  kmm'/fu  mit  anderen  Worten:  Das 
Potential  einer  Masse  m  in  einem  um  rj  von  ihr  entfernten 
Punkte  ist  die  Arbeit,  welche  die  von  m  ausgehende  An- 
ziehungskraft leistet,  wenn  sie  ein  Teilchen  mit  der  Einheit 
der  Masse  aus  unendlicher  Entfernung  in  die  Entfernung  r^ 
schafft;  oder  auch  die  Arbeit,  welche  eine  Gegenkraft  leistet,  wenn  sie 
die  Massen  ei  nheit ,  entgegen  der  Anziehungskraft,  aus  der  Lage  fi  in 
unendliche  Entfernung  fortschafft. 

196.  In  einem  Punkte  durch  ein  System  von  Teilchen  her- 
vorgerufenes Potential.  —  Arbeitswerte  von  Teilchen  in  ver- 
schiedenen Lagen«  Das  in  irgend  einem  Punkte  F  durch  ein  System 
von  Teilchen  hervorgerufene  Potential  ist  die  Summe  der  Potentiale, 
die  jedes  dieser  Teilchen  für  sich  in  F  hervorruft ;  denn  die  Anziehung, 
die  ein  Teilchen  auf  ein  anderes  ausübt,  wird,  wie  Beobachtung  und 
Experiment  zeigen,  durch  die  Anwesenheit  anderer  Teilchen  nicht 
beeinflußt  Haben  wir  also  n  Teilchen  von  den  Massen  mj,  m^..»,  ftn 
in  den  Punkten Pi,  P2...,  P«,  die  von  dem  Punkte  P  um  die  Strecken 
t'i,  r2  .  .  .,  Tn  entfernt  sind,  so  ist  das  Potential  in  F: 


Vr,     '    r-i  )  r 


(7) 


WO  die  Summe  ein  Glied  m/r  für  jddes  Teilchen  enthält. 

Hiernach  ist  die  Arbeit,  die  von  Anziehungskräften  geleistet  wird, 
wenn  sie  ein  Teilchen  von  der  Masse  m  aus  unendlicher  Entfernung 
von  allen  Teilchen  des  anziehenden  Systems  nach  dem  Punkte  P  führen, 
in  welchem  das  Potential  V  ist,  gleich  m  V.  Wir  wollen  dies  der  Kürze 
halber  bis  auf  weiteres  den  Arbeitsinhalt  oder  Arbeitswert  des  Teilchens 
in  der  Lage  P  nennen.     Wenn  P  mit  dem  Orte  Fi  eines  der  Teilchen 
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m)...,  iHn  zusammenfällt  und  das  Teilchen  mit  der  Massem  identisch  ist 
mit  dem  dort  vorhandenen  Teilchen  nii ,  wenn  ferner  Vi  das  Potential 
Yon  tn^  ..  -i  fnn  in  P^  und  Ti^j  r^j  .  .  .,  rm  die  Abstände  zwischen  P^ 
und  Pf,  P3  .  .  .,  Pn  bedeuten,  so  ist  der  Arbeitswert  Yon  fHi  in  der 
Lage  Pi : 

m.F,=  fcmY^  +  ?+...^)  =  Äm,2;^    .     •     -(8) 

wo  die  Summe  über  alle  Werte  von  k  von  2  bis  n  zu  nehmen  ist.  Ent- 
sprechend ist  der  Arbeitswert  von  m^  in  der  Lage  P^  =  km^SmiJr^ki 
wo  die  Summe  über  alle  Werte  von  h  von  1  bis  n,  ausgenommen  2, 
zu  erstrecken  ist  —  und  so  fort  für  den  Arbeitswert  der  übrigen 
Teilchen. 

197.  Potentielle  Energ:ie  eines  Systems  gravitierender  Teil- 
ehen« Wird  der  Abstand  des  Teilchens  im  Punkte  Py  von  dem  Teilchen 
im  Punkte  Pk  mit  ry^  bezeichnet,  so  ist  der  gesamte  Arbeitswert,  — E^ 
der  Teilchen  des  Systems,  berechnet  als  die  Summe  der  Arbeitswerte 
der  einzelnen  Teilchen,  gegeben  durch  den  Ausdruck: 


2  r.k 


(9) 


wo  sich  die  eine  Summe  über  alle  Werte  von  j  von  1  bis  n,  die  andere 
über  alle  Werte  von  k  von  I  bis  n  erstreckt;  der  Faktor  1/2  ist  not- 
wendig, weil  jedes  Glied  des  Arbeitswertes  in  der  Summe  zweimal  vor- 
kommt. 

Dieser  Arbeitswert  hängt  lediglich  von  der  gegenseitigen  Lage  der 
Teilchen  ab,  er  ist  also  gänzlich  unabhängig  von  den  Wegen  oder  Pro- 
zessen, auf  denen  bezw.  durch  welche  die  Teilchen  vermöge  ihrer  An- 
ziehung aneinander  gebracht  werden. 

Wir  werden  später  sehen,. daß  das,  was  wir  hier  die  Arbeitswerte 
der  Teilchen  genannt  haben,  Bestandteile  des  Verbrauchs  von  konfigura- 
tiver  oder  potentieller  Energie  des  Systems  der  Teilchen  sind.  Die 
potentielle  Energie  ist,  mit  umgekehrtem  Zeichen,  die  Summe  der 
Arbeitswerte  der  einzelnen  Teilchen,  wozu  noch  eine  willkürliche  Kon- 
stante gefügt  werden  darf,  also  E  +  C. 

19S.  Potential  einer  homogenen  Kugelschale.  Wir  wollen 
nun  zeigen,  daß  für  ein  System  von  Massenpunkten,  die  eine  dünne 
Kugelschale  mit  gleichförmiger  Mannen  bei  egung  pro  Flächeneinheit 
bilden,  das  Potential  der  Schale  in  einem  äußeren  Punkte  genau  gleich 
dem  Potential  ist,  das  ein  einziger  Massenpunkt,  von  der  Masse  der 
Schale  und  gelegen  in  ihrem  Mittelpunkte,  in  dem  nämlichen  äußeren 
Punkte  erzeugt.  Dieser  äußere  Punkt  sei  P,  Fig.  125  (a.  f.  S.),  M  sei 
der  Mittelpunkt  der  Schale,  A  und  B  seien  zwei  benachbarte  Punkte 
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auf  ihr  in  einer  durch  P  und  M  gelegten  Ebene;  ^  sei  der  Winkel, 
den  die  in  A  an  den  Schnitt  durch  die  Schale  gelegte  Tangente  AE 
mit  dem  Strahle  AP  bildet,  0  dagegen  der  Winkel,  den  der  Radios 
AM  mit  dem  Strahl  Pitf  nach  dem  Mittelpunkte  bildet;  AB  stehe  auf 
PA  senkrecht;  endlich  sei  der  Radius  gleich  a,  PA  gleich  r  und  P}1 
gleich  h     Dann  hat  man  die  Beziehungen: 

PB  =  r  -\-  dr,  DB  =  dr,  AMB  =  dO,  AB  =  AdO. 

Anderseits  ist 

'     T^Aiir  BD         dr 

sm  PAM  z=  cosw  =  --  ~-  =  -ttt, 
AB       adO 

und 

sin  PAM:  sind  =  1  :  r-, 

folglich  ergibt  sich: 

rdr  =  alsinddd. 

Nun  sei  ju  die  Masse  der  Schale  für  die  Ober- 
flächeneinheit;  dann  ist  die  Masse  der  tod 
AB  bei  YoUst&ndiger  Umdrehung  um  PM 
ausgeschnittenen  Zone  gleich 

liadO  X  2nasinO  =  27Ciia^sinOdO 
=  2n^ardrß, 

und  die  Entfernung  aller  ihrer  Punkte  Ton 
P  ist  r ;  es  ist  also  ihr  Potential  auf  P  gleich 
2nkiiadr/lj  und  folglich  das  der  ganzen  Schale: 


2nh^a  f 


dr, 


oder,  da  das  Integral  gleich  der  Differenz  des  größten  und  kleinsten 
Wertes  von  r,  also  gleich  2  a  ist: 

4  3rÄ;|Lta2 


l 


(10) 


Da  4  TTfia^  die  Masse  der  Schale  ist,  ist  der  behauptete  Satz  bewiesen. 

199.  Potential  einer  Tollkugel.  Da  unser  Ergebnis  für  jede 
homogene  kugelige  Schicht  einer  YoUkugel  gilt,  so  gilt  es  auch  für  die 
ganze  Kugel.  Eine  Yollkugel  von  gleichförmiger  oder  nur  mit 
der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  variierender  Dichte  (so 
daß  also  in  allen  Punkten,  die  vom  Mittelpunkte  gleichen  Abstand 
haben,  die  Dichte  die  nämliche  ist)  erzeugt  also  in  einem  äußeren 
Punkte  P  dasselbe  Potential,  wie  eine  in  ihrem  Mittelpunkte 
konzentriert  gedachte,  ihrer  eigenen  gleiche  Masse. 

200.  Arbeit  von  Anziehungskräften  bei  der  Kondensation 
eines  Nebels.    Betrachten  wir  eine  Kugel  von  gleichförmiger  Dichte  p 
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und  Tom  Radius  r;  dann  ist  das  Potential  auf  einen  äulieren  Punkt  im 
Abstand  c  -{'  r  Tom  Mittelpunkt 

-^nQkr^/(c  +  r), 
und  das  auf  einen  Punkt  der  Kugeloberfläcbe  selbst 

Die  Arbeit,  welche  die  Anziebungskrftfte  leisten,  indem  sie  der  Kugel 

eine  aus  der  Unendlichkeit  geholte  Schicht  von  der  Dicke  dr  anlagern, 

ist  daher 

4  16 

—  xgkr^  X  4jrpr»dr=  —kn^Q^r^dr. 

Für  die  ganse  Arbeit  beim  Aufbau  einer  Kugel  vom  Radius  a  und  der 
Dichte  Qf  aus  Materie,  die  von  der  Unendlichkeit  herbeigeschafft  wird, 
haben  wir  demgemäß: 

a 

A  =  -ö-Ajjr2pa    ^4^^  =  —  kn^g^a^ 

0 

oder,  wenn  M  die  Masse  der  Kugel  ist : 

X=|»^- Ol) 

0        a 

Es  ist  femer  beachtenswert,  daß  die  Arbeit,  welche  die  Anziehungs- 
kräfte leisten,  indem  sie  die  Oberfläche  obiger  Kugel  um  da  nach  innen 
drücken, 

dA=  ?  Ä^da (12) 

und  folglich  die  Arbeit  bei  der  Zusammenziehung  der  Oberfläche  vom 
Radius  a  bis  zum  Radius  a' 

^'-^  =  |*^^(i'-a) <^^> 

ist. 

Der  Berechnung  des  Arbeitswertes  in  Gl.  (11)  liegt  die  Annahme 
zu  Grunde,  daß  die  gesamte  Materie  aus  der  Unendlichkeit  zu  der  Ober- 
fläche der  wachsenden  Kugel  gelangt;  es  ist  aber  nicht  schwer  ein- 
zusehen, daß  dies  zugleich  die  Arbeit  ist,  welche  die  gegenseitige 
Anziehung  der  Teilchen  leistet,  wenn  sie  sich  aus  dem  Zustande  gleich- 
förmiger Zerstreuung  über  den  unendlichen  Raum  einander  bis  zar 
Bildung  einer  Kugel  vom  Radius  a  nähern.  Denn  angenommen,  Materie 
vom  Betrage  M  werde  in  der  angedeuteten  Weise  aus  der  Unendlichkeit 
zum  Aufbau  der  Kugel  vom  Radius  a  herbeigeholt,  und  in  einem 
anderen  Falle  soll  dieselbe  Menge  zum  Aufbau  einer  Kugel  vom  größeren 
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Radins  h  dienen;  die  betreffenden  Arbeitswerte  sind  bezw.  ^kM^/a 
und  ^kM^/b,  and  nach  §  197  bangen  sie  nur  von  der  endgQltigen 
Konfiguration  der  Teilchen  ab,  nicht  aber  von  der  Art,  in  der  sie 
zusammengebracht  wurden.  Die  Differenz  f  fclf*  (1/a  —  1/5)  stellt 
also  die  Arbeit  bei  der  Kompression  der  Masse  M  Yom  Radius  h  bis 
zum  Radius  a  dar,  und  für  unendliches  h  wird  dies  eben  IkM^'a, 
Damit  ist  aber  das  Behauptete  bewiesen. 

201.  Arbeit  bei  der  Kondensation  der  Erde  aus  nebei- 
förmiger Materie ;  Betrag  der  dabei  erzeugten  W&rme.  Das  ge- 
wonnene Resultat  wollen  wir  auf  den  Fall  anwenden,  daß  unsere  Erde 
aus  unendlich  kleinen  Teilchen  aufgebaut  sei,  die  durch  ihre  gegen- 
seitige Anziehung  aus  dem  Zustande  unendlicher  Zerstreuung  einander 
nahe  gebracht  worden  seien.  Der  Radius  a  ist  in  diesem  Falle 
6,367  X  10^ cm,  g  ist  gleich  5,52  .und  k  muß,  um  Ä  in  Ergs  zu  er- 
halten, gleich  6,68  X   10~^  genommen  werden;  man  hat  also 

Ä=l'  6,68  .  10-8  .  Y  «*  •  5,52«  .  6,367^  •  10*o  .     .    (14) 

und  ausgerechnet 

^  =  2  .  242  X   1089. 

Indessen  ist  dies  nur  ein  unterer  Grenzwert,  da  die  Dichte  der  Erde 
von  der  Oberfläche  nach  innen  wächst  und  deshalb  die  Masse  im  ganzen 
näher  am  Mittelpunkte  liegt  als  in  dem  hier  betrachteten  Falle;  der 
wahre  Wert  von  A  für  die  Erde  ist  daher  noch  wesentlich  größer. 

Wie  wir  später  sehen  werden,  wird  die  Wärmemenge,  welche  er- 
forderlich ist,  um  1  g  Wasser  von  einer  bestimmten  Temperatur  der 
Celsiusskala  au!  eine  um  einen  Grad  dieser  Skala  höhere  Temperatur 
zu  erwärmen,  als  Wärmeeinheit  betrachtet  und  Kalorie  genannt; 
42  X  10^  Ergs  Arbeit  müssen  aufgewandt  werden,  um  eine  solche 
Kalorie  zu  erzeugen.  Der  obige  Arbeitsbetrag  würde  hiernach  5.34 
X  10^^  Kalorien  erzeugen.  Um  sich  von  dieser  Größe  eine  Vorstellung 
zu  machen,  beachte  man,  daß  1  g  Anthrazitkohle  bei  seiner  Verbrennung 
rund  8000  Kalorien  erzeugt;  die  obige  Wärme  ist  also  gleich  der,  welche 
bei  der  Verbrennung  von  6.7  X  10^7 g  oder  von  6.7  X  10^'  Tonnen 
solcher  Kohle  entsteht.  Oder,  auf  den  VerdichtungsprozelS  der  Erde 
selbst  angewandt  (ohne  daß  es  sich  indessen  hier  um  eine  den  wirklich 
stattgehabten  Vorgängen  entsprechende  Vorstellung  handelte):  Wenn 
jene  Arbeit  ausschließlich  zur  Erhitzung  der  sich  verdichtenden  Teil- 
chen verwandt  worden  wäre,  so  würde  sich,  da  die  Erde  eine  Masse 
von  rund  6  X  10*^  g  hat  und  unter  den  jetzigen  Verhältnissen  etwa 
nur  den  fünften  Teil  soviel  Wärme  wie  Wasser  braucht,  um  sich  um 
ein  Grad  zu  erwärmen,  die  Temperatur  um  rund  50000^  erhöht  haben. 

202.  Arbeit  bei  der  Terdichtung  der  Sonne  aus  Nebelmassen; 
Quelle  der  strahlenden  Wärme  der  Sonne.     Die  Masse  der  Sonne 
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ist  etwa  332 000 mal  so  groß  wie  die  der  Erde,  und  ihr  Radins  ist 
110  mal  so  groß  wie  der  Erdradias.  Folglich  ist  Ä^  entstanden  ge- 
dacht durch  die  Sammlung  TöUig  zerstreuter  Materie,  für  die  Sonne 
332000V 110,  d.h.  10^ mal  so  groß  wie  für  die  Erde,  also  gleich 
2,24  X  10^^  Ergs.  Somit  ist  die  hei  der  Bildung  eines  der  jetzigen 
Sonne  an  Radios  und  mittlerer  Dichte  gleichen  Körpers  erzeugte  Wärme 
ungefähr  gleich  5,35  X  10^^  Kalorien  oder  gleich  der  hei  der  Ver- 
hrennnng  von  6,7  X   10'^  Tonnen  Kohle  erzeugten. 

Der  Betrag  an  strahlender  Wärme ,  den  1  qcm  Oherfiäche ,  direkt 
in  die  Sonnenstrahlen  gehalten,  und  zwar  im  Ahstande  yon  der  Sonne 
gleich  dem  der  Erde  (hei  Ausschluß  atmosphärischer  Einflüsse),  in  einer 
Minute  empfangen  würde,  ist  auf  etwa  3  Kalorien  zu  schätzen,  für  die 
Sekunde  also  auf  0,05  Kalorien.  Die  yon  der  Sonne  in  einer  Sekunde 
ausgestrahlte  Wärme  findet  sich  wieder  auf  einer  Kugel  vom  Radius 
des  Ahstandes  der  Erde  yon  der  Sonne;  dieser  Ahstand  ist  etwa  gleich 
110^  Erddurchmessern,  und  folglich  die  Oberfläche  der  eben  gedachten 
Kugelrund  gleich  4;r  x  4  X  110*  X  6,367«  X  10»<^qcm.  Die  Ge- 
samtzahl N  der  yon  der  Sonne  in  1  sec  ausgestrahlten  Kalorien  ist 
daher  0,05  x4»x4xllO*X  6,367«  x  lO^S  und  der  hiervon 
von  Iqcm  der  Sonnenoberfläche  herrührende  Teil  n  ergibt  sich  durch 
Division  mit  4«  X   110«  X  6,367«  X   10»«. 

Somit  ist  annähernd: 

N  =  lfi  X  10««,         n  =  2420. 

Um  diese  Wärme  zu  erzeugen  bezw.  zu  ersetzen,  müßten 
135000  Pferdekräfte  pro  Quadratmeter  der  Sonnenoberfläche  tätig  sein, 
oder  es  müßte  stündlich  auf  jedem  Quadratzentimeter  1  kg ,  also  auf 
jedem  Quadratmeter  10  Tonnen  der  besten  Kohle  verbrannt  werden. 

Die  gegenwärtig  herrschende,  im  wesentlichen  von  v.  Helmholtz 
herrührende  Ansicht  über  die  Quelle  dieses  Wärmeersatzes  ist  die,  daß 
er  von  der  Kontraktion  der  Sonne  stammt.  Sieht  man  von  Tem- 
peraturändernngen  bei  der  Kontraktion  ab,  so  muß  man,  um  zum 
Ersatz  der  ausgestrahlten  Wärme  zu  gelangen,  eine  Verkürzung  des 
Sonnenradius  um  etwa  Vaooo  ^^^  ^^  ^^^  Sekunde,  also  um  etwa  17  cm 
täglich  oder  62  m  jährlich  annehmen.  Diese  Schätzung  ist  aber  zu 
groß,  da  die  Sonne  nicht  homogen,  ihre  Dichte  vielmehr  in  den  inneren 
Teilen  zweifellos  sehr  viel  größer  als  an  der  Oberfläche  ist.  Die  hier- 
nach anzunehmende  radiale  Kontraktion  ist  nach  v.  Helmholtz  etwa 
40  m. 

Die  Sonne  ist  jedenfalls  zum  Teil  gasförmig,  und  es  ist  bekannt, 
daß  eine  sich  abkühlende  und  gleichzeitig  zusammenziehende  Gasmasse 
eine  höhere  Temperatur  annimmt,  eine  Tatsache,  die  wir  in  der  Wärme- 
lehre näher  prüfen  werden.  Indessen  kommt  das  hier  nicht  in  Betracht, 
d(i  die  Sonne  wahrscheinlich  sehr  nahezu  die  Bedingung  konstanter 
Temperatur  erfüllt. 

Oray,  Physik.    I.  14 
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Arbeit  bei  dem  Stoß  eines  Strahles  von  Teilchen: 
Reaktionswasserrad.  Nehmen  wir  den  Strahl,  der  ans  einem  Trog 
auf  einem  Karren  herauskommt,  wie  oben  §  184  beschrieben  wurde. 
Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  im  Räume  sei  v  und  die  des 
Wagens  sei  u  in  der  entgegengesetzten  Richtung.  Die  in  der  Sekunde 
ausströmende  Flüssigkeitsmenge  ist  daher  a(v  -\-u)  p,  wo  Q  die  Dicht« 
der  Flüssigkeit  und  a  der  Querschnitt  des  Strahles  ist  Die  Bewegungs- 
große  ist  folglich  aQ(v  -\-  w)^;  dies  ist  die  auf  den  Wagen  ausgeübte 
Kraft.  Der  Strahl  leistet  auf  den  Wagen  Arbeit  von  einer  Größe 
Ä  =  Ku,  wo  K  die  Kraft  ist,  mithin  die  Arbeit: 

Ä  =  aQ{u  +  v)^u (15) 

Ein  extremes  Beispiel  hierfür  erhält  man,  indem  man  u  =  0  setzt,  wo 
der  Wert  null  wird. 

Betrachten  wir  ferner  ein  einfaches  Reaktionswasserrad  wie  das  in 
Fig.  126;  es  werde  durch  Wasser  getrieben,  welches  als  anfänglich  in 


Fig.  126. 


Ruhe  und  in  der  Höhe  h  über  den 
Mündungen  gedacht  werden  möge. 
Es  sei  V  die  Geschwindigkeit  des 
Wassers,  co  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Rades,  r  sein  Radius,  a 
der  Querschnitt  jedes  Strahles;  das 
Wasser  möge  tangential  zu  dem 
Kreise,  in  dem  sich  die  Mündungen 
bewegen,  ausströmen ;  wir  haben  als 
die  Wassermenge,  die  aus  einer  von 
ihnen  pro  Sekunde  ausströmt,  aQ{(or 
-\-  v).  Die  dem  Wasser  in  einer 
Sekunde  erteilte  Bewegungsgröße  ist 
aQ((or  +  v)Vy  und  das  Moment 
dieser  Kraft  um  die  Axe  herum 
ist  aQ(G}r  -h  v)v  r.  Das  Gesamt- 
moment für  drei  Strahlen  ist  3aQ((or  +  v)vry  und  dieses  ist  das  auf 
Vergrößerung  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Rades  abzielende  Kräfte- 
paar.    Wir  haben  somit  für  den  Effekt: 

(i  =  3aQ{(or  '\-  v)vG}r (16) 

Ferner  ist  die  kinetische  Energie  des  ausströmenden  Wassers  pro  sec 
gleich  I  SaQ((or  -\-  v)v^,  und  dies,  zusammen  mit  S,  stellt  denge- 
samten Energieverlust  pro  sec,  also  SaQ((or  +  v)ght  dar.  Somit  hat 
man  die  Gleichung: 

2v(Dr  +  v^  =  2gh, 
und  als  Wirkungsgsgrad,  d.h.  als  Verhältnis  der  wirklich  geleisteten 
Arbeit  zur  ganzen  aufgewandten  Energie  ergibt  sich: 

vcjr  2gh  —  v^ 

~    gh    ""        2gh 
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Der  Wirkungsgrad  wird  somit  1 ,  wenn  t?  =  0  wird ,  wobei  dann  aber 
zugleich  o  =  00  werden  muß. 

204«    Arbeit  beim  Streclceii  eines  Icontralctileii  Häutchens« 

Als  ein  weiteres  Beispiel  wollen  wir  die  Arbeit  betrachten,  die  bei  der 
Vergrößerung  der  Oberfläche  eines  kontraktilen  Häutchens,  ähnlich  dem, 
wie  man  es  auf  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  als  vorhanden  an- 
sehen kann,  geleistet  wird.  Das  Häutchen  sucht  sich  zu  kontrahieren; 
und  um  irgend  einen  schmalen  Sti'eif en  desselben  gestreckt  zu  erhalten, 
muß  man  auf  seinen  Teil  zu  beiden  Seiten  eines  Schnittes  senkrecht 
zur  Längsrichtung  des  Streifens  eine  Zugkraft  Yom  Betrage  Th  wirken 
lassen,  wo  h  die  Breite  des  Streifens  und  T  eine  Eonstante  ist,  welche 
die  Oberflächenspannung  des  Häutchens  heißt  und  z.  B.  für  eine 
Wasseroberfläche  von  10^  C.  etwa  75  Dynen  pro  Zentimeter  beträgt. 
In  dem  Falle  einer  Blase  liefern  die  Spannungen  der  beiden  Ober- 
flächen eine  effektive  Spannung  gleich  2  T  für  das  Häutchen.  Es  zeigt 
sich,  daß  sie  von  der  Dicke  des  Häutchens  unabhängig  ist,  ausgenommen 
wenn  dasselbe  äußerst  dünn  gemacht  wird. 

Nun  wollen  wir  ein  ebenes  Häutchen  von  der  Breite  h  und  der 
Lange  l  betrachten  und  letztere  in  V  verwandeln,  indem  wir  das  Häut- 
chen der  Länge  nach  ziehen;  die  entsprechende  Kraft  ist  dann  2  Th, 
also  die  Arbeit  2  Th(V  —  l),  d.  h.  gleich  2  Tmal  der  Vergrößerung  der 
Oberfläche.  (Wie  wir  in  der  Thermodynamik  sehen  werden,  sucht  sich 
das  Häutchen  beim  Strecken  abzukühlen;  wenn  indessen  die  Dehnung 
langsam  vor  sich  geht,  wird  die  Temperatiir  durch  die  aus  der  Um- 
gebong  herbeiströmende  Wärme  konstant  erhalten.) 

205.  Ton  einem  lu'iunmen  Häutchen  ausgeübte  NormallLraft. 

£in  kontraktiles  Häutchen  von  beliebiger  Form  übt  in  jedem  Punkte 
seiner  Oberfläche  eine  Kraft  aus  längs  der  Yitr.  i27. 

Hauptnormalen,  d.h.  längs  dem  Lot  auf  der  a        £        n 

die  Oberfläche  in  diesem  Punkte  berührenden  ,-'""\        !         ^'" --. 

tbene.     Betrachten    wir  zunächst  ein  zylin-       ^'  i  -^ 

driaches  Häutchen,  das  mit  einer  seine  kon-  \ 

kave  Seite  berührenden  Flüssigkeit  im  Gleich- 
gewichte ist,  und  nehmen  wir  einen  zu  den  \  1   / 
erzeugenden  Linien  des  Zylinders  senkrechten 
Streifen.     In  Fic.  127   sei  uiJS    ein  Element  K: 

Vn 

von    der    Länge    ds^    E    sein  Mittelpunkt, 

C  der  Krümmungsmittelpunkt,  r  der  Krümmungsradius  EC^  dO  der 
Winkel  ACE  oder  BCE.  Ist  nun  h  die  Breite  des  Streifens  (senk- 
recht zur  Papierebene)  und  T  die  Oberflächenspannung ,  so  ist  die  in 
A  und  B  angreifende  streckende  Kraft  gleich  T&;  für  die  Kraft  P  längs 
EC  erhält  man  somit  2  Th  stn  dO  =  2  ThdO;  nun  ist  aber  2d0 
=  ds/r,  also  P  =  Thds/r,    Ist  femer  p  die  von  dem  Streifen  längs 

*  14* 


212 


Viertes  Kapitel. 


Fig.  128. 


EC  pro  Einheit  der  Fläche  aasgeabte  Kraft,  so  ist  p-=P/hds=T  r. 
Diese  Größe  wird  der  Normaldruck  genannt,  er  wird  auf  die  der 
konkaven  Seite  der  Oberfläche  anliegende  Flüssigkeit  ausgeübt;  im  ent- 
gegengesetzten Falle  findet  ein  entsprechender  Normalzug  statt 

206.  Häutchen  von  doppelter  Krfimmung.  Nun  wollen  wir 
eine  beliebige  Oberfläche  betrachten  und  irgend  einen  Schnitt  von  ihr 
nehmen ,  der  die  Normale  enthält ;  jeder  solche  Schnitt  hat  seinen  be- 
sonderen Krümmungsradius  längs  der  Hauptnormalen.  Der  Schnitt 
mittels  einer  Ebene,  die  mit  der  vorigen  nahezu  zusammenfällt  und  sie 

in  einer  durch  den  Krümm ungs- 
mittelpunkt  gehenden,  zum  Krüm- 
mungsradius senkrechten  Linie 
schneidet,  hat  in  der  Nähe  des  Be- 
rührungspunktes, falls  sich  die 
Gestalt  der  Fläche  stetig  ändert, 
nahezu  dieselbe  Krümmung. 

In  einem  Punkte  der  Oberfläche 
werde  die  Hauptnormale  gezogen; 
zwei  aufeinander  senkrechte  Ebenen, 
die  sich  in  ihr  schneiden,  werden 
Schnittkurven  mit  der  Oberfläche 
liefern,  welche  die  Krümmungsradien 
r,  r'  haben,  und  zwar  in  gleicher 
Richtung,  wenn  die  Schnittkurven 
beide  konkav  oder  beide  konvex 
nach  der  AuISenseite  der  Oberfläche 
sind,  dagegen  in  entgegengesetzten 
Richtungen,  wenn  die  eine  Kurve 
konkav,  die  andere  konvex  ist;  die 
entsprechenden  Krümmungen  sind 
1/r,  l/r'.  Wir  wollen  die  Ebenen, 
von  denen  die  Rede  ist,  mit  Ä,  B, 
die  Krümmungsmittelpunkte  ihrer  Schnittkurven  mit  der  Oberfläche  C 
C  nennen  (Fig.  128  und  129).  Nun  nehmen  wir  zwei  mit  A  nahezu 
zusammenfallende  Ebenen  Ä^  ^2,  die  eine  durch  C  gehende,  sur 
Haupt  normalen  senkrechte  Linie  enthalten  und  die  Oberfläche  in  zvrei 
Kurven  mit  gleichem  Abstände  von  P  schneiden ;  in  der  Nähe  von  P 
werden  das  nahezu  parallele  Linien  sein,  sie  werden  daselbst  einen 
kurzen,  schmalen  Streifen  des  Häutchens  mit  parallelen  Kanten  zwischen 
sich  lassen,  welch  letztere  offenbar  ähnliche  Kurven  von  der  Krümniung 
l/r  und  praktisch  identisch  sind  mit  der  Schnittkurve,  die  von  Ä  herrührt 
und  durch  P  geht.  Sodann  nehmen  wir  zwei  andere  Ebenen  Bv  Bv 
in  ganz  analoger  Weise  zu  beiden  Seiten  der  Ebene  £  gelegen,  niit 
einer  durch  C  gehenden,  zur  Hauptnormalen  senkrechten  Schnittlinie' 
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Ebenen,  welche  die  Oberfläche  in  zwei  beiderseits  von  P  gleich  weit 
entfernten  Kurven  schneiden,  die  nahe  bei  P  die  Ejrümmang  l/W 
haben.  Diese  Kurven  liefern  die  beiden  anderen  Kanten  des  zu  bilden- 
den Oberflächenstückes,  und  man  sieht  ein,  daß  es  nahezu  ein  kleines 
Rechteck  sein  wird. 

Eine  durch  diese  Fläche  parallel  mit  einem  Paar  seiner  Kanten 
gezogene  Linie  weicht  von  einer  geraden,  auf  dem  Normalschnitt  A 
oder  B  durch  P  senkrechten  Linie  nur  unendlich  wenig  ab.  In  Fig.  128 
und  129  sind  diese  Verhältnisse  dargestellt,  in  der  ersten  für  den  Fall, 
daß  die  Krümmung  in  den  beiden  Schnitten  in  derselben  Richtung  ver- 
läuft, in  der  zweiten  für  den  Fall,  daß  sie,  wie  bei  einer  Sattelfläche, 
nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet  iflt. 

Die  Krümmung  des  einen  Kantenpaares  ist  also  1/r,  die  des 
anderen  1/r';  die  streckende  Kraft  in  dem  Häutchen  längs  des  ersten 
Kanten paares  liefert  also  nach  §  204  pro  Flächeneinheit  eine  Kraft,  in 
der  Richtung  der  Hauptnormalen  gleich  T/r^  die  streckende  Kraft  in 
der  Richtung  des  anderen  Kantenpaares  entsprechend  eine  Kraft  Tjr^ 
ebenfalls  in  der  Richtung  der  Hauptnormalen.  Bei  positivem  Vor- 
zeichen sollen  diese  Kräfte  nach  dem  betreffenden  Krümm  ungsmittel- 
ponkt  hin,  bei  negativem  von  ihm  weg  gerichtet  sein;  in  Fig.  128  haben 
2.  B.  die  Kräfte  gleiche,  in  Fig.  129  entgegengesetzte  Richtung.  All- 
gemein ergibt  sich  also,  wenn  dies  beachtet  wird,  die  Formel: 


-Ki  +  ^) 


(17) 


207.  Eulerscher  Satz  von  der  Summe  der  Krfimmungen 
in  einem  Punkte  einer  Oberfläche.  Eines  der  wichtigsten  Theoreme 
der  Geometrie  der  Oberflächen  besagt,  daß  für  irgend  ein  Paar  in  einem 
Flächen  punkte  durch  die  Hauptnormale  gelegter,  aufeinander  senk- 
rechter Schnitte  die  Summe  der  Krümmungen  konstant  ist,  d.  h.  die 
Gleichung 

1 7  =  const 

r         r 

besteht.  Für  ein  gewisses  derartiges  Paar  muß  der  Krümmungsradius 
in  dem  einen  der  beiden  Schnitte  ein  Minimum  und  folglich  in  dem 
anderen  ein  Maximum  sein;  diese  beiden  Krümmungsradien  heißen  die 
Hanptkrümmungsradien ;  bezeichnet  man  sie  mit  B  und  R'j  so  hat 
man  also 

r   ^  r'  ~~  B  ^  B" 
und  folglich  kann  man  die  61.  (17)  anch  in  der  spezielleren  P'orm: 

p  =  <i  +  ^) (^«> 

schreiben. 
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Die  Konstanz  der  J  Krümmungen  summe  wird  in  Kap.  XVI  nach- 
gewiesen werden;  sie  kann  aber  auch  schon  aas  der  £rwägnng  ge- 
schlossen werden,  daß  der  Druck  p  von  der  lUchtung,  die  man  zafallig 
den  beiden  Paaren  von  Ebenen  und  damit  auch  den  Kanten  des  Recht- 
ecks gegeben  hat,  unabhängig  sein  muß. 

In  dem  besonderen  Falle,  daß  1/JR  +  l/R'  =  0  ist,  wird  auch 
j)  =  0,  d.  h.  das  H&utchen  erf&hrt  auf  seinen  beiden  Seiten  den  gleichen 
Druck.  Dieser  Fall  kann  offenbar  auf  zwei  Weisen  eintreten,  nämlich 
erstens,  wennJR  undi2'  gleich  gerichtet  und  beide  unendlich  groß  sind: 
dann  ist  das  Häutchen  eben;  und  zweitens,  wenn  R  und  R'  entgegen- 
gesetzt, aber  gleich  groß,  und  zwar  von  beliebigem  Werte  sind;  das 
H&utchen  ist  dann  eine  Sattelfl&che  mit  gleich  starker  Konkay-  nnd 
Kon  y  exkrümmung. 

208.  Problem  der  kleinsten  Oberfläche  bei  gegebener  Be- 
grenzung. In  dem  allgemeinen  Falle  eines  H&utchens  mit  fester 
krummliniger  Begrenzung,  wie  z.  B.  einer  Seifenblase  an  einem  zu 
einer  geschlossenen  Kurve  von  beliebiger  Form  zusammengebogeDen 
Drahte,  ist  das  Häutchen  gewölbt,  die  Radien  sind  endlich  und  erfüllen 
die  Bedingung  l/B  -\-  l/R'  =  0.  Das  Häutchen  zieht  sich  nun  aber 
zusammen,  bis  es  die  kleinste  unter  den  obwaltenden  Bedingungen 
mögliche  Oberfläche  hat  und  löst  damit  das  isoperimetrische  Problem, 
eine  Fläche  zu  finden,  die  bei  gegebener  Begrenzung  den  kleinsten 
Flächeninhalt  hat.     Diese  Fläche  erfüllt  eben  gerade  die  Gleichung: 

i  +  ^  = « ^•^' 

Durch  den  physikalischen  Prozeß   wird  also  die  Lösung  der  mathema- 
tischen Aufgabe  geliefert. 

209.  Arbeit  beim  Aufblasen  einer  kugelförmigen  Seifenblase. 

Jetzt  wollen  wir  eine  kugelförmige,  mit  einem  sich  ausdehnenden  Gase 

Fig.  130. 


gefüllte  Seifenblase  betrachten,  die  wir  so  langsam  aufblasen  wollen, 
daß  die  Temperatur  des  Häutchens  und  damit  auch  seine  Spannang 
konstant  bleibt  (was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  sein  würde). 

Der  von  einem  geschlossenen  kontraktilen  Häutchen  auf  das  m 
seinem  Innern  befindliche  Gas  ausgeübte  Druck  läßt  sich  auf  folgende 
Weise  berechnen.  Wir  betrachten  einen  Teil  des  Häutchens,  der  durch 
einen  kleinen  Kreis  auf  der  Kugel  begrenzt  ist;  er  wird,  wie  dies 
Fig.  1 30  andeutet,  durch  die  umgebenden  Häutchenteile  in  allen  Punkten 
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seiner  Umgrenzung  tangential  zur  Oberfl&che  und  senkrecht  zur 
Grenze  nach  außen  gezogen ,  und  zwar  mit  der  Kraft  2  T  auf  die 
L&ngeneinheit  der  Grenzlinie.  Nun  ziehen  wir  durch  den  Scheitel  des 
kleinen  Flftchenstückes  und  den  Kugel mittelpunkt  eine  Ebene;  der  von 
ihr  im  Mittelpunkte  gebildete,  Yon  der  Fläche  ausgeschnittene  Winkel 
sei  2d6.  Die  Tangentialkräfte  rund  um  die  Peripherie  geben  eine 
durch  den  Scheitel  gehende,  nach  dem  Kugelmittelpunkte  gerichtete 
Resultante  von  der  Größe  4  3tTrdfP,  falls  dd  klein  ist;  dies  dividiert 
durch  %r^dO\  den  Flächeninhalt  des  betrachteten  Stückes,  gibt  2  Tjr. 

Ein  Gas  übt  auf  jeden  Teil  der  Oberfläche  eine  normal  nach  außen 
gerichtete  Kraft  aus,  deren  Betrag  in  allen  gewöhnlichen  Fällen  überall 
merklich  der  nämliche  ist;  diese  Kraft  für  die  Flächeneinheit,  also  der 
Druck,  sei  p,  ausgeübt  auf  die  Innenfläche  der  Seifenblase. 

Ist  nun  F  der  äußere  Druck,  so  ergibt  sich  eine  nach  außen  ge- 
richtete, auf  jedes  Filmelement  wirkende  Resultante  j»  —  P  für  die 
Flächeneinheit.  Im  Falle  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Seifen- 
blase wird  dieser  Kraft  durch  eine  nach  innen  gerichtete  Kraft  4  Tjr 
das  Gleichgewicht  gehalten,  wo  2  T  die  Spannung  des  Films  (mit  Rück- 
sicht auf  seine  beiden  Seiten)  ist.     Somit  findet  man : 

4T 

P  —  T=— (20) 

r 

Wird  der  Radius  um  einen  kleinen  Betrag  dr  vergrößert,  so  wirkt  die 
Kraft  auf  jedes  Flächenelement  dS  durch  einen  Abstand  dr  und  leistet 
dabei  die  Arbeit  ^  TdSdr/r;  die  gesamte  bei  der  Vergrößerung  des 
Radios  geleistete  Arbeit  ist  daher  Anr^.^  Tdr/r  =  lQjtTrdr\  und 
wenn  der  Radius  von  a  auf  a'  vergrößert  wird,  ist  die  Arbeit: 

A  ==  S7cT(a'^  —  a«) (21) 

Andererseits  ist  die  gleichzeitig  stattfindende  Vergrößerung  der  Ober- 
fläche F'  —  F  =  4  3r  (a'*  —  a*),  und  es  ergibt  sich  somit : 

Ä  =  2  T(F'  —  F) (22) 

210.    Arbeit,  die  ein  sich  ausdehnendes  Gas  leistet.     Als 

letztes  Beispiel  wollen  wir  eine  Menge  komprimierten  Gases  im  Innern 
eines  geschlossenen  Raumes  betrachten.    Wie  in  der  Hydro-      pj      ^3^ 
Statik  gezeigt  werden  wird,    wird  auf  jedes  Element  der 
Oberfläche  des  das  Gas  enthaltenden  Gefäßes  eine  normal 
nach  außen  gerichtete  Kraft  ausgeübt,  deren  Größe  für  die 
Flächeneinheit  yon  Ort  zu  Ort  wechseln  kann;   diese  auf 
die  Flächeneinheit  wirkende  Kraft  heißt  der  Druck.    Ist  seine 
Oröße  in  einem  Punkte  P  gleich  p ,  so  ist  die  nach  außen 
wirkende  Kraft  auf  ein  kleines  Oberflächenelement  (2  S  gleich  pdS.    Nun 
möge  das  Volumen  des  von  dem  Gase  eingenommenen  Raumes  durch  eine 
Itleine  Aufwärtsbewegung  der  Begrenzung  im  ganzen  oder  eines  Teiles 
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derselben  ein  wenig  vergrößert  werden ;  das  Fl&chenelement  ist  dabei 
um  eine  kleine  Strecke  ds  senkrecht  zu  seiner  Lage  verschoben  worden 
und  dadurch  in  eine  neue  Lage  gekommen  (Fig.  131,  a.  y.  S.);  die  dabei 
geleistete  Arbeit  ist  pdSds.  Die  gesamte  von  dem  sich  ausdehnenden 
Gase  auf  die  Grenzwandung  geleistete  Arbeit  setzt  sich  aus  lauter 
solchen  Elementen  zusammen  und  ist  daher: 

A  =  EpdsdS (23) 

wo  die  Summation  über  alle  Elemente  dS  der  Oberfl&che  zn  er- 
strecken ist. 

Ist,  wie  man  das  für  ein  komprimiertes  Gas  annehmen  kann,  |)  für 
alle  Elemente  gleich  groß,  so  wird  einfacher 

A  =  p.UdsdS (24) 

Hierin  ist  nun  der  zweite  Faktor  offenbar  der  Zuwachs,  den  das 
Volumen  des  Gefäßes  erfährt;  wird  derselbe  mit  dv  bezeichnet,  so 
nimmt  die  Arbeitsformel  die  einfache  Gestalt  an: 

A  =  pdv (25) 

Ist  das  Gas  z.  B.  in  einem  Zylinder  vom  Querschnitt  q  enthalten,  der 
oben  durch  einen  Kolben  geschlossen  ist,  und  ist  der  Druck  auf  die 
untere  Fläche  des  Kolbens  in  jedem  seiner  Punkte  gleich  p ,  so  ist  die 
nach  oben  gerichtete  Kraft  gleich  p  q  und  die  Arbeit,  wenn  der  Kolben 
bei  gleichbleibendem  Druck  p  um  die  Strecke  h  gehoben  wird,  gleich 
pqh'j  nun  ist  aber  qh  =  dv^  dem  Zuwachs  des  Volumens;  die  Arbeit 
ist  also  tatsächlich  gleich  pdv. 

211.  Endliche  Ausdehnung:  1«  isothermische,  2.  adiaba- 
tische. Der  von  einem  sich  ausdehnenden  Gase  ausgeübte  Druck 
ändert  sich  im  allgemeinen  mit  seinem  Volumen,  und  die  Art  dieser 
Änderung  kann  eine  sehr  verschiedene  sein.  Unter  diesen  sind  in- 
dessen zwei  Arten  von  besonderer  Bedeutung  und  Wichtigkeit,  nämlich 
1.  Ausdehnung  unter  der  Bedingung,  daß  die  Temperatur  dabei 
konstant  bleibt,  und  2.  Ausdehnung  unter  der  Bedingung,  daß  von 
dem  Gas  weder  Wärme  von  außen  aufgenommen ,  noch  Wärme 
nach  außen  abgegeben  wird;  jener  Vorgang  heißt  isothermisch, 
dieser  adiabatisch.  In  jedem  der  beiden  Fälle  findet,  wie  sich  in  der 
Wärmelehre  zeigen  wird,  eine  ganz  bestimmte  Beziehung  zwischen  dem 
Druck  und  dem  Volumen  des  Gases  statt.  Für  eine  Reihe  von  Gasen 
besteht  diese  Beziehung  mit  großer  Annäherung  darin  j  daß  im  Falle 
1.  das  Produkt  pv  aus  dem  Druck  und  dem  vom  Gase  eingenommenen 
Volumen  konstant  bleibt,  im  Falle  2.  dagegen  das  Produkt  pv*,  also 
das  Produkt  aus  Druck  und  der  x**^"  Potenz  des  Volumens  konstant 
bleibt,  wo  x  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärme  bei  konstantem 
Druck  zur  spezifischen  Wärme  bei  konstantem  Volumen  ist  und  für 
die  bekanntesten  Gase:  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stickstoff  und  trockene 
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Luft,  rund  den  gleichen  Wert,  nämlich  1,41,  hat.  Die  gedachten 
Beziehungen  in  den  beiden  F&Uen  lauten  somit: 

l.   pv  =  c,  2,   pv^  =  d   ,     .     .     ,     (26) 

wo  c  und  d  Konstanten  sind.  Man  nennt  diese  Formeln  die  charak- 
teristischen Gleichungen  des  Gases  unter  den  betreffenden  Be- 
dingungen. In  der  Thermodynamik  werden  sie  gewöhnlich  so  ver- 
standen, daß  V  das  Volumen  der  Masseneinheit  des  Gases  bedeutet. 

Es  ist  nun  sehr  wichtig,  in  diesen  Fällen  die  Arbeit  zu  ermitteln, 
die  das  Gas  bei  einer  endlichen  Ausdehnung,  etwa  vom  Yolumen  v^  bis 
auf  das  Yolumen  t^^,  leistet.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  vorerst 
die  Druckänderung  berechnen,  die  bei  einer  kleinen  Yolumvergrößerung 
äv  erzeugt  wird. 

1.  laothermisch.  Es  ändere  sich  t;  in  t;  -|-  dv^  p  in  p  -f~  ^Pt 
wo  dv  und  dp  sehr  kleine  Größen  seien;  aus  der  Gleichung  pv  =  c 
wird  alsdann  die  neue 

(p  +  dp)  (v  +  dv)  =  c, 
und  folglich  durch  Subtraktion  von  der  ursprünglichen 

pdv  +  vdp  +  dpdv  =  0, 
oder  da  das  letzte  Glied,  als  Produkt  zweier  sehr  kleiner  Größen,  zu 
vernachlässigen  ist  gegen  die  beiden  ersten  Glieder: 

pdv  4"  ^dp  =  0. 
Für  die  bei  der  Ausdehnung  um  dv  geleistete  Arbeit  ergibt  sich  hier- 
nach mit  Rücksicht  auf  GL  (25): 

dÄ  =  pdv  =  -—  vdp (27) 

2.  Adiabatisch.     Hier  findet  sich  ganz  analog 

(P  +  dp)  {v  +  dvY  =  c' 
oder  . 

(p  +  dp)v'(i  +  ^y=c' 

oder  wenn  (1  H-  dvjvY  nach  dem  binomischen  Satze  entwickelt  und 
dann  wieder  die  ursprüngliche  Gleichung  j>t;*  =  c'  abgezogen  wird: 

luer  kann  man  wieder  alle  Quadrate  und  höheren  Potenzen  von  dv  und 
alle  Produkte  von  dv  und  dp  als  klein  im  Yergleich  zu  den  anderen 
Gliedern  vernachlässigen  und  erhält  dann 

vdp  -\-  Ttpdv  =  0. 
Somit  wird  in  diesem  Falle  die  geleistete  Arbeit: 

dÄ  =  pdv  =  —  —vdp (28) 

212.    Arbeitsleistung   bei   isotliermischer    und  bei  adiaba- 
tischer Ansdehnung.    Gehen  wir  nun  zur  eigentlichen  Aufgabe  über, 
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80  haben  wir  nach  61.  (25)  für  die  ganze  Arbeit  Ä  bei  der  ÄnderuLg 
des  Yolnmens  Yon  Vq  in  t^i  die  Summe  der  Arbeiten  für  die  kleinen 
Ausdehnungen  dv,  aus  denen  sich  die  große  zusammensetot,  also 

1.    isothermisch  (da  j)  =  c/V  ist): 

Vi  Vi 

A  =  {pdv  =  c{^ (29) 

Betrachten  wir  nun  für  einen  Augenblick  die  Gleichung  u  =  e', 
wo  u  reell  und  positiv  und  x  reell  ist ;  e*  ist  die  oben  in  §  54  definierte 
Funktion;  und  wenn  man  die  Beziehung  umkehrt  und  x  als  Funktion 
von  u  betrachtet,  so  nennt  man  x  den  Logarithmus  Yon  u  auf  der 
Basis  e  oder  kurz  den  natürlichen  Logarithmus  yon  u  und  bezeichnet 
in  mit  logj  so  daß  also  x  =  Jogu  ist. 

Ist  nun  w  eine  andere  reelle  und  positive  Größe  und  y  reell,  und 
hat  man  ir  =  ev,  so  ist  offenbar 

log(utv)  =  X  +  y  =  Jogu  +  logw 

u 
log       =  X  —  y  ,=  logu  —  Jogw, 

Nun  haben  wir  früher  gesehen,  daß 

du  =  e'dXy 
also  umgekehrt 


ist;  es  ergibt  sich  also: 


du  du. 

6?^  U 


d  u 

d  (logu)  =  * 

u 


Von  dieser  Gleichung  zwischen  dem  Differential  von  logu  und  dem 
Differential  von  u  können  wir  nun  zu  der  Integralgleichung  zwischen 
den  Größen  selbst  gelangen,  indem  wir  die  Summe  der  Zuwachse 
nehmen,  die  logu  erfährt,  wenn  u  von  Uq  bis  %  wächst,  wo  t«o  und  t^ 
reelle  positive  Größen  sind.  Diese  Summe  ist  logui  —  logu^  oder 
log(Ui/Uo),  und  demgemäß  erhalten  wir 

Ui  C  d  u 

logu^  —  logUo  =  log--=     —  • 
Wo         J    ^ 

Mo 

Kehren  wir  jetzt  zur  Gleichung  (29)  zurück,  so  erhalten  wir,  das  eben 
Gefundene  anwendend: 

A  =  c  (log  Vi  —  logvQ) (30) 

Das  ist  also  die  Arbeit,  die  das  Gas  leistet,  wenn  es  sich  bei  konstanter 
Temperatur ,  d.  h.  isothermisch ,  von  Vq  auf  Vi  ausdehnt ;  sie  wird  im 
allgemeinen  dazu  benutzt ,  äußere  Kräfte  zu  überwinden.  Es  ist  dies 
aber  auch  umgekehrt  die  Arbeit,  die  von  den  äußeren  Kräften  geleistet 
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werden  muß,  am  das  Gas  bei  konstanter  Temperatur,  d.  h.  isothermisch, 
Ton  Vi  auf  Vq  zusammenzudrücken. 

2.  Adiabatisch.  Hier  nimmt,  da p  v*  =  c'  ist,  die  GL  (28)  die  Form 

dÄ  =  c'^ 
an,  wo  X  ]>  1  (in  den  angeführten  Fällen  rund  I94I)  ist.  Somit  wird  jetzt 

Ä==<^\'i (31) 

Betrachten  wir  nun  die  Funktion  l/v*^"^  und  ändern  wir  v  in  v  -\-  dv, 
^0  dv  wieder  eine  kleine  GrölSe  sei  Dann  hat  man,  wie  sich  leicht 
yerifizieren  läßt: 


dv 


(^) 


V''  X  —  1     ' 

und  indem   man   alle   Zuwachse,    die    l/v*~^   zwischen  v  =  Vq   und 
V  =  Vi  erfährt,  summiert,  erhält  man 

fdv  _  1_  / Jl. 1_\ 


(32) 


und  somit  wird  die  GL  (31) 

X  -  1  \v--^     v^r'J 

Das  ist  also  die  Arbeit,  welche  das  Gas  bei  der  Ausdehnung  Yom 
Volumen  Vo  auf  das  Volumen  Vi  leistet,  wenn  die  Bedingung  besteht, 
daß  kein  Wärmeaustausch  zwischen  Gas  und  Umgebung  stattfinde, 
wenn  also  die  Ausdehnung  adiabatisch  erfolgt.  Es  ist  zugleich  die 
Arbeit,  welche  die  äußeren  Kräfte  leisten  müssen,  um  das  Gas  unter 
der  gleichen  Bedingung  von  dem  Volumen  Vi  auf  das  Volumen  Vq 
zusammenzudrücken,  d.  h.  um  es  adiabatisch  zu  komprimieren. 

813«  Arbeitsleistung  eines  Systems  von  Kräften.  Es  seien 
^1,  £2,  jEs  ...  irgendwelche  Kräfte,  die  auf  die  Teilchen  m],  n^,  n»3  ... 
eines  materiellen  Systems  wirken;  und  es  seien  ösi,  dsj,  ds^  ...  irgend- 
welche Verrückungen,  welche  die  Teilchen  in  der  Richtung  dieser 
Kräfte  im  Einklang  mit  den  Bedingungen  erfahren,  denen  das  System 
unterworfen  ist.  Die  Summe  KiSsi  +  jS^Ss^  +  •••  heißt  die  von 
den  Kräften  bei  den  genannten  Verrückungen  geleistete  Arbeit.  Nennen 
wir  sie  dÄ^  so  ist: 

dÄ  =  K^dsi  +  K^Ss^  H =  ZKSs  .     .     .     (33) 

Zerlegt  man  ferner  Ki  ,,.  in  die  Komponenten  X^,  Y^  Z^  ...,  8si  ... 
in  die  Komponenten  Sx^,  öy^,  öjSi  ...,  so  hat  man: 

Sä  =  SiXöx  +   Yöy  4-  ZÖ2)     ....     (34) 


220  Viertes  Kapitel. 

Da  infolge  des  Wirkens  der  Kräfte,  also  durch  die  Ausführung  der 
Verrückungen,  das  System  seine  Konfiguration  ändert,  kann  dÄ  auch 
als  die  Arbeit  bei  der  Änderung  der  Konfiguration  des  Systems  be- 
zeichnet werden.  Die  Kräfte  K  sind  hier  als  die  gesamten  au!  die 
Teilchen  Yon  den  Massen  m  wirkenden  Kräfte  zu  verstehen;  nach  dem 
im  §  156  Gesagten  können  sie  zerlegt  werden  in  die  äußeren,  auf  die 
Teilchen  wirkenden  Kräfte,  die  jetzt  mit  K  bezeichnet  werden  sollen, 
und  in  die  inneren  Kräfte,  die  von  den  wechselseitigen  Verknüpfungen 
der  Teilchen  des  Systems  herrühren  und  mit  K'  bezeichnet  werden 
sollen ;  entsprechend  beziehen  sich  nunmehr  die  Komponenten  X,  T,  Z 
auf  die  äußeren ,  X',  F',  Z'  auf  die  inneren  Kräfte.  Damit  tritt  jetzt 
an  die  Stelle  der  Gl.  (34)  die  neue: 

dÄ  =  ZiXdx  +  YSy  -f  Zde)  +  i:(X'dx  +  Tdy  +  Z'Se)    (35) 

oder  auch  nach  §  156,  Gl.  (24): 

Im  allgemeinen  ist  keine  der  beiden  Summen  auf  der  rechten  Seite  von 
(35)  gleich  null.  Die  zweite  Summe  ist,  wie  wir  wissen,  die  Arbeit 
der  inneren  Kräfte,  sie  yerschwindet  nur  dann,  wenn  die  inneren  Kräfte 
ausschließlich  solche  sind,  welche  unyeränderliche  Beziehungen  zwischen 
den  Teilchen  des  Systems  aufrecht  erhalten.  Denn  man  betrachte  z.  B. 
ein  nur  aus  zwei  Teilchen  A  und  Bj  die  sich  gegenseitig  anziehen,  zu- 
sammengesetztes System.  Ihre  gegenseitige  Anziehung  hat  keinen 
Einfluß  auf  die  Lage  ihres  Schwerpunktes;  anderseits  wird  aber  in 
einem  kleinen  Zeitteilchen  A  dem  Schwerpunkt  um  Sr^  B  iimir^ 
näher  gebracht;  und  wenn  K  der  Zahlen  wert  der  wechselseitigen  An- 
ziehungskraft ist,  so  ist  die  Arbeit,  welche  sie  leistet,  gleich  £(dri  -\-6f\\ 
also  nicht  null.  Es  ist  dabei  zu  beachten,  daß,  während  die  Richtungen 
der  beiden  Verrückungen  einander  entgegengesetzt  sind,  doch  die  ge- 
leisteten Arbeiten,  wegen  der  ebenfalls  entgegengesetzten  Kraftrichtungen, 
beide  positiv  sind. 

214.  Arbeit  von  Arbeitskräften  und  Arbeit  von  Zwangs- 
kräften. Wir  wollen  nun  die  Komponenten  der  auf  ein  Teilchen 
wirkenden  Kraft  mit  X«  +  Xc,  Ya  '\-  Y^  Za  -\-  Zc  bezeichnen.  Dabei 
sollen  Xa,  Yfl,  Za  die  Komponenten  der  arbeitleistenden,  X«  Fe,  Zc  die 
Komponenten  der  keine  Arbeit  leistenden  Kräfte  sein;  jene  sind  passend 
als  Arbeitskräfte  zu  bezeichnen,  mit  der  Bemerkung,  daß  der  häufig 
benutzte  Ausdruck  angreifende  oder  angebrachte  Kräfte  leicht  irre- 
führen kann,  insofern  diese  Kräfte  nicht  notwendig  Yon  äußerer  Materie 
ausgehen ;  diese  hingegen,  die  von  den  unveränderlichen  Verknüpfungen 
zwischen  den  Teilchen,  d.  h.  von  den  unyeränderHchen  kinematischen 
Bedingungen,  herrühren,  denen  das  System  unterworfen  ist,  kann  man 
Zwangskräfte  nennen.      Kräfte,  die  z.  B.  yon  der  Verbindung  zweier 
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Teilchen  durch  einen  starren  Stab,  also  Yon  einer  „starren  Verbin- 
dung'', herrühren,  gehören  in  die  zweite  Klasse;  Kräfte  dagegen,  die 
▼on  „elastischen  Verbindungen''  herrühren,  in  die  erste  Klasse. 
Die  Unterscheidung  ist  vom  physikalischen  Standpunkte  aus  offenbar 
etwas  künstlich,  da  eine  starre  Verbindung  nichts  anderes  ist  als  eine 
elastbche  yon  sehr  großem  elastischem  Widerstände;  Yom  mathema- 
tischen Standpunkte  aus  ist  sie  aber  sehr  geeignet  zu  einer  einfachen 
Formulierung  der  Gleichungen. 

Sind  nämlich  die  kinematischen  Bedingungen  unveränderlich,  so 
lassen  sie  sich  einfach  durch  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten 
darstellen,  ohne  daß  die  Zeit  in  ihnen  explizite  vorkäme ;  und  die  Folge 
hiervon  ist,  wie  sich  zeigen  wird  (§  215),  die,  daß  die  Kräfte  vom 
zweiten  Typus,  also  Xc,  Tc,  Z^  bei  keiner  möglichen  Verrückung  des 
Systems  Arbeit  leisten,  so  daß  in  der  Arbeitsgleichung  Glieder,  die  von 
ihnen  herrührten,  gänzlich  fehlen;  d.  h.  es  ist  [nach  (35)  und  (36)]: 

Die  Größen  Jx,  iy^  Sg  sind  hierin  beliebige  mögliche  Verrückungen 
der  Teilchen ;  es  ist  aber  ganz  besonders  zu  betonen,  daß  diese  sogen. 
Variationsgleichung  nicht  zur  Ableitung  der  Gleichungen  des  §  156 
benutzt  werden  kann,  da  doch  mit  ihr  zugleich  noch  die  Gleichung  besteht: 
ZiXcSx  +  Yrdy  +  ZcSg)  =  0      ....     (38) 

Übrigens  gehören  hierher  natürlich  auch  Kräfte,  welche  die  Wirkung 
haben,  daß  sich  Teilchen  nur  auf  vorgeschriebenen  Flächen  oder  Kurven 
bewegen  dürfen;  denn  das  sind  ja  Bedingungen  oder  Zwange,  die  sich 
in  rein  kinematischen  Gleichungen  formulieren  lassen.  Daß  solche 
Kräfte  keine  Arbeit  leisten  und  keine  beanspruchen^  geht  einfach  daraus 
iterfor,  daß  sie  allenthalben  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  in  der 
Fläche  auf  der  Kurve  gerichtet  sind.  Überhaupt  ist  die  Annahme,  daß 
die  kinematischen  Bedingungen  unveränderlich  seien  und  daß  die  ent- 
sprechenden Kräfte  keine  Arbeit  auf  das  Ganze  leisten,  so  lange  ge- 
rechtfertigt, als  nicht  das  Gegenteil  angegeben  ist.  In  dem  speziellen 
Falle,  wo  das  System  starr  ist,  sind  die  Kräfte  Xc,  Y^  Zc  einfach  die 
iuneren  Kräfte  X',  T',  Z',  von  denen  oben  die  Rede  war. 

Es  ist  zu  beachten,  daß,  obwohl  2JXa8x  u.  s.  w.  im  allgemeinen 
nicht  identisch  sind  mit  £X8x  u.  s.  w.,  wo  die  X,  Y,  Z  die  von  außen 
auf  die  Teilchen  wirkenden  Kräfte  sind ,  doch  die  Gleichungen  £  Xa 
=  £X  u.  s.  w.  stets  erfüllt  sind. 

Nun  wollen  wir  für  öx,  dy,  8z  setzen:  dXy  dy,  de,  d.h.  die  wirk- 
lichen (nicht  bloß,  wie  bisher,  möglichen)  Verrückungen,  welche  bei 
der  Bewegung  des  Systems  in  dem  kleinen  Zeitteilchen  dt  eintreten, 
also  die  Größen  dx  =  xdi,  dy  -=  ydty  dz  =  edU  Dann  erhalten 
wir  aus  (37): 
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oder 


Em 


{r.<ry%<i)^P(m. 


=  EiXadx  +  Yady  +  Zadg) 
oder,  wenn  man  die  Größe: 


einführt : 
oder  endlich: 


dU=  ZiXadx  +  Tady  +  Zade)    . 


(37». 


(39) 


(40; 


(40  a) 


Die  Größe  ü  heißt  die  kinetische  Energie  oder  Bewegungsenergie 
oder  aktuelle  Energie  des  Systems.  Anderseits  sind  nach  deo 
Festsetzungen  zu  Beginn  dieses  Kapitels  die  rechterseits  stehenden 
Größen  in  (40):  XadXj  Yady,  Z^de  die  Arbeiten,  und  die  in  (40a) 
Xrt.i,  Yay,  Zai,  also  die  Produkte  der  Arbeitskräfte  in  die  Geschwin- 
digkeiten (Strecken  für  die  Zeiteinheit),  offenbar  die  Effekte  der 
Arbeitskräfte.     Durch  Integration  erhält  man: 

dx  +  Yady  +  Zadz)  +   C  .     .    .  (40b) 


U   =    2:  [(Xa 


wo  C  eine  Konstante  und  das  Integral  über  die  ganze  Bewegungszeit 
von  der  Anfangs-  bis  zur  Schlußkonfiguration  zu  erstrecken  ist 

215.  Zwangskräfte.  Ton  den  verSnderlichen  kinematischen 
Bedingungen  herrührender  Effekt.  Um  die  Kräfte  zu  finden,  die 
auf  die  Teilchen  wirken,  wenn  das  System  dem  Zwange  unterliegt,  be- 
stimmte kinematische  Bedingungen  zu  erfüllen,  können  wir  folgender- 
maßen vorgehen.  Es  seien  nti,  m^  ...  die  einzelnen  Massen,  a^i,  ^1*  m, 
^2»  y^i  ^2  •••  ^^re  Koordinaten  in  irgend  einem  Augenblicke;  die  Zahl 
dieser  Koordinaten  ist,  wenn  es  sich  um  n  Massen  handelt,  3  n.  I)ie^<^ 
Koordinaten  seien  nun  aber  durch  p  Gleichungen  Yon  der  Form : 

/l(-^l»yii^l»^2»!/2»^-i---)  =  0,    /2(a?i,yi,^i,iC2,y2»^2---)  =  0  U.S.W.   (41) 

miteinander  verknüpft,  so  daß  nur  3n  —  p  von  ihnen  unabhängig 
voneinander  sind.  Dann  erhält  man  durch  Variation  von  Gl.  (41)  die 
Beziehungen : 

=  0. 


^  Sx,  ■{-  j-  dx2 
öXi  axy 


8/2 

dXi 


öx,  +  ^Sx,  -h  ...  =  0 


(41a) 


u.  s.  w. 
Derartige  Bedingungen  bezeichnet  man  als  unveränderliche. 
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Multipliziert  man  jetzt  die  erste  der  Gleichungen  (41a)  mit  einem 
Yorläufig  unbestimmten  Faktor  A^,  die  zweite  mit  k^  u.  s.  f.,  und  addiert 
sie  dann  »amtlich,  so  erhält  man: 

dfx 


+ 


+ 


+  ^^-  + 


•)  Sxi  + 


=  0 


(42) 


Da  die  Größe  auf  der  linken  Seite  null  ist,  kann  man  sie  ohne  b'ehler 
zu  der  Arbeit  der  Kräfte  addieren  und  erhält  dann : 


£m 


:?^'' + '''-' 


+ 


=4 


8/, 


dA 


+ 


öx 


+  A, 


+  (Z  +  A,|ü+, 


dx 

'dz 


+ 


^8x 

H 


(43) 


WO  sich  beiderseits  die  Summe  über  alle  x  yon  Xi  bis  x^  über  alle  y 
TOD  Pi  bis  yn  tind  über  alle  z  von  jer^  bis  £n  erstreckt,  während  dabei 
die  X  und  /ungeänderte  Indices  behalten;  XYZ^  d.h.  Xi,  ^n^i  u.s.w., 
sind  dabei  die  Arbeitskräfte  (§  214)  auf  die  Teilchen  nii  u.  s.  w. 

Wählt  man  jetzt  die  bisher  willkürlichen  Faktoren  A  so,  daß  die 
Koeffizienten  von  äxi ,  8x2  . . . ,  Sy^ ,  Sy2  . . . ,  Szi ,  d£2  •  •  •  &tif  beiden 
Seiten  von  Gl.  (43)  gleich  werden,  so  erhält  man : 

d'^x 
m%4  =  X  + 


«^tri  =  Y  + 


dt^ 

dt^ 
d^e 
dt^ 
ftUo,  wenn  man  x,  y,  z 


+ 


m- 


=  Z 


+ 


+ 


(44) 


8-^    '    """de 

und  X,  Y,  Z  der  Reihe  nach  mit  den  Indices 
1  bis  n  yersieht,  3  n  Gleichungen.  Diese  Gleichungen  heißen  die 
Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  für  ein  unfreies  System, 
die  Größen  A  die  Lagrangeschen  Multiplikatoren.  Die  Gl.  (41) 
and  (44)  zusammengenommen  stellen  3n  -f  p  Gleichungen  dar,  also 
gerade  genug  zur  Bestimmung  der  ebensovielen  Größen  Xi  bis  x«,  y^ 
bis  y%s  ßi  bis  Zn,  Ai  bis  Ap. 

Die  Zusatzglieder ,  die  rechts  hinter  den  eigentlichen  Kräften 
stehen,  sind  die  von  den  Zwangen  herrührenden  Kräfte;  denn  wenn 
man  einen  dieser  Zwange ,  sagen  wir  den  durch  /^  =  0  dargestellten, 
aufhöbe,  so  könnte  man  die  Bewegung  von  Wj  nur  dadurch  unverändert 
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aufrecht  erhalten,  daß  man  zu  X,  eine  Kraft  Aj 8/1/ 8X1,  «i  Ii  eine 
Kraft  Ai8/i/gyi,  zu  Z^  eine  Kraft  ^idfjdzi  hinzugefügte  und  ent- 
sprechend fftr  die  anderen  Teilchen;  das  Analoge  würde  für  dieübrigeu 
Zwange  gelten. 

Aus  (42)  und  (43)  folgt  deutlich,  daß  die  von  den  unyer&nder- 
lichen  Zwangskräften  herrührende  Arbeit  null  ist.  Das  ist  aber  nicht 
mehr  der  Fall,  wenn  die  kinematischen  Gleichungen  neben  den  Koordi- 
naten auch  die  Zeit  explizite  enthalten,  wenn  sie  also  yon  der  Form: 

/i  (U  a^i,  yu  ^1,  a?si  Pi,  ;8fa,  ...)  =  0  u.  8.  w.    .     .    .    (45) 
sind,  so  daß  die  Differentiation  nach  der  Zeit 

d£        dAdjh    ,    dA_dy,        dj\_d^        dAdx^    ,  ^n  (46) 

dt   '^  dx^  dt    '^  dpi  dt    '^  dzi  dt    "^  öx,  dt    '^  ^ 

u.  s.  w. 
erhält.  Die  Gl.  (43)  wird  zwar  in  diesem  Falle  noch  gültig  sein, 
falls  unter  öxi,  6x2  ...  Variationen  yerstanden  werden,  die  im  Eid- 
klänge  sind  mit  denjenigen  kinematischen  Bedingungen ,  die  zur  Zeit 
t  herrschen,  und  ebenso  sind  die  Bewegungsgleichungen  noch  gültig. 
Multipliziert  man  aber  yon  den  Gl.  (44)  die  erste  mit  i,  die  zweite 
mit  ^j  die  dritte  mit  i  u.  s.  f.  und  addiert  dann  alle,  so  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  (40)  und  (46)  (indem  man  in  (46)  die  Summe  aller 
übrigen  Glieder  durch  das  negative  erste  ersetzt): 

d.  h.  der  Zuwachsgrad  der  kinetischen  Energie  ist  kleiner  als  der 
Effekt  der  eigentlichen  Kräfte,  und  zwar  um  die  Größe  kidfi.Ct 
+  ^2^fjdt  -f-  •••,  abo  um  den  Effekt  der  Kräfte,  die  durch  die 
inneren  Beziehungen  des  Systems  ins  Spiel  gerufen  sind.  Die  61.  (37) 
hinwiederum  bleiben  gültig,  insofern  die  Yariationen  dx  ...  mit  der 
Unyeränderlichkeit  der  Bedingungen  im  Einklang  sind. 

Übrigens  sei  vorgreifend  bemerkt,  daß,  wenn  X,  Y,  Z  sogen,  kon- 
servative Kräfte  (§  218)  sind,  die  GL  (47)  die  Form: 

'-^^*  =  - (^.  15 +  ^lf +  ■■•);•;"■' 

annimmt,  welche  zeigt,  daß  die  Existenz  veränderlicher  kinematischer 
Bedingungen  mit  dem  Prinzip  von  der  Konstanz  der  Energie  unverein- 
bar ist. 

Wir  wollen  nun  die  Kräfte,  die  infolge  der  Bedingung  /,  -  ^ 
auf  das  Teilchen  XiyiSfi  wirken,  noch  etwas  genauer  betrachten;  es 
sind  das  in  den  Richtungen  x,  y,  z  die  Kräfte  lidfi/dxi,  Aj  dfi  düi, 
^1  df^/dßi.  Nun  sind  dfi/dx^,  8/1/8^1»  8/i/8^i  die  Änderungsgrade 
von  /i  mit  Xi  bezw.  yi  bezw.  gj^  wenn  immer  nur  die  betreffende 
Koordinate  verändert  wird,  die  anderen  aber  konstant  erhalten  werden. 
Somit  kann  man  die  Gleichung  /^  =  0  als  eine  Beziehung  betrachten. 
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welche  die  yerschiedenen  Werte  von  Xi^  yi,  Zi  mit  denen  gewisser  Kon- 
stanten, n&mlich  irgend  wie  gewählter  Werte  der  anderen  Eoordinateni 
verknüpft.  Es  ist  also  die  Gleichung  einer  Fl&chei  auf  welcher  der 
Punkt  Xi,  yii  Zy  liegt,  wenn  die  anderen  Variabein  nngeftndert  bleiben, 
und  dfi/dxit  dfi/dyi,  dfi/dzi  sind  proportional  den  Richtungs- 
kosinus der  Normalen  jener  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkt.  Daraus 
folgt  aber:  Die  resultierende  Zwangskraft  steht  au!  der  Fläche  /^  =  0 
senkrecht  Analoges  gilt  natürlich  für  den  Zwang  /^  =  0  auf  die 
anderen  Teilchen  sowie  für  die  Flächen  /a  =  0  u.  s,  w.,  die  den  anderen 
Bedingungen  entsprechen. 

Das  Glied  in  der  Yariationsgleichung  der  Arbeit,  welches  von  dem 
Zwange  /i  =  0  auf  das  Teilchen  iWi  herrührt,  ist 


'■(i 


dA 


8/, 


8/i 


8:r,*^'  +  öii*y'  +  8., 


*^ij; 


sind  nun,  was  erlaubt  ist,  dxi,  d^],  äz^  irgendwelche  Variationen  von 
^i7  yu  ^it  ^6  011^6  Verrückung  dn^  ergeben,  die  auf  der  Fläche  /|  =  0 
senkrecht  steht,  wobei  die  übrigen  Variabein  irgend  ein  spezielles 
System  yon  Werten  haben  können»  und  bezeichnet 


'^-^'M)' 


+ 


ai)"+(F^ 


KdziJ  j 

die  Resultante  des  yon  /^  =  0  herrührenden  Zwanges,  so  läßt  sich  der 
Arbeitswert  in  der  kurzen  Form  Bidtii  schreiben.  Somit  ist  die  Kraft, 
welche  auf  nii  ausgeübt  werden  muß,  um  die  Bedingung /|  =  0  zu 
erfüllen,  eine  Kraft,  welche  die  Fläche  /^  r=  0  zu  yerändern  strebt. 


216.  Arbeitsleistung  bei  einer  Winkelyerriickung  eines 
starren  Körpers  um  eine  feste  Axe«  Als  einen  speziellen  Fall 
wollen  wir  einen  starren  Körper 
betrachten,  der  um  eine  feste  Axe 
rotieren  kann;  ohne  der  Allgemein- 
heit der  Betrachtung  Eintrag  zu 
tun,  können  wir  diese  Axe  zur  g'Axe 
des  Koordinatensystems  wählen ;  ihr 
Durchschnittspunkt  mit  der  Ebene 
der  Fig.  132  sei  0.  Ferner  sei  F  ein 
Teilchen  im  Abstände  r  =  V^^  +  y^ 
▼on  der  Drehungsaxe,  und  0  der 
Winkel,  den  das  von  P  auf  sie 
gefällte  Lot  mit  einer  anderen  auf  ihr  senkrechten,  als  a?-Axe  gewählten 
Linie  OX  bildet  Die  Bewegung,  die  dem  Teilchen  erlaubt  ist,  ist  eine 
solche,  bei  welcher 

dx  =  NQ  =  —rsinedd,      dy  =  PN  =  rcosddO,     de  =  0, 

G»»y,  Phyilk.    I.  15 
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slao 


dz  .  ,de  dy  .de 


also  schließlich,  mit  Rücksicht  auf  x  =  rcosO,  y  =  rsind: 
d*x  ,,/döV  .    „d«ö 

d»y  .   ,Jdüy,  ^d*e 

ist;  die  letzteren  Ausdrücke  kann  man  auch  erhalten,  indem  man  die 
Beschleunigungen  von  P  l&ngs  und  senkrecht  zu  PO,  also  die  Größen 
rO  und  rf)^,  nach  x  und  y  zerlegt.  Multipliziert  man  die  Gleichungen 
mit  dz  bezw.  dy  (wobei  man  rechts  dafür  —  rsinOdO  bezw.  rcosOdO 
setzt)  und  addiert  alsdann,  so  erhält  man 

d^x  ,       ,    d^y^  o^'O  ^^ 

.   .  fix  A -du  =  r*  —  dö. 

dt'^        ^  dV^^  dt^ 

Es  sei  bemerkt,  daß  zwar  d  für  die  verschiedenen  Teilchen  des  Körpers 
verschieden  ist,  daß  aber,  wegen  der  Starrheit  des  Körpers,  dO  und  d^d 
für  alle  Punkte  dieselben  Werte  haben  müssen. 
Anderseits  ist 

ZiXadx  +  Yady  +  Zadz)  =  -£•(— XarsinÖ  +  YarcosÜ)d(f 

=  2:(Rr)dO, 
wo  B  die  zu  OP  senkrechte  Komponente  der  Kraft  ist,  deren  Kom- 
ponenten nach  den  Koordinatenaxen  Xa,  Ya,  Za  sind. 
Damit  wird  aber 

2:(mr^)^^^^de  =  E{Rr)dO 

eine  Gleichung,  die  schon  oben  in  §  159  abgeleitet  wurde.  Ferner 
wird  mit  Rücksicht  auf  dÖ  =  Öd^  und  dÖ  =  Öd^  aus  Gl.  (37a): 


^  /dx.dx    .    dy  .dy    .    dz  .dz\         ^,  ^^dO  ,dO 
\dt    dt        dt    dt        dt    dt)  dt    dt 


=^<^'->t 


(48) 


d.  h.  die  Summe  der  Momente  der  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  Axe,  multipliziert  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers,  ist 
gleich  dem  Zuwachsgrad  der  kinetischen  Energie;  statt  des  letzteren 
kann  man  natürlich  auch  den  Effekt  der  angreifenden  Kräfte  setzen. 

217.    Kinetische  Energie  der  Rotation.     Durch  Integration 
von  Gl.  (48)  und  indem  man 

2:(fMr2)  =  MU^ 
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setzt,  wo  M  die  Masse  des  ganzen  Körpers  und  k  der  Gyrationsradius 
(§  165)  ist,  erhält  man  für  den  rotierenden  Körper  die  Gleichung 


i;=ijtffe*(^^y=2:(fir)ö  +  c 


(49) 


in  Worten:  die  kinetische  Energie  ist  bis  auf  eine  Konstante  C  gleich 
dem  Produkt  des  Gesamtmoments  der  Kräfte  und  der  Winkel verruckung, 
welcher  der  Körper  unterworfen  worden  ist. 

In  §§  156  bis  159  ist  gezeigt  worden,  daß  die  Wirkung  der  Kräfte 
auf  einen  starren  Körper  betrachtet  werden  kann  als  heryorhringend 
1.  Beschleunigung  des  Massenmittelpunkts,  2.  Winkelbeschleunigung 
des  Körpers  um  eine  durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Axe,  und 
daß  diese  beiden  Beschleunigungen  voneinander  unabhängig  sind.  Es 
ist  angezeigt,  im  Zusammenhange  hiermit  den  wichtigen  Satz  zu  be- 
weisen, daß  die  kinetische  Energie  des  Körpers 


-ä-(^)'+i«'G1)' 


ist,  wo  M  die  Masse  des  Körpers,  h  der  Trägheitsradius,  s  die  Ge- 
schwindigkeit des  Massenmittelpunkts  und  Ö  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Axe  durch  den  Massenmittelpunkt  ist.  P  sei  ein  Punkt  des 
Körpers,  G  sein  Massenmittelpunkt,  GH  die  Richtung,  in  der  sich 
letzterer  bewegt,  p  der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Axe.  Das 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  in  P  gelegenen  Teilchens  ist 

/dsV  .    /döV    ,  dsdd 

wo  9  der  Winkel  zwischen  der  Geschwindigkeit  (ip  und  GH  ist.  Die 
kinetische  Energie  ist  folglich,  da 

Zmpcosff  =  0     und     Zmp^  =  Mk^ 
ist: 

was  zu  beweisen  war. 

218.  Potentielle  Energie.  Konservative  Kräfte.  Erhaltung 
der  Energie.  Nun  wollen  wir  die  Annahme  machen,  daß  die  wirkenden 
Kräfte  von  einer  Funktion  V  der  Koordinaten  in  der  Weise  abgeleitet 
werden  können,  daß 

dx  dy  dz 

ist,  daß  also  die  Kraft komponenten  als  die  negativen  Änderungsgrade 
einer  und  derselben  Größe,  wenn  sich  nur  jr,  oder  nur  y,  oder  nur  s 
ändert,  d.  h.  als  ihre  Gefälle  in  den  drei  Axenrichtungen  dargestellt 
werden  können;  F  heißt  dann,  zunächst  rein  mathematisch  gefaßt,  die 

15* 
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Potentialfunktion  oder  das  Potential  oder  die  Kräftefnnktion. 
Für  ihre  Änderung  mit  der  Zeit  erhält  man 

^^  =  2;(|Z^^  +  |I^  +  |I^)    .   .   .   (52, 
dt  \dx  dt        oy  dt        ojs  dt/ 

wo  die  Summe  über  alle  wirkenden  Kräfte  zu  erstrecken  ist.  Damit 
nimmt  aber  die  Gleichung  (40)  die  einfache  Grestalt 

äü        är^äJU+V)^^     ....    (52a> 
dt   ^  dt  dt 

an,  und  durch  Integration  ergibt  sich 

ü  +  V  =  E       (53) 

wo  E  eine  Konstante  ist.  In  diesem  physikalischen  Sinne  nennt  man 
F,  als  zweites  Glied  einer  Summe,  dessen  erstes  die  aktuelle  oder  kine- 
tische Energie  U  ist,  die  potentielle  oder  statische  Energie  des 
Systems  oder  auch,  da  es,  als  Funktion  der  Koordinaten  aller  Teilchen, 
von  der  Konfiguration  des  Systems  abhängt,  die  konfigaratiye 
Energie  des  Systems. 

Die  Gl.  (53)  besagt  in  Worten:  Wie  auch  die  Teilchen  eine« 
von  Kräften,  die  ein  Potential  haben,  angegriffenen  Systems 
ihre  Lagen  und  ihre  Bewegungszustände  ändern  mögen,  die 
Summe  der  aktuellen  und  der  potentiellen  Energie  des 
Systems  bleibt  immer  dieselbe.  Diese  konstante  Summe  E  nennt 
man  die  Energie  des  Systems  schlechthin  und  kann  dann  den  Satz 
einfacher  so  aussprechen:  Bei  Existenz  einer  Kräftefunktion 
bleibt  die  Energie  eines  Systems  bei  allen  seinen  Konfigura- 
tions-  und  Bewegungsänderungen  konstant.  Dieser  fundamen- 
tale Satz  der  Dynamik  heißt  das  Gesetz  Yon  der  Erhaltung  der 
Energie.  Er  gilt  zunächst  nur  unter  der  angegebenen  Bedingung. 
Kräfte,  welche  diese  Bedingung  erfüllen,  heißen  erhaltende  oder  kon- 
servative Kräfte,  ein  System,  auf  das  ausschließlich  solche  Kräfte 
wirken,  heißt  ein  erhaltendes  oder  konservatives  System. 

Der  Wert  der  Summe  E  hängt  Übrigens  von  der  Konfiguration 
ab,  von  der  aus  die  potentielle  Energie  ü  als  ihrem  Nullpunkt  gerechnet 
wird ;  dieser  Nullpunkt  ist  offenbar  willkürlich,  die  Energie  enthält  sIbo 
eine  willkürliche  Konstante,  die  aber,  da  es  sich  stets  nur  um  Ver- 
gleichungen  handelt,  bedeutungslos  ist  Ist  Üq  die  aktuelle  Energie 
des  Systems  in  der  Konfiguration,  in  der  V  =  0  gerechnet  wird,  so  ist 
eben  dieses  Uq  der  Wert  von  Eq  und  somit  überhaupt  von  E. 

219.  Relativität  der  kinetischen  Energie.  Berechnung  der 
Energie  für  ein  abgeschlossenes  System.  Bedingung,  die  behnfs 
Bestimmtheit  erfüllt  sein  muß.  Es  ist  zu  beachten,  daß  der  Wert 
der  kinetischen  Energie  LT,  da  er  für  jedes  Teilchen  von  ij  y,  i  ^^' 
hängt,  und  diese  wieder  von  dem  Axensystem  abhängen,  auf  daB  die 
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Bewegung  der  Teilchen  bezogen  wird,  von  wesentlich  relativem  Charakter 
ist  Die  61.  (40)  indessen  gilt  immer,  wenn  nur  X^,  Ya^  Za  durch  die 
Massenbeschleunigungen  der  Teilchen  relativ  zum  Bezugssystem,  durch 
das  i,  y,  i  definiert  sind,  gemessen  werden,  und  es  kann  niemals  eine 
Unklarheit  entstehen. 

Die  Lehre  von  der  Energie  bezieht  sich  unmittelbar  auf  ab- 
geschlossene Systeme.  Die  potentielle  Energie  ist  die  der  relativen 
Konfiguration  der  verschiedenen  Teile  des  Systems,  die  aufeinander  mit 
Kräften  wirken,  die  von  ihren  gegenseitigen  Entfernungen  abhängen; 
die  kinetische  Energie  anderseits  ist  die  Energie  der  Bewegungen  der 
Teile  des  Systems  relativ  zu  einem  System  von  Bezugsazen,  das  gänz- 
lich unabhängig  ist  von  dem  in  Rede  stehenden  System,  um  dessen 
Energie  es  sich  handelt.  Für  die  Bestimmtheit  der  Änderungen  der 
kinetischen  Energie  (der  absolute  Betrag  der  kinetischen  Energie  ist 
ohne  Bedeutung)  ist  es  ganz  wesentlich,  d&Q  kein  Teil  des  behandelten 
materiellen  Systems  selbst  das  Bezugsaxensystem  bilde;  denn  dann 
würde  die  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  nicht  mehr  er- 
füllt sein.  Um  das  einzusehen,  betrachte  man  zwei  Massenteilchen  m, 
m\  im  gegenseitigen  Abstände  r,  die  einander  nach  dem  Gravitations- 
gesetze  anziehen.  Ihre  Bewegungen  mögen  auf  ihren  Massenmittel- 
punkt bezogen  werden,  dessen  Lage  durch  ihre  Wechselwirkung  nicht 
beeinflußt  werden  kann,  sowie  auf  Axen  durch  ihn  als  Anfangspunkt, 
die  man,  in  dem  bereits  erläuterten  Sinne,  als  im  Räume  fest,  betrachten 
kann  (vergl.  §  195).  Die  von  m  und  m'  ausgeübten  Kräfte  sind  nach 
dem  Massenmittelpunkt  gerichtet  und  haben  beide  den  gleichen  Wert 
kmml lr^\  die  Beschleunigung  von  m  ist  km'/r^j  die  von  m'  ist  km/r^, 
beide  in  derselben  Linie  in  entgegengesetzten  Richtungen.  Alles  das 
ist  mit  dem  dritten  Bewegungsgesetze  in  schönstem  Einklänge. 

Nun  aber  nehme  man  an,  daß  m  in  Ruhe  sei,  dann  ist  die  Be- 
schleunigung von  m\  die  nunmehr  in  Beziehung  auf  m  zu  nehmen  ist, 
nicht  mehr  km/r^,  sondern  k(m-^m')/r^^  da  doch  eine  Beschleunigung 
^mVr^  nämlich  eine  der  früheren  von  m  gleiche  und  entgegengesetzte, 
aof  beide  Teilchen  draufgeschlagen  werden  muß,  um  die  Beschleunigung 
von  m  zu  null  zu  machen;  und  da  dies  die  relative  Bewegung  der 
beiden  Teilchen  nicht  affiziert,  kommt  das  eben  angegebene  Resultat 
heraus.  Die  entsprechende  Kraft,  die  auf  m'  wirkt,  ist  daher  ]etzt 
km!(m  -f  w')/f*,  die  auf  m  ist  null,  das  dritte  Bewegungsgesetz  ist 
also  nicht  mehr  erfüllt. 

Eine  Betrachtung  dieser  Art  Über  die  Bewegung  der  Teilchen  eines 
Systems,  relativ  zu  einem  von  ihnen,  das  als  ruhend  angenommen  wird, 
ist  häufig  zweckmäßig,  namentlich  bei  der  Betrachtung  der  Bewegungen 
der  Satelliten  eines  Planeten;  man  muß  aber  dabei  stets  im  Auge  be- 
halten, daß  eine  solche  Betrachtung  das  dritte  Bewegungsgesetz 
(Wechselwirkungsprinzip)  verletzt  und  die  Berechnung  von  Energfie- 
äoderungen  zweifelhaft  gestaltet. 
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220.  Nichtkonservative  Kräfte.  Arbeitsleistung  bei  der 
Überwindung  yon  Reibung.  Bis  jetzt  haben  wir  ausschlieiSlich  kon- 
servative Kräfte  betrachtet  und  haben  angenommen,  daß  die  von  dieeen 
Kräften  geleistete  Arbeit  ihr  Äquivalent  finde  in  der  in  dem  System 
erzeugten  kinetischen  Energie.  Es  gibt  indessen  Kräfte ,  wie  die  von 
der  Art  der  Reibungskräfte,  Kräfte,  zu  denen  wir  auch  alle  Üewegungs- 
widerstände  —  soweit  sie  nicht  von  der  Trägheit  der  Materie  selbst 
herrühren  —  rechnen  können,  denen  gegenüber  scheinbar,  auf  den 
ersten  Blick,  Arbeit  geleistet  wird  ohne  Erzeugung  irgend  eines  Äqui- 
valents. So  bewegt  sich  z.  B.  ein  Körper  längs  der  Oberfläche  eines 
anderen  —  ein  über  einen  Tisch  hingeschobenes  Buch  kann  als  Ver- 
anschaulichung  dienen  — ,  und  diese  Bewegung  erfährt  einen  Wider- 
stand durch  eine  tangential  in  der  Berührungsfläche  der  beiden  Körper 
wirkende  Kraft.  Diese  Kraft  kehrt  gleichzeitig  mit  der  relativen  Be- 
wegung ihre  Richtung  um,  und  nach  wie  vor  wird  bei  der  Bewegung 
Arbeit  gegen  sie  geleistet.  Eine  solche  Kraft  ist  nicht  konservativ. 
Oder  es  bewegt  sich  ein  Körper,  z.  B.  eine  Pendel kugel,  durch  ein 
Fluidum  hindurch,  und  ihre  Bewegung  erfährt  einen  Widerstand,  der 
von  der  Geschwindigkeit  der  Kugel  relativ  zum  Fluidum  abhängt.  Auch 
diese  Kraft  ist  von  nichtkonservativem  Charakter. 

221.  Umwandlung  von  Wärme  in  gewölinliche  dynamische 
Energie.  Wärmemaschinen.  Bevor  die  Entdeckungen  der  uiodemen 
Thermodynamik  Licht  in  die  Sache  brachten,  hatte  es  den  Anschein, 
als  ob  Arbeit,  die  zur  Überwindung  von  Reibung  verwandt  wird,  ohne 
Äquivalent  verloren  ginge.  Gegenwärtig  ist,  dank  namentlich  den 
Untersuchungen  von  Robert  Mayer  und  Joule,  bekannt,  daß,  wenn 
Arbeit  in  dieser  Weise  verbraucht  wird,  in  einem  dieser  Arbeit  direkt 
proportionalen  Grade  Wärme  erzeugt  wird,  und  daß  umgekehrt  Warme 
eine  Form  von  Energie  ist,  welche  zur  Erzeugung  mechanischer  Arbeit 
benutzt  werden  kann.  Mit  der  Frage  der  Umwandlung  von  Wärme- 
energie in  mechanische  Arbeit  werden  wir  uns  in  dem  Abschnitte  über 
Thermodynamik  eingehend  beschäftigen;  an  dieser  Stelle  wollen  wir 
uns  darauf  beschränken,  die  hauptsächlichen  Modifikationen  anzugeben, 
welche  die  Bewegungsgleichungen  eines  materiellen  Systems  erfahren, 
wenn  man  in  sie  nichtkonservative  oder,  wie  man  sie  zuweilen  auch 
nennt,  dissipative  oder  zerstreuende  Kräfte  einführt.  Es  mag 
gleich  hier  festgestellt  werden,  daß  zur  Umwandlung  von  Wärmeenergie 
in  Konfigurationsenergie  der  in  Wechselwirkung  stehenden  Teile  eines 
materiellen  Systems,  oder  in  die  Energie  der  relativen  Bewegungen 
sichtbarer  Körper  zwei  Körper  von  verschiedenen  Temperaturen  durch- 
aus erforderlich  sind,  und  daß,  selbst  in  den  günstigsten  Fällen  von 
Umwandlung  (ausgenommen  den,  wo  der  eine  der  beiden  Körper  anf 
dem  sogenannten  absoluten  Nullpunkt  der  Temperatur  sich  befindet), 
ein  Teil  der  aufgewandten,  jedesmal  von  dem  wärmeren  Körper  her- 
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stammenden  Warme  nach  dem  kälteren  Körper  übergeführt  wird,  also 
in  der  Form  von  Wärme  verbleibt,  so  daß  die  Umwandlung  in  mecha- 
nische Energie  unvollständig  ist.  Der  wärmere  Körper,  welchem  die 
Wärme  von  der  arbeitenden  Substanz  entnommen  wird,  heißt  (in  Ver- 
allgemeinerung eines  bekannten  Wortes)  der  Kessel;  der  kältere  Körper, 
welcher  Wärme  von  der  arbeitenden  Substanz  empfängt,  heißt  der 
Kühler. 

Der  Prozeß  besteht  darin,  daß  ein  materielles  System,  genannt  die 
Arbeitssubstanz,  durch  einen  geschlossenen  Zyklus  von  Veränderungen 
hindnrchgeführt  wird,  in  dessen  Verlaufe  mehr  Arbeit  von  der  Arbeits- 
substanz  gegenüber  den  äußeren  Kräften  als  von  diesen  gegenüber  jener 
geleistet  wird ,  so  daß  bei  jedem  Zyklus ,  bei  jedem  Umlaufe  der  Ein- 
richtuDg,  der  Wärmemaschine  oder  kalorischen  Maschine,  wie 
man  sie  nennt,  ein  Überschuß  von  nutzbarer  Arbeit  gewonnen  wird. 
Es  geschieht  das  auf  Kosten  von  Wärme,  welche  die  Substanz  aus  dem 
Kessel  entnimmt;  und  wenn  während  des  Umlaufes  keine  Wärme  auf 
andere  äußere  Körper  übergeht  als  den  Kühler,  so  findet  die  BifEerenz 
W  —  w  zwischen  der  dem  Kessel  entnommenen  Wärmemenge  W  und 
der  an  den  Kühler  abgeführten  Wärmemenge  w  ihr  Äquivalent  in  der 
nach  außen  geleisteten  Arbeit  A.  Der  Zyklus  heißt  reversibel  oder 
umkehrbar,  wenn  bei  umgekehrtem  Vollzuge  der  Operationen  alle 
Wirkungen  während  der  Reihe  von  Veränderungen  genau  umgekehrt 
werden,  so  daß  also  jetzt  die  Wärmemenge  w  aus  dem  Kühler  entnommen, 
die  Wärmemenge  W  an  den  Kessel  abgeführt  und  die  Arbeit  W  —  w 
von  den  äußeren  Kräften  auf  die  Arbeitssubstanz  geleistet  wird;  die 
einen  solchen  Zyklus  durchlaufende  Maschine  heißt  ebenfalls  reversibel 
oder  umkehrbar.  Eine  derartige  Maschine  hat,  wie  sich  später  zeigen 
wird,  den  größten  Wirkungsgrad,  der  unter  den  gegebenen  Umständen 
möglich  ist,  d.  h.  bei  ihr  hat  das  Verhältnis  Ä/W  oder  (TT  —  w)/W 
der  nutzbaren  Arbeit  zur  vom  Kessel  entnommenen  Wärme  den  größt- 
möglichen Wert,  woraus  zugleich  folgt,  daß  alle  derartigen  Maschinen 
denselben  Wirkungsgrad  haben,  unabhängig  von  der  Natur  der  Arbeits- 
substanz. In  diesem  Sinne  heißt  eine  solche  Maschine  auch  eine  voll- 
kommene Maschine. 

Findet  während  des  Zyklus  eine  Abgabe  von  Wärme  an  äußere 
Körper  statt,  oder  ist  aus  irgend  einem  Grunde  das  Verhältnis 
(W —  w)/W  kleiner  als  bei  einer  vollkommenen  Maschine,  so  heißt 
die  Maschine  unvollkommen,  und  der  Zyklus  ist  nichtumkehrbar. 

222.  Nichtumkehrbare  oder  dissipative  Kräfte.  Eine  sehr 
^chtige  Eigenschaft  der  vorhin  (§  220)  betrachteten  Kräfte  ist  die 
Nichtumkehrbarkeit  der  Zyklen  von  Veränderungen,  bei  denen  Arbeit 
gegen  sie  geleistet  wird.  Wenn  ein  Teilchen  ein  anderes  anzieht,  so 
ninß  durch  Anwendung  äußerer  Kräfte  Arbeit  geleistet  werden,  um  die 
Teilchen,  entgegen  ihrer  Anziehung,  voneinander  zu  entfernen;  und 
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umgekehrt  leistet  die  Anziehungskraft  der  Teüchen  Arbeit  gegen  die 
äußeren  Er&fte ,  wenn  den  Teilchen  erlaubt  wird ,  einander  niher  za 
kommen.  Nicht  so  bei  Widerständen  der  hier  betrachteten  Art;  welches 
auch  die  Richtung  der  Yerrückung  sein  möge,  immer  muß  Arbeit  zur 
Überwindung  dieser  Widerstände  geleistet  werden;  und  infolgedess^ 
ist,  wenn  ein  System  durch  eine  geschlossene  Reihe  von  Yerräckungen 
hindurchgeführt  worden  ist,  die  gegen  die  Widerstandskräfte  geleistete 
Arbeit  nicht  null,  sondern  eine  bestimmte  positive  Größe.  Derartige 
Zyklen  sind  daher  von  irreversiblem  oder  nichtumkehrbarem 
Charakter,  und  die  Kräfte  dieser  Art  sind  als  dissipative  oder  ser- 
streuende  Kräfte  zu  bezeichnen. 

Jedes  System,  in  welchem  solche  Kräfte  im  Spiel  sind,  wie  über- 
haupt jedes  System,  für  das  die  Erhaltung  der  Energie  nicht  stattfindet, 
ist  in  Wahrheit  nur  ein  Teil  eines  größeren,  in  sich  abgeschlossenen, 
sich  selbst  überlassenen  Systems.  Zyklische  Veränderungen  des  letz- 
teren sind  umkehrbar,  und  das  Erhaltungsgesetz  ist  erfüllt  Die  ron 
den  dissipativen  Kräften  erzeugte  Wärme  ist  möglicherweise  in  der 
ersten  Zeit  nur  kinetische  Energie  von  Teilchen  Partialsystems ,  tob 
Teilchen,  deren  Koordinaten  anzugeben  wir  auf  des  betrachteten  Systems 
oder  eines  mit  ihm  in  Beziehung  stehenden  keine  Weise  in  der  Lage 
sind.  Und  folglich  sind  wir  auch  nicht  im  stände,  diese  Energie  inner- 
halb des  Systems  festzuhalten  oder,  wenn  wir  sie  festhalten  könnten, 
sie  vollständig  auszunutzen  (vergl.  §  224). 


Zerstreuung  oder  Entwertung  der  Energie.  Die  Be- 
zeichnung „zerstreuende  Kräfte**  ist  angebracht,  sobald  die  gegen  sie 
geleistete  Arbeit  ihr  Äquivalent  findet  in  der  Form  von  Wärme;  und 
von  dieser  ist  oben  festgestellt  worden,  daß  es  selbst  in  den  gtlnstigsten 
Fällen  unmöglich  ist,  sie  vollständig  in  die  Energie  von  relativen  Lage- 
änderuDgen  oder  von  Bewegung  sichtbarer  Massen  zurückzuverwandeln. 
Der  von  einer  Wärmemaschine  im  allgemeinen  an  den  Kühler  oder  an 
äußere  Körper  abgegebene  Bruchteil  der  von  ihr  dem  Kessel  entzogenen 
Wärme  wird  durch  Leitung  und  Strahlung  auf  alle  in  der  Nachbarachaft 
befindlichen  Körper  übertragen,  welche  durch  diese  Prozesse  erreichbar 
sind,  und  dient  dazu,  ihre  Temperatur  zu  erhöhen.  Ebenso  büßen  durch 
Reibung  erhitzte  Körper  durch  jene  Vorgänge  einen  Teil  der  in  ihnen 
erzeugten  Wärme,  ja  oft  die  ganze  ein.  In  dem  so  eintretenden  Zustande 
einer  gleichförmigen  Zerstreuung  der  Wärmeenergie  ist  dieselbe  un- 
benutzbar, da  die  Nutzbarmachung  an  das  Vorhandensein  von  Körpern 
verschiedener  Temperatur  geknüpft  ist ;  dieser  fortwährende  Abfluß  von 
Energie  in  die  zerstreute  Form  infolge  von  Leitung  und  Strahlung, 
sowie  der  Rückfluß  von  Wärme  in  kältere  Körper  bei  thermodynami- 
schen  Prozessen,  vermehrt  beständig  den  Betrag  der  in  der  unbenutz- 
baren Form  aufgestauten  Energie.  Diese  sich  immerfort  geltend 
machende,  von   Lord  Kelvin,  Clausius  u.  A.    eingehend   studierte 
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Tendens  der  Energie,  unbenutzbar  zu  werden,  nennt  man  demgemäß 
Zerstreuung  (Dissipation)  oder  Entwertung  der  Energie. 


224.  Einführung  zerstreuender  KrSfte  in  die  Bewegungs- 
gleichnngen«  Kehren  wir  Jetzt  zu  den  Bewegungsgleichungen  eines 
Systems  von  Teilchen  zurück  und  bezeichnen  wir  die  Komponenten  der 
auf  ein  Teilchen  tatsächlich  wirkenden  Kräfte  mit  X,  Y,  Z,  die  Kom- 
ponenten der  an  dem  Teilchen  anzubringenden  zerstreuenden  Kräfte 
mit  Zot  ^0«  ^ot  ftlso  die  Komponenten  der  wirklich  Beschleunigung 
erzeugenden  Kräfte  mit  X  —  Xo,  Y  —  To%  Z  —  Zq.  Die  Kräfte  X, 
Yy  Z  sind  im  allgemeinen  konservative  Naturkräfte,  d.  h.  sie  lassen  sich 
von  einem  Potential  V  ableiten.  Die  Bewegungsgleichungen  eines  Teil- 
chens von  der  Masse  m  sind  nunmehr 


^  di*  —  ^  —  ^0' 


oder 


dt* 


^^      X 


m 


m 


dV 


=  Y—  Fo, 


d^y        dV 


dt^ 


=  l--Yo, 


dy 


d^z 
m  j^-  —  Z  —  Z^ 


d^z        dV      ^ 


dt^        dz 


und  die  Variationsgleichung  wird 

d^z 


^-(^" + ^ 


di*  ^'^    '    dt^  ^"^  "^  dt^  *^ 


(54) 


(54  a) 


(55) 


=  2:(Xadx  +  Yady  +  Za8z) 
—  i:{X,dx  +  Yody  +  Zoöz) 

wo  Xa,  Ym  Za  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  §  214;  endlich  ergibt 
•ich  an  Stelle  von  Gl.  (40) 


du        „/      dx 


-2:(x.^;  +  r.^f  +  Zo?^^^ 


'dt 


7  -^ 

de\ 


od«r,  wenn  V  eingeführt  wird,  also  an  Stelle  der  61.  (52  a): 


dt 


=-<*^;+o^§-; 


dz\ 


(56) 


(57) 


225.  Sichtbare  und  verborgene  Koordinaten.  Zerstreuungs- 
Kf^  der  Energie.  £7  -f  7  ist  die  ganze  Energie,  d.  h.  die  Summe 
der  kinetischen  und  der  potentiellen  Energie  der  sichtbaren  Körper  des 
Systems,  d.  h.  der  Körper  oder  Körperteile  im  Gegensatz  zu  den  Mole- 
keln oder  kleinsten  Teilchen ,  aus  denen  sie ,  wie  wir  häufig  annehmen, 
nsammengesetzt  sind.  Stellt  man  sich  überhaupt  einmal  auf  den 
Boden  der  Molekularhypothese ,  so  kann  man  nicht  darüber  im  Zweifel 
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sein,  daß  Wärme  in  der  kinetischen  Energie  der  Molekularbewegangen 
besteht,  und  daß,  wenn  die  Temperatur  steigt,  diese  Bewegungen  leb- 
hafter werden;  nur  kann  man  die  Bewegungen  dieser  kleinen  Teilchen 
nicht  individuell  behandeln  oder  ihnen  im  einzelnen  willkQrliche  Be- 
dingungen auferlegen;  sie  kommen  immer  nur  mit  ihrem  Durch schnitts- 
betrage  für  endliche  Teile  des  Körpers,  also  für  außerordentlich  Yiele 
Molekeln  in  Betracht.  Von  der  gewöhnlichen  Energie  E  (d.  h.  C  +  F) 
sagt  man:  es  sei  die  Energie  der  sichtbaren  Koordinaten  und  Be- 
wegungen, und  im  Gegensatze  dazu  bezeichnet  man  Wärme  als  die 
Energie  verborgener  oder  unsichtbarer  Koordinaten  und  Be- 
wegungen, nämlich  der  Koordinaten  und  Bewegungen  der  hypothe- 
tischen Molekeln.  Es  ist  sogar  nicht  unmöglich,  daß  auch  noch  ein 
Teil  von  E  selbst,  nämlich  die  potentielle  Energie  der  sichtbaren 
Koordinaten,  sich  auf  die  kinetische  Energie  verborgener  Koordinaten, 
sei  es  der  Materie  selbst  oder  des  sie  durchdringenden  Äthers  zurück- 
führen lassen  werde  —  dann  gäbe  es  überhaupt  nur  noch  aktuelle 
Energie,  teils  solche  der  sichtbaren,  teils  solche  der  verborgenen  Be- 
wegung. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  (57)  zeigt,  daß  die 
Summe  der  aktuellen  und  der  potentiellen  Energie,  also  die  ganze 
Energie  der  sichtbaren  Teile,  in  dem  dort  angegebenen  Maße  abnimmt; 
der  Ausdruck  rechts  hinter  dem  Minuszeichen  kann  also  als  Zerstreuungs- 
grad der  Energie  bezeichnet  werden. 

226.  Ein  Körper  auf  einer  schiefen  Ebene  mit  rauher  Ober- 
fläche* Das  folgende  einfache  Beispiel  wird  das  soeben  gewonnene 
Resultat  erläutern.  Ein  Körper  gleitet  auf  einer  schiefen  Ebene  eine 
Strecke  s  durch  die  Wirkung  der  Schwerkraft  hinab  und  erfährt  dabei 
einen  Widerstand  durch  die  Reibung  zwischen  der  Ebene  und  seiner 
auf  ihr  aufliegenden  Fläche.  Es  sei  a  die  Neigung  der  Ebene  gegen 
die  Horizontale,  m  die  Masse  des  Körpers  und  B  der  auf  ihn  wirkende, 
flächenaufwärts  gerichtete  Reibungswiderstand,  von  dem  wir  annehmen, 
daß  er  während  der  Yerrückung  unverändert  bleibe.  Anfangs  sei  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  Vq,  seine  potentielle  Energie  Fq,  ^^^^ 
hat  man 

U+  V=  Imv,'  +  7o. 

Die  flächenabwärts  gerichtete  Komponente  der  Schwerkraft  ist  mg  sin  f^ 
also  die  ganze  längs  der  Fläche  wirkende  Kraft  mg  sin  a  —  B,  dem- 
gemäß ist  die  bei  der  Verrückung  geleistete  Arbeit  gleich  {mg  sinn — -R)*» 
und  der  Verlust  an  potentieller  Energie  ist  mgssina.  Anderseits  ist 
die  Beschleunigung  flächenabwärts  gleich  g  sin  a  —  B/m,  und  z^**" 
ist  sie  während  des  ganzen  Herabgleitens  dieselbe.  Ist  also  v  dieEod' 
geschwindigkeit,  so  ist  die  zur  Zurücklegung  der  Strecke  s  erforderliebe 
Zeit  gleich 
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t  = 


V  —  V 


0 


B 

g  sin  a 

m 


Folglich  ist  nach  §  90: 


B 
g  sma  — 


I» 
Die  kinetische  Energie  ist  am  Ende 

Imv^  =  mgssinu  —  Bs  -\-  \mv^\ 
addiert  man  hierzu  die  schon  gefundene  potentielle  Energie 

Fy  —  mgs  sin  a, 
80  erhält  man: 

U  '\-  V  =  mgs  sina  —  Bs  +  |  mv^  +  ^o  —  **^9S  sin  cc 
oder 

ü-\-V=  \mv^'  +  Vo  —  Bs  =  ü^  +  V,  —  Bs; 

oder  endlich: 

E  =  Eo  —  Bs; 

die  Energie  hat  also  einen  Verlust  erlitten  gleich  der  zur  Überwindung 
der  Reibung  aufgewandten  Arbeit. 


227.  Reibungsgesetze.     Statische  und  kinetische   Reibung. 

£a  ist  hier  der  geeignete  Ort,  um  die  Reibungswiderstände  zwischen 
Körpern,  die  sich  relativ  zueinander  bewegen,  etwas  näher  zu  betrachten. 
In  der  Technik  ist  es  gebräuchlich,  zu  unterscheiden  zwischen  der  Rei- 
bung, welche  statthat,  wenn  feste  Körper  sich  direkt  berühren,  d.  h. 
nur  durch  eine  dünne  Luftschicht  voneinander  getrennt  sind,  und  dem 
Bewegungswiderstande,  der  auftritt,  wenn  die  Körper  durch  eine  Schicht 
Ol  oder  eines  öligen  Stoffes  getrennt  sind;  man  unterscheidet  dem- 
gemäß zwischen  „fester"  oder  „trockener"  und  „flüssiger"  oder  „nasser" 
Reibung  und  stellt  für  diese  und  jene  besondere  „Gesetze"  auf.  Es 
sind  aber  Anzeichen  dafür  vorhanden,  daß  dies  alles  nur  spezielle  Fälle 
▼on  Flüssigkeitsreibung  sind,  daß  nämlich  in  Fällen,  wo  kein  Schmier- 
mittel im  gewöhnlichen  Sinne  vorhanden  ist,  die  Anwesenheit  der  Luft- 
schicht zwischen  den  reibenden  Körpern  eine  wichtige  Rolle  spielt. 

Reibungskraft  ist  zwischen  jedem  Paare  von  Flächehelementen  der 
beiden  Körper  wirksam,  wenn  sich  diese  Elemente  berühren  und  relativ 
zueinander  bewegen.  Sie  wirkt  auf  jedes  der  beiden  Elemente  tangen- 
tial, und  zwar  in  derjenigen  Richtung,  welche  für  das  betreffende  Ele- 
ment der  Richtung  der  relativen  Bewegung  entgegengesetzt  ist  Die 
wirkliche  Ursache  dieser  Kraft  muß  noch  durch  weitere  Untersuchungen 
dargelegt  werden;  jedenfalls  ist  sie  von  der  Natur  des  Sicherungs- 
<irucke8,  welcher  dem  Gleiten  einer  Fläche  auf  einer  anderen,  an  welcher 
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sie  adhäriert,  Widerstand  leisten  würde,  and  darf  nicht  mit  dem  Widei^ 
stände  zusammengeworfen  werden,  den  die  Bewegung  eines  Körpers 
erfährt,  der  in  die  Fläche,  längs  deren  er  sich  bewegt,  eingreift  oder 
einschneidet  und  sie  somit  abreibt 

ReibungsTersuche  sind  auf  die  verschiedenartigste  Weise  und  mit 
den  verschiedensten  Apparaten  ausgeführt  worden;  zur  leichten  Ge- 
winnung eines  Einblickes  in  die  gewöhnlichen  Verhältnisse  bei  der 
gleitenden  Reibung  (vergl.  weiter  unten  über  rollende  Reibung)  ist 
u.  a.  der  in  Fig.  133  angedeutete,  von  Perry  angegebene  Apparat  recht 
geeignet.  Der  Apparat  besteht  aus  einer  vertikal  gestellten  Trommel 
mit  breiter,  glatter  Mantelfläche ;  an  der  höchsten  Stelle  ist  ein  horizon- 
tales Querstück  P  angebracht,  das  durch  ein  Gewicht  W  getragen  wiri 

Die  Trommel  wird  —  mit  der  Hand  oder 
mit  einer  kleinen  Dampfmaschine  —  in 
gleichförmige  Rotation  versetzt,  deren 
Geschwindigkeit  mit  einem  Geschwindig- 
keitsmesser festgestellt  wird.  Infolge  der 
Reibung  zwischen  der  Trommeloberfläche 
und  dem  Querstück  würde  letzteres  der 
Bewegung  der  ersteren,  bis  es  durch  einen 
Anschlag  aufgehalten  würde,  folgen,  wenn 
nicht  durch  eine  horizontale  Gegenkraft, 
in  Gestalt  eines  durch  eine  Rolle  R  ver- 

I  ^.        mittelten  Zuges   von  Gewichten  in  einer 

i|^      Wagschale  S  an  der  Bewegung  eben  Ter- 
S         hindert  würde.       Durch    Variierung   der 
OberQächen  der  Trommel  und  des  Quer- 
^  Stückes,  des  Gewichtes    W  und  der  Ge- 

schwindigkeit, wobei  immer  andere  Ge- 
wichte auf  S  gelegt  werden  müssen,  kann  man  alle  wesentlichen 
sogenannten  Reibungsgesetze  verifizieren.     Es  sind  das  folgende: 

1.  Der  Reibungswiderstand  ist  nahezu  unabhängig  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  relativen  Bewegung,  vorausgesetzt,  daß  die  letztere 
nicht  gar  zu  klein  ist;  in  diesem  letzteren  Falle  nimmt  die  Reihung, 
während  die  Geschwindigkeit  bis  auf  null  abnimmt,  bis  zu  einem  Maxi- 
mum zu,  das  man  als  „statische^  Reibung  bezeichnet. 

2.  Die  Reibung  ist  von  der  Natur  der  reibenden  Flächen  abhängig« 
und  zwar  sowohl  von  ihrem  Material  als  auch  von  ihrer  Rauhigkeit 
oder  Glätte;  in  letzterer  Hinsicht  besteht  sie  aus  zwei  Gliedern,  deren 
erstes,  die  Rauhigkeitsreibung,  desto  größer  ist,  je  rauher  die  Flächen 
sind,  deren  zweites,  die  Adhäsionsreibung,  desto  größer  ist,  je  glatter 
die  Flächen  sind. 

3.  Mit  der  Größe  der  in  Eontakt  befindlichen  Flächen  ist  die  Ge- 
samtreibung direkt  proportional,  d.  h.  die  Reibung  pro  Flächeneinheit 
ist  immer  dieselbe. 
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4.  Die  Reibung  ist  mit  der  Kraft,  durch  welche  die  eine  Fläche 
auf  die  andere  gepreßt  wird,  direkt  proportional,  sie  ist  geradezu  gleich 
diesem  Druck,  multipliziert  mit  einer  Zahl,  die,  wenn  keine  tatsächliche 
Abreibung  der  Fl&chen  stattfindet,  stets  kleiner  als  1  ist  und  Rei- 
bungskoeffizient genannt  wird.  Für  Holz  auf  Holz  (trocken) 
variiert  der  Reibungskoeffizient  zwischen  0,25  und  0,5 ;  für  Metall  auf 
Metall  zwischen  0,15  und  0,2;  besonders  klein,  nämlich  etwa  0,025,  ist 
sie  z.  B.  für[^Ei8en  auf  Eis  (Schlittschuhe). 

Statische  Reibung  ist,  wie  bereits  festgestellt  wurde,  größer  als 
kinetische  oder  dynamische.  Der  Betrag  der  statischen  Reibung,  der 
in  yerschiedenen  Fällen  entwickelt  wird,  variiert  von  null  bis  zu  einem 
Maximum,  er  ist  nie  größer  als  der  zur  Verhinderung  von  Bewegung 
erforderliche.  Es  ruhe  z.  B.  ein  Körper  auf  einer  unter  dem  Winkel  a 
gegen  den  Horizont  geneigten  Ebene,  so  daß  die  flächenabwärts  wir- 
kende Schwerkraft  gleich  mg  sin  a  ist.  Ist  dies  weniger  als  der  größt- 
mögliche Wert  der  statischen  Reibung,  so  ist  trotzdem  letztere,  in  der 
Richtung  flächenaufwärts,  nur  gleich  mgsma\  denn  wenn  eine  größere 
Gegenkraft  entwickelt  würde,  würde  doch  der  Körper  sich  fiächenauf- 
w&rts  bewegen,  was  dem  Begriffe  des  Reibungswiderstandes  widerspräche. 
Der  Bruchteil  der  größtmöglichen  statischen  Reibung,  welcher  zur  Gel- 
tung gelangt,  wird  zuweilen  als  Koeffizient  der  statischen  Reibung 
bezeichnet. 

228.  Reibungsyersuche.  Bestimmung  des  Reibungskoef- 
fizienten. Mit  Hilfe  des  in  Fig.  133  skizzierten  Apparates,  an  dem 
iedoch  das  Querstück,  der  Schlitten,  sich  über  ein  beträchtliches  Bogen- 
stück  der  Trommel  erstreckte,  fand  Perry,  daß  mit  wachsender  Rota- 
tioQsgesch windigkeit  die  Reibung  abnahm,  bis  sie  ein  Minimum  erreichte, 
und  daß  sie  alsdann  bei  weiterer  Steigerung  der  Geschwindigkeit  wieder 
zunahm.  Es  zeigte  sich,  daß  dieses  Verhalten  davon  herrührte,  daß 
in  den  gekrümmten  Raum  zwischen  den  beiden  Fl&chen  Luft  gepumpt 
wurde,  so  daß  der  Druck  von  Punkt  zu  Punkt  variierte;  durch  Ein- 
führung kleiner  Druckmesser  konnte  das  konstatiert  werden.  Infolge- 
dessen wurde  der  Apparat  durch  einen  anderen  ersetzt,  bei  welchem 
der  Schlitten  durch  ein  Gewicht  gegen  die  obere  Fläche  einer  in  hori- 
zontaler Ebene  rotierenden  Scheibe  gedrückt  wird,  so  daß  beide  Flächen 
ganz  eben  sind. 

Sehr  instruktive  Experimente  können  indessen  auch  mit  dem  ein- 
fachen Laboratoriumsapparate  angestellt  werden,  der  in  Fig.  1 34  (a.  f.  S.) 
ahgebildet  ist  und  sich  selbst  erklärt.  Die  Kontaktfiächen  können  variiert 
werden,  indem  man  auf  das  Brett  AB  eine  Platte  aus  dem  einen  der 
heiden  Materialien  auflegt  und  für  den  Schlitten  C  ein  Stück  des 
anderen  benutzt.  Der  Druck,  der  zwischen  den  Eontaktflächen  wirk- 
sam ist,  wird  durch  das  Gewicht  von  C  samt  seiner  Belastung,  die 
Reibung  anderseits  durch  das  Gewicht  der  Schale  samt  Belastung  W 
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gemessen,  wobei  allerdings  die  Beibang  des  Fadens  an  dem  Rädchen 
einen  kleinen  Fehler  verursacht.  Der  Apparat  ist  im  wesentlichen 
demjenigen  nachgebildet,  mit  dem  Morin  seine  Versuche  über  die  Rei- 
bungskoeffizienten für  Yerschiedene  Stoffpaare  ausführte. 

Zunächst  macht  man  nun  mit  diesem  Apparate  die  Wahmeh mang, 
daß  der  Widerstand  vor  Ingangsetzung  der  Bewegung  stets  größer  ist 
als  derjenige,  welcher  sich  nachher  geltend  macht,  so  daß  das  Gewicht 
in  der  Wagschale,  welches  gerade  genügt,  um  die  Bewegung  in  Gang 
zu  bringen,  nachher,  wenn  die  Bewegung  im  Gange  ist,  Beschleunigong 
hervorruft.  Man  muß  also  ein  etwas  kleineres  Gewicht  anwenden  und, 
um  trotzdem  die  Bewegung  in  Gang  zu  bringen,  dem  Schlitten  C  einen 
leichten  Stoß  versetzen ;  zeigt  sich  nun,  daß  die  Bewegung  gleichförmig 
ist,  so  ist  das  Gewicht  gerade  richtig.  Ob  die  Bewegung  gleichförmig 
sei,  dafür  gewinnt  man,  auch  ohne  wirkliche  Messungen  zu  machen, 
durch  die  bloße  Beobachtung  sehr  bald  einen  ziemlich  empfindlichen 

Blick.  Durch  Variiening 
Fig.  134.  der  Belastung  findet  man 

^_^^i^    alsdann,    daß    die  Rei- 
/^J^^^^^^^^^^^m^^tm^Bt^^m^S^  bung  R  proportional  mit 

dem  Normaldruck  ^T 
zwischen  den  Flächen 
ist,  also  JR  =  ^Nj  und 
zwar  unabhängig  davon, 
mit  welcher  Geschwin- 
digkeit die  beiden 
Flächen  gegeneinander 
bewegt  werden. 
Es  möge  hier  eine  pädagogische  Bemerkung  eingeschaltet  werden. 
Der  Beobachter  tut  gut  daran,  sich  von  vornherein  daran  zu  gewöhnen, 
die  gewonnenen  Beobachtungsergebnisse  nicht  bloß  zahlenmäßig  in  sein 
Notizbuch  einzutragen,  sondern  ihre  Bedeutung  auch  noch  durch  die 
sehr  anschauliche  graphische  Darstellung  zu  prüfen,  indem  er  sie 
in  sogenanntes  Millimeter-  oder  Eoordinatenpapier,  d.  h.  in  kleine, 
gleich  große  Quadrate  in  nicht  zu  aufdringlicher  Weise  geteiltes  Papier 
einträgt  und  zu  Kurven  verbindet;  es  ist  sogar  zu  empfehlen,  für  vor- 
läufige derartige  Eintragungen  das  Notizbuch  selbst  zu  benutzen,  da« 
zu  diesem  Zwecke  mit  einem  Netzwerke  versehen  sein  muß. 

Eine  derartige  graphische  Prüfung  des  Gesetzes  JR  =  [iN  würde 
man  erhalten,  indem  man  die  Werte  von  N,  der  willkürlichen  Ver- 
änderlichen, als  Abscissen,  d.  h.  auf  der  horizontalen  Grundlinie,  an- 
gibt, die  Werte  von  72,  der  Funktion,  auf  der  von  demselben  Punkte 
ausgehenden  linken  Vertikallinie  als  Ordinaten  und  nun,  den  Beobach- 
tungen gemäß,  die  Punkte  aufsucht,  deren  Koordinaten  N  und  B  (-^ 
und  y)  sind.  Liegen  alle  diese  Punkte  auf  einer  von  links  nach  rechts 
ansteigenden  geraden  Linie,  so  ist  das  obige  Gesetz  bestätigt;  überdies 
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Fig.  135. 


findet  maD  den  Koeffizienten  fi ,  indem  man  irgend  einen  Wert  Yon  R 
durch  den  entsprechenden  Wert  von  N  dividiert  oder,  da  nicht  alle 
Wertpaare  7on  jR  und  JV  genau 
denselben  Quotienten  geben  wer- 
den, indem  man  die  nicht  exakt 
auf  einer  geraden  Linie  liegenden 
Punkte  durch  diejenige  gerade 
Linie  Terbindet,  fQr  welche  die 
Abweichungen  der  Punkte  im 
ganzen  am  kleinsten  sind,  und 
den  Tangens  des  Steigungswinkels 
dieser  Geraden  berechnet ;  dieser 
Tangens  ist  der  beste  Wert  von 
ji  (vergL  Fig.  135). 

229.  Messung  des  ReibungskoefAzienteii  auf  einer  schiefen 
Ebene.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  diese  Beziehung,  wenn  ein  Körper 
unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  und  der  Reibung  eine  schiefe 
Ebene  gleichförmig  hinabgleitet;  dann  ist  nämlich  der  Tangens  des 
Steigungswinkels  der  schiefen  Ebene  geradezu  der  Wert  von  ft  für  die 
beiden  in  BerQhrung  befindlichen  Flächen.  Ist  nämlich  die  besagte 
Steigung  gleich  a,  das  Gewicht  des  Körpers  gleich  G,  so  ist  die  fiächen- 
abwärts  gerichtete  Komponente  der  Schwerkraft  gleich  Gsina,  und  da 
nach  der  Voraussetzung  gerade  keine  Beschleunigung  vorhanden  sein 
soll,  muiS  dies  durch  die  flächen  aufwärts  wirkende  Reibung  R  aus- 
geglichen werden.  Anderseits  ist  der  Normaldruck  zwischen  den  Kör- 
pern, mit  dem  JR  proportional  ist,  gleich  G  cosa.    Folglich  hat  man: 

R  =  Gsina  =  ^G  cos  a, 

also: 

^  =  fang  a (58) 

Mit  Hilfe  dieser  Beziehung  kann  der  Reibungskoeffizient  in  sehr  be- 
quemer Weise  gefunden  werden.     Eine  schiefe  Ebene  sei,  wie  dies  in 

Fig.  136. 


Fig.  136  angedeutet  ist,  durch  zwei  parallele  Längsstücke  von  der 
Unterseite  her  derart  versteift,  daß  durch  die  zur  Anwendung  kom- 
menden Belastungen  keine  merkliche  Durchbiegung  verursacht  werden 
kann;  auf  einem  horizontalen  Tische  sei  sie  aufgestellt  und  werde  nun 
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in  eine  solche  Neigung  gebracht,  daß  ein  aufgelegter  Klotz  eben  noch 
hinabgleitet.  Mittels  eines  Lotes  oder  eines  rechtwinkeligen  Maßstabes 
kann  man  dann  leicht  den  Punkt  C  feststellen  und  erh&lt  dann,  iDdem 
man  BC  und  CA  mißt  und  durcheinander  dividiert,  den  Wert  ton  ^. 

Ferner  lasse  man  den  Klotz  sich  flächenabwärts  bewegen,  was 
eintreten  wird,  wenn  a  ^  arc  lg  ^  ist ;  die  Wirkung  der  Ebene  auf  ihn 
besteht  alsdann  aus  einer  Kraft  G  cos  a  senkrecht  zur  Ebene,  und  zwar 
von  ihr  nach  dem  Körper  hin,  und  aus  einer  Kraft  (iGcosa  fl&chen- 
aufwärts;  die  resultierende  Kraft  der  Ebene  auf  den  Körper  ist  daher 
der  Größe  nach  gleich  \l  -^  [i^  G  cos a ,  und  sie  hat  diejenige  in  der 
vertikalen  Ebene  der  Bewegung  gelegene  Richtung,  welche  gegen  die 
Richtung  flächenaufwärts  um  den  Winkel  arc  ig  l/f(  oder  gegen  die 
Normale  zur  schiefen  Ebene  um  den  Winkel  arctgfi  geneigt  ist  Be- 
wegt sich  der  Körper  flAchenauf  w&rts,  so  ist  die  Reibung  flächenabwärts 
gerichtet,  und  die  Resultante  der  Wirkung  der  Ebene  ist  von  derselben 
Größe  wie  vorhin,  aber  von  entgegengesetzter  Richtung. 

Der  Winkel  arcig^  heißt  Ruhewinkel  oder  Reibungswinkel 
oder  Grenzwinkel  der  Reibung. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  auf  einer  Ebene  ruhenden  Körper;  der 
Reibungskoeffizient  zwischen  ihnen  sei  ft,  und  es  werde  auf  den  Schwer- 
punkt des  Körpers  eine  Kraft  K  ausgeübt  in  einer  Richtung,  die  mit 
der  Flächennormale  den  Winkel  6,  der  kleiner  als  arc  ig  [i  ist,  bildet 
Die  normale  Kraft  iBt  K cos  0,  die  tangentiale  £^sm  61.  Der  größte  Wert, 
den  die  der  Bewegung  Widerstand  leistende  Reibung  haben  kann,  ist 
liKcosdt  und  da 

cosd  >  77 Ii 

yi  +  f*^ 


so  ist: 
anderseits  ist: 
und  folglich: 


^KcosO  >> 
sin  6  <C 


Vi  +  ^«' 


KsinO  <Ti- 


Folglich  ist  die  tangentiale,  von  K  herrührende  Kraft,  welche  den 
Körper  längs  der  Fläche  zu  bewegen  strebt,  kleiner  als  die  größte  Rei- 
bung, welche  durch  die  Normalkomponente  KcosO  ins  Spiel  gerufen 
werden  kann,  d.  h.  der  Körper  wird  durch  die  Kraft  nicht  in  Bewegung 
gesetzt.  Die  Richtung  einer  Kraft,  welche  Bewegung  zur  Folge  haben 
soll,  muß  also  außerhalb  des  Kegels  liegen,  dessen  Spitze  im  Schwer- 
punkte des  Körpers  liegt,  dessen  Axe  die  in  diesem  Punkte  auf  der 
Fläche  senkrecht  stehende  Richtung  ist,  und  dessen  halber  Kegelwinkel 
arctgfi  ist. 
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Der  allgemeine  Fall  des  Gleichgewichtes  eines  Teilchens  auf  einer 
rauhen  Fl&che  wird  in  der  Statik  behandelt  werden.  Die  Anwendung 
Ton  Reibongsergometem  zur  Messung  der  Leistung  von  Maschinen 
wird  in  dem  Kapitel  über  Maße  und  Messungen  dargelegt  werden. 

230.  AntifriktionsroUen  und  Kugellager.  Wir  werden  von 
der  Reibung  noch  weiter  handeln  im  sechsten  Kapitel  im  zweiten  Bande 
unter  „Z&higkeit" ;  bevor  wir  aber  fürs  erste  den  Gegenstand  verlassen, 
wird  es  angebracht  sein,  die  allgemeinen  Prinzipien  der  Methoden  an- 
zugeben, durch  die  man  bei  zahlreichen  Arten  von  Maschinen  die 
Wirkungen  der  Reibung  herabzumindern  sucht.  Häufig  ist  es  die  Rei- 
bung von  Azen  in  Lagern,  welche  die  Wirkung  beeinträchtigt.  Man 
betrachte  z.  B.  das  zylindrische  Lager  in  Fig.  137;  der  relativen  Be- 
wegung, die  überall  tangential  zu  den  zylindrischen  Oberflächen  ist, 
wird  Widerstand  geleistet,  und  wenn  derselbe  auch  vielleicht  an  ver- 
Bcbiedenen  Stellen  eines  Lagers  verschieden  groß  ist,  so  wirkt  doch  die 

Fig.  137.  Fig.  188. 


Reibung  für  alle  Punkte  in  der  gleichen  Entfernung  von  der  Mittellinie 
der  Aze,  übt  also  auf  diese  das  Moment  r2K  aus,  wo  r  der  Axenradius 
und  £K  die  Summe  der  tangentialen  Kräfte  ist.  Die  bei  der  Über- 
windung der  Reibung  während  einer  Verrückung  geleistete  Arbeit  ist 
sZKf  wo  s  die  Strecke  ist.  Nun  ist  aber  für  die  Einheit  der  Zeit 
8  =.  2xrn^  wo  n  die  Tourenzahl  (Zahl  der  Umdrehungen  in  der  Zeit- 
einheit) der  Axe  ist;  somit  ist  die  Arbeit  in  der  Zeiteinheit ,  d.  h.  der 
Effekt  gleich  2nnr2]K,  also  gleich  dem  Produkte  des  Kräftepaares 
rLK  in  dem  Drehungswinkel  für  die  Zeiteinheit.  Sind  in  der  Maschine 
mehrere  solcher  Lager  vorhanden,  mit  den  Kräftepaaren  2/|,  L^  ...  und 
den  Winkelgeschwindigkeiten  dt,  «Dg  .  .  .,  so  ist  zur  Überwindung  der 
Reibung  der  EfEekt  cj^Li  +  cöjira  -|-  ...  =  ZcoL  erforderlich. 

Dieser  Effekt  ist  desto  kleiner,  |e  langsamer  die  Axen  rotieren,  je 
dünner  die  Axen  sind  und  |e  geringfügiger  die  spezifische  Reibung 
selbst  ist.  Außer  durch  Ölung  u.  s.  w.  kann  also  der  Einfluß  der  Rei- 
bung stark  herabgedrückt  werden  durch  Verminderung  der  Durchmesser 
der  Lager,  und  noch  weiter  durch  besondere  Anordnungen,  von  der 
Art,  wie  eine  solche  in  Fig.  138  dargesteUt  ist.  Hier  ist  jedes  Ende 
der  Axe  eines  Rades  in  den  Winkel  zwischen  zwei  übergreifenden  Rädern 
eingelegt,  welche  selbst  erst  in  festen  Lagern  ruhen.     Die  Axenenden 
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rollen  auf  den  Rädern;  und  wenn  jedes  Gleiten  yermieden  ist,  wird 
infolge  ihrer  relativen  Bewegung  gar  keine  Arbeit  (oder  nur  die  sehr 
geringfügige,  der  rollenden  Reibung  entsprechende)  yemutst  Ist 
wieder  a>  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Axe  und  r  ihr  Radius,  ist 
ferner  B  der  Radius  jedes  der  R&der,  auf  denen  die  Axe  liegt,  so  ist 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  letzteren  offenbar  gleich  cor/R,  und 
die  Arbeit,  die  verloren  geht,  ist  f&r  die  vier  R&der  nicht  mehr  4a)X, 
sondern  nur  noch  4(oLr/It;  sie  ist  also  im  Verhältnis  von  r:B  herab- 
gemindert; dabei  ist  nur  angenommen,  daß  die  Axen  der  Seitenräder 
dieselbe  Stärke  haben  wie  das  Hauptrad,  und  daß  die  Belastung  durch 
die  Hinzufügung  der  ersteren  zu  vemachlässigen  sei.  Sind  die  Axen 
verschieden  stark  (r  und  /),  so  ist  das  Reduktionsverhältnis  r':B\ 
man  muß  also  die  Axen  so  dünn  machen,  als  es  mit  den  Festigkeits- 
ansprüchen verträglich  ist. 

In  ganz  analoger  Weise  ist  die  Verminderung  der  verzögernden 
Wirkung  der  Reibung,  welche  bei  Fahrrädern  durch  die  Anwendung 
von  Kugellagern  eintritt,  eine  Folge  des  Ersatzes  der  ungünstigen, 
gleitenden  durch  die  viel  harmlosere  rollende  Reibung;  Kugellager 
haben  eben  den  Vorzug,  gleitende  Reibung  vollständiger  als  andere 
Vorrichtungen  auszuschließen,  da  die  Kugeln  sowohl  im  Kontakt  mit 
der  Drehungsaxe  als  auch  im  Kontakt  mit  dem  relativ  zur  Maschine 
festen  Lager  rollen. 

Die  hier  gegebene  Erörterung  der  Friktionsräder  ist,  wie  erwähnt 
werden  muß,  nicht  als  eine  gründliche  Behandlung  des  Gegenstandes 
anzusehen;  für  jeden  praktischen  Fall  indessen,  in  dem  das  Zusati- 
gewicht  vernachlässigt  werden  darf  und  die  Räder  hinreichend  über- 
greifen, ist  das  angegebene  Verhältnis  r/B  bezw.  r'/B  annähernd  exakt 

231.  Rollende  Reibung«  Damit  werden  wir  zum  letzten  Gegen- 
stande unserer  Betrachtungen  in  diesem  Abschnitte  übergeleitet,  snr 
rollenden  Reibung.  Ein  Rad  oder  Zylinder  berührt  eine  Schiene  oder 
Ebene  niemals  in  einem  Punkte  oder  einer  Linie,  sondern  stets  in  einer 
ganzen  Fläche,  die  aus  dem  Punkte  oder  der  Linie  durch  elastische 
Deformation  der  Körper  an  der  Berührungsstelle  entsteht  Dadurch 
wird  ein  leichtes  Gleiten  der  Flächen  aneinander  und  dadurch  wieder 
eine  Verzögerung  der  Bewegung  herbeigeführt.  So  wird  während  der 
Umdrehungen  eines  Lokomotivrades  eine  Deformation  des  Radreifens 
verursacht,  der  das  ganze  Gewicht  zu  tragen  hat,  und  entsprechend 
erfährt  auch  die  Schiene  eine  Eindrückung.  Dies  erzeugt  ein  ver- 
zögerndes Kräftepaar  von  einem  mit  der  gesamten  Last  W  proportio- 
nalen Betrage  c  W.  Ein  auf  einer  rauhen  Ilorizontalebene  rotierendes 
Rad  würde  allmählich  zur  Ruhe  gebracht  werden  durch  jenes  Kräfte- 
paar und  die  gleitende  Reibung,  welche  eingeführt  werden  muß  behufs 
Erfüllung  der  kinematischen  Gleichung  af)  =  s,  wo  a  der  Radius  des 
Rades,  0  die  Winkeldrehung  desselben  in  einer  bestimmten  Zeit  und  s 
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die  eDtsprechende  VerrückuDg  des  Schwerpunktes  ist.  Nun  sei  die  glei- 
tende Reibung  gleich  i?,  das  Trägheitsmoment  des  Rades  um  seine  Aze 
gleich  mk^  (also  m  seine  Masse ,  k  sein  Trägheitsradius) ,  dann  ist  das 
die  Bewegung  aufhaltende  Moment  gleich  alt  -[-  c  W^  also  die  Be- 
wegQDgsgleichung : 

mk^^  =  —  (aR  +  cW), 

oder,  wegen  der  vorhin  aufgestellten  Beziehung  aO  =  s: 

mk»j^^  =  -(aR  +  cW)a; 

durch  Verlegung  von  R  in  den  Schwerpunkt  wird  aber  ms  =  JR,  also: 
k^R  =  —  (aR  +  cW)a, 


and  schließlich: 


acW 


Das  durch  die  rollende  Reibung  repräsentierte  Kräftepaar  verzögert 
also  die  Rotation  und  sucht  an  der  tiefsten  Stelle  des  Rades  ein  Vor- 
w&rtsgleiten  hervorzubringen.  Ihr  entgegen  wirkt  die  Kraft  Rj  näm- 
lich, wie  das  Vorzeichen  in  der  Formel  lehrt,  in  der  der  Bewegung 
entgegengesetzten  Richtung,  also  nach  rückwärts,  sie  sucht  das  Rad 
zum  Stillstande  zu  bringen.  Dabei  wird  Energie  zerstreut,  teils  wegen 
der  Arbeit  gegen  die  gleitende  Reibung,  teils  wegen  der  Zähigkeit 
(8.  weiter  unten)  der  Kontaktsubstanzen,  welche  sich  fortwährend  defor- 
mieren und  wieder  restituieren. 

Das  Kräftepaar  der  rollenden  Reibung  ist  von  Coulomb  nach 
einer  Methode  experimentell  bestimmt  worden,  die  im  wesentlichen 
darin  bestand,  daß  man  einen  Zylinder  auf  eine  rauhe  Platte  horizontal 
hinlegte  und  über  ihn  eine  Schnur  hing,  deren  Enden  mit  den  Gewichten 
W  einerseits  und  W  -\-  to  anderseits  belastet  waren.  Der  Wert  von  w, 
welcher  eben  gerade  ein  HerumroUen  des  Zylinders  hervorrief,  lieferte 
das  Eiräftepaar  der  rollenden  Reibung  nach  der  Formel  tor,  oder,  wenn 
V  als  Masse  gedacht  wird,  wgr^  wo  r  der  Radius  des  Zylinders  und  g 
die  ßeschleunigung  durch  die  Erdschwere  ist;  hieraus  läßt  sich  dann 
die  gleitende  Reibung  in  der  angegebenen  Weise  ableiten. 

Die  Größe  des  Kräftepaares  der  rollenden  Reibung  kann,  wie  sich 
herausstellte,  nie  größer  sein  als  ein  gewisser  Grenzwert;  der  in  einem 
bestimmten  Falle  wirklich  entwickelte  Betrag  ist  der,  welcher  gerade 
ausreicht,  um  Bollen  zu  verhüten.  Er  hängt  von  den  in  Berührung 
befindlichen  Stoffen  ab  und  ist,  wie  bei  der  gleitenden  Reibung,  mit 
dem  Normaldruok  zwischen  den  Flächen  proportional;  auch  scheint  er 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  von  ihren  Krümmungen  abzuhängen  — 
«ine  Frage,  die  jedoch  noch  weiterer  Prüfung  bedarf. 

16* 
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838.  Rollen  eines  Körpers  auf  einer  schiefen  Ebene.    Als 

ein  einfaches  Beispiel  für  die  Arbeit,  die  Yon  der  Schwerkraft  bei  gleich- 
zeitiger  Wirkung  reibender  Kräfte  geleistet  wird,  wollen  wir  das  Henb* 
roHen  einer  homogenen  Kugel  oder  eines  solchen  Zylinders  an!  einer 
schiefen  Ebene  betrachten,  ein  Fall,  in  welchem  die  Reibungskräfte 
keine  Zerstreuung  von  Energie  zuwege  bringen;  das  Kr&ftepaar  der 
rollenden  Reibung  wollen  wir  dabei  yernachlässigen.  Es  sei  a  der 
Steigungswinkel  der  schiefen  Ebene,  m  die  Masse,  a  der  Radius  des 
roUenden  Körpers  und  mk^  sein  Trägheitsmoment  um  die  durch  deu 
Schwerpunkt  gelegte  horizontale  Axe,  also  k  der  Trägheitsradius  (beim 
Zylinder  um  die  Axe,  bei  der  Kugel  um  einen  Durchmesser).  Von 
dem  Schwerpunkte  nehmen  wir  an,  daß  er  sich  auf  einer  Linie  stärkster 
Böschung  der  Ebene  bewege,  so  daß,  wenn  der  Körper  ein  Zylinder  ist, 
die  Axe  stets  die  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  mit  einer  horizontalen 
Ebene  ist  Die  beiden  auf  den  Körper  wirkenden.  Rollung  erzeugenden 
Kräfte  sind  mg  sin  a  flächenabwärts  durch  den  Schwerpunkt  und  li  an 
der  Berührungsstelle  des  Körpers  mit  der  Ebene. 

Ist  also  s  die  Abwärtsbeschleunigung,  so  hat  man  für  die  Bewegung 
des  Schwerpunktes  die  Gleichung 

m  -TTT  =  mgsina  —  B (60) 

ü  t 

und  für  die  Bewegung  des  Körpers  um  den  Schwerpunkt  die  Gleichung: 

mk^'^^^Ba .    .    (61) 

wo  0  der  Winkel  ist,  den  ein  Radius  des  Körpers  in  der  Rollebene  mit 
einer  im  Räume  festen  Linie  bildet.  Das  sind  die  beiden  Bewegungs* 
gleichungen. 

Nun  gilt  aber  die  rein  kinematische  Beziehung  aO  =  s,  und  folg- 
lich wird  die  zweite  Bewegungsgleichung  (61): 


^^  =  -2-^-T^  ^9sina (62) 


Setzt  man  das  in  die  erste  Bewegungsgleichung  (60)  ein,  so  erhält  man: 

+  Ä^ 

Das  iät  der  Betrag  an  Reibung,  der  erforderlich  ist,  um  reines  Rollen 
hervorzurufen ;  mehr  Reibung  wird  nicht  entwickelt.  Wenn  indessen 
die  Oberflächen  so  unvollkommen  in  ihrer  Beschaffenheit  sind,  oder  die 
schiefe  Ebene  so  stark  geneigt  ist,  daß  reines  Rollen  nicht  stattfinden 
kann,  ist  die  oben  benutzte  kinematische  Beziehung  nicht  anwendbar. 
Die  weiteren  Betrachtungen  mögen  dem  Leser  überlassen  bleiben; 
er  möge  nachweisen,  daß,  wenn  die  entwickelte  Reibung  kleiner  als  die 
durch  Gl.  (62)  dargestellte  ist,  d.  h.  wenn 
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ist,  die  Strecke,  welche,  von  der  Ruhe  ausgehend,  in  der  Zeit  t  zurück- 
gelegt wird,  gleich 

\g  (sina  —  ficosa)*^ 

und  der  Winkel,  um  den  gleichzeitig  eine  Drehung  stattfindet,  gleich 

ist. 

Setzt  man  den  Wert  YonR  in  GL  (62)  in  61.  (60)  ein,  so  erhält  man: 

——.  =  --—; — --gsincc (63) 

und  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  ist  gleichförmig.  Die  Ge- 
schwindigkeit, die  in  der  Zeit  t  erreicht  wird,  und  die  entsprechende 
zurückgelegte  Strecke  sind  daher: 

speziell  für  eine  Kugel  wird  k^  =  2/5  a^  und  folglich: 

da     • 

—  z=^gt8ina,       3  =  ^gt^sinu, 

für  einen  Zylinder  wird  k^  =  1/2  a^  und  somit: 

—  =r  l^stna,     s  =  Igt^sina, 

W&re  die  Ehene  reibungsfrei  und  glitte  der  Körper  sie  einfach  hinab, 
so  hätte  man  für  jeden  beliebigen  Körper: 

ds 

-j-^qtsinu,      s  =^  Igt^sina (65) 

dt 

man  ersieht  also  durch  Vergleichung,  daß  Geschwindigkeit  des  Schwer^ 
Punktes  und  zurückgelegte  Strecke  durch  das  Rollen  im  Verhältnis  Ton 

herabgemindert  werden,  speziell  bei  der  Kugel  im  Verhältnis  von  5 : 7, 
beim  Zylinder  im  Verhältnis  von  2:3,  bei  letzterem  also ,  wie  begreif- 
lich, in  etwas  (aber  nicht  beträchtlich)  stärkerem  Maße. 

Was  nun  die  Energieverhältnisse  betrifft,  so  ist  in  §  217  gezeigt 
worden,  daß  die  kinetische  Energie  eines  Körpers,  der  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit d  rotiert  und  dessen  Schwerpunkt  die  Geschwindigkeit 
i  hat ,  gleich  \m  (i  +  k^  o^)  ist.  In  unserem  Falle  wird  somit  die 
ganze  kinetische  Energie  des  Körpers  gleich 

\m  ^^  ^    ^^gH^sin^a     ......     (66) 


fngh  =  \m^^^-^—^-gH^sin^a    ....    (67) 
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Anderseits  ist  der  Verlust  an  potentieller  Energie  gleich  mgh,  wenn  h  die 
yertikale  Höhe  ist,  um  die  der  Körper  gefallen  ist,  also  gleich  m^satita; 
mit  Berücksichtigung  des  Wertes  von  s  aus  GL  (64)  wird  also: 

a2  +  k^ 

d.  h.  der  Gewinn  an  kinetischer  Energie  ist  genau  so  groß,  wie  der 
Verlust  an  potentieller;  das  Erhaltungsprinzip  ist  also  gewahrt  Mas 
hätte  es  sogar  direkt  benutzen  können,  um,  in  Verbindung  mit  der 
kinematischen  Beziehung  s  =^  aO^  die  Ton  dem  Körper  nach  Zarllck- 
legung  der  Strecke  s  erlangte  Geschwindigkeit  zu  ermitteln. 

833.  Lösung  eines  alten  Problems.  Je  größer  k^  ist,  desto 
kleiner  ist  i,  also  auch  desto  kleiner  s  für  eine  gegebene  Zeit.  Dies 
liefert  die  Lösung  des  alten  Problems,  eine  massive,  aber  yergoldete 
Messing-  oder  Kupferkugel  von  einer  hohlen  Goldkugel  zu  unterscheiden, 
wenn  beide  gleiche  Größe  und  gleiches  Gewicht  haben.  Offenbar  wird 
k!^  für  die  Hohlkugel  größer  sein  als  für  die  massive;  in  der  Tat  ist, 
wie  man  leicht  nachprüfen  kann,  das  Trägheitsmoment  der  Hohlkugel 

wo  M  ihre  Masse  ist  und  r  bezw.  r'  der  üußere  und  der  innere  Radias 
sind;  dagegen  ist  das  Trägheitsmoment  der  Vollkugel 

Jenes  kann  man  aber  in  der  Form 

(r2  _  r'2)  /3> 


='.^{"^'^^}p> 


schreiben,  welche  zeigt,  daß  es  größer  ist;  daraus  folgt  natürlich,  daiS 
auch  A;  für  die  Hohlkugel  größer  ist,  und  daraus  wieder  nach  Gl.  (64), 
daß  die  Geschwindigkeit  des  Herabrollens  für  sie  kleiner  ist.  Legt  man 
also  die  nach  Größe  und  Gewicht  gleichen  Kugeln  auf  das  obere  Ende 
einer  schiefen  Ebene  und  läßt  sie  zu  gleicher  Zeit  los,  so  wird  die  Yoll- 
kugel  früher  unten  ankommen,  und  man  hat  ein  Unterscheidungsmittel 
zwischen  ihnen. 

Setzt  man  für  Gold  die  Dichte  p  =  19,3,  für  Kupfer  mit  Rück- 
sicht auf  die  dünne  Goldschicht  q  =  9,1,  so  erhält  man  als  Verhälti^^B 
der  Hohlkugelradien  1:0,81  und  schließlich  als  Verhältnis  der  Beschleu- 
nigungen, Geschwindigkeiten  oder  Strecken  1,38:1,  also  einen  ga^^ 
erheblichen  Unterschied ;  nähme  man  statt  Kupfer  Aluminium,  so  wäre 
ienes  Verhältnis  sogar  1 : 0,95  und  dieses  1,59 :  1. 

234.  Arbeitsleistung  eines  Impulses.  Wir  wollen  am  Schlüsse 
dieses  Abschnittes  noch  die  von  einem  Impulse  (§  178)  geleistete  Arheit 
betrachten.      Gleichviel  wie  derselbe  auf  den   Körper  wirkt,  er  ^f" 


Impulsarbeit.  247 

durch  das  Zeitintegral  der  impulsiven  Kraft  gemessen,  d.  h.  durch  die 
ihr  entsprechende  Bewegnngsgröße.  Für  den  Fall  eines  einzelnen  freien 
Massenteilchens  m,  das  ursprünglich  in  Ruhe  ist  und  nun  die  Geschwin- 
digkeit V  annimmt,  ist  der  Impuls  einfach  titt;,  die  kinetische  Energie, 
die  das  Teilchen  gewinnt,  \mv^^  ebenso  groß  also  auch  die  geleistete 
Arbeit  In  dem  allgemeineren  Falle,  wo  das  Teilchen  schon  von  Yorn- 
herein  eine  Geschwindigkeit  u  hat  und  nun  die  Geschwindigkeit  v  an- 
nimmt, ist  der  Zuwachs  der  Bewegungsgröße  m  {v  —  t«),  und  hier- 
durch wird  der  Impuls  gemessen;  die  gewonnene  kinetische  Energie  ist 
\m  {v^  —  u^} ,  und  hierdurch  wird  die  geleistete  Arbeit  gemessen. 
Daraus  ergibt  sich,  daß  die  Arbeit  in  diesem  Falle  gleich  dem  Impulse 
mal  \(u  ^  v)  ist ,  d.  h.  gleich  dem  Impulse  mal  dem  Mittelwert  der 
Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit;  von  der  Art,  wie  die  Impulsivkraft 
während  der  Daner  T  des  Impulses  variiert,  ist  die  Arbeit  gänzlich 
unabhängig. 

Wenn  nun  durch  den  Angriff  eines  Impulses  die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  eines  Systems  in  einem  unendlich  kleinen  Zeitteilchen  t 
von  tt  auf  V  geändert  wird,  so  kann  die  dabei  geleistete  Arbeit  von 
derjenigen  nicht  verschieden  sein,  die  geleistet  werden  würde,  wenn 
der  Punkt  ein  freies  Teilchen  wäre,  da  während  der  Zeit  r  der  Punkt 
keine  Lagenänderung  in  bezug  auf  den  Rest  des  Systems  erfahren  hat, 
und  Bewegungswiderstände  ohne  solche  Lagenänderung  nicht  auftreten 
können.     Also  gilt  auch  hier  die  Gleichung: 

^=J.^ (68) 

235.  Stab  5  durch  einen  seitlichen  Impuls  auf  ein  Ende  in 
Bewegung  gesetzt.  Fall  der  kleinsten  Energie.  Wir  wollen  hier 
die  Arbeit  des  Impulses  betrachten,  der  in  dem  Falle  des  §  180  wirkt 
Hier  wird  der  Körper  mit  gegebener  Geschwindigkeit  v  des  Endes,  auf 
welches  der  Impuls  senkrecht  zur  Stabrichtung  wirkt,  in  Bewegung 
gesetzt;  wie  wir  gesehen  haben,  beginnt  der  Stab  sich  um  einen  Punkt 
zu  drehen,  der  um  zwei  Drittel  der  Länge  von  jenem  Ende  absteht, 
und  seine  Winkelgeschwindigkeit  ist,  wenn  die  Länge  mit  2  l  bezeichnet 
wird,  gleich  |  v/h 

Wir  wollen  nun  für  diesen  Fall  die  kinetische  Energie  ü  berechnen 
and  zeigen,  daß  sie  gerade  dann,  wenn  der  Stab  sich  um  den  genannten 
Punkt  dreht,  ein  Minimum  ist.  Dazu  brauchen  wir  nur  den  Stab  in 
zwei  Teile  zerlegt  zu  denken ,  einen  von  der  Länge  2  x ,  den  anderen 
von  der  Länge  2(1  —  x),  beide  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  v/2x 
um  den  Punkt,  in  dem  sie  zusammenstoßen  und  der  in  Ruhe  bleibt, 
sich  drehend;  setzen  wir  dann  für  die  lineare  Dichte  des  Stabes,  d.  h. 
für  die  Masse  pro  Längeneinheit  (»,  so  erhalten  wir  leicht: 
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Um  zu  sehen,  wann  dies  ein  Minimum  werde,  setzen  wir  zur  Ab- 
kürzung : 

l^-ZU+Z^^^ (69) 

so  daß 

x^{%  —  u)  —  Zlx  +  P  =  0 

wird.  Dies  ist  eine  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  x, 
welche  ofEenbar  reelle  Wurzeln  haben  muß;  damit  dies  der  Fall  sei, 
muß  9  >.  4  (3  —  t«),  also  u  >  3/4  sein.  Der  kleinste  mögliche  Wert 
von  u  ist  also  3/4 ,  und  dieser  Wert  wird  den  quadratischen  Ausdruck 
in  ein  vollkommenes  Quadrat  verwandeln ,  nämlich  in  (^x  —  0^; 
die  Wurzeln  der  Gleichung  werden  dann  einander  gleich,  nämlich 
jede:  x  ==■  \l.  Damit  ist  aber  die  Behauptung  bewiesen,  es  ist  ge- 
zeigt, daß  von  allen  bei  gegebener  Geschwindigkeit  des  getroffenen 
Endes  denkbaren  Bewegungen  des  Stabes  die  wirkliche  die  von  der 
kleinsten  kinetischen  Energie  ist.  Wie  wir  später  sehen  werden,  ist 
dieses  Ergebnis  nur  ein  spezieller  Fall  eines  allgemeinen,  von  Lord 
Kelvin  gefundenen  Satzes,  betreffend  die  kleinste  Energie. 

236.  Stab,  durch  einen  seitlichen  Impuls  auf  ein  Ende  in 
Bewegung  gesetzt.  Fall  der  größten  Energie.  Als  Gegenstück  zu 
dem  obengenannten  Satze  gibt  es  einen  von  Bertrand  gefundenen 
Satz  von  der  größten  Energie ,  und  für  ihn  können  wir  das  eben  be- 
handelte Beispiel  gleichfalls  verwerten,  wenn  wir  nur  statt  der  Ge- 
schwindigkeit den  Impuls  auf  das  getroffene  Ende  als  gegeben  an- 
nehmen. 

Ist  dieser  Impuls  wieder  e7,  und  v  wieder  die  von  dem  getroffenen 
Ende  angenommene  Geschwindigkeit,  so  ist  die  Arbeit  des  Impulses, 
also    auch  die  kinetische  Energie  \vJ,      Setzt  man   dies  demgemäiJ 
gleich  der  rechten  Seite  von  Gl.  (69),  so  hat  man: 
?a  —  3  /a;  +  3  a?8        ,    J 

' x^ =  5t- 

Der  Bruch  links  ist  ein  Minimum  für  x  -=  \l\  da  nun  sein  Produkt 

mit  V  eine  gegebene  Konstante,  nämlich  |  —  ist,  muß  v  seinen  Maximal- 

i 

wert  haben,  also  auch  \vJ.    Das  besagt  also:  Unter  allen  bei  gegebenem 

Impulse  denkbaren  Bewegungen  ist  die  wirkliche  die  von  der  größten 

kinetischen  Energie. 

Ehe  wir  die  Theoreme  von  Bertrand  und  Lord  Kelvin  in  t^^^ 

Allgemeinheit  betrachten,  müssen  wir  uns  indessen  zu  der  von  i^^' 

g  ränge  gegebenen  allgemeinen  Grundlegung  der  Mechanik  wenden. 
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Allgemeine  dynamische  Theorien. 


237.  Bewegung  eines  Systems  yon  Teilchen.  Kinematische 
Bedingongen  und  unabhängige  Koordinaten.  Auf  die  kinemati- 
schen Bedingungen,  denen  ein  System  unterworfen  ist,  wurde  im  vorher- 
gehenden schon  wiederholt  Bezug  genommen;  es  soll  jetzt  eine  etwas 
eingehendere  Behandlung  des  Gegenstandes  folgen. 

Betrachten  wir  zuerst  ein  System  von  n  freien  Teilchen,  so  sind 
lur  Festlegung  der  Lage  der  letzteren  3  n  Gleichungen  erforderlich, 
nämlich  drei  ffLr  jedes  Teilchen.  Man  sagt,  das  System  habe  dn  Frei- 
heitsgrade. 

Ein  starrer  Körper  anderseits  hat  drei  Yerschiebungsrichtungen, 
in  denen  sein  Schwerpunkt  sich  bewegen  kann,  und  drei  Richtungen, 
am  welche  er  sich  drehen  kann.  Alle  anderen  Verschiebungen  oder 
Drehungen  können  aus  den  genannten  Verschiebungen  bezw.  Drehungen 
zusammengesetzt  werden.  Der  starre  Körper  hat  also,  wenn  man  wieder 
obige  Ausdrucksweise  anwendet,  sechs  Freiheitsgrade.  Er  besteht,  wie 
man  sich  vorstellen  kann,  aus  einer  großen  Zahl,  sagen  wir  n  Teilchen 
und  m&ßte  eigentlich  3n  Freiheitsgrade  haben;  aber  durch  die  in  der 
Bezeichnung  „starr'^  zusammengefaßten,  zwischen  den  Teilchen  be- 
stehenden Verknüpfungen  wird  die  Zahl  der  Freiheitsgrade  von  3n 
ftuf  6  reduziert. 

Um  die  Konfiguration  eines  Systems  von  n  Teilchen  zu  fixieren, 
sind  3  n  Gleichungen  erforderlich.  Ist  das  System  m  kinematischen 
Bedingungen  unterworfen  (vergl.  oben  §  215),  so  hat  man  außerdem  m 
die  Koordinaten  der  Teilchen  miteinander  verknüpfende  Gleichungen, 
wobei  natürlich  m  <  3n,  also  3n  —  m  positiv  sein  muß.  Diese  m 
kinematischen  Gleichungen  bestimmen  beliebige  m  von  den  Koordinaten, 
ausgedrückt  durch  die  3n  —  m  übrigen.  Die  Anzahl  der  Freiheits- 
gnuie  ist  damit  auf  Bn  —  m  reduziert,  und  für  jeden  von  ihnen  muß 
eine  Bewegungsgleichung  vorhanden  sein.  Durch  diese  3  n  —  m  ße- 
wegungsgleichuDgen  lassen  sich  die  nach  Benutzung  der  kinematischen 
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Gleichungen  noch  unhestimmt  gebliebenen  Koordinaten  gerade  be- 
stimmen. Mit  den  Koordinaten  der  Teilchen  ist  aber  die  Konfiguration 
des  ganzen  Systems  in  dem  betreffenden  Augenblick  vollständig  fixiert 

Man  kann  in  diesem  Sinne  nach  Ausschaltung  der  kinematisch 
verknüpften  Koordinaten  von  „unabhängigen  Koordinaten*^ 
sprechen.  Indessen  muß  darauf  hingewiesen  werden,  daß  die  Un- 
abhängigkeit von  Koordinaten  noch  nicht  die  Schlußfolgerung  zuläßt, 
daß  in  beliebiger  Ordnung  vorgenommene  Snperposition  einer  Anzahl 
von  Variationen  dieser  Koordinaten  im  allgemeinen  zu  der  gleichen 
resultierenden  Verrückung  führen  muß.  So  wird  die  Drehung  einei 
starren  Körpers  der  Reihe  nach  durch  den  Winkel  a  um  die  x-Axe, 
durch  den  Winkel  ß  um  die  y-Axe  und  durch  den  Winkel  y  um  die 
jer-Axe  zu  verschiedenen  Endzuständen  führen  ]e  nach  der  Beihenfolge, 
in  welcher  die  drei  Drehungen  vorgenommen  werden;  denn  die  von 
einem  Körper  infolge  einer  Drehung  um  eine  feste  Aze  angenommene 
Lage  ist  eine  Funktion  der  anfänglichen  Lage  des  Körpers  relativ  so 
dieser  Axe,  und  zwar  sowohl  für  den  Fall,  daß  diese  Axen  im  Räume, 
als  auch  für  den  Fall,  daß  sie  im  Körper  fest  sind. 

Das  Beispiel  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedons,  das  man  um 
die  drei  mit  seinen  Kanten  parallelen  Koordinaten  x,  y,  z  oder  um  seine 
drei  Hauptrichtungen  a,  6,  c  der  Reihe  nach  um  je  90^  dreht,  erläutert 
dies  sehr  anschaulich.  Rennzeichnet  man  nämlich  die  Lage  desselben 
dadurch,  daß  man  zuerst  die  in  die  x- Richtung,  dann  die  in  die  ^-Rich- 
tung, zuletzt  die  in  die  £^- Richtung  fallende  Kante  nennt,  und  geht 
man  etwa  von  der  Lage  ahc  aus,  so  erhält  man  folgendes  Schema: 


Drehnng  um 

Endlage 

.r,  y,  2    (oder  z,  y,  x) 

cha 

y,  ar,  x    (oder  x,  z,  y) 

hac 

z,  X,  y    (oder  y,  x,  z) 

ach 

a,  6,  c    (oder    c,  6,  a) 

cha 

6,  c,  a    (oder    a,  c,  h) 

hac 

c,  a,  6    (oder    6,  a,  c) 

ach 

Wie  man  sieht,  bringt  eine  Reihenfolge  von  Drehungen  dasselbe  Er- 
gebnis zu  Stande  wie  die  genau  umgekehrte  Reihenfolge;  dagegen 
bringen  die  beiden  anderen  möglichen  Reihenfolgen  andere  Endlagen 
hervor.  Ferner  ist  interessant,  daß  die  Drehung  um  a,  b,  c  dasselbe 
Resultat  liefert  wie  die  um  x,  i/,  z^  obgleich  die  Zwischenlagen  teilweise 
verschieden  sind.  Endlich  sei  gelegentlich  bemerkt,  daß  ]ede  solche 
Drehung  um  drei  Axen  durch  einfache  Drehung  um  die  in  der  Reihen- 
folge mittelste  ersetzt  werden  kann. 

Wenn  Jedoch   die   Variationen   der  Koordinaten    unendlich  klein 
sind,  so  ist  die  Reihenfolge  derselben  gleichgültig,  weil  die  durch  Ab- 
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änderung  der  Reihenfolge  bewirkten  Änderungen  in  der  scbließlichen 
Konfiguration  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  sind. 

Statt  der  Koordinaten  können  übrigens  auch  andere  Größen  ein- 
geben, welche  mit  den  Koordinaten  durch  so  viele  Gleichungen,  als  es 
unabb&iigige  Koordinaten  gibt,  also  durch  3n  —  m  Gleichungen  ver- 
knüpft sind;  man  bezeichnet  diese  Größen  als  Parameter.  Aus  den 
Parametern  können  die  3n  Koordinaten  alsdann  mit  Hilfe  der  eben 
genannten  3  n  —  m  Gleichungen  und  der  m  kinematischen  üeziehungs- 
gleicbungen  ermittelt  werden. 

Alles  in  allem  handelt  es  sich  also  um  6  n  —  m  Größen ,  nämlich 
^1»  yi»  ^1»  ^21  y«»  jerj,  .  .  .  Xn^  yn»  ^n»  p,  ^,  r  .  ,  .,  und  um  ebensoviele 
Gleichungen ,  nämlich  die  3  n  —  m  Bewegungsgleichungen,  die  3  n  —  tn 
Gleichungen,  welche  die  Parameter  mit  den  Koordinaten  verknüpfen, 
und  die  m  kinematischen  Gleichungen. 

838.  Ausdruck  der  kinetischen  Ener^e  in  den  yer- 
allgemeinerten  Koordinaten.  In  §  215  sind  die  kinematischen  Be- 
dingungsgleichungen 

/i  («1»  yv  ^1»  ^s»  y»»  ^„  . . .)  =  0  I 
.'   '   •   •        •   •   •   •   (1) 

fm{xi,  Vi,  Zi,  X;,  yj,  ifj,  .  .  .)  =  0  j 

bereits    aufgestellt    worden.      Nun    drücke  man    die  Koordinaten    als 
Funktionen  der  Parameter  aus: 


Xn  =  g>«(p,3»r...),    y„  =  ZniP^a.r...),    Zn  =  *n(l>,3,r...)J 
und  bilde  ihre  Differentialquotienten  nach  der  Zeit: 


(2) 


dxi  dxi  dp       dxi  dq       dx^dr  | 

dT  "~  8p  d<  "^  8«  d*  "^  87  d«  "^  •    •     (3) 


) 


Von  den  partiellen  Differentialquotienten  dxi/dp  u.  s.  w.  nehmen  wir 
an,  daß  sie  durch  die  Parameter  i>,  9,  r  .  .  .  ausgedrückt  sind. 

Setzt  man  nun  diese  Werte  der  Geschwindigkeitekomponenten  in 
den  Ausdruck 

für  die  kinetische  Energie,  so  erhält  man  für  diese  eine  quadratische 
Funktion  der  Differentialquotienten  ^ ,  ^t  '^v  •  •  •)  die  man  als  n^^i'* 
alJgemeinerte  Geschwindigkeiten^  bezeichnen  kann,  und  die 
Koeffizienten  sind  Funktionen  der  „verallgemeinerten  Koordi- 
naten"; man  kann  also  schreiben: 
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WO  die  Symbole  (p,  p),  (p,  9)  u.  s.  w.  AasdrtLcke  in  den  Potensen  und 
Produkten  der  verallgemeinerten  Koordinaten  sind. 

Die  Yon  uns  als  Yerallgemeinerte  Koordinaten  beieielineten  Para- 
meter p,  q,  r  .  .  .  können  die  Koordinaten  selbst  oder  irgend  welche  für 
die  Lagen  der  Punkte  oder  für  die  Bewegung  des  Systems  charak- 
teristische Größen  sein;  sie  müssen  nur  die  Konfiguration  des  Systems 
in  jedem  Momente  eindeutig  bestimmen.    So  kann  dp  z.  6.  eine  lineare 
Verrückung   oder   eine   elementare  Rotation  oder  eine  kleine  Menge 
Flüssigkeit  sein,  die  durch  einen  Röhrenquersohnitt  hindurchtritt  u.  a  ▼. 
Und  jeder  solchen  Bedeutung  der  Parameter  entspricht  aach  eine  be- 
stimmte „verallgemeinerte  Kraft^;  in  den  genannten  FftUen  und  die 
verallgemeinerten  Kr&fte  bezw.  eine  Kraft  im  gewöhnlichen  Sinne,  m 
Kräftepaar  und  ein  Flüssigkeitsdruck.    Das  Produkt  einer  Kraft  in  ose 
Verrückung  ist  auch  in  dieser  Verallgemeinerung  stets  eine  Arbeit;  et 
muß  nur  die  Bedingung  erfüllt  sein ,  daß  das  Produkt  der  beiden  die 
Arbeit  bildenden  Faktoren  die  Dimension  einer  Arbeit,  d.h.  [MUT~*\ 
habe  (vergl.  §  191). 

289.    Yerallgemeinerte  Kr&fte  und  Arbeitsgleichung.     Wir 

wollen  die  den  Koordinaten  p,  ^,  r  .  .  .  entsprechenden  Kr&fte  mit 
P,  Q,  12  .  .  .  bezeichnen.  In  der  folgenden  Weise  kann  man  sie  am 
der  Arbeitsgleichung  finden. 

Nach  61.  (37)  des  vierten  Kapitels  ist  die  Variation  der  Arbeit: 


ÖÄ  =  ZiXadx  +  Yady  +  ZaSe) 
Setzt  man  hierin  die  Werte: 


•    (5) 


(3n  Gleichungen),  so  erhält  man: 

8^  .    ,r  8y 


(6) 


Definiert  man  nun  P,  Q,  12  .  .  .  durch  die  3  n  —  m  Gleichungen 


•     (7) 
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(8) 


80  erhält  man: 

dÄ  =  Pap  4-  Qäq  +  R8r  +  -. (9) 

Dies  ist  die  Arbeitsgleichung  in  yerallgemeinerten  Koordinaten 
und  Kräften. 

240.  Terallgemeinerte  Lagrangesche  Bewegungsgleiohun- 
gen.  Wir  können  nun  auch  die  Lagrange  sehen  Bewegungsgleichungen 
in  ihrer  yerallgemeinerten  Form  aufstellen.  Man  kann  auf  verschie- 
denen Wegen  zu  ihnen  gelangen;  am  einfachsten  ist  es,  von  den  Be- 
wegungsgleichungen eines  Systems  freier  Teilchen  auszugehen  und  diese 
geeignet  zu  transformieren.     Betrachten  wir  demgemäß  die  Gleichung 


(10) 


wo  X  die  tatsächliche,  die  Beschleunigung  x  erzeugende  Kraft  ist 
Nun  können  wir  in  der  Arbeitsgleichung,  also  auch  in  Gl.  (7)  die  Kräfte 
Xa,  Ya,  Za  durch  die  tatsächlichen  Kräfte  ersetzen,  da  die  bei  diesem 
Verfahren  hinzugefügten  inneren  Verknüpfungskräfte  keine  Arbeit 
leisten,  also  nur  zu  Gliedern  führen,  deren  Summe  identisch  null  ist. 
Statt  61.  (8)  können  wir  also  schreiben: 


^(^f +4^ 


i^r. 


.)  =  . 


(11) 


nnd  hieraus  ergibt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  Ton  der  Form  (10): 


„     /d'xdx    , 


dp  "^  ■■/"" 


dt»  dp 


(IIa) 


Nun  ist  aber: 


d^x  dx 
di^ 


dx d  /dx  dx\ 

Wp~  Ti\didp) 


dx  dx\        dx 
TtdpJ^'di      dt 


i). 


femer  läßt  sich  leicht  nachweisen  [mit  Hilfe  von  Gl.  (3)],  daß 


8j 
8p 


dp 
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d^x  dx 
It^  dp 


d_  /dx 
dt  \dt 


ist;  folglich  erhalten  wir 
2Jm 


dx 
dt 


■(S) 


dp 


/d^x  dx         d^y   gy 


\dt^  dp    '    dr-  dp 


op       '    at    dp 

Vergleicht  man  dies  mit  der  kinetischen  Energie,  so  sieht  man 
leicht  ein,  daß  die  rechte  Seite  den  Wert 

d      du  du 


dt 


it) 


dp 


hat;    und  da  für  die  anderen  Parameter  entsprechende  Gleichungen 
gelten,  erhält  man  schließlich: 


dt 
dt 


_dU_ 

du__ 


dp 


du 


(12) 


Dies  sind  die  verallgemeinerten  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen. 

241.    Bemerkungen  über  die  Lagrangesohen  Gleiohungen. 

Dem  Leser,  dem  diese  Darstellung  der  allgemeinen  Formulierung  der 
Bewegungsbeziehungen  neu  ist,  tut  gut,  sich  die  Bedeutung  der  dabei 
gebrauchten  Begriffe,  also  in  erster  Linie  den  Sinn  der  in  den  Glei- 
chungen vorkommenden  Differentialquotienten,  recht  klar  zu  machen. 
Vorausgesetzt  wird  also  zunächst,  daß  x,  j^,  ;e^  für  jedes  Teilchen  in  pi 
g,  r . . .  ausgedrückt  sind,  durch  Gleichungen  von  der  Form  (2),  derart, 
daß  dann  auch  x\  y^  k  durch  p,  ^,  f . . .  ausgedrückt  und  daraus  weiter 
dx;dp^  di/di  ...  ermittelt  werden  können.  Alle  diese  letztgenannten 
Differentialquotienten  sind  partielle,  d.h.  es  ist  z.  B.  das  Änderungsverbält- 
nisSa'  dp  unter  der  Annahme  verstanden,  daß  von  den  Größen p,  $,  '^••• 
nur  p  sich  ändert,  die  anderen  aber  konstant  bleiben,  und  entsprechend 
in  den  anderen  Fällen  —  eine  Annahme,  die  in  den  meisten  Fällen 


j 
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Datürlich  nicht  der  Wirklichkeit  entspricht,  sondern  eine  in  Gedanken 
▼orgenommene  Zerlegang,  aber  eine  erlaubte  Zerlegung  bedeutet. 

Wenn  femer  d  (dx/dt)/dp  an  Stelle  von  d(dx/dp)/dt  geschrieben 
wird,  so  lä£t  sich  das  folgendermaßen  rechtfertigen.  Man  schreibe 
statt  dx/dp  zur  Abkarznng  w,  dann  hat  man: 

dw div  dp        dw  dg 

IT  ~dp  Tt  '^  dq  li  "^         ' 

anderseits  iat  aber  nach  Gl.  (3): 

d(—) 
\dtJ div  dp        dw  dg 

dp     ~  dp  dt  ^  dg  dt  "^  '"' 

es  sind  also  wirklich  die  beiden  in  Rede  stehenden  Ausdrucke  identisch. 
Femer  ist  auf  eine  wichtige  Vorsicht  beim  Gebrauche  der  La- 
grangeschen  Gleichungen  aufmerksam  zu  machen.  Die  Koordinaten 
p,  9,  r . . .  müssen  nicht  bloß  unabhängig  sein,  sie  müssen  auch  in  Ver- 
bindung mit  den  kinematischen  Gleichungen  im  stände  sein,  die  Kon- 
figuration des  Systems  in  jedem  Augenblicke  auszudrücken;  das  wird 
der  Fall  sein ,  wenn  rr ,  y,  k  ...  wie  in  Gl.  (3)  ausdrückbar  sind.  Die 
Nichtbeachtung  dieses  Umstandes  hat  manche  Autoren  zu  starken  Irr- 
tümern geführt  Beispielsweise  ist  der  Ausdruck  der  kinetischen 
Energie  eines  starren  Körpers  durch  seine  in  eiliem  bestimmten  Augen- 
blicke statthabenden  Winkelgeschwindigkeiten  um«  seine  Hauptaxen  als 
die  Größe  IJ  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  benutzt  worden; 
das  ist  aber  keine  für  diesen  Zweck  geeignete  Wahl  der  Geschwindig- 
keiten, da  jene  Azen  sich  mit  dem  Körper  bewegen  und  die  Winkel- 
geschwindigkeiten nichts  über  die  Lage  des  Körpers  im  Räume  besagen. 

242.  Lagrangesche  Gleichungen  für  zerstreuende  (dis- 
slpatiye)  Kräfte»  Wird  das  System  von  zerstreuenden  Kräften  beein-^ 
flnßt,  so  daß  die  auf  das  Teilchen  m  wirkende ,  die  Beschleunigung  x 
herrorrufende  Kraft  durch  die  Differenz  X  —  Xo  dargestellt  wird,  wo 
X  die  eigentliche,  Xo  die  zerstreuende  Kraft  (yergl.  §  224)  ist,  so 
bleiben  die  Gl.  (11)  ungeändert,  dagegen  treten  an  die  Stelle  der 
OL  (Ha)  die  neuen: 

zm  (^'"^  ^^  -u  '^'y  ^y  4-   ^ 


(13) 
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Die  rechtsstehenden  Summen  sind  die  yerallgemeinerten  zerstreaenden 
Kräfte.  Bezeichnet  man  dieselben  mit  Pot  Qo  -••!  bo  erhält  man  als 
Lagrange  sehe  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf  die  zerstreaenden  Kräfte^ 

d     du 


dt  dp 

~  dp 

'^  dt 

d    du 

du 

dt      dq 
^Tt 

dq 

—  qTI  —  ^0  —  ^0 


:77-^-«7=  «-  «* 


(U) 


Sind  die  Hauptkr&fte  P,  Q...  konserratiT,  so  ist 

^-     dp'   ^-'     dq---' 

wo  V  die  potentielle  Energie  ist,  also  nur  von  den  Koordinaten  ab- 
hängt. Enthielte  sie  außer  den  Koordinaten  auch  noch  die  Zeit  explizite, 
so  wflrden  zwar  die  Eraftkomponenten  aus  ihr  abgeleitet  werden  können. 
aber  die  Erhaltung  der  Energie  würde  nicht  stattfinden.  Aui^r  den 
konservativen  und  den  dissipativen  Kräften  können,  wie  wir  der  All- 
gemeinheit wegen  annehmen  wollen,  noch  andere  verallgemeinerte 
auf  das  System  wirken,  so  dali  sich  schließlich 


äußere  Kr 

&fte  i»,,  Q, . 

ergibt: 

d    du 

"4 

dp  ^ 


d 

du 

du 

+ 

dt 

d'A 

dq 

dt 

dV 
dp 


djv 

cq 


=  P,  —  Po 


=  e.  -  «0 


(15) 


oder,  -wenn  man  zur  Abkürzung 

u  —  r=  L 

setzt  und  beachtet,  daß  man  in  dem  ersten  Gliede  jeder  der  GL  (!'*) 
statt  U  ruhig  L  schreiben  kann,  da  V  von  den  Geschwindigkeiten 
p,  q...  nicht  abhängt,  seine  Di&erentialquotienten  danach  also nnll ^o^"' 


(16) 


d 

dL 

dL 

dt 

^dp 
^dl 

dp 

■Pe 

—  ^0 

d 

dL 

dL 

/\ 

dt 

~dq 
^dl 

•         •          • 

dq  - 

Qe 

—  Qo 
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Die  Größe  L  ist,  wie  bemerkt  sein  möge,  bis  auf  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  identisch  mit  der  Größe 

jBT  =  F  —  r, 
die  T.  Helmholtz  mit  dem  treffenden  Namen  „kinetisches  Poten- 
tial*^ belegt  hat;  sie  ist  nämlich  gleich  dem  nm  die  kinetische  Energie 
verminderten  Potential  nnd  wird  für  den  Ruhezustand  das  Potential 
selbst  Setzt  man  in  die  Gl.  (16)  H.  statt  X,  so  bleiben  sie  bis  auf  die 
Zeichenumkehr  einer  der  beiden  Gleichungsseiten  ungeftndert. 

243.  Die  Zerstreuungsfimktion.  Entsprechende  Form  der 
Lagrangeschen  Gleichungen.  In  einer  wichtigen  Klasse  vonF&llen 
sind  die  zerstreuenden  Kräfte  Pq,  Qo  •-•  &ns  einer  homogenen  quadra- 
tischen Funktion  der  Geschwindigkeiten  p,  g  . . .,  nämlich : 


ableitbar,  und  zwar  durch  Differentiation  derselben  nach  den  Geschwin- 
digkeiten : 

Die  Bewegungsgleichungen  können  alsdann 

d    lU         ^V         dF         dV  _ 


dt  ^dp         ^P         a  ^         ^P 
^  dt  ^  dt 

^Tt 


d    du 

dir 

dt     dq 

^Tt 

dq 

(17) 


geschrieben  werden,  und  hier  kann  wiederum  L  oder  H  eingeführt 
werden. 

Die  Funktion  F  ist  Ton  Lord  Raylei gh  Zerstreuungsfunk- 
tion genannt  worden ;  sie  leistet  wesentliche  Dienste  in  der  allgemeinen 
Theorie  derjenigen  Reibungs widerstände,  welche  Ton  den  ersten  Potenzen 
der  Geschwindigkeiten  der  Teile  des  Systems  abhängen ,  und  —  nach 
Analogie  —  bei  der  dynamischen  Theorie  der  sich  wechselseitig  in- 
fiuierenden  elektrischen  Ströme ;  es  wird  darauf  später  zurückgekommen 
werden. 

244.  Explizites  Auftreten  der  Zeit  in  kinematischen  Glei- 
chungen. Eb  ist  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  der  Gedanken- 
gang, durch  den  die  Lagrange  sehen  Gleichungen  in  §  241  gewonnen 
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wurden,  durch  das  explizite  Auftreten  der  Zeit  t  in  den  kinematiBchen 
Gleichungen  (2)  nicht  beeinfluiSt  wird.  Der  einzige  Effekt  hiervon  iit 
der,  kinematische  Bedingungen  zu  liefern,  die  mit  der  Zeit  vernnderlich 
sind,  und  aus  den  Gleichungen  (3)  die  neuen 

dx dx        dx  dp        dx  dq  | 

dt~ct'^dpdi'^dqdt^'"\     •     •     .    .    (18) 

zu  machen.  Die  Lag  rang  eschen  Gleichungen  bleiben  also  nach  wie 
Yor  gültig. 

Die  kinetische  Energie  dagegen  ist  jetzt  keine  homogene  Fanktion 
der  verallgemeinerten  Geschwindigkeiten  mehr,  sie  besteht  vielmehr,  mit 
Rücksicht  auf  die  Größen  dx/dt,  dy/ct  ...  aus  drei  Teilen,  einer  homo- 
genen quadratischen  Funktion  der  Geschwindigkeiten,  einer  linearen 
Funktion  der  Geschwindigkeiten,  die  außerdem  von  den  Koordinaten 
abhängt  und  einem  dritten  Teile,  der  die  Geschwindigkeiten  gar  nichts 
wohl  aber  die  Quadrate  und  Produkte  der  Größen  dxfdt  .  .  .  enthält; 
die  Koeffizienten  der  beiden  ersten  Teile  sowie  der  dritte  Teil  selbst 
sind  natürlich  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß,  wenn  die  kinematischen  Bedingungen 
variieren ,  Arbeit  auf  das  System  geleistet  werden  muß ,  um  sie  zu  er- 
füllen; indessen  fehlt  der  Raum,  um  auf  diese  und  andere  Fragen  hier 
einzugehen  (vergl.  jedoch  oben  §  215). 

245.   Terallgemeinerte  Komponenten  der  Bewegungsgröße. 

Wenn  man  T,  ausgedrückt  wie  in  Gl.  (4),  partiell  nach  p^  (/,  f  . . .  diffe- 
renziert, so  erhält  man,  wie  sich  leicht  verifizieren  laßt: 


cU  .       .dp    .     .       .  dq    .    .       ^  dr    . 


m 


-^ = (p,  „)-+...  +  (,,„)-  +  (,,,)  JJ  + 


m 


(19) 


Multipliziert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  p,  die  zweite  mit 
(}  usf.  und  addiert  alle,  so  erhält  man: 

2  r  =  '-^     ^^'      ^  'h      ^^'      -L  ^      g^'        ,  ^90) 

^  [Tt)  '  [li)  ^  (-dt) 

Die  zweiten  Faktoren  in  den  Gliedern  rechterseits  sind,  wie  oben 
erläutert,  lineare  Funktionen  der  Geschwindigkeiten  und  können  als 
verallgemeinerte  Komponenten  der  Bewegungsgröße  bezeichnet 
werden.    Führt  man  für  sie  die  Buchstaben  |,  iy,  ^  ein,  so  erhält  man: 

^  dt     ^   '  dt   ^  ^  dt  ^ 
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246.  Kinetische  Energie,  ausgedrückt  durch  die  yerallgemei- 
nerten  Bewegungsgröfien.  Reziproke  Gleichungen.  Es  gibt 
natürlich  genau  so  yiele  Komponenten  der  Bewegnngsgröße,  als  es 
unabhängige  verallgemeinerte  Koordinaten  gibt;  die  Gl.  (19)  sind  daher 
unabhängig.  Mit  ihrer  Hilfe  können  p,  g,  f ...  als  Funktionen  von 
I,  )j,  ^  und  somit  U  als  homogene  quadratische  Funktion  der  yer- 
allgemeinerten  Bewegungsgrößen  ausgedrückt  werden.  Es  wird  als- 
dann: 

f'  =  ^{[p,p]l*  +  ^[p.a]tn  +  '"  +  [a.aW  +  •••}  •   •  (22) 

wo  eckige  Klammem  benutzt  sind,  um  anzudeuten,  daß  die  Koeffizienten 
[py  p]  . . .  in  diesem  Ausdrucke  gänzlich  yerschieden  von  den  Koeffi- 
zienten (p,  p)  in  Gl.  (4)  sind;  zur  Unterscheidung  soll  ü^  wenn  es 
in  der  Form  (4)  ausgedrückt  ist,  mit  ü,  in  der  Form  (22)  aber  mit  U' 
bezeichnet  werden;  dabei  besteht  zwischen  beiden  nach  GL  (21)  die 
Beziehung : 

"■  =  -"■  + 4? +  '^  +  't:  +  --  ;« 

Nun  wird  vorausgesetzt,  daß  in  ü'  die  Geschwindigkeiten  p,  ^  . . . 
durch  S,  17,  S  ...  ausgedrückt  sind;  es  wird  daher: 


/         j.dp 
rf               du       dt         du 
H  ~         ..'dp    81    +  „  da 

'dl, 

-8T+- 

j,dp               dq 

,  dp   ^  r"  dt  ,       dt  ^ 

^  dt+^-di    +'»81    + 

Anderseits  ist  aber: 

y                      du 
^-J.dp' 

du 

und  folglich  reduziert  sich  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichungen  auf 
p  bezw.  q  usf.  Man  hat  somit  die  zueinander  gewissermaßen  rezi- 
proken Gleichungen: 


^:di  ^li  ^It 

dV         dp        dV         dq       du'         dr 


(24) 


8S  dt'      07}  dt'      et  dt'" 

Schreibt  man  femer  dTJ'ldp  für  den  gesamten  Änderungsgrad  von  ü* 
Bait  p ,  soweit  es  in  V'  durch  seine  Koeffizienten  und  durch  | ,  ri  ... 
auftritt,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (23): 

17* 
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dW  _dü'  du'  d^         du'  dfj 

dp   ~   dp    "^    8^    8p  "•"   dfi    dp'^'" 
__^iHdpdridp 
~        dp        dp  dt  "^  dp  dt  "^  '" 
Es  ist  aber  gezeigt  worden,  daß  d  U'/d^  =  dp  dt  ist;  schließlich  erhält 
man  also  durch  Yergleichung  der  beiden  rechten  Seiten: 

8£;__a£       8Cr'__8£ (25) 

dp   ~        dp'     dq    ~         dq 

247.  Uamiltonsche  dynamische  Gleichungen.  MitHilfe  tod 
Gl.  (24)  und  (25)  nehmen  die  Lagrang  eschen  Gleichungen  offenbar 
die  Form  an: 

dt  ^    cp 

dri        dl^_        \ (26) 

dt    '^    dq    ~  ^ 


Dies  ist  die  den  Bewegungsgleichungen  von  Sir  W.  R.  Hamilton  ge- 
gebene Form.  Die  Gleichungen  besagen,  daß  der  zeitliche  Yerände- 
rungsgrad  irgend  einer  Komponente  der  Bewegungsgröße  zusammen 
mit  dem  Änderungsgrade  der  kinetischen  Energie  bei  ausschließlicber 
Änderung  des  betreEFenden  Parameters,  gleich  der  betreffenden  ver- 
allgemeinerten Kraftkomponente  ist ;  die  kinetische  Energie  ist  aber  als 
Funktion  der  Komponenten  der  Bewegungsgröße  mit  Koeffizienten,  die 
Yon  den  Parametern  abhängen,  gedacht.  Daß  auch  zerstreuende  Kräfte 
eingeführt  werden  können,  ist  schon  oben  erlftutert  worden. 

Haben  wieder  die  veraUgemeinerten  Kräfte  ein  Potential  F,  und 
wird  die  Summe  V  -|-  V  wieder  mit  E  (Energie)  bezeichnet,  so  geben 
Gl.  (26)  in 

^^_»^       ^  =  _^ (26a) 

dt  dp'      dt  dq 

über;  und  da  man  in  den  Gleichungen  der  zweiten  Keihe  von  Gl.  (24) 
statt  ü'  ruhig  E  schreiben  kann  (denn  V  hängt  doch  nicht  Ton  £i  i?  •  *  * 
ab),  so  wird,  wieder  gewissermaßen  reziprok  zu  Gl.  (26  a): 

dp  dE     dq dE  /26b) 

dt~  d^*    Tt~  d^ 

Die  Gl.  (26  a)  und  (26  b)  stellen  die  berühmte  kanonische  Form  der 
Bewegungsgleichungen  dar;  ihre  Integration  hat  die  Aufmerksamkeit 
zahlreicher  Mathematiker  und  Physiker  auf  sich  gelenkt. 

24S.   Lagrangesche  Gleichungen    für    impulsive  Kräfte* 

Wenn  die  Kräfte  P,  Q  ...  von  impulsivem  Charakter  (vergl.  §  1^8) 
sind,  nehmen  die  Lapfrangeschen  Gl.  (12)  die  Form 
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oder 


0 

=  [«] 


|-|o  =  [P],      ,,-1,,  =  [«] 


.     .     (27) 


an,  wo  die  eckigen  Klammem  linkerseits  die  Differenzen  der  eingeklam- 
merten Werte  am  Ende  und  Anfang  der  Zeit  r,  während  deren  der 
Impals  andauert,  |  und  |o  ^^'^  entsprechenden  Bewegungsgrößen  und 
[P],  [§]...  die  Zeitintegrale  der  impulsiven  Kräfte  P,  (^  . .  •  über  die 
Zeit  X  sind.  Die  übrigen  Glieder  in  den  61.  (26),  nämlich  6  ir/S|)  usw., 
treten  nicht  auf,  weil  ihre  Werte  endlich  sind,  das  Zeitinteryall  r  aber 
unendlich  klein  ist,  ihr  Beitrag  also  nicht  in  Betracht  kommt.  In 
Worten  kann  man  also  sagen:  Die  erzeugten  Terallgemeinerten  Be- 
wegungsgrößen sind  gleich  den  Zeitintegralen  der  verallgemeinerten 
Kräfte,  d.  h.  gleich  den  Impulsen. 

Werden  die  Geschwindigkeiten  zu  Anfang  und  Ende  der  Zeit  r 
mit  p^  und  p,  ([^  und  g  . . .  bezeichnet ,  so  ist  die  von  den  Impulsen 
geleistete  Arbeit: 


^=Kt  +  *)[«  +  H5f  +  ^)'« 


+ 


denn,  wenn  nur  die  Zeit  r  se^r  kurz  ist,  wird  die  Reihenfolge  der  Aus- 
übung der  Impulse  gleichgültig  sein.  Berücksichtigt  man  nun  die 
Gl.  (27),  so  erhält  man  auch: 

.  =  ä{(i-i.)(^  +  t)^<'-'.)(rMf)+-j- 

249.  Kinetische  Energie  bei  der  impulsiven  Erzeugung  von 
Bewegung.  Nun  läßt  sich  leicht  durch  Ausführung  der  Multiplika- 
tionen einsehen,  daß  die  Identität 


l 


dt 


+  V 


dt 


(28) 


l'esteht;  folglich  kann  niab  die  Arbeit  der  Impulse  auch  in  der  Form 

-= K«^  -  ^^1  + ''s! -'-^ +  •••)■  ■  •  <-> 


Bchreiben.  Befindet  sich  das  System  anfänglich  in  Ruhe,  so  sind  die 
Größen  |>,,  %..,  sämtlich  null,  und  man  hat  für  die  am  Ende  der  Im- 
pulszeit gewonnene  kinetische  Energie: 

(i.  h.  die  erzeugte  kinetische  Energie  ist  gleich  der  halben  Summe  der 
Produkte  der  Impulse  in  die  erzeugten  Geschwindigkeiten. 
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250.  Reziproke  Beziehungen.  Anwendung.  Eine  der  GL  (28) 
ähnliche  reziproke  Beziehung  läßt  sich,  statt  für  die  Bewegungsgrößen, 
auch  für  die  Kräfte  und  die  entsprechenden  Verrückungen  dp,  dq... 
aufstellen,  vorausgesetzt,  daß  die  potentielle  Energie  eine  homogene 
quadratische  Funktion  der  Koordinaten  ist.  Sind  nämlich  die  Kräfte 
konserTativen  Charakters,  sind  Spi,  Sq^,.,  die  durch  die  Kräfte  Pi^Qi  — 
und  Sp2i  Sq^  ...,  die  durch  ein  anderes  System  von  Kräften  Pj,  Qs-.- 
bei  der  nämlichen  Anfangskonfiguration  hervorgebrachten  Verrückungen, 
so  ist 

PiSp2  +  QiSq,  +  -■  =  PiSpi  +   QiSqi  + (31) 

Dieser  Satz  rührt  von  Lord  Ray leigh  her  und  läßt  sich  leicht  ableiten; 
er  leistet  bei  zahlreichen  praktischen  Aufgaben  nützliche  Dienste. 

Beispielsweise  werde  ein  horizontaler  Stab  durch  ein  auf  eine 
Stelle  1  aufgelegtes  Gewicht  durchgebogen  und  die  Durchbiegung  an 
einer  anderen  Stelle  2  beobachtet:  wird  jetzt,  bei  einem  zweiten  Ver- 
suche,  die  Stelle  2  mit  demselben  Gewichte  beiastet,  so  ist  die  Durch- 
biegung an  der  Stelle  1  dieselbe,  wie  bei  dem  ersten  Versuche  an  der 
Stelle  2.  Man  kann  das  leicht  experimentell  verfolgen,  indem  man 
sich  eines  längs  des  Stabes  verschiebbaren  Gewichtes  bedient  Der 
Satz  erlaubt  offenbar  Fälle,  die  experimentell  nicht  oder  schwierig  zu 
behandeln  sind,  auf  solche,  die  leicht  untersucht  werden  können,  zu 
reduzieren. 

251.  Lord  Kelvins  und  Bertrands  Sätze.  Lord  KeWins 
Satz  sagt  aus:  Wenn  ein  materielles  System  plötzlich  dadurch  in  Be- 
wegung gesetzt  wird,  daß  gewissen  Teilen  des  Systems,  und  nur  diesen, 
durch  geeignete  Impulse  bestimmte  Geschwindigkeiten  bei- 
gebracht werden,  während  die  übrigen  Teile  freibleiben  und  lediglicb 
diejenigen  Geschwindigkeiten  annehmen,  welche  sich  aus  den  Vei*- 
knüpfungen  der  Teile  ergeben,  so  ist  die  resultierende  Bewegung  die- 
jenige, für  welche  die  kinetische  Energie  den  kleinsten  mit 
den  vorgeschriebenen  Geschwindigkeitsbedingongen  verträglichen 
Wert  hat. 

Bertrands  Satz  anderseits  sagt  aus:  Wird  ein  materielles  System 
dadurch  in  Bewegung  gesetzt,  daß  auf  gewisse  Teile  desselben  be- 
stimmte Impulse  ausgeübt  werden,  während  die  übrigen  nur  den 
inneren  Bedingungen  unterworfen  bleiben,  so  ist  die  von  ihm  angenom- 
mene kinetische  P2nergie  größer  als  für  irgend  eine  andere  Be- 
wegung, welche  dem  System  beigebracht  werden  könnte  durch  dieselben 
Impulse  in  Verbindung  mit  irgend  einem  System  anderer,  keine  Arbeit 
auf  das  Ganze  leistender  Impulse. 

Diese  Sätze  lassen  sich  gemeinschaftlich  wie  folgt  beweisen.  Di* 
verallgemeinerten  Koordinaten  mögen  in  zwei  Gruppen,  l>i,  i>2  •••  ^°^^ 
öl»  (Za  •••»  eingeteilt  werden,  und  es  seien  f^,  ^2  •••  ^^^  Vi^  Vi  "'^^ 
entsprechenden  Impulse.      Dann  ist: 
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.^  =  £{^  +  i;,l| (a.) 

Für  ein  anderes,  auf  das  System  ausgeHbtes  System  von  Impulsen 
l  +  *l»^  +  Ä^?  seien  die  Geschwindigkeiten  p  -f-  ^i,  Q.  +  ^2; 
dann  ist: 

Die  Differenz  beider  Größen  ist: 

Nun  möge  die  auferlegte  Bedingung  die  sein,  daß  die  |>-Gescbwin- 
digkeiten  gegeben  sind,  dann  ist  in  den  Ausdrücken  für  U  und  U' 
jedes  6iJ  =  0.  Sind  die  j9-Geschwiodigkeiten  lediglich  durch  Impulse 
von  Typus  |  erzeugt,  so  ist  jedes  iy  =  0,  und  nach  Gl.  (32)  ist  als- 
dann: 

Sind  die  ^-Geschwindigkeiten  dagegen  durch  Impulse  vom  Typus 
I  —  i|,  Ä)^  hervorgerufen,  so  ist: 

Folglich  hat  man: 

Kun  sind  aber  die  Geschwindigkeiten  p,  i  ^^  ^^^  entsprechenden 
Impulsen  I,  0  einerseits  und  die  Geschwindigkeiten  p,  (/  +  Äg  mit  den 
eotsprechenden  Impulsen  |  -|-  ^1«  ^^  anderseits,  typisch  für  die  beiden 
möglichen  Bewegungen  des  Systems.  Folglich  wird,  da  aus  dem  Rezi- 
prozitätssystem GL  (28) 


^«  +  «>^  +  ^S"=^-«t' 


oder  kürzer 


folgt,  schließlich: 


2{U'  —ü)  =  Z8riS^ (36) 

d.  h.  die  kinetische  Energie  der  ersten  Bewegung  ist  kleiner  als  die 
irgend  einer  anderen  mit  denselben  |9- Geschwindigkeiten,  und  zwar  um 
die  kinetische  Energie  derjenigen  Bewegung,  welche,  mit  der  ersten 
kombiniert,  die  letztere  ergeben  würde. 
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252.  Fortsetzung.  Entsprechend  nehmen  wir  nun  bei  dem 
Bertrandschen  Theorem  an,  es  seien  in  dem  ersten  Falle  die  |-Im- 
pulse  gegeben,  alle  17 -Impulse  dagegen  gleich  noll;  die  entsprechenden, 
aus  den  inneren  Verbindungen  entspringenden  Geschwindigkeiten  sind 
durch  den  Typus  p,  q  .,.  dargestellt.  Die  Energie  dieser  Bewegung 
ist  mit  der  Energie  derjenigen  Bewegung  zu  vergleichen,  bei  welcher 
die  Impulse  durch  |  und  dri  dargestellt  sind;  hier  sind  die  Geschwindig- 
keiten vom  Typus  p  +  ^P,  k  -\-  ^i  •••  niit  der  Bedingung 

Nun  ist  nach  Gl.  (34) 

und  das  Reziprozitätstheorem  Gl.  (28)  liefert  für  die  beiden  hier  be- 
trachteten möglichen  Bewegungen  die  Beziehung 

es  wird  also  schließlich: 

2(U'  —U)  =  -^  Zör^S^ (36) 

d.  h.  die  Energie  der  ersten  Bewegung  ist  größer  als  die  Energie  irgend 
einer  anderen,  durch  dieselben  Impulse  zusätzlich  eines  anderen,  keine 
Arbeit  auf  das  Ganze  leistenden  Systems  von  Impulsen  erzeugten  Be- 
wegung, und  zwar  um  die  kinetische  Energie  derjenigen  Bewegung, 
welche  mit  der  ersten  kombiniert  werden  muß ,  um  die  letztere  zu  er- 
geben. 

Die  beiden  Sätze  drücken,  in  verschiedener  Form,  den  gleichen 
Gedanken  aus,  daß  nämlich  durch  jeden  einem  System  auferlegten  Zwang 
dessen  Trägheit  vergrößert  wird.  So  ist  z.  B.  für  eine  einzelne 
Koordinate  die  Trägheit  gleich  ^Ip  (denn  es  ist  ja  nach  der  Definition 
die  Bewegungsgröße  |  =  mp)\  wird  nun  |  fixiert,  so  nimmt  ^  durch 
den  Zwang  ab,  und  die  Energie  wird  kleiner  (Bertrand);  wird  um- 
gekehrt p  fixiert,  so  wird  |,  also  auch  die  Energie  durch  jeden  Zwang 
vergrößert  (Lord  Kelvin);  in  beiden  Fällen  wächst  aber  infolge  des 
Zwanges  ^Ip. 

253.  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung.  Ein  sehr  allgemeines 
dynamisches  Prinzip,  aus  dem  die  Bewegungsgleichungen  abgeleitet 
werden  können,  und  welches  daher  als  die  gesamte  abstrakte  Dpamik 
in  sich  enthaltend  angesehen  werden  kann,  ist  das  Prinzip  ^^^ 
kleinstenWirkung;  in  seiner  ersten,  noch  recht  unbestimmten  Form, 
ist  es  von  Maupertuis  aufgestellt  worden.  Es  kann  hier  nar  gai^' 
kurz  erwähnt  werden.    Seine  weitere  Ausbildung  und  exakte  Gestaltung 
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hat  es  durch  zahlreiche  hervorragende  Mathematiker  und  Physiker 
erfahreD,  unter  denen  insbesondere  Euler  und  Lagrange,  Hamilton 
und  Jacobi,  und  in  der  neuesten  Zeit  v.  Helmholtz  zu  nennen  sind. 
Der  Leser,  der  sich  näher  damit  beschäftigen  will,  sei  auf  die  bezüg- 
lichen Schriften  der  genannten  Autoren  hingewiesen. 

Ein  System  bewege  sich  in  dem  Zeitintervall  von  (q  bis  ti  in  der 
Weise,  daß  es  aus  einer  bestimmten  Anfangs-  in  eine  bestimmte  £nd- 
konfiguration  übergeht.  Unter  „Wirkung*'  soll  das  doppelte  Zeit- 
integral der  kinetischen  Energie,  d.  h.  die  Größe 

\ 

W=  2{   Udt (37) 

▼erstanden  werden.  Wenn  die  yerschiedenen  Teilchen  bei  dem  be- 
trachteten Vorgange  Bahnen  beschreiben,  deren  Repräsentant  s  ist, 
80  ist: 

and  folglich: 


(38) 


wo  So  und  $1  die  Grenzwerte  der  Bahn  s  für  die  Zeitpunkte  ^o  und  fi 
sind,  und  die  Summation  sich  über  alle  Teilchen  des  Systems  erstreckt. 
Diese  letztere  Form  zeigt ,  daß  die  Wirkung  auch  als  die  Summe  der 
Streckenintegrale  der  Bewegungsgrößen  der  Teilchen  des  Systems  an- 
gesehen werden  kann. 

Nun  kann  sich  das  System  auf  unzähligen  yerschiedenen  Wegen 
aus  dem  Anfangs-  in  den  Endzustand  begeben,  und  wir  haben  die  Frei- 
heit, diesem  Übergange  beliebige  mögliche  Bedingungen  aufzuerlegen. 
Ks  seien  also  Anfangs-  und  Endzustand  genau  bestimmt,  und  der  Über- 
gang von  einem  zum  anderen  sei  der  Bedingung  unterworfen,  daß  die 
Summe  U  -\-  V  der  kinetischen  und  potentiellen  Energie  konstant  sei, 
nicht  aber  das  zum  Übergange  gebrauchte  Zeitintervall  ^i  —  to.  Die 
Art  des  Überganges,  für  die  die  Wirkung  (wie  sie  gewöhnlich  gesetzt 
wird)  am  kleinsten  ist,  ist  diejenige,  für  welche  die  Bewegung  in  Über- 
einstimmung mit  den  gewöhnlichen  Gleichungen  eines  konservativen 
Systems  stattfindet,  d.  h.  für  welche  die  Arbeitsgleichung  gilt: 

SV+  Um^ds^O (39) 

Wenn  wir  mit  d  W  die  Änderung  von  W  von  einer  Übergangsart 
zu  einer  anderen  bezeichnen,  so  besagt  das  Theorem  nur,  daß  unter  der 
Bedingung,  daß  U  -}-   V  ungeändert  bleibt,  wenn  die  Bewegung  ent- 
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sprechend  der  allgemeinen  Yariationsgleichung  der  Bewegung  statt- 
findet —  d.  h.  wenn  der  Übergang  ohne  jeden  äuISeren  Zwang  auf  das 
System  stattfindet  —  daß  alsdann  die  Änderung  der  Wirkung  von  einer 
Übergangsart  zu  einer  ihr  sehr  benachbarten  anderen  unendlich  klein 
von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Dies  wird  besser  beschrieben,  wie  es 
Hamilton  iat,  indem  man  sagt,  daß  die  Wirkung  für  die  sich  selbst 
überlassene  Bewegung  stationär  ist.  Es  kann  indessen  gezeigt  werden, 
daß,  wenn  es  nur  eine  mögliche  Art  der  Bewegung  gibt,  die  mit  der 
Yariationsgleichung  bestehen  kann ,  die  Wirkung  für  diese  tats&chlich 
ein  Minimum  ist. 

Ein  anderes  Theorem ,  das  ebenfalls  als  ein  Wirkungstheorem  be- 
zeichnet  werden   kann,    besagt,    daß   unter    der  Bedingung  ^i — U 

=  const  der  Wert  von 

ti 

8=  {  Ldt (40) 

worin  L  für  U  —  V  steht,  stationär  ist,  wenn  die  Bewegung  ent- 
sprechend der  Yariationsgleichung  der  Arbeit  (39)  stattfindet,  d.  b., 
wenn  die  Bewegung  ohne  Zwang  ist. 

254.  Losung  der  Bewegungsgleichimgen.  Die  Lösung  der 
Bewegungsgleichungen  eines  dynamischen  Systems  ist  Yon  verschiedenen 
Autoren  studiert  worden,  unter  denen  Lagrange,  Laplace  und  Ja- 
cob i  genannt  sein  mögen,  sowie  neuerdings,  in  Verbindung  mit  Fragen 
der  physikalischen  Astronomie,  von  Hill  und  Pojncare.  Des  letzteren 
umfassendes  Werk,  Methodes  Nouvelles  de  la  Mecanique  Celeste,  enthält 
eine  sehr  schätzbare  Diskussion  verschiedener  sehr  interessanter  Pro- 
bleme der  Himmelsmechanik. 

Die  Ausdrücke  für  die  Bewegungsgröße  eines  Systems  und  das 
Moment  seiner  Bewegungsgröße  um  eine  Axe  und  der  Ausdruck  für 
die  kinetische  Energie  des  Systems  können  als  erste  Integrale  aus  den 
Bewegungsgleichungen  und  den  geometrischen  Bedingungen,  die  das 
System  erfüllt,  abgeleitet  werden.  Es  sind  Schritte  zur  Lösung  des 
Problems,  Gleichungen  zu  finden,  die  die  Konfiguration  des  Systems  zn 
irgend  einer  Zeit  t  vollständig  bestimmen.  Wenn  dieses  Problem  erst 
einmal  gelöst  worden  ist,  so  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten  utd 
Beschleunigungen  seiner  verschiedenen  Teile  ohne  weiteres. 

Es  ist  nicht  immer  möglich ,  die  Bewegungsgleichungen  zu  lösen, 
aber  es  ist  manchmal  möglich,  die  Ausdrücke  für  die  kinetische  und 
potentielle  Energie  und  das  Moment  der  Bewegungsgröße  ohne  weiteres 
hinzuschreiben  und  aus  diesen  mit  Hilfe  der  Bewegungsgleichungen 
wertvolle  Aufschlüsse  zu  erhalten. 
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255.  Kreiselbewegung.  Als  ein  Beispiel  dieses  Vorgehens  können 
wir  die  Bewegung  eines  Körpers  betrachten,  der  sich  unter  der  Wir- 
kung der  Schwerkraft  um  einen  festen  Punkt  bewegt,  tatsächlich  also 
das  Problem  eines  Kreisels,  der  ohne  Reibung  um  eine  Spitze,  auf  der 
er  steht,  rotiert. 

Es  sei  angenommen,  daß  die  Trägheitsmomente  um  zwei  seiner 
Hauptaxen  (s.  §  166)  gleich  sind  und  daß  der  feste  Punkt  auf  der  Axe 
des  ungleichen  Trägheitsmoments  liegt.  Es  sei  also  0  (Fig.  139)  der 
feste  Punkt,   OC  die  Figuraxe  des  ^itt,  139. 

Körpers,  und  Cjuöge  das  Trägheits- 
moment  des '  Körpers  um  die  Axe 
OC,  ^^das  Trägheitsmoment  um 
eine  Axe  0£.  bezeichnen,  die  in 
üblicher  Weise  senkrecht  zu  0  C  in 
der  hlbene  ZOG  genommen  wird.  Es 
wird  auch  praktisch  sein,  eine  dritte 
Axe  OD  senkrecht  zu  der  Ebene 
ZOC  und  zu  OjEJ  zu  nehmen,  wie 
es  in  der  Figur  gezeigt  ist.  .  Die  Be- 
wegungsrichtungen sind  die  in  den 
kleinen  Kreisen  angegebenen,  so  daß 
OD,  OE,  OC  eine  Gruppe  von  «.;%/ 
Axen  bilden,  die  den  Axen  OX,  D'-j 
OYy  OZ  in  Fig.  9  entspricht,  längs 

deren  man  Strecken  nehmen  kann,  die  die  Winkelgeschwindigkeiten 
oder  die  Momente  der  Bewegungsgröße  um  sie  darstellen.  Die  Be- 
wegungsrichtungen sind  in  jedem  Falle  für  einen  längs  den  Axen  nach 
dem  Punkte  0  hinblickenden  Beobachter  dem  Uhrzeiger  entgegen. 

Der  Kreisel  möge  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  die  im 
Körper  feste  Axe  OC  rotieren;  die  Ebene  ZOC  der  Kreiselaxe  und 
der  Senkrechten  0  Z  möge  sich  gleichzeitig  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit i»  um  OZ  drehen;  ^  ist  dabei  der  Winkel,  den  die  Ebene  ZOC 
mit  einer  im  Räume  festen  senkrechten  Ebene  bildet.  Die  Bewegung 
um  OZ  wird  im  folgenden  häufig  die  Präzessionsbewegung  des 
Körpers  genannt  werden,  weil  sie  derjenigen  Bewegung  der  Erde,  aus 
welcher  die  Präzession  der  Äquinoktien  entsteht,  völlig  analog  ist.  Die 
Winkelgeschwindigkeit  o  ist  die  irgend  einer  im  Körper  festen  Ebene 
durch  OC,  gegenüber  der  im  Räume  festen  Ebene  ZOC, 

Es  8ei  6  der  Winkel  ZOC.  Die  Winkelgeschwindigkeit  %}  MmOZ 
kann  in  zwei  Komponenten  zerlegt  werden ,  ^  cos  0  und  p  sin  ti  um 
feste  Axen,  deren  Lage  mit  OC  und  OE,  welches  die  Schnittlinie  der 
Ebenen  COZ  und  EO'D  ist,  zusammenfallen.  Die  erste  Komponente 
ergibt  mit  (O  zusammen  o  -{-  ij^  cosO  für  die  gesamte  Winkelgeschwin- 
digkeit um  eine  im  Räume  feste  und  mit  der  augenblicklichen  Lage 
OC  zusammenfallende  Axe;  folglich  hat  der  Körper  die  drei  Winkel- 


(> 
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gesch windigkeiten  cd  4-  pcos6  um  OC,  psinO  am  OE  und  (I  um  die 
dritte  Axe  OD. 

Es  ist  daher  die  kinetische  Energie  gegeben  dnrch  die  GleichuDg: 

.  =  ,[c(»  +  l?.»»)'  +  .jQ'.,-,..  +  (f^)']]..,.„ 

Außer  dieser  Gleichung  könnten  wir  noch  eine  andere  hinschmbeo. 
die  besagt,  daß,  da  es  keine  Kräfte  gibt,  die  Momente  um  OZ  nodOC 
haben,  das  Moment  der  Bewegungsgröße  um  die  Senkrechte  koDstant 
bleiben  muß.  Zwei  von  den  Winkelgeschwindigkeiten  sind,  wie  wir 
eben  gesehen  haben ,  o  +  ^cosO  um  0  C  und  ^  sin  0  um  eine  Axe 
durch  0  senkrecht  zu  0 C  und  in  der  Ebene  ZOG*  Folglich  besteht 
das  Moment  der  Bewegungsgröße  des  Körpers  aus  C(cd  4~  i'co^^) 
um  OC  und  AifsinO  um  die  soeben  definierte  Axe.  Da  das  erstere 
konstant  ist,  haben  wir:  o  -\-  i'cosO  (die  Winkelgeschwindigkeit  um 
0  C)  gleich  dem  Anfangswert,  der  n  heißen  möge.  Ferner  erhält  man 
das  Moment  der  Bewegungsgröße  um  die  Senkrechte  OZ,  indem  man 
diese  beiden  Komponenten  auflöst;  es  ist  Apsin^O  -{-  CncosO,  Fdg- 
lieh  ist: 

A^sin^O  +  CncosU  =  H (42) 

at 

wo  H  eine  Konstante  ist 

Wenn  G  der  Schwerpunkt  ist,  OG  durch  /*  und  die  Masse  des 
Körpers  durch  m  bezeichnet  wird  und  die  potentielle  Energie  als  null 
angenommen  wird,  wenn  G  in  der  horizontalen  Ebene  durch  0  lie^^t, 
gilt  für  die  potentielle  Energie  der  Ausdruck  mghcosÜ,  Folglich  ver- 
vollständigen die  Beziehungen 

V  =  mghcosO,         U  +   V=  K,  (j  -/' 

wo  if  eine  Konstante  ist,  die  gewünschten  Gleichungen.    Durch  Gl  (41), 
(42),  (43)  wird  die  ganze  Bewegung  ausgedrückt. 

256.  Steigen  und  Sinken  des  Kreisels.  Man  kann  jetzt  ohne 
weiteres  einige  wichti«re  Schlüsse  ziehen.  Zunächst  wird  man  die  Werte 
von  ii  finden,  für  die  (/  =  0  ist,  d.  h.  die  Grenzen,  zwischen  denen  die 
Neigung  des  Kreisels  gegen  die  Senkrechte  liegt.  Gl.  (41)  kann  nach 
Gl.  (43)  in  der  Form 


(44) 


^(— j   +  M-Jj)  sin'd  +  Cn^  +  2m(jhcos0  =  2X    .    . 

geschrieben  werden.     Wenn  hieraus  W  nach  Gl.  (42)  eliminiert  wird, 
so  ergibt  sich: 
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Der  Kreisel  möge  zu  Anfang  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n 
um  OC  rotieren,  seine  Axe  sei  im  Winkel  ß  gegen  die  Senkrechte 
geneigt,  ^  und  0  seien  heide  null.  Der  Wert  Ton  H  ist  demnach 
Cncasß,  Der  Anfangswert  von  2  CT  ist  Cn^,  von  2  V  ist  er  2  mgh  cos  /3, 
so  daß  2  iC  =  Cn2  +  2  mgh  cos  ß  ist  Wenn  man  dann  in  Gl.  (45) 
0  =  0  und  diese  Werte  von  H  und  2  K  einsetzt,  so  erhält  man : 

(cos  0  —  cosß)  [2  mgh  Ä  (cos^  6  —  1)  —  C««^  (cos 6  —  cos  ß)]  =  0    (46) 

Dies  ist  eine  kuhische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  cos  0,  und 
oSenhar  ist  eine  Wurzel  davon  cos  0  =  cos  ß.  Für  die  heiden  anderen 
Wurzeln  giht  es  die  quadratische  Gleichung: 

2mghÄ(cos^0  —  1)  —  C^n^(cosO  —  cosß)==0.     .     .     (47) 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  ist  positiv  für  cos  0  =  cx) ,  negativ 
für  cosO  =  1  und  positiv  für  cosO  =  — 1.  Demnach  liegt  eine 
Wurzel  zwischen  od  und  1  und  eine  andere  zwischen  +  1  und  —  1 . 
Die  erste  Wurzel  ist  natürlich  unzulässig. 

Wenn  man  jetzt  Gl.  (47)  auflöst,  so  ergiht  sich,  wenn  man 

4mghA  , 

setzt: 

cosß  =  j[i+  ]■(!  —  2kcosß  +  k^)]. 

Die  Größe  unter  der  Quadratwurzel  ist  wesentlich  positiv,  da  cos  ß  <l 
ist.    Folglich  ist  die  zulässige  Wurzel: 


cos 


0  =  1  [l-  V(l  -  2A-cos/3  +  Ä'2)]    ....     (48) 


Also  liegt  die  Neigung  des  Kreisels  zur  Senkrechten  zwischen  den 
Grenzen 

o             .                    1  —  Vi  —  2kcosß  -H  k^ 
P        und       arccos ^ c — l_     , 

wofür  wir  a  setzen  wollen ,  und  schwankt  von  einem  Werte  zum  an- 
deren hin  und  her. 

Wenn  der  Kreisel  in  sehr  schneller  Botation  losgelassen  wird,  d.  h. 
wenn  n  sehr  groß  ist,  so  ergibt  sich  nach  Gl.  (48),  wenn  Glieder  bis 
ZQ  k^  berücksichtigt  werden : 

cosO  ^=  cosß  —  -^  sin^ß (49) 

Die  Grenzen  von  0  sind  also:  ß  und  arccos  (cosß  —  \k  sin^  ß), 

257.  Präzessionsbewegung  des  Kreisels.  Nach  Gl.  (44)  ist 
der  Wert  von  i^  am  größten,  wenn  0  =  0  ist,  es  sei  denn  Cn^  -j-  2  mgh 
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cosO  —  2K  =  0,  in  welchem  Falle  ^  null  ist.     Da  2  K  =  C»« 
4-  2fngh€0sß  ist,  so  lautet  diese  Gleichung: 

2mgh(cosO  —  cosß)  =  0 (50) 

so  daß  immer  i^  null  ist,  wenn  cosO  =  cosß  ist. 

Wenn  diese  Beziehung  nicht  erfüllt  ist,  ergibt  sich  aus  Ö  =  0: 


Fig.  140. 


dtlf\^  2fngh  cosß  —  cosO 


\dt) 


sin^O 


(51) 


und  aus  Gl.  (42)  ergibt  sich   für  V    ein  anderer 
Grenzwert  von  0: 


dtlf  _     mgh 
dt  Cn 


(52) 


Die  Projektion  der  Bahn  irgend  eines  Axeo- 
punktes,  etwa  des  Scheitels  oder  des  Schwerpunktes, 
auf  die  horizontale  Ebene  durch  0  ist,  wie  io 
Fig.  140,  eine  periodische  Kurve  zwischen  zw« 
Kreisen  um  0  als  Mittelpunkt,  die  den  beiden 
Grenzwerten  vonö  entsprechen.  Im  inneren  Kreiae 
ist  ^  =  0,  so  daß  dort  die  Kurve  Spitzen  hat;  im  äußeren  Kreise 
hat  V'  einen  Maximalwert  (das  Doppelte  des  stationären  Wertes. 
§  260),  während  Ö  =  0  ist,  so  daß  die  Kurve  den  Kreis  berührt 

258.  TeryoIIständigung  der  Lösung  des  Problems.  Die  Be- 
wegung kann  vollständig  ermittelt  und  die  Lage  der  Axe  für  irgend 
einen  Augenblick  folgendermaßen  gefunden  werden.  Da  2K^=Cn- 
-\-  2  mgh  cos  ß  ist,  ergibt  sich  für  (U.  (45) : 


Äsin^O 


dOV 


■m 


{cos'^ (i—\)  —  —-  -  {cos e  —  cos ß)     (53) 
2  A  mgh  J 

Wenn  cos  «,  cos  ß,  c  die  Wurzeln  (in  aufsteigender  Größenordnung) 
der  kubischen  Gl.  (46)  für  cosO  sind,  so  ist  a  der  größere  und  ß  der 
kleinere  von  den  beiden  Werten  von  0 ,  zwischen  denen  die  Neigung 
der  Axe  zur  Senkrechten  schwankt.  Folglich  wird,  wenn  man  1  für 
A/mh  schreibt,  aus  der  obigen  Gleichung: 

JsinU)(—j    =  2g (cos 6  —  cosa)  (cosO  —  cosß)  {cos 6  —  c)      (54) 


Setzt  man  nun 


so  erhält  man: 


cosU  =  cosoccos^ip  -4-  cosßsin^(p, 


COSO   —    COSOC  =:   {cosß 

cosO   —  cosß  =  {cosa 


cos  a)  sin-  9 
cos ß)  cos^  9 
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womit  die  Ungleichheit  ooO^ß  befriedigt  ist.     Snbstituiert  man  dies 
in  GL  (54),  so  verwandelt  es  die  Gleichung  in: 


wo  jetzt 


(^y=i>Ml  -Ä^siVqp). 


fea  = 


cosß  —  cosu         2 9(^  —  ^^*  ") 


-,     p'^  = 


c  —  cosa    '     *  21 

ist.     Folglich  hat  man  für  irgend  einen  Wert  von  <p,  der  einem  von 


emem  Augenblick,  in  dem  qp  gleich  null  oder  0 
Werte  von  t  entspricht: 


u  war,  gerechneten 


(55) 


Der  Wert  von  t  erweist  sich  also  als  ein  elliptisches  Integral  der  ersten 
Art.  Die  Werte  von  pt  (oder  K^  wie  es  gewöhnlich  geschrieben  wird) 
sind  für  eine  Abstufung  von  Werten  von  qp  in  den  Tabellen  elliptischer 
Funktionen  gegeben.  Somit  können  sowohl  pt  als  <p ,  tatsächlich  also 
korrespondierende  Werte  von  t  und  (U  gefunden  werden. 

Um  die  Lösung  zu  vervollständigen,  muß  man  zeigen,  wie  korre- 
spondierende Werte  von  t  und  ^  zu  erhalten  sind.  *Nach  Gl.  (42) 
erhält  man,  wenn  man  2/ für  Cn/Ä  schreibt: 

dt  _  ^.cosß 

Wenn  man  den  oben  für  0  festgestellten  Ausdruck  benutzt  und 
cos ß  —  cosa cosß  —  cos  u 

setzt,  so  ergibt  sich: 

d^  r  1 

Nun  ist  aber,  wie  wir  gesehen  haben: 

dtp 


—  cosß /l  +  cosß        1  —  cosß\ 

~cös^  Ö  ~'^  Vl"4-  cos  0  ~  V-^'cos'e) ' 


1  —  cosa 


—  —  ttt^ 


(1    +    »!,) 


1  +  »ij  sin^ 


d  <«) 


pdt  =  —- 


so  daß  wir  schließlich  erhalten: 
(1  +  m,) 

0' 


pi>  =  f 


—  (1    +  Wj) 


I 


Vi  —  k^sm^q)' 


dq> 


+  misin^  9)  Vi  ~  k^sin^q) 


dtp 


(1  +  iwa  sm2  9)  Vi  —  k'-sm^  q> 


(57) 
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eine  Formel,  die  ^  in  Gliedern  ellipÜBcher  Integrale  der  dritten  Art 
ausspricht.  Wie  vorher  können  auch  hier  Werte  von  if  und  9  für 
Jeden  aktuellen  Fall  in  den  Tabellen  nachgesehen  werden.  (Wegen 
weiterer  Informationen  über  diese  Frage  muß  auf  die  Lehrbücher  der 
Elliptischen  Funktionen  verwiesen  werden.) 

259.  Bewegimgsgleichungen  des  Kreisels.  Die  soeben  ge- 
gebene Darlegung  enthält  die  wichtigsten  Tatsachen,  die  die  Geisel- 
bewegung  angehen.  Der  Gegenstand  ist  von  großem  physikalischem 
Interesse  wegen  der  genauen  Analogie  zwischen  dieser  Bewegung  und 
dem  elastischen  Verhalten  eines  dünnen  runden  Drahtes  von  einer  in 
allen  Richtungen  gleichen  Biegsamkeit  (15.  Kapitel)  und  auch  wegen 
seiner  Anwendung  auf  die  wichtige  und  schwierige  Frage  von  der 
Stabilität  der  Bewegung.  Es  ist  von  jeher  sehr  aufgefallen,  daß  ein 
Kreisel  oder  ein  Gyrostat  (der  nichts  weiter  ist,  als  ein  Kreisel,  der  auf 
Lagern  läuft,  die  an  einem  ihn  einschließenden  Behältnis  angebracht 
sind)  in  Rotation  stabil  ist  in  einer  Lage,  in  der  er  ohne  Drehung 
gänzlich  unstabil  sein  würde.  Es  ist  dasselbe  Phänomen ,  das  sich  in 
der  Erhaltung  der  Richtung  der  Erdaxe  und  derAxe  einer  Flintenkngel 
darbietet.  Mit  Rücksicht  auf  die  Wichtigkeit  dieser  Seite  der  Frage 
fügen  wir  eine  kurze  Skizzierung  der  Untersuchung^methoden  der 
Stabilität  der  stationären  Kreiselbewegung  bei,  d.  h.  derjenigen  Be- 
wegung, bei  welcher  0  und  ^  konstant  sind. 

Zunächst  aber  wollen  wir  die  Lagrangesche  Methode  erläutern, 
indem  wir  sie  zur  Auffindung  der  Gleichungen  der  Kreiselbewegung 
anwenden,  obgleich  diese,  wie  der  Leser  sich  überzeugen  kann,  leicht 
auf  anderen  Wegen  zu  erhalten  sind.  Nähere  Belehrung  über  die  sta- 
tionäre Bewegung  und  die  kleinen  Schwankungen  um  diesen  Zustand 
ist  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  leicht  zu  erbringen. 

Als  unabhängige  Koordinaten  mögen  0,  ^  und  der  der  Geschwindig- 
keit (O  entsprechende  Winkel  gewählt  werden.  Indessen  geht  nur  die 
Geschwindigkeit  o,  nicht  die  Koordinaten,  in  den  Ausdruck  für  die 
kinetische  Energie  ein.     Wir  haben  also: 

d_  du  __p    (m 

dUcii  '"^  dt^' 
4—-  1 
ci 

d   du         A  d   /dtp   .  ^.\.^d  U      ,  dt       ,\       J      ö^'-n 

d   du        d    /      ^    dt       ,\        dV  ^    .    _ 
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Daher  lauten  die  Bewegungsglelcbangen : 

^r^^  ««»Ö  +  cfa  +  ^  cosö)co«ö]  =  0  \  (58) 

Die  letzte  Gleichnng  zeigt,  daß  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers 

um^OC,  also  g_4-j^  cos  0^  dem  .Anfangs wert,  n, gleich  bleibt     Durch    ^  "  ;        V 

diese  selbe  Gleichung  wird  die  zweite  nach  der  Integration  verwandelt  in:    ^^^  ^v,    f^^/^'  ^ 

A'I^sin^e  +  CncosO  =  H.  Uu^  ^  "  tf' 

dt  /     . 

Dieses  sind  die  schon  in  §  254  in  Bezug  auf  die  Erhaltung  des  Moments 
der  Bewegongsgröße  gefundenen  Resultate. 

260.  Stationäre  Kreiselbewegung.  Nach  Gl.  (42)  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Wert  Cn  cos  ß  von  H  i%t  Äp  sin^ 0  =  Cn  {cos  ß  —  cos 6), 
und,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  n  sehr  groß  wird,  schwankt  cos  0, 
wie  aus  GL  (49)  ersichtlich  ist,  zwischen  den  Grenzen 

cos  ß        und         cosß ^^~ — ^ , 

80  daß  die  beiden  Werte  von  0  sehr  annähernd  gleich  sind.  Demnach 
ist  der  äußerste  Wert,  den  Apsin^O  haben  kann: 

2  mgh  A  sin  ^ß 

so  daß,  wenn  n  sehr  groß  ist,  p  sehr  klein  sein  muß.  Die  erste  der 
Bewegungsgleichungen  (58)  kann  in  der  Form 

geschrieben  werden.  Ist  die  Bewegung  stationär,  so  ist  0  konstant, 
und  folglich  0  =  0.  So  erhält  man  die  Gleichung  der  stationären 
Bewegung: 

r^^l  ^  cosO  —  Cn\  ^  +  mgh\  sind  =  0     .     .     (59) 

Sie  ist  erfüllt,  wenn  entweder  sin  6  =■  0  oder 

A{^ycosO-Cn'^  +  n,gk  =  0 

wird.  Der  erste  dieser  Fälle  ergibt  0  =  0  oder  0  =  ä,  d.  h.  der 
Schwerpunkt  liegt  entweder  senkrecht  über  oder  senkrecht  unter   0. 

Gray,  Physik.    I.  18 
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Wenn  aber  cosß  endlich  ist,  so  führt  dies  su  einem  nnendlicben  Werte 
von  p  and  ist  an^ereinbar  mit  der  Tatsache ,  daß  0  zwischen  den  ^- 
nannten  engen  Grenzen  liegen  mal2. 

Die  zweite  Beziehung  ergibt  an n&hernngs weise,  da  ^  klein  ist: 

d^a^fngh g^j 

dt  Cn  ^    ' 

für  die  Winkelgeschwindigkeit  der  station&ren  Präzessionsbewegong; 
wie  man  sieht,  ist  dies  die  Hälfte  des  aus  Gl.  (52)  oben  sich  ergebenden 
Maximalwertes.  Wenn  man  die  Gleichung  auflöst,  indem  man  6i  für 
den  konstanten  Wert  von  0  einsetzt,  so  erhält  man: 


dtlf  Cn 


i.('±i''-w'-^ -«■)"" 


dt        2Äco$ei 

Die  Werte  von  p  müssen  reell  sein,  und  folglich  muß  sich,  wenn 
h  cos  Ol  positiv  ist,  d.  h.  wenn  der  Schwerpunkt  über  dem  NiTesu  des 
Punktes  0  liegt,  ergeben: 

a  ^>.  4  ÄmghcosOi 
^   >  C«  ' 

damit  die  stationäre  Bewegung  möglich  wird.  Wird  der  Kreisel  mit 
sehr  großem  n  und  mit  ^,  0  beiden  gleich  null,  losgelassen,  so  muß,  d& 
p  klein  bleibt,  das  Minuszeichen  vor  dem  Wurzelzeichen  in  Gl.  (61) 
gelten.     Als  erste  Annäherung  an  p  erhält  man  hieraus: 

dt mgh 

dt  ~  'Cn 
wie  vorher. 

Eine  zweite  Annäherung  ist: 

dp        mgh  /  Ämgh        ^  \  ..,^. 

Der  Fall  der  anderen  Wurzel  der  GL  (61)  erfordert  eine  besondere 
Untersuchung,  auf  die  wir  hier  indessen  nicht  eingehen  wollen. 

261.    Kleine  Schwankungen  um  stationäre  Bewegung«    ^^ 

kleinen  Schwankungen  um  eine  stationäre  Bewegung  können  unter- 
sucht werden,  indem  man  p  =  p^  -{-  p'  und  6  =  Öi  +  ö'  setzt,  wo 
^1,  dl  stationäre  Werte  bezeichnen,  um  die  herum  die  Bewegung 
schwankt,  und  p\  0'  kleine  variable  Größen  sind,  deren  zweite  und 
höhere  Potenzen  vernachlässigt  werden  können;  setzt  man  diese  in  die 
Gleichungen  der  Bewegungsgröße  und  in  die  Gl.  (58)  für  6  ein,  «nd 
ist  die  Bedingung  der  stationären  Bewegung  erfüllt: 


^  mgh      ,     j  dp 

\dt) 


dt 
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so  erhält  man  zwei  Bimnltane  Gleichungen,  die  uns  (mit  angenommenen 
Werten 

fstn  [—-  +  öj,  g  «'*H -^  +  ^  ) 

för  ^1,  dl)  befähigen ,  die  Schwankungsperiode  r  zu  berechnen  ^).     Es 
ergibt  sich: 


2nA 


dt 


yA^(^y  -  2wghÄ(^f  cos  Ol  +  m^g^h^ 


(63) 


Fig.  141. 


262.  Stabilität  der  Bewegung.     Terhalten  des  Gyrostaten. 

Der  hier  erläuterte  Vorgang  ist  äußerst  wichtig,  da  es  derjenige  ist, 
welcher  häufig  angewandt  wird,  um 
kleine  Störungen  eines  Zustandes 
stationärer  oder  regelmäßiger  Be- 
wegung zu  erforschen.  Auch  ist  er 
derart,  daß  man  durch  ihn  die 
Stabilität  einer  gegebenen  Bewegung 
prüfen  kann,  d.  h.  daß  durch  ihn 
die  Frage  beantwortet  werden  kann, 
ob,  wenn  die  Bewegungen  unbedeu- 
tend gestört  werden,  das  System 
kleine  Schwankungen  um  diesen 
Bewegungszustand  ausführen  oder 
sich  mehr  und  mehr  von  ihm  ent- 
fernen wird.  Ein  verwickeltes  Bei- 
spiel dafür  ist  die  in  §  184  er- 
wähnte   Frage    der    Stabilität    des 

Sonnensystems.  Ein  sehr  einfaches  Beispiel  anderseits  ist  die  Be- 
wegung eines  Teilchens  längs  der  untersten  erzeugenden  Linie  innerhalb 
einer  geneigten  geraden  zylindrischen  Röhre  oder  längs  der  obersten 
erzeugenden  Linie  außerhalb ;  im  ersten  Falle  ist  die  Bewegung  offenbar 
stabil  —  eine  kleine  seitliche  Störung  wird  das  Teilchen  nur  veran- 
lassen, seinen  Lauf  zu  verfolgen,  indem  es  kleine  Schwankungen  um 
die  erzeugende  Linie  ausführt;  im  letzteren  Falle  würde  eine  solche 
Störung  das  Teilchen  veranlassen,  dauernd  die  erzeugende  Linie  und 
schließlich  die  Röhre  zu  verlassen. 

Die  obige  Untersuchung  genügt,  die  meisten  der  interessanten 
Erscheinungen  zu  erklären,  die  ein  Kreisel  darbietet,  der  aus  einem  auf 
Lagern,  die  an  dem  ihn  umgebenden  Rahmen  oder  Gehäuse  befestigt 
sind,  laufenden  massiven  Schwungrad  besteht.       Ein   solcher  Kreisel 


*)  Näheres  z.  B.  in  Rouths  Dynamik,  Leipzig  1898. 
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heißt  ein  Gyrostat;  in  einer  Form  ist  er  ein  wohlbekanntes  Spielzeug, 
in  einer  anderen  ein  Instrument,  das  geeignet  ist,  einige  der  geheimnis- 
Yolisten  physikalischen  Erscheinungen  zu  erklären ;  die  letztere  Form  ist 
wiedergegeben  in  der  Fig.  1 4 1  (a.  v.  S),  die  einen  mit  einer  feinen  Kante 


Fig.  142. 


auf  einer  Glasplatte  stehenden  Gyrostaten  zeigt. 
Das  Gehäuse  erscheint  in  der  Zeichnung  auf- 
geschnitten, um  das  Schwungrad  freizulegen,  das 
auf  einer  Spindel  angebracht  ist,  die  in  den  am 
Gehäuse  angebrachten  Lagern  liegt  Von  dem 
Schwungrad  ist  ein  Durchschnitt  gegeben,  am 
die  Konstruktion  anzuzeigen.  Wie  der  Darch- 
schnitt  zeigt,  besteht  das  Schwungrad  aus  einer 
dünnen  Scheibe  mit  massivem  Rande.  Fig.  142 
illustriert  einen  einfachen  Fall:  Der  Gyrostat 
hängt  an  einem  Faden  von  einem  Punkte  des 
Gehäuses  herab  in  der  Ebene  des  Schwungrades, 
derart ,  daß  der  Schwerpunkt  unier  dem  Auf- 
hängepunkte liegt.  Ein  Gewicht  hängt  an 
einem  Faden  yon  dem  einen  Axenende  berab 
und  erzeugt  dadurch  ein  Moment  um  eine 
horizontale  Axe  in  der  Ebene  des  Schwungrades, 
das  als  um  die  Axe  der  Figur  schnell  rotierend 
angenommen  wird.  Der  Gyrostat  neigt  sich 
nicht  merklich,  sondern  ändert  sein  Azimut  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  tp  in  nahezu  stationärer  Bewegung,  aller- 
dings mit  Superposition  von  Schwankungen  von  der  Periode 


2nA 


dt 


)/-  {"£)' 


(64) 


+  m^g^h^ 


wo  m  die  am  Axenende  aufgehängte  Masse  und  h  ihre  Entfernung  ton 
der  Linie  des  Fadens  ist.  Ä  ist  selbstverständlich  das  Trägheitsmoment 
des  Gyrostaten  (einschließlich  Rad  und  Gehäuse,  zusammen  als  ein 
starrer  Köper  gedacht)  um  einen  Durchmesser  des  Schwungrades.  Der 
Wert  von  %*  ist  mgh/Cn  (wo  C  sich  auf  das  Rad  bezieht  und  m  die 
Masse  des  ganzen  Instrumentes  ist),  so  daß  sich  bei  sehr  großem  n  der 
Ausdruck 


Cn 


(65) 


ergibt.  Er  würde  auch  die  Formel  für  die  Oszillationszeit  eines  schnell 
rotierenden  Gyrostaten  oder  Kreisels  sein ,  dessen  Axe  horizontal  liegt 
und  der  an  einem  Axenende  gebalten  wird,  wie  in  Fig.  144.  Das  die 
Präzession  erzeugende  Kräftepaar  würde,  wie  bei  der  obigen  Erörterung» 
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Yom  Gewichte  des  Kreisels  herrühren.  Die  vollständige  Theorie  des 
Gyrostaten  enthält  Glieder,  die  von  der  Bewegung  des  Gehäuses  ah- 
hängen,  das  sich  nicht  mit  dem  Schwungrade  dreht;  doch  sind  diese 
hier  vernachlässigt.  £s  dürfte  keine  große  Schwierigkeit  f  Qr  den  Leser 
sein,  die  obigen  Gleichungen  derart  zu  modifizieren,  daß  die  Trägheit 
des  Gehäuses  mit  in  die  Rechnung  eingeht 

Wird  die  Präzession  anderweitig  durch  ein  angreifendes  Kräftepaar 
erzeugt,  so  gilt  für  das  Moment  dieses  Kräftepaares  die  Formel : 

L=  Cn-^ (66) 

wo,  wie  man  sich  erinnern  muß,  p  die  Präzession swinkelgesch windig- 
keit um  eine  Axe  ist,  die  gleichzeitig  zur  Ereiselaxe  und  zur  Axe  des 
Kräftepaares  senkrecht  ist. 

Im  allgemeineren  Falle  eines  Winkels  0  zwischen  Kreisel-  und 
Präzessionsaxe  (während  die  Kraft epaaraxe  nach  wie  vor  auf  der  Ebene 
jener  senkrecht  ist)  ist  die  obige  Formel  durch  die  kompliziertere,  leicht 
zu  erweisende 


zu  ersetzen. 


L  =  Cn^sinO  —  A  (j^J cosO 


Allgemeine  Erklärung  der  Präzessionebewegung  0-  ^^i* 
Ursprung  der  Präzeseionsbewegung  kann  allgemein  für  den  in  Fig.  142 
reranschatdichten  Fall  aus  folgenden  Erwägungen  klar  gemacht  werden. 
Ein  von  dem  Gewichte  herrührendes  Kräftepaar  erzeugt  fortwährend 
ein  Moment  der  Bewegungsgröße  um  eine  horizontale  Axe  senkrecht 
zur  Rotationsaxe  einfach  dadurch,  daß  es  die  Rotationsaxe  im  Azimut 
herumdreht.  In  der  Zeit  dt  wird  die  Rotationsaxe  aus  irgend  einer 
gegebenen  Lage  um  einen  Winkel  ^fdt  herumgedreht,  und  infolgedessen 
entsteht  ein  Moment  der  Bewegungsgröße  Cn  shi(ip  dt),  d.  h.  Cnpdt 
um  eine  horizontale  Axe  senkrecht  zu  jener  Lage.  Dieses  ist  gleich 
mit  Ldt,  so  daß 

wird. 

Um  die  Entstehung  der  Aziroutdrehung  zu  veranschaulichen,  denken 
wir  uns  eine  vertikale  Ebene ,  die  die  Rotationsaxe  des  Gyrostaten  aus 
^\  142  enthält     Diese  teilt  das  Fingrad  in  zwei  Hälften.     In  einer 


*)  Den  folgenden  Exkurs  (bis  8.  282)  war  der  Verf.  so  freundlich,   für 
^ie  deutsche  Ausgabe  neu  einzufügen. 
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Hälfte,  der  linken,  haben  alle  Teilchen  mehr  oder  weniger  eine  ab- 
steigende, in  der  anderen  entsprechend  eine  aufsteigende  Bewegung« 
Nun  erinnern  wir  uns  des  Kräftepaares  L  als  der  Ursache  eines  Moments 
der  Bewegungsgröße  um  eine  horizontale  Axe  durch  das  Zentrum  in 
der  Ebene  des  Flugrades,  Ein  Teilchen,  das  eben  etwa  den  obersten 
Punkt  des  Flugrades  überschritten  und  den  Abstieg  nach  der  horizon- 
talen Linie  zu  begonnen  hätte,  hat  in  dem  vorhergehenden  Zeitranme 
eine  Hechts  -  Linksbewegung  angenommen  infolge  der  Entstehung 
des  Moments  der  Bewegungsgröße  um  jene  Linie,  die  in  diesem  Zeit- 
element stattgefunden  hat.  Mit  Abnahme  der  Entfernung  Ton  der 
horizontalen  Linie  strebt  das  Teilchen  (abgesehen  von  etwa  entstehen- 
dem Zuwachs  an  Bewegungsgröße),  die  einmal  erlangte  Bewegungsgröße 
beizubehalten,  und  strebt  daher,  sich  schneller  von  rechts  nach  links 
zu  bewegen.  Ebenso  wird  ein  Teilchen  unter  der  horizontalen  Linie, 
das  sich  von  ihr  weg  bewegt  und  infolgedessen  in  jedem  Zeitelement 
eine  Bewegungsgröße  von  links  nach  rechts  erteilt  bekommt,  bestrebt 
sein,  sich  mit  wachsender  Entfernung  im  nächsten  Zeitelement  lang- 
samer Ton  links  nach  rechts  zu  bewegen.  Folglich  besteht  in  jedem 
Augenblicke  ein  Bestreben  des  Teils,  der  zurzeit  die  linke  Seite  des 
Rades  ausmacht,  sich  von  rechts  nach  links  zu  bewegen,  und  ebenso 
kann  gezeigt  werden,  daß  die  andere  Seite  das  Streben  hat,  sich  ton 
links  nach  rechts  zu  bewegen.  Auf  diese  Weise  dreht  sich  das  Rad 
um  die  vertikale  Linie. 

Erläuterungen  der  gyrostatischen  Wirkung.     Stabilität 
und  Instabilität.     Die  hier  abgebildete  Form  des  Qyrostaten  bietet 

Fig.  143. 


viele  bedeutsame  und  interessante  Beispiele  der  durch  die  Rotation 
einem  Körper  verliehenen  Eigenschaften.  Der  folgende  einfache  Fall 
ist  von  besonderem  Interesse  zur  Auseinandersetsung  von  Stabilität 
und  Instabilität  Ein  Gyrostat  wird,  wie  in  Fig.  143 ,  an  zwei  Zapfen 
a,  a  gehalten,  die  in  einer  Linie  an  entgegengesetzten  Enden  eines 
Durchmessers  der  kreisförmigen,  vorragenden,  die  Mitte  des  Gehäuses 
umgebenden  Kante  liegen.    Diese  Zapfen  ruhen  auf  einem  horisontalen 
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Rahmen,  derart,  daß  sie  eine  horizontale  Axe  bilden,  um  die  der  Gyrostat 
sich  drehen  kann.  Gleichviel  nun,  ob  der  Schwerpunkt  der  unter- 
stützten Masse  über  oder  unter  dieser  horizontalen  Axe  liegt,  es  findet 
Gleichgewicht  statt,  wenn  die  Axe  vertikal  steht,  und  dieses  Gleich- 
gewicht ist  im  letzteren  Falle  stabil  und  ist  es  sogar  auch  im  ersteren, 
wenn  das  Flugrad  sich  schnell  dreht  und,  sobald  die  Axe  yon  der 
Vertikalen  abweicht,  Präzessionsbewegung  zugelassen  wird. 

Wenn  jedoch  der  Schwerpunkt  nahezu  in  die  horizontale  Verbin- 
dangslinie  der  Zapfen  fällt,  so  daß  die  Gravitationsstabilität  nur  einen 
kleinen  positiven  oder  negativen  Wert  hat,  und  die  tragende  Axe  a,  a 
im  Azimut  herumgedreht  wird,  so  ist  die  vertikale  Lage  der  Rotations- 
axe  stabil  oder  unstabil,  je  nachdem  die  Richtung  der  Azimutbewegung 
mit  oder  gegen  die  Richtung  der  Rotationsbewegung  geht.  Wenn  man 
also  den  Rahmen  so  wie  in  der  Figur  hält  und  ihn  in  der  durch  den 
Pfeil  auf  dem  Kreisel  angedeuteten  Richtung  —  der  Rotationsrich- 
tnng  —  dreht,  so  bleibt  der  Gyrostat  in  Ruhe;  kehrt  man  aber  die 
Bewegungsrichtung  um,  so  dreht  sich  das  Gehäuse  in  den  Zapfen  und 
der  Gyrostat  kehrt  sich  um ,  so  daß  die  Bewegungsrichtung  mit  der 
Richtung  der  Azimutbewegung  in  Einklang  kommt  Dann  bringt  eine 
weitere  Drehung  in  derselben  Richtung  im  Azimut  keine  Wirkung  her- 
vor; wird  aber  die  Richtung  der  Azimutbewegung  umgekehrt,  so  kehrt 
sich  der  Gyrostat  wieder  um  u.  s.  f. 

Die  Theorie  hiervon  ist  leicht  aus  der  ersten  der  Gl.  (58)  zu  er- 
halten. Hier  ist  0  die  Neigung  der  Rotationsaxe  gegen  die  Vertikale, 
n  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Flugrades,  ^  die  (konstante  und 
kleine)  Winkelgeschwindigkeit  der  Azimutbewegung.  Auch  ist  durch 
Superposition  h  sehr  klein.  Folglich  kann,  wenn  das  Glied  in  ^'  ver- 
nachlässigt und  6  für  sind  gesetzt  wird,  die  Bewegungsgleichnng  in 
der  Form 

geschrieben  werden ,  wo  Ä  und  C  wieder  die  vorhin  erläuterte  Bedeu- 
tang  haben. 

Die  Lösung  dieser  Gleichung  stellt  eine  Schwingungsbewegung  um 
&  vertikale  Lage  oder  nicht  schwingende  Entfernung  aus  jener  Lage 
dar,  ]e  nachdem  np  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  die 
Asimntbewegung  mit  der  Rotation  oder  gegen  sie  gerichtet  ist.  Im 
ersteren  Falle  herrscht  Stabilität,  im  letzteren  Instabilität  des  Gyrostaten 
in  der  vertikalen  Lage. 

Im  Falle  der  Stabilität  ist  die  Pet'iode  einer  kleinen  Schwingung 
einfach : 


2n 


t'k 
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Beispiele  gyrostatischer  Wirkung.  Barogyroskop  Ton 
Gilbert.  Die  eben  beschriebene  Anordnung  des  Gyrostaten  ist  dem 
▼on  Gilbert  (C.  R.  94,  1882,  p.  199)  zur  Demonstration  der  Erdrota- 
tion angegebenen  und  von  ihm  Barogyroskop  genannten  Apparate 
sehr  ähnlich.  Doch  wird  bei  diesem  der  Schwerpunkt  der  lastenden 
Masse  mit  Hilfe  eines  kleinen  Gleitgewichtes  unter  die  horisontale  Axe 
gebracht,  und  die  Zapfen  a,  a  sind  genau  konstruierte  Schneiden,  die 
auf  harten  glatten  Platten  aufliegen.  Zur  Diskussion  der  Theorie  dieses 
Instrumentes  kann  Gl.  (66)  herangezogen  werden. 

Zuerst  sei  die  horizontale  Axe  ostwestlich  gerichtet  und  die  Rota- 
tionsaxe  um  einen  Winkel  6  gegen  die  Vertikale  geneigt  und  so,  daß 

das  obere  Ende  dieser  Axe  nach  Norden 
geneigt  ist ,  wie  im  Punkte  P  in  der  Zeich- 
nung. Wenn  dann  A  die  Breite  des  Ortes 
bezeichnet,  können  wir  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  Erde,  i2,  auf  zwei  Komponenten 
zurückführen ,  eine  52  sin  (A  -j-  ^0  ^^  ^>^ 
Rotationsaxe ,  die  andere  Sl  cos  (k  -{-  0)  rm 
eine  senkrecht  zur  Rotationsaxe,  im  Meridian 
nach  Norden  gezogene  Axe  PQ.  Wenn  man 
die  Richtung  der  Winkelgeschwindigkeit  Ton 
oben  gesehen  als  gegen  den  Uhrseiger,  d.  b. 
n  und  52  als  in  derselben  Richtung,  annimmt, 
so  ergibt  die  Komponente  i2  cos  (A  -|-  0)  eine  stetige  Präzessionswinkel- 
geschwindigkeit des  Gyrostaten,  die,  wenn  Gleichgewicht  vorhanden 
ist,  als  von  dem  Kräftepaar  tngh  sin  0  geliefert  angesehen  werden  kann, 
wo  m  die  Masse  des  Gyrostaten  (Flugrad  und  Gehäuse)  und  h  den  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  von  der  horizontalen  Axe  bezeichnet.  Folg- 
lich ist  nach  (iL  (66),  wenn  man  Slcos  (A  -|-  0)  für  ^  setzt,  ebne 
weiteres 

CnSlcos(k  +  0)  =  mghsinO 
und  daher 

...  CnSlcosk  ,  , 

CnSlsmA,  +  mgh 

Ist  n  entgegengesetzt  gerichtet,  so  ist  das  obere  Ende  der  Axe 
südwärts  geneigt,  und  die  Neigung  wird  durch  den  Ausdruck 

.    .,  CnSlcosk  ^. 

^9(i  =  -Fi~iT^-i 1 ^^ 

CnSlsinA.  —  mgh 

gegeben  sein.    Es  ist  also  in  diesem  Falle  die  Abweichung  6  der  Rota- 
tionsaxe von  der  Vertikalen  größer  als  im  anderen. 

Auch  der  allgemeinere  Fall,  in  dem  die  horizontale  Axe  <h  <>  ^^^^^ 
Winkel  q)  mit  der  ostwestlich  gerichteten  horizontalen  Linie,  and  die 
Rotationsaxe,  wie  zuvor,  einen  Winkel  ö  mit  der  Vertikalen  bildet,  i«t 
leicht  zu  behandeln.     Zunächst  ist  zu  bemerken,  daß  die  Rotationsaxe 
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nicht  länger  im  Meridian  liegt  Dagegen  sind  die  Komponenten  von 
i2  um  die  Vertikale  und  um  die  Horizontale  im  Meridian  Sisink 
bezw.  Sl  cos  X.  Die  letztere  hat  eine  Komponente  Sl  cos  k  cos  <p  um 
eine  horizontale  Axe  nach  Norden,  senkrecht  zu  a,  a.  Die  Komponente 
dieser  nun  um  eine  Axe  senkrecht  zur  Rotationsaxe  und  zur  horizon- 
talen Axe  und  nach  Norden  ist  £i  cos  k  cos  <p  cos  0,  Die  Komponente 
Hsink  der  Erdrotation  hat  eine  Komponente  — Sl  sink  sin  0  um  die 
soeben  bezeichnete  Axe.  Folglich  ist,  unter  der  Annahme,  daß  n  und 
i2  in  der  gleichen  Richtung  stattfinden,  die  von  dem  Kräftepaar  wgh  sin  0 
herrührende  stetige  Präzessionswinkelgeschwindigkeit  in  diesem  Falle 
Sl  (cos  k  cos  q>  cos  0  —  sink  sind),  und  es  ergibt  sich: 

Gn  Sl  (cos  kcosq>cosd  —  sink  sin  Ü)  =  mgh  sin  fi 
oder 

^ CnSlcoskcosq>  , 

'^^—  Ci^Ä^nÄ+m^i ^""^ 

Wie  zuTor  wird,  wenn  die  Rotationen  n  und  Sl  entgegengesetzt  sind, 
das  obere  Ende  der  Rotationsaxe  nach  Süden  gedreht  werden,  und  der 
Nenner  des  Ausdruckes  für  tgO  wird  alsdann  Cnüsink  —  mgh  sein. 
Es  wird  von  Gilbert  angegeben,  daß  er  mit  einem  exakt  kon- 
struierten Apparate  dieser  Art  gute  experimentelle  Ergebnisse  erzielte. 
GL  (b)  ist  yon  ihm  (a.  a.  0.),  aber  ohne  Beweis,  aufgestellt  worden. 

Beispiele  gyrostatischer  Wirkung.  Virtuelle  Zunahme 
des  Trägheitsmoments  eines  Torsionspendels.  Das  folgende, 
▼OD  Lord  Kelvin  (B.  A.  Report  1883)  gefundene  Ergebnis  ist  gleich- 
falls Ton  großem  Interesse  in  seinen  Folgerungen  für  mögliche  kinetische 
Erklärungen  der  Trägheitseigenschaften  der  Materie.  Ein  Gyrostat 
bat  den  Schwerpunkt  von  Flugrad  und  Gehäuse  (das  als  symmetrisch 
auf  beiden  Seiten  des  Flugrades  angenommen  wird)  im  Zentrum  des 
Flngrades.  Dann  wird  dem  Flugrade  eine  rasche  Drehung  erteilt,  und 
darauf  wird  der  Gyrostat  an  einem  Punkte  des  Gehäuses  in  der  Ebene 
des  Flugrades  am  unteren  Ende  eines  langen  vertikalen  Stahldrahtes 
aufgehängt,  so  daß  die  Rotationsaxe  —  wenigstens  sehr  annähernd  — 
horizontal  liegt.  Wird  der  Gyrostat  im  Azimut  herumgedreht,  so  daß 
der  Draht  eine  DriUung  erfährt ,  und  dann  sich  selbst  überlassen ,  so 
schwingt  er  im  Azimut  um  die  Vertikale  infolge  der  Torsionselastizität 
des  Drahtes,  und  diese  Schwingungen  sind  yiel  langsamer  als  diejenigen, 
welche  dasselbe  System  ausftLhren  würden,  wenn  das  Flugrad  keine 
eigene  Rotation  hätte.  Das  Trägheitsmoment  des  Gyrostat en  um  die 
vertikale  Axe  um  sein  Zentrum  wird  durch  die  rasche  Rotation  des 
Flugrades  virtuell  enorm  gesteigert 

Die  Theorie  ist  annähernd  kurz  die  folgende.  Infolge  der  Richtungs- 
Änderung  der  Rotationsaxe  bei  der  Drehung  im  Azimut  neigt  sich  diese 
Axe  in  einem  kleinen  Winkel  0  gegen  die  Horizontale,  und  der  Schwer- 
punkt weicht  von  der  Vertikalen  durch  den  Aufhängepunkt  des  Gyrostaten 
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80  weit  ab,  daß  ein  Kräftepaar  ins  Spiel  kommt,  das  bestrebt  ist,  den 
Zuwachsgrad  der  Erzeugung  des  Moments  der  Bewegnngsgröße  auf- 
zuheben ,  welches  die  Bewegung  im  Azimut  um  eine  horizontale  Axe 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  hervorruft.  Dieses  Eräftepaar  ist  mit  6 
proportional,  da  6  klein  ist,  und  kann  mit  /t0  bezeichnet  werden. 
Folglich  erhält  man  nach  Gl.  (66),  wenn  man  q>  als  WinkeUblenkruig 
im  Azimut  setzt: 

Cw^==/t0 (c) 

Wegen  der  Neigung  0  der  Rotationsaxe  gegen  die  Horizontale  aber 
liefert  die  Rotation  des  Gyrostaten  eine  Komponente  des  Moments  der 
Bewegungsgröße  CnO  um  die  Vertikale,  die  sich  daher  im  Verhältnis 
CnO  ändert.  Der  gesamte  Zuwachsgrad  von  Erzeugung  des  Moments 
der  Bewegungsgroße  um  die  Vertikale  ist  daher  C^  -\-  CnO,  iin<i  ^^ 
muß  dem  durch  den  Draht  erteilten  Torsionskräftepaar  gleich  sein, 
nämlich  —  r  9,  wo  r  die  Torsionsgeschwindigkeit  des  Drahtes  (a.  { 
ist.     Somit  ist 

(d) 
rtt*  at 

Nun  ist  aber  nach  Gl. 


+ 

'=4 

=  — 

vq> 

1.  (c) 

dft 

=  Cn 

dt 

^    ' 

(<-■ + ^') 


2 


"t 


so  daß  die  soeben  hingeschriebene  Bewegangsgleichung  die  Form 

C2«'\  d'q)    ,                „  ,, 

d<r  +  ^-P  =  0 ^'' 

annimmt.  Das  Trägheitsmoment  wird  also  virtuell  von  C  auf  C  +  C*«*f 
gesteigert,  und  die  Schwingungsperiode  wird  durch  die  Rotation  von 
2  n  feit  auf 

verlängert. 

Es  folgt  aus  Gl.  (c),  daß,  wenn 

g?  =  asinfjpt  —  a) 

ist,  auch 

^        Cnpa         .    .  . 

0  = ^—  co^i^i  —  a) 

ist,  so  daß  der  Wert  vond  sich  nach  dem  einfach  harmonischen  Gesetze 
in  derselben  Periode  wie  der  von  qp  ändert,  aber  mit  einer  Phasenver- 
schiebung von  jr/2. 
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263.  Die  Erde  als  Kreisel.  Präzession.  Die  Theorie  des  Krei- 
sels ist  darum  so  besonders  interessant,  weil  die  Elrde  tatsächlich  ein 
Riesenkreisel  ist  mit  einer  Präzessionsbewegung ,  die  den  Anziehungs- 
kräften von  Sonne  und  Mond  (welche  keine  genau  durch  den  Schwer- 
punkt der  Erde  hindurchgehenden  Resultanten  haben)  und  in  sehr 
geringem  Grade  der  Wirkung  der  Planeten  zuzuschreiben  ist. 

Die  Erde  kreiselt  in  der  Periode  eines  Sonnentages  um  eine  in* 
einem  Winkel  von  66^  32'  48"  zur  Ebene  der  Ekliptik  geneigte  Axe; 
die  Ebene  des  Äquators  ist  zu  der  der  Ekliptik  in  einem  Winkel  yon 
23^  27'  12"  geneigt.  Die  Anziehung  der  Sonne  übt  nun  ein  Kräfte- 
paar aus,  das  die  Tendenz  hat,  die  Äquatorebene  mit  der  Ekliptik  zur 
Deckung  zu  bringen,  gerade  wie  die  Schwere  die  Tendenz  hat,  den 
Kreisel  herunterzuziehen,  so  daß  sein  Schwerpunkt  in  die  horizontale 
Ebene  durch  0  fällt;  und  gerade  so  wie  der  Kreisel  nicht  umfällt,  son- 
dern sich  fortbewegt  mit  einer  solchen  Präzession,  daß,  wenn  die  Be- 
wegung stationär  ist,  die  Axe  einen  Kegel  um  die  Senkrechte  00 
beschreibt,  so  beschreibt  die  Erdaxe  als  Resultante  der  Momente  aller 
auf  sie  ausgeübten  Kräfte  eine  kegelförmige  Bewegung  im  Welträume 
▼on  einer  Periode  von  ungefähr  26000  Jahren.  Die  Bahn  des  Nord- 
pols der  Erde  ist  also  ein  Kreis  zwischen  den  Sternen  der  Himmels- 
kugel hindurch  um  den  Pol  der  Ekliptik. 

Es  gibt  drei  hauptsächliche  periodische  Störungen  der  Präzessions- 
bewegung als  Ursachen  der  sog.  Nutation  der  Erde,  auf  die  hier 
nicht  näher  eingegangen  werden  kann.  Die  gedachten  Störungen  sind 
übrigens  von  der  Natur  erzwungener  Schwankungen,  da  sie  durch 
Kräfte  hervorgerufen  werden,  die  ihre  eigene  Periode  haben. 


264.  Elementare  Berechnung  der  Präzession  bei  stationfirer 
Bewegung.     Die  folgende  Methode  zur  Untersuchung  der  stationären 


i'S^ 


Fig.  U5. 


Cl, 


Bewegung  eines  Kreisels  ist  einfach, 
dient  zur  Erläuterung  der  Idee 
einer  augenblicklichen  Rotationsaxe, 
wie  sie  oben,  §  94  erklärt  worden 
ist,  und  kann  direkt  auf  die  Prä- 
zessionsbewegung der  Erde  an- 
gewandt werden.  Der  Kreisel  dreht 
sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
o  um  seine  Axe  und  relativ  zur  ZOO- 
Ebene,  während  sich  der  Schwer- 
punkt mit  der  gleichförmigen  Winkel- 
geschwindigkeit^ um  OZ  dreht  Er- 
folgt die  Rotation  um  die  Kreisel- 
Aze,  Ton  oben  gesehen,  gegen  den 
ühxzeiger,  so  wird  die  Präzessionsbewegung,  von  oberhalb  Z  (Fig.  145) 
AUS  gesehen,  ebenfalls  dem  Uhrzeiger  entgegen  gerichtet  sein.     Da  der 


V 


..-.-'-^ 


K 
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Es  ist  aber  nach  Gl.  (71)  leicht  zu  beweiaen,  daß 


stn 


<«-'')  =  »»K'-ä^'-»)T 


(T2) 


ist;  folglich  beträgt  der  von  Q  in   der  Zeit  Je  um    OZ  zurückgelegte 
Winkel 

ntgh  dt 

Cn  —  A  -jj  cosO 
eil 

Dies  muß  gleich  lifdt  sein,  da  die  Bewegung  stationär  ist  und  die  Axe 

des  resultierenden  Moments  der  Bewegungsgröße  immer  in  der  EbeDe 

Fig.  146.  ZOC  liegt.     Man  hat  daher 

dil^ mgh 

7t  ~~ 


Cn  —  -4  -r-  cost 
dt 


oder 


{^p\cos  0-Cn 


-f  mgh  =  0, 


^^^«„„_^„_ 

also  wieder  dasselbe  Ergebnis. 

Wenn  Ö  =  3r/2  ist,  d.  h.  wenn  die 
Kreiselaxe  horizontal  liegt,  verschwindet  das 
erste  Glied. 

Bei  großem  n  gilt  Gl.  (70)  annähernd, 
.  wie  wir  gesehen  haben,  wenn  das  erste  Glied 
weggelassen  wird ;  sie  ist  anwendbar  auf  einen 
Gyrostaten  in  stationärer  Bewegung,  gleich- 
viel, ob  er  auf  der  sein  Gehäuse  umgebenden 
Schneide  ruht  (Fig.  143)  mit  seiner  Axe  in 
einer  zur  Senkrechten  geneigten  Axe  oder  ob 
er  an  einem  Faden  hängt,  der  an  dem  die  Axe  einschließenden  Teile 
des  Gehäuses  befestigt  ist  (Fig.  146). 

266.    Zahlenbeispiel  für  die  Präzession  des  Gyrostaten.  Als 

Zahlenbeispiel  nehmen  wir  das  folgende :  Ein  Gyrostat  hängt  mit  hori- 
zontaler Axe  au  einem  Seil,  das  in  dem  die  Axe  in  einer  Entfernung 
von  5  cm  vom  Trägheitsmittelpunkt  des  Ganzen  umgebenden  Gehäuse 
befestigt  ist.  Das  Schwungrad  wiegt  1500  g,  hat  einen  Gyrations- 
radius  von  4  cm  und  rotiert  mit  einer  Geschwindigkeit  von  200  Um- 
drehungen in  der  Sekunde.  Die  Masse  des  Rades  und  Gebiuses 
zusammen  beträgt  2200  g.  Es  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Präzessionsbewegung  bei  stationärer  Bewegung  zu  finden. 

Das  Moment  des  Gewichtes  um  den  Befestigungspunkt  des  Seiles, 
also  mgh,  ist  in  C  6r  S- Einheiten  annähernd  2160  X  5000.  Der  Wert 
▼on  Cn  ist  1800  X   16  X  400  ;r.     Folglich  ist  W  =  0,298,  d.  L  die 
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Axe  dreht  sich  in  der  horizontalen  Ehene  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
keit Yon  etwa  einem  Drittel  des  dem  Radius  gleichen  Bogens  oder  von 
reichlich  18^  in  der  Sekunde;  in  20  Sekunden  findet  also  ein  Prä- 
zessionsumlauf  statt. 

Die  Tatsache,  daß  ein  so  unterstützter  und  in  der  heschriehenen 
Weise  sich  bewegender  Gyrostat  sich  mit  horizontaler  Axe  erhalten 
kann,  obgleich  der  Schwerpunkt  nicht  in  die  durch  den  Unterstützungs- 
ponkt  gelegte  Senkrechte  tri£Et,  ist  als  paradox  angesehen  worden.  Sie 
ist  es  aber  ebensowenig  wie  das  Verhalten  eines  gewöhnlichen  Kreisels, 
der  sich  mit  zur  Senkrechten  geneigter  Axe  dreht,  vorausgesetzt,  daß 
die  eigentliche  Präzessionsbewegung  ungehindert  sich  entwickeln  kann. 

Der  Leser  kann  sich  in  dem  hier  Erläuterten  üben,  indem  er  die 
allgemeine  Wirkung  der  Einführung  eines  Kräftepaares  von  helfender 
oder  hemmender  Wirkung  auf  die  Präzessionsbewegung  betrachtet. 
Für  einen  Kreisel,  der  in  der  gewöhnlichen  Weise  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  tanzt,  oder  für  einen  Gyrostaten,  der  auf  der  der  Ebene 
des  Schwungrades  entgegengesetzten  Schneide  in  eine  gegen  die  Senk- 
rechte geneigte  Lage  gebracht  ist,  oder  für  einen  Gyrostaten,  der  an 
emem  Faden  hängend  kreiselt,  wie  in  Fig.  146,  veranlaßt  ein  hem- 
mendes Kräftepaar  den  Körper,  auf  die  gewöhnliche  Weise,  unter  der 
Wirkung  der  Schwere,  zu  fallen;  ein  helfendes  Kräftepaar  veranlaßt 
den  Schwerpunkt,  sich  aufzurichten.  In  dieser  Weise  kann  auch  die 
Wirkung  der  Reibung  an  der  Spitze  eines  gewöhnlichen  Kreisels  beim 
Aufrichten  des  Schwerpunktes  aufgefaßt  werden.  Wir  haben  hier 
kernen  Raum,  die  vollständige  Rechnung  der  Kreiselbewegung  zu  geben 
für  den  Fall  des  Kreiseins  auf  einer  rauhen  Ebene  auf  einer  ver- 
mndeten  Spitze  von  endlicher  Größe,  so  daß  ein  reibendes  Kräftepaar 
▼on  endlichem  Moment  darauf  Anwendung  findet.  Der  Leser  möge 
in  dieser  Hinsicht  z.  B.  Jelletts  Theorie  der  Reibung  zu  Rate  ziehen, 
in  welcher  der  Gegenstand  ausführlich  behandelt  ist. 

267.  PrSzessionsbewegung  der  Erde.  Die  Präzessions- 
hewegung,  im  besonderen  die  der  Erde,  wird  durch  das  in  Fig.  147  (a.  f.  S.) 
gezeichnete  Modell  gut  erläutert.  Die  Kugel,  deren  südliches  Ende 
weggeschnitten  ist,  ist  so  abgeglichen,  daß  sie  mit  dem  vom  Nordpol 
hervorragen  den  Stäbchen  sich  gegen  die  innere  Seite  eines  horizontalen 
Ringes  stützt ;  sie  stellt  die  Erde  dar.  Raumkegel  und  Körperkegel  (§  264) 
haben  ihre  Scheitel  im  Mittelpunkte  der  Kugel ;  zur  Basis  hat  jener  den 
Kreis  der  Berührungspunkte  des  Stäbchens  mit  den  successiven  Punkten 
des  Ringes,  dieser  den  Kreis  der  Berührungspunkte  des  Ringes  mit  den 
saccessiven  Punkten  des  Stäbchens.  Die  Ebene  des  Ringes  ist  mit  der 
Ekliptik  parallel  su  nehmen ;  der  vertikale  Kegelwinkel  ist  das  Doppelte 
des  Winkels  zwischen  der  Äquatorebene  und  der  Ekliptik,  d.  h.  das 
Doppelte  der  sog.  Schiefe  der  Ekliptik.  Da  die  Erdrotation  in  dem 
dem  Uhrzeiger  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet,  so  geht  die  Prä- 
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zessionsbeweguDg  mit  dem  Uhrzeiger.  Der  Kanmkegel  ist  in  dem 
Modell  in  richtigem,  der  Körperkegel  in  enorm  übertriebenem  Größen- 
Terhältnis  dargestellt. 

Der  Durchmesser  des  rollenden  Kreises  kann  für  die  Erde  leicht 
berechnet  werden  unter  der  Annahme,  daß  sie  —  mit  im  Räume  festem 

Mittelpunkte  und  unter  gleich- 
förmiger Beschreibung  ihrer 
Präzessionsbewegung  in  der 
Periode  Ton  25868  Jahren  — 
kreiselt.  Der  Durchmesser  des 
Berührungskreises  des  Raom- 
kegels,  d.  h.  der  Durchmesser 
des  Ringes  ist  in  cm  ungefähr 
128  X  107x«n(23'>27'l2''); 
dies  muß  aber  das  25868 
X  366 V4- fache  des  Durch- 
messers des  Kontaktkreises 
des  Körperkegels  sein,  so  daß 
dieser  letztere  Durchmesser 
etwa  54  cm  wird.  Mit  anderen 
Worten :  der  Schnittpunkt  der 
Momentanaxe  mit  der  Erd- 
oberfläche beschreibt  einen 
Kreis  von  27  cm  Radius.  Bas 
Modell  befindet  sich  im  physikalischen  Institute  der  Uniyersität  Glasgow, 
die  Zeichnung  ist  aus  Thomson  und  Taits  Natural  Philosophy  ent- 
nommen ^). 

268.    Gegenwirkung  auf  den  Kreisel  seitens  der  Unterlage. 

Als  Beispiel  für  §  169  können  wir  dfe  Gegenwirkung  ermitteln,  die 
durch  die  horizontale  Tragfläche  auf  den  Kreisel  ausgeübt  wird.  Wenn 
die  Fläche  glatt  ist,  ist  diese  Kraft  senkrecht  nach  oben  gerichtet,  ihr 
Betrag  sei  Y.  Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  ist  dieselbe,  als  ob 
alle  Kräfte  in  ihm  vereinigt  angriffen.  Die  senkrecht  nach  oben 
gerichtete  Komponente  ist  im  Schwerpunkt  Y — mg.  Aber  der  Schwer- 
punkt hat  eine  Beschleunigung  hO^  nach  0  zu  und  eine  andere  hO 
senkrecht  zu  OC  so  gerichtet,  daß  sie  0  vergrößert  Also  ist  offenbar 
mhO  =  (mg  —  Y)sm6,  mhÖ'^  =  (mg —  Y)cosO,  und  demnach 


mg 


1.  r^'^ 


sitiO  + 


(§)'-"]  ■ 


(73) 


Die  Wirkung    der  Tragfläche  ist  also  um  mh(OsinO  +  O^cosO)  ge- 
ringer als  die  Schwere  des  Kreisels. 


*)  In  der  deutschen  Ausgabe  nicht  enthalten. 
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Der  Wert  von  Y  kaun  nach  der  folgenden  instruktiven  Methode 
gefanden  werden.  Die  kinetische  Energie  der  Schwerpunktsbewegung 
ist  Imh^O^,  und  davon  ist  der  der  senkrechten  Geschwind] gkeits- 
komponente  h (i  entsprechende  Teil  \mh^  (0 sin Oy,  Wenn  man  sich 
erinnert,  daß  die  in  irgend  einer  Richtung  auf  einen  widerstandslosen 
Körper  ausgeübte  Kraft  der  räumliche  Zuwachsgrad  (in  eben  dieser 
Kichtung)  der  kinetischen  Energie  ist,  sieht  man,  daß  die  vom  Boden 
dem  Kreisel  erteilte,  über  die  Schwere  mg  hinaus  aufwärts  gerichtete 
Kraft  der  nach  oben  gerichtete  Zuwachsgrad  von  \mh^{f)sinQy  ist, 
d.  h.  der  Zuwachs  dieser  Größe  pro  Zuwachseinheit  der  Höhe  hcosO 
des  Schwerpunktes. 


Demnach  ergibt  sich 

Y=mg  + 


i'^hK^Hl 


oder 


d  Qi  cos  0) 


i   /K^""")' 


Y  =  mg  +  ~  mh  —. r,r^- (74) 

Der  Leser  mag  durch  Differentiation  beweisen,  daß  dies  genau   der 
durch  den  anderen  Prozeß  erhaltene  Wert  von  Y  ist. 

269.  Gyrostatische  Wirkung  des  Schwungrades  oder  der 
Armatur  der  Dynamomaschine.  Wenn  ein  Schwungrad  auf  Lagern 
läuft,  die  nicht  fest  sind,  sondern  sich  mit  dem  Körper,  an  dem  sie 
befestigt  sind,  herumbewegen,  so  treten  gyrostatische  Kräfte  ins  Spiel, 
die  zwar  manchmal  übersehen  werden,  die  aber  doch  von  praktischer 
Wichtigkeit  sind.  Betrachten  wir  z.  B.  an  einer  Dynamomaschine  die 
Armatur,  die  schnell  um  eine  in  Lagern  befestigte  Axe  an  Bord  eines 
Schiffes  kreiselt.  Liegt  diese  Axe  in  der  Querrichtung  des  Schiffes,  so 
bringt  das  Rollen  des  Schiffes  Kräfte  ins  Spiel,  die  in  jedem  Augen- 
blicke aus  einer  auf  das  eine  Lager  wirkenden  Kraft  nach  dem  Bug 
zu  und  einer  gleichen  auf  das  andere  Lager  wirkenden  Kraft  nach  dem 
Steuer  zu  bestehen.  Die  stampfende  Bewegung  des  Schiffes  hat  keine 
solche  Wirkung.  Wenn  anderseits  die  Armaturaxe  in  der  Längsrichtung 
des  Schiffes  liegt,  ruft  das  Stampfen  Kräfte  auf  die  Lager  hervor,  die 
eine  nach  Steuerbord,  die  andere  nach  Backbord  des  Schiffes  gerichtet, 
während  das  Rollen  keine  solche  Wirkung  hervorruft.  Diese  Kräfte 
kehren  sich  mit  der  ümkehrung  der  Bewegung  um,  und  so  entsteht 
ein  sich  fortwährend  umkehrender  Druck,  abwechselnd  auf  die  Vorder- 
seite und  Rückseite  jedes  Lagers. 

Derselbe  Vorgang  spielt  sich  ab  mit  den  rotierenden  Teilen  der 
Maschinen  und  mit  dem  Schraubenschaft  in  seinen  Lagern,  wenn  das 
Schiff  stampft,  nur  sind  in  diesen  Fällen  die  Winkelgeschwindigkeiten 
selten  so  groß,  daß  sie  die  Wirkung  bedeutend  machen  könnten. 

Gray,  Phytik.    I.  19 
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Eine  Ausnahme  bildet  der  Fall  von  Dampfturbinen,  die  mit  großer 
Tourenzahl  laufen.  Hier  ist  zwar  die  Wirkung  des  Rollens  gleich  niill, 
die  des  Stampfens  aber  derart,  daB  sie  ein  alternierendes,  von  der 
gyrostatischen  Wirkung  herrührendes  Eräftepaar  ins  Spiel  bringt,  wel- 
ches bestrebt  ist,  das  Schiff  um  eine  vertikale  Axe  zu  drehen.  Eine 
plötzliche  Kursänderung  des  SchifEes  würde  überdies  ein  gyrostatisches 
Kräftepaar  um  eine  horizontale  Axe  ins  Spiel  bringen. 

Der  Betrag  der  Kraft  kann  folgendermaJSen  gefunden  werden.  £^ 
sei  die  Winkelgeschwindigkeit ,  mit  der  das  Schiff  rollt  (oder  stampft), 
p  und  die  Winkelgeschwindigkeit  des  rotierenden  Maschinenteils  », 
»ein  Trägheitsmoment  um  die  Axe  sei  C;  dann  entspricht  p  genau  der 
Winkelgeschwindigkeit  (§  262)  der  Präzessionsbewegung  des  Gyro- 
staten  in  der  horizontalen  Ebene  unter  dem  Kräftepaar  L,  das  um  eine 
zur  Rotationsaxe  und  zur  Ebene  der  Präzessionsbewegung  senkrechte 
Axe  wirkt.  Das  Moment  des  Kräftepaares  L  ist  Cnip  (§  262).  Für 
die  Präzessionsbewegung  von  der  Winkelgeschwindigkeit  p,  die  durch 
das  Rollen  des  Schiffes  dem  rotierenden  Maschinenteil  erteilt  wird,  muß 
ein  Kräftepaar  vom  Betrage  Cntp  durch  die  Lager  der  Axe  erteilt 
werden;  wenn  l  die  Entfernung  zwischen  den  Zentren  der  Lager  ist, 
so  ist  die  Kraft  auf  jedes  von  ihnen  Cnrp/L  Sie  ist  daher  dem  Träg- 
heitsmoment des  rotierenden  Teiles  und  jeder  der  Winkelgeschwindig- 
keiten n  und  p  proportional;  sie  ist  am  größten  in  der  Mitte  einer 
Roll-  (oder  Stampf-)  Bewegung  des  Schiffes  und  null  an  ihrem  Anfang 
und  Ende,  wenn  das  Schiff  seine  Winkelbewegung  umkehrt. 

Diese  Kräfte  sind,  wie  nochmals  bemerkt  werden  muß,  derart,  daß 
sie  ein  Kräftepaar  um  eine  Axe  hervorrufen,  die  gleichzeitig  zur  Rota- 
tionsaxe und  zu  der  Axe,  um  die  das  Rollen  oder  Stampfen  stattfindet, 
senkrecht  ist;  sie  werden  im  Falle  einer  Dynamomaschine  manchmal 
fälschlich  als  Kräfte  bezeichnet,  die  auf  Spitze  und  Boden  der  Lager 
wirken. 

270.  Zahlenbeispiel  gyrostatischer  Wirkung  der  Dynamo- 
maschine an  Bord.  Als  Zahlenbeispiel  nehmen  wir  den  Fall  eines 
großen  Alternators,  dessen  Armatur  10  Zentner  wiegt,  einen  Gyrations- 
radius  von  60  cm  hat  und  mit  einer  Geschwindigkeit  von  600  Um- 
drehungen in  der  Minute  läuft.  Wir  nehmen  die  Axe  in  der  Quer- 
richtung des  Schiffes  an  und  denken  uns  das  Schiff  durch  einen 
Gesamtbetrag  von  -30®  in  einer  Periode  von  10  Sekunden  rollend.  Mit 
g  und  cm  als  Massen-  und  Längeneinheit  beträgt  das  Trägheitsmoment 
der  Armatur  18  X  10^^;  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  der 
Armatur  beträgt  im  Bogenmaß  20  7t  in  der  Sekunde;  die  maximale 
Winkelgeschwindigkeit  des  Schiffes  ist  2  TT  x  15/(10  X  57,3) 
=  3  Ä/ 57,3  =  0,165  im  Bogenmaß  in  der  Sekunde.  Folglich  ist  das 
auf  die  Lager  ausgeübte  Eräftepaar  in  einer  Ebene  parallel  zur  Basis 
der  Dynamomaschine  gleich  18   X   10^  X  20jr  x  0,165  in  CGS-Ein- 
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heiteo.  Beträgt  die  Entfernung  zwischen  den  Mittelpunkten  der  Lager 
60  cm,  80  ist  die  jedem  Lager  erteilte  maximale  Kraft  in  kg  (Gewichts- 
maß)  ausgedrückt  diese  Zahl  durch  981000  X  60,  dividiert,  d.  h.  sie 
ist  etwa  307.  Die  auf  die  Vorder-  oder  Rückseite  jedes  bei  jeder  halben 
Umdrehung  umgekehrten  Lagers  ausgeübte  Kraft  ist  also  ungefähr  eine 
Drittel  Tonne. 


271.     Ebene  Bewegung  auf  rotierende  Axen  bezogen.     Ehe 

wir  die  Dynamik  eines  Systemes  von  Körpern  verlassen,  wird  es  von 
N  atzen  sein,  die  Bewegung  eines  Teilchens  oder  eines  starren  Körpers 
iü  Beziehung  auf  bewegte  Axen  zu  betrachten. 

Als  ein  erstes,  einfaches  Beispiel  nehmen  wir  (Fig.  148)  den  Fall 
eines  Teilchens  B,  das  sich  in  einer  Ebene  bewegt,  und  dessen  Lage 
Fig.  148.  Fig.  149. 
lO                                    Y\         Y 


durch  rechtwinkelige  Koordinaten  o:,  y  bestimmt 
ist,  die  von  einem  in  Ruhe  befindlichen  Anfangs- 
punkte Ä  aus  gezogen  sind.  Wir  nehmen  an, 
daß  die  Axen  mit  gleichförmiger  Winkel- 
geschwindigkeit n  um  Ä  rotieren  in  der  durch 
den  Pfeil  bei  B  angegebenen  Richtung.  Auf  die 
sich  bewegenden  Axen  bezogen  sind  die  Geschwindigkeitskomponenten 
TOD  B  gleich  T,y;  aber  außer  diesen  hat  das  Teilchen  noch  Geschwindig- 
kettskomponenten,  die  von  der  Bewegung  der  Axen  herrühren.  Um  diese 
letzteren  Komponenten  zu  finden,  stellen  wir  unsB  starr  mit  den  Axen 
verbunden  vor,  so  daß  x,yi  null  sind;  dann  wird  es  sich  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit n  um  Ä  drehen,  und  seine  Liniengeschwindigkeit,  die 
senkrecht  zu  ^^  statthat,  ist  nr^  wenn  r  =  AB  ist.  Die  mit  x  par- 
allele Komponente  hiervon  ist  — ny,  und  ebenso  ist  die  mit  y  parallele 
Komponente  nx.  Die  gesamten  Geschwindigkeitskomponenten  u,  v  des 
Teilchens,  bezogen  auf  feste  Axen,  die  mit  den  Lagen  der  x-  bezw. 
i^'Axe  in  dem  betrachteten  Augenblicke  zusammenfallen,  ergeben  sich 
daher  aus  den  Gleichungen 


dx 
«  =  -  -  ny. 


r  =  -  +  «X 


(75) 


l'J« 


292  Fünftes  Kapitel. 

Die  Bedeutung  von  u,  v  wird  sich  yielleicht  aus  Fig.  149  (a.  t.S.) 
klarer  erkennen  lassen.  Die  sich  drehenden  Axen  sind  durch  OX,  OY 
in  einer  Lage  und  durch  0X\  OY'  in  einer  folgenden,  der  ersten 
benachbarten  Lage  dargestellt.  In  dem  dazwischenliegenden  Zmtraume 
dt  möge  ein  Punkt  P  sich  von  P  nach  Q  bewegen;  die  Verrückung 
längs  der  sich  drehenden  x-Axe  erfolgt  Yon  OÄ  nach  OÄ'  and  längs 
der  y-Axe  von  OC  nach  00',  OÄ' —  OÄ  ist  die  Änderung  in  x, 
00* —  00  ist  die  Änderung  in  y\  der  Grenzwert  von  (OÄ'  —  OA)id\, 
wenn  dt  kleiner  und  kleiner  gewählt  wird,  ist  x\  ebenso  ist  der  Grenz- 
wert von  (OC'—OC)/dt  gleich  y. 

Wenn  wir  jetzt  die  aktuellen  Geschwindigkeiten  des  Punktes  P 
parallel  mit  den  OX,  OT-Axen  finden  wollen,  so  haben  wir  für  die 
Komponenten  von  PQ  in  bezug  auf  diese  Axen:  AB  bzw.  CD.  AB 
ist  aber  um  B'Ä',  also  um  Q5'  x  sinB'QÄ',  kleiner  als  OÄ'-'OA, 
Der  Winkel  B' QÄ'  ist  ndt,  und  bei  kleinem  dt  wird  QB'  =  y  und 
sinB'QÄ'  =  ndU  Folglich  wird  AB  =  OÄ'  —  OÄ  —  ffA' 
=  (i  —  ny)dt.  Wenn  wir  die  aktuelle  Geschwindigkeit  längs  OX 
mit  u  bezeichnen,  haben  ^ffir  AB:=^udt  und  also  «  =  .r  —  ny.  Ebenso 
können  wir,  wenn  v  die  aktuelle  Geschwindigkeit  längs  OY  ist,  zeigen, 
daß  V  =  y  -\'  nx  ist. 

Kehren  wir  jetzt  zu  Fig.  148  zurück  und  betrachten  wir  ein  Teil- 
chen, dessen  Koordinaten,  auf  die  x,  j^-Axen  bezogen,  zahlenmäßig  gleich 
tt,  V  sind.  Die  Geschwindigkeitskomponenten  dieses  Teilchens  im 
Räume  werden  in  entsprechender  Weise  ü  —  nr,  v  -\-  nu  sein.  Dies 
sind  aber  die  zeitlichen  Änderungsgrade  von  t«,  i*  und  sind  folglich  die 
Beschleunigungen  des  'ersten  Teilchens  in  bezug  auf  feste  Axen,  die 
für  diesen  Augenblick  mit  den  bewegten  a;,^-Axen  zusammenfallen. 
Demnach  haben  wir  für  die  Komponenten  der  Beschleunigung  die 
Gleichungen 


du  d^x        ^     dy 

-—  —  nv  =  -— -  —  2«  -TT  —  ri^x 
dt  dt^  dt 

dv     ,  d'hj    ,     ^      dx 


(76) 


Wenn  n  sich  stetig  ändert,  wird  ü  das  Glied  —  ny  und  i  das 
Glied  hx  enthalten,  das  daher  den  Größen  auf  der  rechten  Seite  Ton 
Gl.  (76)  beigefügt  werden  muß. 

272.  Komponenten  einer  Richtungsgröße,  auf  rotierende 
Axen  bezogen.  Es  mag  hier  bemerkt  werden,  daß,  wenn  P,  Q  die 
mit  den  Xy  f/- Axen  parallelen  Komponenten  irgend  einer  Richtungsgröße 
sind,  diese  Größe  durch  einen  Punkt  dargestellt  werden  kann,  dessen 
Koordinaten  zahlenmäßig,  in  einer  beliebigen  Skala  ausgedrückt,  gleich 
P,  Q  sind.  Dann  wird  der  Punkt,  wenn  P,  Q  sich  ändern,  seine  Lage 
Ändern,  und  die  zeitlichen  Änderungsgrade  der  Komponenten,  bezogen 
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auf  feste  Axen,  die  für  den  Augenblick  mit  den  rotierenden  Axen  za* 
sammenfallen,  werden  bzw.  sein: 

ü  =  ^^nQ,  Y=^  +  nP.     .     .     (77) 

In  genaa  derselben  Weise  würden  wir  für  die  zeitlichen  Änderongs- 
grade  von  U,  F,  auf  feste  Axen  bezogen,  die  für  den  Augenblick  mit 
den  rotierenden  Axen  zusammenfallen,  die  Werte  Ü — »F,  F+wCT 
finden.     Für  konstantes  n  ergibt  sich  somit: 

du  ^       d^P        ^      dQ 

dt  dt'  dt 

dV  d^O  dP 

Dieser  Prozeß  kann  natürlich  unbegrenzt  häufig  zur  Auffindung 
sukzessiver  zeitlicher  Änderungsgrade  benutzt  werden;  so  sind  die 
seitlichen  Ändernngsgrade  der  letzten  Komponenten 

d^U  dV  (dV   ,  \         d^U       ^    dV  ^^ 


di^ 


d^P        o     ^^ö        o   .dP    .      ,^ 


(78) 


d'V         dU  .       (du  _\         d^V  .    ^    du 

dt^   ^        dt^  dt 

Bei  nicht  konstantem  n  müssen  die  aus  seiner  Änderung  hervor- 
gehenden Glieder  in  die  Werte  für  CT,  F,  ü,  V  eingesetzt  werden. 

Die  gleichen  Ergebnisse  gelten,  wenn  die  Richtungsgröße  nicht  auf 
zwei  Dimensionen  beschränkt  ist,  wie  man  alsbald  (§  280)  sehen  wird. 

273.  Bewegungsgleichungen  eines  Teilchens,  auf  rotierende 
Axen  bezogen.  Bei  nunmehriger  Bückkehr  zu  dem  Teilchen  bei  B 
(Fig.  148)  sei  seine  Masse  m  und  die  parallel  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  X'  und  |^-Axe  auf  es  wirkenden  Kräfte  seien  X,  Y.  Die 
Bewegungsgleichungen  sind : 


m 


m 


(79) 


Als  Beispiel  möge  das  Teilchen  von  der  Masse  eins  sein  und  nach 
dem  festen  Mittelpunkt  Ä  zu  mit  einer  Kraft  (i/r^  angezogen  werden, 
▼0  r  =  AB  ist.  Die  Werte  von  X,  Y  sind  — ^x/r\  — ^ylr\  und 
daher  sind  die  Bewegungsgleichungen 
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dt»  dt  r»   '        dt*  ^         dt 

oder,  wie  mftn  es  auch  schreiben  kann: 


-»==^ 


+  2n  ^^ 


+  (^^-_n«)s^  =  0 


(80) 


di^     '    '"dt 

Der  Leser  mag  zur  Übung  den  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie 
finden  und  aus  diesem  und  dem  Wert  der  potentiellen  Energie  fi/r 
diese  Bewegungsgleichungen  nach  der  Lagrange  sehen  Methode  ab- 
leiten. 

Wenn  man  jetzt  A  als  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  um  einen 
festen  Punkt  E  auf  der  Strecke  ^C  in  einer  Entfernung  a  Ton  Ä 
rotierend  annimmt,  so  braucht  man,  wie  oben  bemerkt  wurde,  einfach 
zu  x^  y  die  korrespondierenden  Geschwindigkeitskomponenten  Ton  A 
hinzuzufügen.  Diese  sind  na  in  der  |^- Richtung  und  null  in  der 
rc- Richtung.  Also  bleibt  u  ungeändert,  aus  v  wird  y  -{-  n  {x  -\-  a). 
Die  Beschleunigungen  werden  daher  x  —  2ny  —  n^  (x  +  o)  und 
y '+  2nx  —  n^y,  und  wenn  die  Kräfte  dieselben  sind  wie  vorher,  sind 
die  Bewegungsgleichungen  wie  die  oben  angegebenen  mit  der  Ein- 
setzung von  w2  (x  +  a)  für  n^x. 

274.  Elementare  Mondtheorie.  An^näherte  Bewegungs- 
gleichungen  des  Mondes.  Energiegleichung.  Nun  sei  aber  an- 
genommen, daß  es  drei  anziehende  Körper  gibt,  einen  in  C  von  sehr 
großer  Masse,  einen  in  A  von  beträchtlich  kleinerer  Masse  und  einen 
dritten  in  B  von  einer  Masse,  die  ihrerseits  klein  ist  im  Vergleich  mit 
Ay  sowie  daß  die  Entfernung  AC  sehr  groß  ist  im  Vergleiche  mit^4E. 
So  ergeben  sich  drei  Körper,  die  zur  Darstellung  des  Sonne-Erde-Mond- 
Systems  dienen  können. 

Die  Bewegung  der  beiden  ersten  ist  nahezu  die  einer  Drehung  um 
ihren  gemeinsamen  Schwerpunkt  jEJ,  der  wegen  der  großen  Masse  der 
Sonne  in  0,  den  Mittelpunkt  der  Sonne,  verlegt  werden  kann;  tatsäch- 
lich liegt  er  nur  ungefähr  445  km  vom  Sonnenzentrum  nach  der  Erde 
hin,  also  noch  tief  im  Sonnenkörper.  Wir  wollen  femer  den  Mond  als 
einen  unendlich  kleinen  Satelliten,  der  sich  um  die  Erde  dreht,  an- 
sehen, d.  h.  die  Beschleunigung  der  Erde  nach  dem  Monde  zu  soll  im 
Vergleiche  mit  der  des  Mondes  nach  der  Erde  hin  zu  vernachlässigen 
sein.  Die  Masse  des  Mondes  ist  ^/^i  der  Erdmasse,  und  der  gemein- 
same Schwerpunkt  von  Erde  und  Mond  liegt  fast  4800  km  vom  Erd- 
mittelpunkte entfernt,  so  daß  die  hier  gemachte  Annahme,  im  Gegensats 
zur  vorigen,  nur  eine  rohe  Annäherung  an  die  Wahrheit  bedeutet 

Wir  betrachten  also  die  Erde  als  mit  gleichförmiger  Winkel- 
geschwindigkeit n  in  einem  Kreise  vom  Radius  a  um  C  als  Mittelpunkt 


Elementare  Mondtheorie.  295 

fortschreitend,  während  sich  der  Mond  um  die  Krde  in  derjenigen 
Bahn  dreht,  welche  sich  aus  der  Bewegung,  die  er  in  irgend  einem 
Augenhlick  hat  und  den  auf  ihn  wirkenden  Kräften,  den  Anziehungen 
von  Erde  und  Sonne,  ergibt. 

Die  Beschleunigung  der  Erde  nach  der  Sonne  zu  ist  in  irgend 
eiuem  beliebigen  Augenblick  n^a;  das  ist  die  Kraft  pro  Masseneinheit 
nach  der  Sonne  zu  in  der  Entfernung  a.  Folglich  ist  die  pro  Massen- 
einheit  auf  die  Masseneinheit  in  B  nach  der  Sonne  zu  ausgeübte  Kraft 
w*a  .  a^/B^  oder  n^a^/B^,  wo  JR«  =  (CB)^  =  (x  +  a)«  +  y«  igt. 
Die  Komponenten  hieryon  in  der  wachsenden  x,y- Richtung  sind  die 
Beschleunigungen  des  Teilchens  in  B  in  diesen  Richtungen ;  diese  Kom- 
ponenten sind  — n^a^  (x  -\-  ä)/B^  und  — n^a^y/BK  Nun  ist  aber 
annähernd,  da  x  und  y  klein  im  Vergleiche  mit  a  sind,  (x  -f-  a)/B^ 
=  l;(x  -h  a)2  =  l/a2  —  2x/a^  und  y/B^  =  y/a'^,  wenn  Größen, 
die  höhere  Potenzen  als  die  dritte  von  l/a  enthalten,  vernachlässigt 
werden.  Also  sind  die  Komponenten  der  Yon  der  Kraft  nach  der  Sonne 
zu  herrührenden  Beschleunigung  — n^a  +  2n^x  und  — n^y.  Außer 
diesen  gibt  es  die  von  der  Erde  herrührenden  Beschleunigungen  in 
derselben  Richtung,  nämlich  —  (Ax/r^  und  —  ^y/T\  Folglich  sind 
die  Gesamtbeschleunigungen  längs  x  und  y: 

ux  UV 

—  w2a  +  2n2x—  ~-       und      —n^y—^- 

Wenn  man  diese  den  schon  vorhin  berechneten  Beschleunigungen 
r — 2ny  —  «*  (x  +  ö)  und  y  -{-  2nx  —  n^y  gleichsetzt,  erhält  man 
die  Gleichungen  der  Mondbewegung  mit  Rücksicht  auf  die  gewählten 
Axen.     Sie  lauten: 


(l^x         r.     äy    ,    /a  ^     \ 


(81) 


Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  mit  x,  die  zweite  mit  «/,  so 
ist  die  Summe  der  Produkte: 

woraus  man  durch  Integration 

T[(-Tf)"+('if)'l-T«- =:+<'■•••  <-> 

erhält,  wo  C  eine  Konstante  ist;  dies  ist  die  Gleichung  der  relativen 
Energie. 

275.     Graphische  Darstellung  der  Mondbahn   in  bezug  auf 
dip  Erde.     Wenn  die  Krümmung  der  wirklichen  Bahn  oder  der  Bahn 
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in  bezug  auf  die  Erde  in  ledern  Punkte  bekannt  ist,  kann  die  Bahn  in 
der  Weise  gezeichnet  werden,  daß  aufeinander  folgende  kurze  Kreis- 
bögen von  den  aufeinander  folgenden  Krümmungszentren  als  Mittel- 
punkte beschrieben  werden  (s.  oben  §  105).  Die  BeschreibuDg  der 
relatiyen  Bahn  im  Torliegenden  Falle  ist  von  gi  oßem  Interesse  im  Hin- 
blick auf  die  neueren  Untersuchungen  in  der  Mondtheorie,  die  Ton 
150.  ^'  ^^'  ^^^^  ^^^  ^^°  Poincare  ausgeführt  worden 
sind.  Wir  wollen  deshalb  die  Krümmungen  im  Tor- 
liegenden Falle  berechnen. 

Die  Richtungskosinus  eines  Elementes  der  wirk- 
lichen Bahn  in  B  8ind(i  —  ny)'s,  (y  +  «(*  +  ^)]  ^^ 
wo  «2  =  (j.  —  ffy)i  _|-  [i^  -|_  „(x  +  a)]«  ist  s  ist 
natürlich  die  Geschwindigkeit  in  B.  Die  aaf  das 
Teilchen  eins  wirkenden  KrSfte  ergeben  längs  der 
Normalen  nach  dem  Krümmungsmittelpunktc  au  auf- 
gelöst die  Komponente 
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rV              ds 
dt 

und  das  ist  s^/Q,  wo  g  der  Krümmungsradius  ist 
Somit  ergibt  sich  l/g  für  die  wirkliche  Bahn  durch 
Division  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite 
durch  s2. 

Um  die  Krümmun.ir  der  relativen  Bahn  zu  finden,  multipliziert 
man  die  erste  Bewegungsgleichun«?  mit  f/,  die  zweite  mit  j-  und  zieht 
das  erste  Produkt  vom  zweiten  ab.  Schreibt  man  i*  für  .r*  +  ?/*»  das 
Quadrat  der  relativen  Geschwindigkeit,  so  erhält  man  die  Gleichung 


d^y  d£ 
dt^  dt 


d^x  dif 
dt^ 


d}f        l»' fdy         dx  \       ^     /dSrY     n  o    ^^ 


Aus  der  Größe  auf  der  linken  Seite  wird,  wenn  sie  durch  Sr  divi- 
diert wird,  die  Beschleuni<i:ung8komponente  in  der  relativen  Bahn  nach 
dem  Krümmungsmittelpunkte  zu;  sie  wird  somit  gleich  Sr/Qr^  ^^  9^ 
der  Krümmungsradius  dieser  Bahn  in  B  ist.  Daher  ergibt  der  Aus- 
druck auf  der  rechten  Seite  durch  sl  dividiert 
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dSr 
IT 


(84) 
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wo  N  jetzt  die  Normalkomponente  in  B  derjenigen  Kraft  bezeichnet, 
deren  Komponenten  längs  x  und  p  die  Werte  —  (ft/^*  —  3  n^)  x^ 
—  fJ^y/r^  haben.  Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  Sr  in  der  Bahn  ist 
durch  Gl.  (82)  gegeben. 

Dieses  Ergebnis  stimmt  überein  mit  einem  Ton  Lord  KeWin^) 
gefundenen  und  TonMaclean  benutzten,  um  nach  der  schon  erwähnten 
graphischen  Methode  die  in  Fig.  150  gezeigte  relative  Bahn  zu  zeichnen. 
Die  benutzten  Daten  waren:  ft  =  1000,  «=1,  2C  =  —  130,  der 
Anfangswert  Yon  x  war  2,  der  yon  y  war  nulL 

276.     Bewegung  im  Räume,  auf  bewegte  Axen  bezogen. 

Es  kommt  viel  darauf  an,  die  Bewegung  eines  Systemes  auf  drei  zu- 
einander senkrechte  Axen  beziehen  zu  pjg,  i5x. 
können,  die  sich  um  ein  System  von 
drei,  im  Räume  fest  angenommenen  Axen 
drehen.  Wir  können  z.  B.  die  Bewegung 
eines  Teilchens  auf  der  Erdoberfläche  auf 
drei  Axen  beziehen,  deren  eine,  etwa  die 
jf-Axe,  mit  der  Senkrechten  nach  oben  an 

dieser  Stelle  zusammenfällt,  deren  beide  f     Q  C\i 

andere,  die  x-  und  y-Axe  vom  Erdmittel-  •      /        ''  ^ 

punkte  etwa  nach  Süden  und  Osten  in 
der  Ebene  senkrecht  zur  £r-Axe  gezogen 
sind.  Diese  Axen  kann  man  als  bewegt 
ani^ehen  in  bezug  auf  andere  Axen,  die 
mit  bezug  auf  die  Fixsterne  festgestellt 
sind.  Wenn  man  den  Erdmittelpunkt  als  im  Räume  fest  betrachtet, 
kann  man  als  eine  dieser  festen  Axen  die  durch  den  Pol  hindurch- 
gebende Axe  der  Erdrotation  und  die  beiden  anderen  senkrecht  zu- 
eiDander  in  der  Äquatorebene  annehmen. 

In  vielen  Fällen  ist  es  aber  praktisch,  die  bewegten  Axen  als  be- 
wegt mit  Bezug  auf  ein  System  von  drei  festen  Axen  anzusehen,  die 
mit  den  bewegten  Axen  in  dem  betreffenden  Augenblicke  zusammen- 
fallen. Da  diese  nach  ihrer  Lage  in  bezug  auf  das  gewöhnliche  Haupt- 
Bezngsystem  bekannt  sind,  so  erlauben  sie,  die  Bewegung  oder  die 
Lage  des  Körpers,  wenn  nötig,  auf  dieses  letztere  System  zu  beziehen. 

Betrachten  wir  also  einen  Punkt,  der  auf  drei  zueinander  senk- 
rechte Axen  OA,  OB^  OC  bezogen  ist,  die  sich  in  irgend  einem 
Augenblicke  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  W^ ,  O2 ,  Ö3  umeinander 
drehen;  d.  h.  OB^  OC  drehen  sich  in  ihrer  eigenen  Ebene  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  Oj  um  OÄ;  OC,  OA  drehen  sich  in  ihrer 
eigenen  Ebene  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Oj  um  OB-,  und  ebenso 
drehen  sich  OA,  OB  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  O3  um  0  C.  Die 
Bewegungsrichtungen  sind  in  Fig.  151  angegeben. 

0  Philosophical  Magazine,  November  1892. 
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Wenn  dann  x,  y,  z  die  auf  die  sich  drehenden  Azen  bezogenen 
Koordinaten  irgend  eines  Teilchens  sind,  so  sind  seine  Geschwindigkeits- 
komponenten ,  auf  die  sich  drehenden  Axen  bezogen,  Xt  y^  i.  Die 
genaue  Bedeutung  der  Komponenten  t,  y  ist  oben,  §  271,  für  zwei 
Axen  erklärt  worden;  dieselbe  Erklärung  ist  vollständig  auf  den  Tor- 
liegenden  Fall  anwendbar.  Um  die  anderen  Teile  der  GescbwindigkeitB- 
komponenten  zu  finden,  ist  zu  beachten,  daB  das  Axensystem  sich 
zugleich  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  Oi^O^tOs  ^^"^  ^^^  augenblick' 
liehe  Lage  der  Axen  selbst  dreht.  Betrachten  wir  die  Wirkung  der 
Drehung  des  Paares  OA^  OB  um  0C\  das  Ergebnis  ist,  daß  zu  i  du 
Glied  — b^y  zugefügt  wird,  gerade  wie  — ny  iu  dem  schon  in  §  271 
behandelten  Fall  eingeführt  wurde,  da  hier  Ö3  die  Rolle  der  Winkel- 
geschwindigkeit n  spielt.  Ebenso  fügt  die  Bewegung  des  Paares  00, 
OA  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  0^  um  OB  zu  x  das  Glied  ikj 
hinzu,  gerade  wie  in  dem  früheren  Falle  nx  zvl  y  hinzugefügt  wurde. 
Wir  haben  daher  für  die  tatsächliche  Geschwindigkeit  u  parallel  zur 
d?-Axe: 

M=  ^  —yOs  +  ed^. 

Die  vor  sich  gehende  Richtungsänderung  von  OA  kann  dieses 
Ergebnis  nicht  beeinflussen.  Für  einen  verschwindend  kurzen  Zeit- 
raum dt  ändern  sich  die  Lagen  der  Ebenen  AOB,  COA,  aus  denen 
die  Glieder  — y0.ji  -e^Ö2  entstehen,  nur  infinitesimal  in  ihrer  Ricktung, 
und  80  sind  diese  Glieder  im  Grenzwerte  unberührt. 

Durch  denselben  Prozeß  erhält  man  entsprechende  Ergebnisse  für 
die  aktuellen  Geschwindigkeiten,  parallel  den  beiden  anderen  Axen 
OB,  OC,     Somit  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

u  =  -^—  yO^  -f  eO^ 


w  =  —  —  xO^  +  yOi 


(85) 


277.  Beliebige  Riehtungrsgröße  im  Räume,  auf  rotierende 
Axen  bezogen.  Beispiele.  Wie  frühere,  so  ist  auch  dieser  Prozeß 
auf  die  Berechnung  der  Änderungsgrade  der  Komponenten  einer  be- 
liebigen Richtungsgröße,  bezogen  auf  rotierende  Axen,  anwendbar.  Es 
seien  also  Fy  Gy  H  die  Komponenten  (auf  die  rotierenden  Axen  in  ihrer 
augenblicklichen  Lage  bezogen)  des  Momentes  der.  Bewegungsgroße 
eines  starren  Körpers,  der  sich  mit  einem  festen  Punkt  (dem  Anfangs- 
punkt) dreht;  und  es  seien  gleicherweise  X,  Jf,  N  die  Komponenten 
(um    die  rotierenden  Axen)   der  Momente  der  Kräfte  in   dem  Körper. 


Baumbewegung  um  bewegte  Axen. 
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Dann  kann    man    die  Koordinaten  eines  Punktes  zahlenmäßig  gleich 
F,  Gy  H  setzen  und  findet  dann  als  ihre  Änderungsgrade : 

dF 


dt 

v  =  ^-m,  +  Fe^  7 

W=  ^  -  Fü,  4-  GO, 


(86) 


Die  Größen  auf  der  rechten  Seite  sind  offenbar  die  aktuellen  Änderungs- 
i^rade  von  FG II  (in  diesem  Augenblick)  parallel  zu  festen,  mit  OÄ, 
OBj  OC  zusammenfallenden  Axen.  Wenn  man  also  X,  -Sf,  N  für 
C,  F,  TF  in  Gl.  (86)  einsetzt,  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen 
des  starren  Körpers. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  nehmen  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten 
^Ai  ^ky  Ös  der  Axen  selbst.  Wenn  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten 
um  feste  Axen,  die  für  den  Augenblick  mit  den  rotierenden  Axen  zu- 
sammenfallen, Ox,  Oyi  Om  nennen,  so  haben  wir 


dOy  _  dOi 


dt 


=  ^-ö.o.  +  OiÖ.  =  ^ 


dt 


de. 

dt 


dt 


(87) 


Demnach  sind  die  Änderungsgrade  der  Winkelgeschwindigkeiten  um 
die  rotierenden  Axen  genau  die  um  feste,  mit  ihnen  zusammenfallende 
Axen  (ein  Satz,  der  nicht  etwa  schon  aus  der  Tatsache  folgt,  daß  in 
dem  betreffenden  Augenblick  Ox  =  0^  Oy  =  öj,  Üz  =  Os  ist). 


278.  Bewegung  relativ  zur  Erde.  Als  eine  Yeranschaulichung 
nehmen  wir  hier  das  Problem  der  Bewegung  eines  freien  Teilchens  nahe 
einem  Punkte  P  auf  der  Erdoberfläche,  wobei  die  Axen  das  sich  be- 
wegende System  aus  §  276  sind,  nämlich  x,  y-Axeu  nach  Süden  und 
Osten  durch  den  Erdmittelpunkt  parallel  zur  horizontalen  Ebene  in  P 
und  eine  ^- Axe  längs  der  Yertikallinie  durch  P  nach  oben  gezogen.  Wir 
wollen  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  die  Polaraxe  mit  n 
bezeichnen  und  annehmen,  daß  die  resultierende  Schwerkraft  in  einem 
Punkte  P  nach  unten  gerichtet  ist  in  einer  Linie,  die  mit  der  zum 
Horizont  Senkrechten  einen  kleinen  Winkel  ö  bildet.  Wenn  der  Zahlen- 
wert dieser  Kraft  für  die  Masseneinheit  G  ist,  so  ist  die  Komponente 
längs  der  Senkrechten  nach  oben:  —  Gr cos  ö.  Die  x-Komponente  inP 
ist  Gcos(0  -}-  In)  oder  —  Gsinfl,  und  die  «/-Komponente  ist  null,  da 
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die  X'  und  ;er*Axe  im  Meridian  liegen.  Liegt  das  Teilchen  nicht  in  P< 
sondern  hat  es  Koordinaten  relativ  zu  parallelen  Axen  mit  P  all 
Anfangspunkt,  x,  y,  z  —  a,  so  werden  Ergänzungskomponenten  X,  T,/ 
auf  das  Teilchen  wirken,  die,  wenn  x^  y^  e  bekannt  sind,  ans  dem  für 
den  Ort  des  Teilchens  geltenden  Werte  von  G  leicht  berechnet  werden 
können.  Außerdem  sei  angenommen,  daß  irgend  welche  andere  an- 
greifende Kräfte  X',  Y\  Z*  auf  das  Teilchen  wirken. 

Wenn  k  die  geographische  Breite  bei  P  bezeichnet,  d.  L  den 
Winkel,  den  die  Senkrechte  dort  mit  der  Äquatorebene  der  Erde  hildet, 
so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,  und  folglich  auch  die  des 
Axensystemes ,  um  die  Senkrechte:  nsink,  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  a:-Axe  ist  — ncosl^  und  die  um  die  j/-Axe  ist  null.  Folglich 
erhält  man  nach  Gl.  (86),  wenn  man  (F,  Gj  H)  =  («,  r,  ff),  wie  sie 
in  Gl.  (85)  gegeben  sind,  setzt  und  beachtet,  daß  Oi  =  —  ncosl,  0}=^^ 
0.^  =  n  sin  i  ist,  die  exakten  Bewegungsgleichungen : 

-r— -  —  2  -77  «  sm  l  —  w*  stn  k{zcosk  +  x  svi  l) 

^'  *"  =X  +  X'-  Gsind 

^  +  2  —  ncosk  +  2  —nsmk—yn^  =  y  +  1'  (88) 

d^z  dy 

-TTT  —  2-^ncosk  —  n'^cosk  (z  cosl  -\-  x  sin  k) 
dt*  dt  «    .     «f        r^       ii 

=  Z  +  Z'  --  GcosO 

Wählt  man  den  Anfangspunkt  auf  der  Senkrechten  (z.  6.  in  P) 
in  einer  Entfernung  a  vom  Erdmittelpunkte,  so  ist  die  einzige  not- 
wendige Veränderung  die  Einsetzung  von  z  -\-  a  für  z.  Die  Glei- 
chungen lauten  alsdann: 

d^x        ^dy       .    ,  «    .    ,   ,         ,     .         .    ^v 

-r--  —  2  J7  **  ^'''  ^  —  n^sin  k  (z  cosk  -\-  X  stn  k) 

=  X  +  X'  —  GsinÜ  +  n^asinkcosk 
^  +  2^  ncosk   f  2^nsink  —  yn^  =  T  +  Y*  (888) 

^^-  r.dy  1  «  1        ,  1  .  .  1. 

-T-j  —  2 -j  ncosk  —  n> cos k  (zcosk  -\-  x sin k) 

^'  =Z  +  Z'  —  Gcosd  +  n^acos  ^k 

279.  Foucaultsches  Pendel.  Als  ein  Beispiel  sei  hier  die 
Bewegung  eines  einfachen  Pendels  Ton  der  Länge  7  betrachtet,  das  in 
P  aufgehängt  ist  und  unter  der  Wirkung  der  Schwere  kleine  Schwin- 
gungen um  die  Senkrechte  ausführt.  Eine  für  praktische  Zwecke 
genügende  Genauigkeit  wird  erzielt,  wenn  man  die  Bewegung  liog^ 
der  ;?-Axe  gleich  null  setzt  und  die  Glieder  in  n^  auf  der  linken  Seite 
der  X-  und  3/-Gleichungen  (s.  §  278)  Ternachlässigt  Die  Kraft  —  Gsif^d 
ist  zu  Ternachlässigen ,  da  0  sehr  klein  ist;  die  die  Bewegung  beein- 
flussenden angreifenden  Horizontalkräfte  sind  die  durch  die  streckende 
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Kraft  T  im  Faden  hervorgerufenen,  also  gleich  —  Txll  bezw.  —  Tyjh 
Aber  Termöge  der  ^-Gleichung  der  Bewegung  hat  man,  da  die  linke 
Seite  gleich  null  und  die  angreifende  Kraft  gleich  —  Tz/l=  T  (infolge 
von  g  =  — 1)  ist: 

T=  acosO  —  n^acos^k  =  g (89) 

wo  g  eineGröJße  ist,  die  man  die  scheinbare  Schwere  eines  Einheits- 
teilchens  längs  der  Senkrechten  (s.  §  281)  nennen  kann.  Also  hat 
man,  wenn  man  g»  für  nsink  schreibt,  die  Gleichungen: 

Eine  angängige  Lösung  von  Gl.  (90)  für  den  Fall  gewöhnlicher  kleiner 
Schwingungen  in  einer  Ebene  ist: 

X  =  a  cosmtcoscDt,  y  =  — acosmtsinot  .     .     (91) 

wo  f»  =  yg/l  ist.  In  diesem  Spezialfälle  ist,  wenn  t  =  0  ist,  x  =  a, 
y  =  0;  wenn  CDt  =  7r/2  ist,  a;  =  0  uod  y= —  acos(m7t/2c3)  usw. 
Die  Schwingungsebene  des  Pendels  wird  sich  daher  scheinbar  um  die 
Senkrechte  drehen,  und  zwar  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co,  d.  h. 
nsinÄy  und  wird  in  24 /sin  A  Stunden  eine  vollständige  Umdrehung 
ausführen. 

Dieses  Ergebnis  wurde  von  Foucault  gefunden,  der  als  erster 
Torschlug,  die  Drehung  der  Erde  durch  die  relative  Drehung  der 
Schwingungsebene  eines  Pendels  um  die  Senkrechte  sichtbar  zu  machen. 
Es  gibt  allerdings  eine  ernstliche  praktische  Schwierigkeit  in  der 
Durchführung  des  Experimentes,  die  dem  Einflüsse  der  Befestigungs- 
art des  Pendelf adens  am  oberen  Ende  zuzuschreiben  ist.  Trotzdem 
kann  das  Ergebnis  als  durch  die  ausgeführten  Experimente  vollständig 
bewiesen  angesehen  werden. 

Eb  ist  klar,  daß  eine  mögliche  Art  der  Schwingung  eines  frei  auf- 
gehängten Pendels  eine  solche  ist,  bei  der  der  Pendelkörper  sich  in 
einem  Kreise  bewegt.  Für  diesen  Fall  muß  eine  konstante  Verrückung 
]x^  ^  y^=  a  statthaben,  und  die  Lösung  ist 

X  =  acosmU  y  =  asinmt    ....     (91') 

bei  geeigneter  Wahl  des  Anfangspunktes  der  Zeit.  (Hier  ist  m  nicht 
mehr  g/L)  Wenn  diese  Werte  in  die  Differentialgleichungen  (85)  ein- 
gesetzt werden,  ergibt  Jede  von  ihnen 

m»  -f  2 com  —  -^  +  »2  =  o. 

Die  Wurzeln  hiervon  sind  —  O)  +  \g/l  und  sind  reell.  In  dem 
einen  Falle  geht  das  Pendel  mit  der  Erddrehung  in  der  Periode 
23r/[y^/i  —  ö]  herum;  im  anderen  dreht  es  sich  gegen  die  Erd- 
rotation in  der  Periode  2  7C/i^g/l  -f  oj.    Diese  Perioden  sind,  aus- 
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geschrieben,  2n/{)^'gjl  —  nsink)  und  2n/(yg/T  +  nsink),  so  daß 
die  Winkelgeschwindigkeit  relativ  zur  £rde  im  ersten  Falle  um  nst»/., 
(die  Winkelgeschwindigkeit  der  £rdrotation  um  die  Vertikale  am  Orte 
des  Experiments),  yerringert,  im  zweiten  um  ebensoviel  vergrößert  wird. 
Dieses  und  andere  analoge  Experimente  haben  als  Beweis  gegolten, 
daß  die  Erde  sich  absolut,  nicht  nur  relativ  zu  den  Fixsternen,  dreht. 
Anderseits  kann  das  Tatsächliche  des  Falles  darin  ausgesprochen 
werden,  daß,  wenn  die  Bewegung  auf  relativ  zu  den  Fixsternen  feste 
Axen  bezogen  und  jede  Wirkung  auf  den  Körper,  außer  der  tod  der 
Erde  ausgehenden,  vernachlässigt  wird,  die  Gleichungen  von  der  ein- 
fachen Form  sind,  die  man  erhält ,  indem  man  aus  GL  (90)  die  Ton  Q 
abhängenden  Glieder  wegläßt,  während,  wenn  sie  auf  Axen  bezogen 
wird,  die  auf  der  Erde  fest  sind,  diese  Glieder  mit  eingeschlossen  sein 
müssen.  Die  Frage  hängt  sehr  davon  ab,  was  unter  „absolater  Rota- 
tion** der  Erde  gemeint  ist. 


280.  Abweichung  des  fallenden  Körpers  von  der  Lotlinie. 
Abweichung  des  Geschosses.  Als  ein  weiteres  Beispiel  sei  die  Ab- 
weichung von  der  Vertikalen  berechnet,  die  ein  Körper  erfahrt,  den 
man  von  der  Ruhelage  in  einem  Punkte  von  der  Entfernung  k  über 
dem  auf  der  Erdoberfläche  angenommenen  Anfangspunkte  losläßt  Dif 
Bewegungsgleichungen  sind  nach  GL  (88)  angenähert: 


dv 
2  ^  «  sin  1  =  0, 
dt 


(^^y    ,    ^de  ->     ,    ^dx 

-j^  +  2—  ncosk  +  2  — nsiijA  =  0 

ar^  dt 


dt 


(92) 


d^'Z  dy 

--2-ncosX=-^g 

Integriert  man  jede  von  diesen,  so  erhält  man,  da  für  ^  =  0  auch 
X  =  y  =  0,  X  =  p  =  0  ist: 
dx 


—  —  2yn  sink  =  0, 

—  +  2zncosk  +  2xnsinl  =  2  An  cos  A, 

dz        ^  , 

—  —  2yncosl  =  —  gt 


(92  a) 


Die  erste  und  dritte  dieser  Gleichungen  ergeben  durch  Elimination  von 
y  und  nochmalige  Integration 

X  =  {\gt^  +  z  —  h)tgL 
Offenbar  ist  aber  h  —  z,  die  längs  der  Vertikalen  in  der  Zeit  i 
durchfallene  Strecke,  sehr  annähernd  \gP,  so  daß  rc,  die  Abweichung 
nach  Süden,  praktisch  null  wird.     Darum  kann  das  dritte  Glied  in  der 
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zweiten  von  den  integrierten  GL  (92  a)  als  null  angenommen  werden. 
Wenn  man  für  z  den  Wert  h  —  \gi^  in  das  zweite  Glied  dieser 
Gleichung  einsetzt  und  für  die  Abweichung  nach  Osten  in  der  Zeit  i 
integriert,  so  erhält  man  y  =  \gi^ncos'k.  Hat  das  Teilchen  die  Ober- 
fläche erreicht,  bo  ist  <  =  '^^h/g  geworden,  und  folglich: 


2/  =  I  y  2  h^jg .  neos  A. 

In  mittleren  Breiten  beträgt  hiernach  die  Fallabweichung  bei  100  m 
Fallhöhe  nur  etwa  1  cm,  bei  1000  m  Fallhöhe  dagegen  schon  32  cm. 

Es  ist  interessant,  den  Fall  zu  betrachten,  in  dem  die  Geschwindig- 
keit des  fallenden  Körpers  nahezu  horizontal  gerichtet  ist  Aus  den 
Nahernngsgleichungen  (92)  kann  man  die  durch  die  Erdrotation  ver- 
anlaßt-e  Abweichung  berechnen,  die  ein  Geschoß  erfährt,  das  mit  der 
(rescbwindigkeit  F,  einer  gegebenen  kleinen  Elevation  a  und  in  einer 
Richtung,  die  zur  positiven  (südlichen)  Richtung  von  x  um  den  Winkel 
^  geneigt  ist ,  abgefeuert  wird.  Der  Leser  kann  die  Einzelheiten  der 
Berechnung  nach  folgendem  Stufengange  durchnehmen: 

Gl.  (92),  einmal  von  0  bis  t  integriert,  ergeben,  da  anfänglich 
X  =  Vcosucos  ßy  y  =  Vcosusinß,  z  =  Ysxna  ist: 

2ynsink  =  Vcosucosß 

dt 


—  +  2encosk  -f-  2xnsink^=  Vcosasinß 
j-  —  2yncosk  =  —  gt  ~\-  Vsin  u 


(93) 


Unter  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  n  in  der  ersten  und  dritten 
dieser  Gleichungen  muß  man  von  0  bis  t  integrieren  und  Werte  von 
/  und  e  finden.  Setzt  man  diese  in  die  zweite  Gleichung  ein  und 
integriert  von  0  bis  /,  so  findet  man  y.  Diesen  gefundenen  Wert  setzt 
man  für  y  in  der  ersten  und  dritten  von  GL  (93)  ein  und  integriert 
unter  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  n^  von  0  bis  f;  daraus  ergibt 
sich  X  und  z.     Die  Ergebnisse  sind: 


(93  a) 


x=  Vt  cos  a  cos  ß  +  Vt^n  sin  k  cos  a  sin  ß 

fj  =  Vt  cos  a  shi  ß  —  F<2  n  (cos  k  sin  a  +  sin  k  cos  u  cos  ß) 

+  \gt^ncosk 
^  =  —  \gt^  -\-   Visina  +  Vt^ncoskcosasin  ß 

Die  Glieder  mit  n  in  diesen  Gleichungen  sind  die  Abweichungen. 

Für  eine  Anfangsgeschwindigkeit  von  750  m,  a  =  4^  A  =  57®  N., 
ß  =  0  und  für  den  ganzen  Flugbereich  V^sin  2a  g  (etwa  8km)  ergibt 
sich  z.  B.  (ohne  Rücksicht  auf  den  Luftwiderstand)  öy  t-=  4,7;  d.  h. 
die  Geschoßabweichung  beträgt  4,7  m  nach  Westen. 
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281.  Scheinbare  und  wirkliehe  Schwere.  Die  eben  ans- 
einandergesetzte  Theorie  erläutert  sowohl  die  Auflösung  der  Bewegungen 
in  ihre  Komponenten  nach  verschiedenen  Richtungen  als  die  Tatsache, 
daß  die  Anziehungs  Wirkung  der  Erde  auf  ein  Teilchen  an  irgend  einem 
Orte  die  zu  der  Beschleunigung,  die  durch  die  Bewegung  des  Teilchens 
mit  der  Erde  verlangt  wird,  notwendige  Kraft  liefern  muß.    So  hat  ein 


Fig.  152. 


'0 


Pendelkörper  eine  mittlere  Bewegung  auf 
dem  Parallelkreise  des  Breitengrades  eines 
Aufhängungsortes.  Die  Bescbleaniguog 
infolge  der  Schwere  erfährt  aus  diesem 
Grunde  sowohl  Größen-  als  Richtungs- 
änderuDg.  G  bezeichnet,  wie  gesagt,  die 
wirkliche  pro  Masseneinheit  auf  das  Teil- 
chen P  (F'ig.  152)  wirkende  Schwerkraft. 
Man  nimmt f  die  Erde  als  Kugel  betrachtet, 
PC,  die  Linie  nach  dem  Mittelpunkte,  &h 
die  Richtung  von  G  und  löst  diese  in 
zwei  Komponenten  auf,  eine  PBy  längs  dem  Radius  des  Parallelkreises 
in  P,  die  andere  in  einer  Richtung  P-4,  die  einen  kleinen  Winkel  mit  PC 
bildet.  Die  letztere  Richtung  ist  es,  welche  die  Anfangsbeschleuni- 
gung g  eines  Körpers  gibt,  der,  während  er  sich  mit  der  Erde  dreht, 
unter  der  Wirkung  der  Schwere  fällt;  sie  ist  nicht  nach  dem  Punkte  C 
hin  gerichtet.  So  ist  PA,  die  senkrechte  Richtung  des  Pendels,  in  der 
es  in  der  Ruhelage  hängt,  und  um  welche  die  Schwingungsebene  sich 
dreht,  nicht  nach  dem  Erdmittelpunkte  zu  gerichtet. 

Die  Beschleunigung  längs  PB  ist  n^Bcoskj  wo  R  der  Erdradius 
ist.  Folglich  ergibt  sich,  wenn  0  der  Winkel  ist,  den  PA  mit  PT 
bildet,  da  0  sehr  klein  ist: 


n^'Bco 
9 

a_ 

6               6 

cos 

BCP  ~  sink' 

ferner : 

£ 

G        sin 

sin  A 

a  +  0) 

sin  k 

sin  k  -f  Ocosk 

Somit  hat  man: 

G  = 

9  + 

nUicosn 

oder       g  r=  G  —  n-Rcos'^k   ] 

und 

e  = 

n^Bsin  2  k 
2^ 

n 

~  '2{G 

^B  sin  2  k 
-^n^B  cos^  k) 

(94) 


Der  Wert  von  n^Big  ist  ungefähr  i^gg,  so  daß  G  am  Äquator  am 
diesen  Bruchteil  seiner  selbst  und  an  anderen  Orten  ]e  nach  der  geo- 
graphischen Breite  um  entsprechend  weniger  vermindert  wird,  wie  die 
Gl.  (94)  besagen. 


Ealerscbe  dynamische  Gleichungen. 
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282.  Eul ersehe  dynamische  Gleiehungen.  Wenn  wir  jetzt 
zu  dem  Beispiele  des  rotierenden  starren  Körpers  zurückkehren,  so 
mögen  die  rotierenden  Axen  im  Körper  fest  sein  und  mit  den  Haupt- 
azen  des  Trägheitsmoments  zusammen faUen.  Das  Trägheitsmoment  des 
Körpers  um  0  A  sei  A^  um  0  B  sei  es  B  und  C  um  0  C.  Die  Winkel- 
geschwindigkeiten,  die  jetzt  auch  die  Winkelgeschwindigkeiten  des 
starren  Körpers  um  die  Axen  sind,  seien  in  diesem  Falle  mit  c^i,  CD^t  CD^ 
bezeichnet.  Dann  ist  F  ^=  AcDi,  G  =  B&it  H  =  Cm^.  Es  wird 
dann  aus  den  61.  (86)  mit  Bücksicht  auf  Gl.  (87): 


~dr 
^~dr 


J5^- 


(B  —  OogC^s  =  L 
(C  —  A)(o^(o^  =  M 
(A  —  B)cix(o^  =  N 


(95)     . 


Wie  schon  festgestellt  worden  ist,  sind  X,  ilf,  N  die  Momente  der  den 
Körper  angreifenden  Kräfte  um  die  Axen. 

Diese  Gleichungen  sind  bekannt  als  die  Euler  sehen  Gleichuugen 
eines  starren  Körpers,  der,  mit  einem  festen  Punkte,  um  die  Hauptaxen 
für  diesen  Punkt  rotiert  Es  ist  schon  oben  §  264  eine  Gleichung  be- 
nutzt worden,  die  mit  der  zweiten  von  diesen  äquivalent  ist.  Hat  der 
Körper  (wie  z.  B.  ein  Kreisel)  eine  Symmetrieaxe,  um  die  das  Trägheits- 
moment C  ist,  so  wird  A  =  B,  und  aus  den  Gleichungen  wird: 


A^  — 


A^^  ~ 


dt 
da^ 
IT 
d^ 

dt 


{A   —    C)CÖ2C's  =  L 

(C  —  A)(o^(Oi=  M 

=  N 


.     .     (96) 


Diese  Gleichungen  hätten  ebensogut  zum  Ausgangspunkte  der 
Diskussion  der  Kreiselbewegung  gemacht  werden  können;  der  Leser 
mag  sie  nun  zur  Übung  darauf  anwenden.  Zu  bemerken  ist  dabei, 
daH  man  nicht  die  Axen  OD^  OE  (Fig,  139)  als  die  Hauptaxen  gleichen 
Moments  in  den  Eul  ersehen  Gleichungen  anwenden  kann,  da  OD 
and  OE,  obgleich  sie  immer  senkrecht  zueinander  und  zu  0  C  sind, 
doch  im  allgemeinen  Falle  nicht  die  Bedingung,  im  Körper  fest  zu  sein, 
erfüllen.  Es  möge  eine  Axe  (Fig.  1 63,  a.  S.  307),  die  senkrecht  zu  0  C  und 
im  Körper  fest  ist,  einen  Winkel  q>  mit  OjK'  (dem  verlängerten -E  0)  in 
dem  in  Betracht  stehenden  Augenblicke  bilden.  OB  sei  eine  andere 
Axe  in  derselben  DOE-Ehene  und  senkrecht  zu  OA.  Die  Axen  OA^ 
OB  drehen  sich  in  jenem  Augenblicke  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
o  +  pcosO  um  OC,  die  Kreiselaxe.     Nun  dreht  sich  aber  OD,  da 
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68  auf  der  Ebene  ZOG  senkrecht  steht,  mit  der  Winkelgesehwmdigkelt 
p  cosO  um  00,  nnd  folglich  rückt  OÄ  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit G)  von  OE^  ab.     Demnach  ist  q)  =i  cd. 

Die  Winkelgeschwindigkeiten  o^  um  OA,  <o^  um  OB  nnd  Oj  um 
die  Axe  OG  sind  0  sinq)  —  ^  sin  8  cos  (p,  Ocostp  -|-  P  sind  sin (p^ 
CD  -^  '^  cos  0.  Das  angreifende  Kr&ftepaar  ist  mghsinO  um  OD^  und 
folglich  sind  die  Kräftepaarkomponenten  mgh  sin  0  Sin  (p  um  Oi, 
mghsinOcosq)  um  OB  und  null  um  0G\  dies  nnd  X,  bezw.  if,  K 

Der  Leser  sollte  die  Werte  in  GL  (95)  einsetsen  und  sich  davon 
überzeugen,  daß  die  Bewegungsgleichungen  (58)  §  259  herauskommes. 
Es  kann  leicht  gemacht  werden,  indem  man  q>  aus  der  ersten  und 
zweiten  Bewegungsgleichung  eliminiert  und  cd  für  q)  setzt. 

283.  Kinetisehe  Energie,  ausgedrückt  durch  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Körpers  um  die  Hauptaxen.  lAm  sieht  ein, 
daß  die  kinetische  Energie  U  durch  die  Gleichung 

U=\(Äci}^  +  Bg»}  +  Gol) (97) 

gegeben  ist.  Dieser  Ausdruck  für  U  kann  nicht  benutzt  werden,  wenn 
man  nach  der  Methode  von  Lagrange  zu  den  Eni  er  sehen  Gleichangen 
gelangen  will,  und  der  Grund  dafür  bietet  eine  gute  Erläuterung  der 
Umstände,  unter  denen  diese  Methode  zulässig  ist.  Die  Winkel- 
geschwindigkeiten (D| ,  c}j ,  03  um  die  Hauptaxen  sind  nämlich  nicht 
Geschwindigkeiten  von  Koordinaten,  die  die  Lage  des  Sytems  feststellen, 
wie  in  §  229  ausgeführt  wurde;  und  ehe  ein  Versuch  gemacht  wird. 
die  Bewegungsgleichungen  aus  dem  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie 
abzuleiten,  muß  dieser  Ausdruck  erst  in  einen  solchen,  der  derartige 
Koordinaten  einschließt,  yerwandelt  werden. 

284.  Die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Hauptaxen,  durch 
Lagekoordinaten  ausgedrückt.  Koordinaten  von  der  hier  erwähnten 
Art  sind  solche  wie  0,  ^,  9),  die  in  der  Diskussion  der  Kreiselbewegang 
angewandt  wurden;  auch  die  Beziehungen  zwischen  (Dj,  CD^,  CI3  und 
0,  ^,  9,  fl,  V'»  4^1  sind  oben  gegeben  worden.  Wir  stellen  indessen  hier, 
um  die  Bezugnahme  zu  erleichtem,  die  Werte  CDi,  O],  (Oj  als  Funk- 
tionen Ton  0^  li^j  q)  und  0,  ^,  9  als  Funktionen  von  ©1,  Oj,  »3  w- 


de     ,  dt   .   ^  dO 

Ol  =  —  stn  9 —Sind  cos  q>,  —  =  Oj  stn  tp  +  (o^cosq) 

dd  ,    dt   .   n   '  dt       OoSmcp  —  o.cosw 

Oj  =  —  cos(p  +  —sinOstnq),  -77  =  -^ V   ^    ^ 


dt        ^    '     dt  ^'       dt  sind 

dt         a    \    ^^  ^^  OjStncp  —  (D.cosw 


dt  'dt'  dt  ^  tgO 


(98) 


Eutersohe  Formeln. 
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285.  Die  Richtungskosiniis  der  Hauptaxen.  In  Fig.  153  sind 
drei  Punkte  X,  F,  Z  und  drei  Punkte  -4,  B^  C  dargestellt,  die  auf  der 
Oberfl&che  einer  Kugel  vom  Radius 
eins  liegen,  deren  Mittelpunkt  0 
der  feste  Punkt  des  Körpers  ist. 
X,  r,  Z  sind  die  Enden  Ton  drei 
ineinander  senkrechten,  im  Räume 
festen  Axen  \  A,B,C  sind  die  Enden 
der  in  dem  bewegten  Körper  festen 
Axen  (von  0  aus).  Die  Seiten  XY 
YZ,  ZX  und  AB,  BC,  CA  der 
beiden  auf  die  Kugel  gezeichneten 
sphärischen  Dreiecke  sind  sämtlich 
Quadranten;  der  Bogen  ZC  trifft, 
Terlängert,  die  Verlängerung  von  BA 
in  Py  und  0,  ^,  9  sind  die  bezeich- 
neten Winkel.  Die  neun  Richtungskosinus  von  OA,  OB,  OC,  bezogen 
anf  X,  Yj  2,  sind  gleich  den  Kosinus  der  auf  der  Kugel  beschriebenen 
Bogen,  die  die  drei  Punkte  X,  F,  Z  mit  A,  B,  C  verbinden.  Man 
erhält  sie  leicht  durch  die  elementaren  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie. Wenn  o^,  ocj,  ocg  die  Richtungskosinus  von  OA,  ßußi^  ßu 
die  von  OB  und  yi,  y^y  7i  ^^^  ▼o^  0  0  sind,  so  ergibt  sich,  da 
ri)  =  ^,  D^  =  <p  und  LADY=e  ist: 

«j  =  cosOcosifcosq)  —  sinilfsin<p 

«2  =  cosOsinilfcosfp  +  cosilfsinq> 

«3  =  —  sin  0  cos  tp 

ßi  =  —  cosOcosM^sinq)  —  sinifcostp 

ßi  =  —  cos  0  sin  if  sin  (p  -\-  cosilfcosq>     ^ .     .     .    .     (99) 

/Jj  =  sind  sin  q> 

y^  =  sin  0  cos  if 

y^  ■=  sin  0  sin  t 

yj  =  cosO 

286.  Betrachtimg  der  Glieder  in  den  Eul  ersehen  Gleichun- 
gen. Die  erste  der  Euler  sehen  dynamischen  Gleichungen  kann  in 
der  Form 

A-^^L  +  iB^  C)ai,CD, 

geschrieben  werden.  Somit  kann  ^d) ,  als  von  zwei  Kräftepaaren,  L 
vnd  (B —  0)oi2(08«  herrührend  angesehen  werden.  Das  letztere  ist 
das  aus  der  Rotation  des  Körpers  um  die  Axen  OB,  OC  entstandene 
zentrifugale  Kräftepaar  genannt  worden,  und  ebenso  sind  die  ent- 
sprechenden Größen  in  den  anderen  Gleichungen  genannt  worden.  Es 
ist  nicht  schwierig,  diese  Deutung  auf  analytischem  Wege  zu  begründen, 
dieser  Weg  erscheint  aber  weniger  anschaulich  als  der  folgende,  durch 
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den  tats&chlich  die  Gleichungen  Jederzeit  abgeleitet  oder  ins  Gedftehtnu 
zurückgebracht  werden  können. 

Die  au!  den  Körper  wirkenden  Krftftepaare  X,  M^  N  erzeugen,  wie 
man  sagen  kann,  ein  Moment  der  Bewegungsgroße  um  OA,  OB^  OC 
auf  zweierlei  Weise:  1.  durch  die  Erzeugung  von  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Azen,  2.  durch  Änderung  der  Lage  des  Körpers.  Wenn 
man  sich  für  den  Augenblick  OÄ  fest  vorstellt,  so  wird  die  Drehung 
▼on  OG  um  OB  herum  OC  in  der  Zeit  dt  um  einen  Winkel  (o^di  näher 
an  Oii  heranbringen,  und  dies  würde  ein  Moment  der  Beweguogs- 
größe  CcD^sin(a2^i)=  Ca^a^dt  um  die  feste  Linie  OÄ  herrorrufen. 
Also  w&chst  in  jenem  Augenblicke  das  Moment  der  Bewegungsgröße 
um  Oii  im  Verhältnis  Co^fO^  infolge  der  Bewegung  um  OB. 

In  derselben  Zeit  dt  rückt  OB  infolge  der  Drehung  um  OC  tod 
der  festen  Lage  Ton  OÄ  um  den  Winkel  m^dt  ab,  und  somit  Ter- 
mindert  sich  das  Moment  der  Bewegungsgröße  um  0^  in  Jenem  Augen- 
blick im  Verhältnis  BoD^Oi. 

Also  ist  der  gesamte  Zuwachsgrad  des  Moments  der  Bewegungs- 
größe  um  OÄ  in  dem  betrachteten  Augenblicke  ^cb^  —  (B — C)ö2®3» 
und  das  muß  gleich  dem  Moment  L  des  angreifenden  Kräftepaares  sein. 
Ebenso  können  die  anderen  Gleichungen  erklärt  werden. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  dies  nur  ein  Spezialfall  eines  Pro- 
zesses ist,  der  auf  jede  Gruppe  rotierender  Axen  0Ä\  OB*,  0C\  die 
im  Körper  fest  sind,  angewandt  werden  kann.  Es  seien  /i^,  h^  h^  ^i^ 
Momente  der  Bewegungsgröße  um  drei  solche  Azen,  die  sich  mit  den 
Winkelgeschwindigkeiten  tiit  Oi,  (h  um  sich  selbst  drehen.  Dann  ist, 
wie  wir  wissen,  das  Änderungsmaß  der  Bewegungsgröße  um  OÄ*  gleich 
hl  —  h^d  -{-  h^Oi'  Die  einzelnen  Teile  hiervon  können  auf  dieselbe 
Weise  erklärt  werden. 

287.  Bewe^ng  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  ohne  Wirkung  von  Kräften.  Der  Fall  eines  sieb  um  einen 
festen  Punkt  drehenden  starren  Körpers,  auf  den  keine  äußeren  Kräfte 
wirken,  also  der  Fall,  in  dem  L,  M,  N  sämtlich  null  sind,  ist  äußerst 
interessant.  Da  keine  Kräfte  wirken,  bleibt  die  Aze  des  Maximum- 
moments der  Bewegungsgröße,  wenn  sich  der  Körper  bewegt,  unver- 
ändert und  senkrecht  zu  der  unveränderlichen  Ebene  durch  den  An- 
fangspunkt. Das  Moment  der  Bewegungsgröße  um  diese  Axe,  etwa  B, 
ist  konstant,  so  daß  sich  ergibt: 

Ä^a^  +  i?2(D|  +  C^o^  =  m (100) 

Auch  ist   die  kinetische  Energie  des  Körpers  konstant,  so  daß  man 
schreiben  kann: 

Äiol  +  B(ol  +  Cai  =  2U  .     .    -.     .    .     (101) 

Diese   Ergebnisse  sind  leicht   von   den   Eul  er  sehen  Gleichungen 

abzuleiten;   denn  wenn  man  die  erste  von  ihnen  mit  Ä&i^  die  zweite 
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mit  Bw^j  die  dritte  mit  Cco^  multipliziert,  dann  addiert  und  integriert, 
so  erh&lt  man  61.  (100).  Wenn  man  femer  die  erste  mit  tOi,  die  zweite 
mit  (O-i,  die  dritte  mit  CD3  multipliziert,  alsdann  addiert  und  integriert, 
80  erhält  man  61.  (101). 

Die  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  die  Momentanaze  ist 


Vö2  +  0)/  4-  (Ol 

Die  Winkelgeschwindigkeiten  sind  aber  durch  die  Beziehung  (101) 
miteinander  verbunden,  so  daß  man,  wenn  man  Strecken  x,  y^  z  den 
Axen  parallel  so  nimmt,  daß 

wird,  an  Stelle  von  61.  (101)  den  Ausdruck 

Äx^  +  By^  +  Cz^  =  Jc^ (101a) 

erhält,  die  61eichung  eines  Ellipsoids,  welches  als  das  Moment enellipsoid 
(s.  §  164)  angesehen  werden  kann.  Also  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Momentanaxe  proportional  der  Länge  des  mit  ihr  zusammen- 
fallenden RadiusTektors  des  Momentenellipsoids. 

Während  sich  der  Körper  bewegt,  ändert  sich  die  Richtung  OJ 
der  Momentanaxe  sowohl  im  Körper  als  im  Räume.  Ihr  Richtungs- 
kosinus mit  Bezug  auf  dieHauptaxe  des  Momenten  ellipsoids  sind  C9i/o, 
CD^/a,  CDj/cD.  Mit  den  Veränderungen  von  m^ ,  cü],  CDg  ändert  sich  ihre 
Lage  im  Körper. 

288.  Bewegung  ohne  Einwirkung  von  Kräften.  Poinsot- 
sehe  Darstellung  durch  ein  auf  fester  Ebene  rollendes  Momenten- 
ellipsoid.  SylTestersche  Messung  der  Bewegungszeit,  um 
die  Bewegung  der  Momentanaxe  im  Räume  zu  finden,  beachte  man  zu- 
nächst, daß  die  Axe  des  resultierenden  Moments  der  Bewegungsgröße, 
d.h.  die  Senkrechte  zu  der  unveränderlichen  Ebene  durch  den  Anfangs- 
punkt, im  Räume  fest  bleibt.  Nun  sind  aber  die  Komponenten  des 
Moments  der  Bewegungsgröße  mit  Bezug  au!  die  Axen  des  Momenten- 
ellipsoids  A(o^^  £02*  Ccd^^  und  folglich  sind  die  Richtungskosinus  der 
Axe  des  resultierenden  Moments  der  Bewegungsgröße  mit  Bezug  au! 
jene  Axen  Am^/H,  BfO^iH,  C&JH.  Dies  sind  aber  die  Richtungs- 
kosinus  relativ  zu  den  Uauptaxen  des  Ellipsoids,  des  vom  Mittelpunkte 
auf  die  Tangentialebene  zum  Momentenellipsoid  am  Ende  des  mit  der 
Momentanaxe  zusammen!allenden  Radiusvektors  gefällten  Lotes.  Die 
Komponente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Senkrechte  ist  daher 

Äo)^^  +  Bo^  +   C(o^  _  2_U 
H  ^    H 

und  bleibt  konstant,  wenn  sich  der  Körper  bewegt. 
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Da  diese  Senkrechte  im  Baume  fest  ist,  so  ist  die  Bewegung  des 
Körpers  eine  derartige,  daß  das  sich  mit  ihm  bewegende  Momenten- 
ellipsoid  immer  in  Berührung  mit  einer  Ebene  bleibt,  deren  Riehtang 
im  Baume  fest  ist. 

Die  hiermit  eingeführte  Ebene  ist  auch  in  ihrer  Lage  bestimmt 
Es  sei  p  die  Länge  des  von  0  auf  diejenige  Tangentialebene,  welche 
das  Momentenellipsoid  in  seinem  Schnittpunkte  mit  der  Momentanaxe 
berührt,  gefällten  Lotes  OL,  Der  Kosinus  des  Winkels  zwischen  diesem 
Lot  und  der  Momentanaxe  beträgt  p/r,  und  dies  hat  auch  den  Wert: 

Ac«  +  By^  +  Cz^  ^^^     Äwf  +  Baj  +  Co? 

Somit  ist  .  ^«  «        « , « »^ 

g  _  4  mr^        2k^ü 

Also  ist  p  von  konstanter  Länge,  und  die  Ebene  ist  in  ihrer  Lage 
bestimmt. 

Man  wird  bemerken ,  daß  co^p^/r^  dasselbe  ist  wie  4  Ü*/H^  und 
folglich  konstant  ist,  d.  h.  daß  die  Winkelgeschwindigkeit  op/r  des 
Körpers  um  das  Lot  konstant  ist. 

Also  ist,  wenn  der  Körper  sich  dreht,  das  sich  mit  ihm  drehende 
Momentenellipsoid  immer  an  seinem  Schnittpunkte  mit  der  Momentan- 
axe mit  einer  Ebene  in  Berührung,  die,  parallel  zur  unveränderlichen 
Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  fest  ist.  Der  Berührungspunkt  ist 
stets  momentan  in  Ruhe,  und  so  kann  die  Bewegung  als  eine  solche 
beschrieben  werden,  bei  welcher  das  Momentenellipsoid  auf  einer  Ebene 
rollt,  und  zwar  auf  einer  Ebene,  welche  parallel  ist  zur  Ebene  des 
resultierenden  impulsiven  Kräftepaares,  das  in  irgend  einem  Augen- 
blicke die  aktuelle  Bewegung  aus  der  Ruhelage  erzeugen  könnte.  Das 
Zeitintegral  dieses  Kräftepaares  ist  natürlich  H» 

Betrachten  wir  jetzt  ein  Ellipsoid,  dessen  Gleichung  auf  die  Hanpt- 
axen  des  Momentenellipsoids  bezogen  lautet: 

Dies  ist  ein  Ellipsoid ,  das  mit  dem  Momentenellipsoid  konfokal  ist  nnd 
sich  wie  dieses  mit  dem  Körper  bewegt.  Eine  Ebene,  die  dieses  Ellip- 
soid in  den  Punkten  x,  y^  z  berührt  und  parallel  zur  unveränderlichen 
Ebene  im  Anfangspunkte  ist,  hat  ihre  Normale  in  der  OX- Richtung. 
Folglich  gilt  für  eine  solche  Ebene: 

rriÄ '  =  ^^"'"  T^  ^ = ^^"'-  TT^ '  =  '^^"'" 

wo  B  eine  Konstante  ist.     Daraus  ergibt  sich: 

jt^  =  -J^ 

2u-\-hm 
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IHe  Koordinaten  des  Berührungspunktes  Q  sind  also 

X  =  jB(1  +  Äh)a)i,    y  =  jB(l  +  Bh)^^,    z  =  R{\  +  Ch)m^, 

wo  B  den  soeben  gefundenen  Wert  hai  Die  Projektion  des  Radius- 
vektors 0  Q  auf  die  Linie  0  X  ist  daher 

^  [(1  +  Äh)Ä(ol  +  (1  +  Bh)BiBi  +  (1  +  Ch)C(oi] 

d.  h.  eine  Eonstante.  Somit  ist  diese  Tangentialebene  im  Räume  fest. 
Wenn  r'  die  Länge  von  0  Q  ist  und  0  den  Winkel  QOJ  bezeichnet, 
ist  die  Geschwindigkeit  von  Q  gleich  CDr' sinO.  Wenn  aber  q>  den 
Winkel  QOL  bezeichnet,  ist  die  Entfernung  zwischen  Q  und  OL 
gleich  r'  sin(p^  und  daher  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  Ton  Q  um  OL 
gleich  (0  sin  O/sin  (p.  Durch  Berechnung  der  Werte  Ton  sin  0  und  sin  tp 
erhält  man  leicht  die  Formel: 

o^sin^d  _        (pa/g  —  R^((o^  +  2hü)^ 
sin^  (p    ~       H^r'^  —  JB«  (2  ü-  +  hH^y ' 

was  sich  auf  h^H^  reduziert.  Mithin  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
Ton  Q  um  OL  gleich  hH. 

Somit  ist,  wenn  die  das  Ellipsoid  [GL  (101b)]  in  Q  berührende 
Ebene  sich  mit  dieser  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  um  OL 
dreht,  die  Zeit,  in  der  der  Körper  einen  Teil  seiner  Bewegung  aus- 
geführt hat,  gleich  dem  in  dieser  Zeit  durch  diese  Ebene  zurückgelegten 
Winkel,  durch  hH  dividiert.  Diese  Art  der  Zeitdarstellung  rührt  Ton 
Sylvester  her. 

289.  Polhode  und  Herpolhode.  Die  Berührungspunkte  der 
festen  Ebene  mit  dem  Momentenellipsoid  ergeben  zwei  geometrische 
Örter,  einen  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids,  den  anderen  auf  der 
Ebene.     Der  erstere  heißt  die  Polhode,  der  andere  die  Herpolhode. 

Um  die  Polhode  zu  finden,  braucht  man  nur  den  geometrischen 
Ort  der  Punkte  in  dem  Körper  zu  bestimmen,  in  denen  die  Tangential- 
ebenen in  einer  konstanten  Entfernung  von  dem  festen  Punkte  0  sind« 
p  sei  die  konstante  Länge  des  Lotes;  es  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

1.2  f73  h2 

Ax^  +  By^  +  Cz^  =  Ä«,    AH^  +  B^y^  +  C^z^  =  — =r  =  -5  (102) 

Diese  Gleichungen  ergeben  die  einzige  Beziehung: 

Ä(2UA—H^)x^  +  B(2üB'-H^)y^  +  C(2UC—H^)z^=0,  (103) 

die  Gleichung  eines  Kegels,  dessen  Scheitel  der  Anfangspunkt  ist. 
Dieser  Kegel  ist  im  Körper  fest  und  dreht  sich  mit  ihm.  Sein  Schnitt- 
punkt mit  der  Oberfläche  des  Momentenellipsoids  ist  der  geometrische 
Ort  der  Punkte,  in  denen  das  Ellipsoid  die  feste  Ebene  berührt.     Man 


(104) 
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kann  dies  den  Eörperkegel  nennen.  Er  rollt  auf  einem  festen  oder 
Raumkegel,  dessen  Schnittpunkt  mit  der  festen  Ebene  der  geometrische 
Ort  der  BerAhrungspunkte  des  Momentenellipsoids  mit  der  Ebene  ist 
Durch  Elimination  von  e  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (102) 
erhält  man: 

die  Gleichung  der  Projektion  der  Poihode  auf  eine  zu  0  C  senkrechte 
Ebene.  Ist  C  das  größte  Trägheitsmoment,  so  hat  p^  seinen  kleinsten 
Wert,  wenn  das  Ellipsoid  die  Ebene  an  einem  Ende  der  e-kae  berührt, 
denn  dann  ist  z^  =  jß^  =:  k'^/C,  Der  Wert  von  k^p^  ist  in  diesem 
besonderen  Falle  C  und  ist  in  allen  anderen  Fällen  kleiner.  Daher 
ist  die  Größe  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  (104)  negativ,  und  die 
Eoef  Rzienten  von  x^  und  y^  auf  der  linken  Seite  sind  ebenfalls  negativ. 
Die  Projektion  der  Poihode  ist  aus  diesem  Grunde  eine  Ellipse.  Wenn 
dagegen  C  das  kleinste  Hauptmoment  ist,  sind  die  Größe  an!  der 
rechten  Seite  von  GL  (104)  und  die  Koeffizienten  auf  der  linken  alle 
positiv.     Folglich  ist  die  Kurve  auch  in  diesem  Falle  eine  EUlipse. 

Wenn  C  das  mittlere  Moment  ist,  haben  die  Koeffizienten  von  jr- 
und  y^  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  die  Kurve  ist  eine  Hyperbel 
Ist  dabei  A  das  größte,  B  das  kleinste  Moment,  so  kann  die  Gleichung 
in  der  Form  ax^  —  hy^  =  c  geschrieben  werden,  wenn  H^:2  r>  C 
ist,  und  in  der  F'orm  hy^  —  ax^  =  c,  wennJETVS  Z7<  C  ist,  wo  c^c 
alle  positiv  sind.  Im  ersten  von  diesen  beiden  Fällen  ist  die  jr-Axe  die 
Hyperbelaxe,  im  zweiten  ist  es  die  j^-Axe. 

Wenn  H^/2  U  gerade  gleich  C,  dem  mittleren  Moment,  ist,  nimmt 
die  Gleichung  die  Form  ax^  —  hy^  =  0  an,  welche  die  beiden  geraden 
Linien  x\a  —  y  \b  =  0,  a:  ^'U  -]-  y  '^b  =  0  darstellt.  Diese  Linien 
kreuzen  sich  auf  der  Axe  des  mittleren  Moments  und  sind  die  Projek- 
tionen der  Polhoden  um  die  Axen  des  größten  und  kleinsten  Moments 
auf  die  jr, 2/ -Ebene.  Diese  sind  zwei  geschlossene  Kurven,  deren  Pro- 
jektionen auf  Ebenen  senkrecht  zu  den  Axen,  die  sie  umgeben,  Ellipsen 
sind,  und  die  sich  in  der  Axe  des  mittleren  Moments  treffen.  Die 
geraden  Linien  trennen  diejenigen  hyperbolischen  Projektionen  der  Pol- 
hoden, welche  ihre  Axe  mit  OÄ  parallel  haben,  von  jenen,  die  ihre 
Axe  parallel  mit  OB  haben;  diese  Poihode  heißt  daher  die  trennende 
Poihode. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Herpolhode  ist  hier  nicht  Raum,  mehr  zu 
sagen  als  daß,  da  die  Polhoden  geschlossene  Kurven  um  die  Axen  des 
größten  und  kleinsten  Moments  sind,  die  Herpolhode  zwischen  swei 
Kreisen  liegen  muß,  deren  gemeinsame  Axe  das  von  0  auf  die  feste 
Ebene  gefällte  Lot  ist.     Denn  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Beruh- 
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nmgsponkteB  in  irgend  einem  Augenblicke  vom  Fuüpunkte  dieses  Lotes 
ist  r«— p*,  und  dafür  haben  wir  den  Wert  |?2 (0,1^^2  4  ij2  _  1).  d^. 
durchf  daß  man  o  seinen  größten  und  ^iff,  1 54. 

Ideinsten  Wert  giebt,  et  hält  man  hier- 
aus die  Radien  der  beiden  Kreise; 
offenbar  liegt  die  IJerpolhode  zwischen 
ihnen  und  muß  sie,  wenn  der  Körper 
rollt  y  abwechselnd  berühren.  Da  die 
Herpolhode  eine  Kurve  in  der  festen 
Ebene  ist,  maß  man,  wenn  man  Jeden 
ihrer  Punkte  mit  dem  Anfangspunkte 
Terbindet,  einen  festen  Kegel  oder 
Raumkegel  erhalten,  auf  dem  der 
Körperkegel  rollt,  während  sich  der 
Körper  um    den  festen  Punkt    dreht. 

Die  Form  der  Herpolhode  ist  in  Fig.  154  gezeigt;  sie  ist  aus  Routh, 
Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  (Bd.  II,  Kap.  4)  entnommen. 
Man  beachte,  daß  die  Kurven  überall  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kreise 
zu  konkav  sind. 

290.  Stabilität  der  Bewegung  eines  Körpers  ohne  Einwir- 
kung Yon  Kräften.  Wir  haben  diese  leichte  Skizzierung  der  Poin- 
iiotschen  Darstellung  der  ßewegung  durch  das  Rollen  des  Momenten- 
ellipsoids  auf  einer  festen  Ebene  hauptsächlich  wegen  des  Lichtes 
gegeben,  das  die  Diskussion  auf  die  Stabilität  der  Bewegung  eines  ohne 
Einwirkung  von  Kräften  rotierenden  Körpers  wirft.  Wenn  sich  der 
Körper  um  eine  der  Hauptazen  dreht ,  kreiselt  das  Momentenellipsoid 
nur  auf  der  festen  Ebene ;  wird  ein  kleiner  störender  Impuls  erteilt,  so 
wird  der  Körper  anfangen,  um  eine  ein  wenig  abweichende  Aze  zu 
rotieren. 

Ist  die  Aze,  von  der  abgewichen  wird,  die  des  größten  oder  klein- 
sten Trägheitsmoments  C,  so  sind  die  Polhoden  geschlossene  Kurven, 
die  diese  Azen  eiuschließen,  und  da  in  diesem  Falle  H^/2  U  sehr  an- 
nähernd C  gleich  ist,  so  ist  die  elliptische  Projektion  auf  die  feste 
leihen e  sehr  klein  nach  jeder  Dimension,  außer  wenn 
h^(H^  —  2  UC):2  UÄ(Ä  —  C)  oder  k^(H^  —  2  UC)/2  UB(B  —  C) 
groß  ist.  Mithin  ändert  für  eine  sehr  kleine  Störung  die  Rotations- 
ftxe  ihre  Lage  im  Körper,  aber  nur  wenig,  und  man  kann  die  Bewegung 
stabil  nennen.  Für  eine  mäßige  Störung  indessen  kann  die  Aze,  wenn 
<üe  Ellipse  sehr  ezzentrisch  ist,  d.  h.  wenn  Ä(Ä  —  C)/B{B  —  C) 
sehr  klein  oder  sehr  groß  ist,  bedeutend  von  der  Hauptaze  abweichen, 
und  obgleich  die  Momentanaze  wieder  nahe  zur  Hauptaze  zurückkehren 
ksnn,  kann  man  doch  die  Bewegung  unstabil  nennen.  Also  ist  es  für 
heliebige  weite  Grenzen  der  Stabilität  notwendig,  daß  die  benachbarten 
Polhoden  nahezu  kreisförmig  seien. 
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Ist  die  Axe  die  des  mittleren  Moments,  so  sind  die  Polhoden  in 
der  Nachbarschaft  konvex  gegen  die  Axe,  so  daß  die  Momentanaxe, 
wenn  sie  Ton  der  Hauptaxe  weggedrängt  wird,  bedeatend  tod  ihrer 
Anfangslage  abweichen  wird,  außer  wenn  die  Störung  ihr  eine  Yer- 
rückung  längs  einer  der  geraden  Linien,  die  die  trennende  Polhode 
bilden ,  erteilt  Da  H^/2  ü  =  B  ist ,  erfordert  dieser  Fall  besondere 
Behandlung.  Die  Untersuchung  zeigt,  daß  die  Bewegung  stabil  ist, 
wenn  die  Verrückung  längs  der  trennenden  Polhode  erfolgt  (Tcrgl  bei 
Bouth). 

Die  Torangegangene  Behandlung  des  Kreiselproblems  wird  dem 
Leser  klar  machen,  daß  die  Wirkung  einer  gegebenen  Störung  um  so 
kleiner  ist,  Je  größer  die  Winkelgeschwindigkeit  ist,  mit  der  ^er  Körper 
um  —  oder  nahezu  um  —  eine  Hauptaxe  rotiert.  Um  den  Fall  mög- 
lichst günstig  für  die  Störung  anzunehmen,  möge  sie  plötilich  eine 
Geschwindigkeit  cd  um  eine  Axe  senkrecht  zu  derjenigen,  um  welche 
der  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  i^  kreiselt,  erzeugen.  Die  Ab- 
weichung der  Momentanaxe  ist  alsdann  arctg  cj/Sl.  Je  größer  Sl  ist 
desto  kleiner  ist  dieser  Winkel,  und  wenn  ü  sehr  groß  ist,  so  bedn- 
Aussen  gewöhnliche  leichte  Störungen  kaum  die  Richtung  der  Hauptaxe. 
die  nahezu  fest  im  Räume  bleibt.  Wie  wir  wissen,  hat  die  Axe  eines 
schnell  rotierenden  Kreisels  nur  eine  langsame  Präzessionsbewegong 
mit  einer  leichten  Nutationsbewegung  zusammengesetzt,  auch  wenn 
der  Kreisel  beträchtlich  gegen  die  Senkrechte  geneigt  ist,  und  die  Rich- 
tung der  Erdaxe  ändert  sich  nur  mit  einer  außerordentlich  langsamen 
konischen  Bewegung  unter  dem  Einfluß  des  Ton  der  Anziehung  durch 
die  Sonne  herrührenden  Kräftepaares. 

Die  Wirkung  der  Tellern,  Messern  u.  s.  w.  von  einem  Jongleur 
beim  Werfen  erteilten  Kreiselbewegung  zur  Bewahrung  der  Richtung 
des  Körpers  im  Räume,  erklärt  sich  ebenfalls  auf  diese  Weise.  Diese 
Körper  sind  im  allgemeinen  symmetrisch  um  eine  Axe ,  um  die  sie  zu 
kreiseln  veranlaßt  werden.  Ohne  dieses  Kreiseln  würde  jede  Störung 
den  Körper  veranlassen,  sich  in  einer  unniöglich  vorauszusehenden 
Weise  zu  bewegen,  und  es  gäbe  keine  Gewißheit  Über  die  Lage,  in  der 
die  Körper  zu  dem  Artisten  zurückkehren  würden. 

Eine  gut  geworfene  Wurfscheibe  ist  gezwungen,  sich  um  ihre 
Figuraxe  zu  drehen  und  bewahrt  die  Richtung  ihrer  Axe  fast  nn▼e^ 
ändert  während  ihres  Fluges.  Eine  moderne  (natürlich  nicht  kugel- 
förmige) Flintenkugel  erhält  ebenfalls  eine  sehr  schnelle  Drehung  um 
die  Axe  ihres  kleinsten  Moments  durch  die  schraubenförmige  Riefnng 
des  Laufes,  und  die  Axenrichtung  bleibt  infolgedessen  nahezu  un- 
verändert. In  solchen  Fällen  wird  die  Wirkung  der  Luft  auf  den  sie 
durchschneidenden  Körper  eine  bestimmt  begrenzte,  und  es  können 
wiederholte  Schüsse  unter  praktisch  gleichen  Bedingungen  abgegehen 
werden. 
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Statik  materieller  Systeme. 


291.  Gleiehgewichtsbedingimgen.  Wir  wollen  nun  das  Gleich- 
gewicht materieller  Systeme  etwas  ansführlicher  betrachten.  Aus  der 
GL  (26)  des  dritten  Kapitels  folgt,  daß,  wenn  der  Schwerpunkt  des 
Systemes  keine  Beschlennigang  aufweist,  die  drei  Gleichungen 

2;x  =  o,  2;r=o,  £z  =  o    .   .  (i) 

bestehen.  Ist  überdies  auch  der  Änderungsgrad  des  Momentes  der 
Bewegnngsgröße  des  Systems  um  jede  der  drei  Azen  null,  so  ist 

2;(Zy  —  T/r)  =  0,    SiXg  —  Zx)  =  0,    2](Yx  —  Xy)  —  0  (2) 

Ea  ist  darauf  aufmerksam  zu  machen ,  daß  diese  Gleichungen  mit  der 
Möglichkeit  Ton  Beschleunigungen  der  einzelnen  Teilchen  nicht  un- 
Tertraglich  sind.  Femer  sei  bemerkt,  daß  die  in  den  Gleichungen 
auftretenden  Kräfte  X,  F,  Z  die  äußeren  Kräfte  sind,  da  nach  §  153 
and  155  die  inneren  Kräfte  zwischen  den  Teilchen  bei  der  Summation 
in  Wegfall  kommen. 

Wenn  das  System  ein  starrer  Körper  ist,  bleiben  die  Gleichungen 
natürlich  gültig;  die  Gl.  (2)  können  dann  aber  in  die  einfachere  Form 

2;Ärrx  =  0,  2JByry  =  0,  £ B,r,  =  0  .  .  .  (3) 
umgeformt  werden,  wo  R^  die  Summe  der  Komponenten  X,  F,  Z,  pro- 
jisiert  auf  die  Ebene  ye,  und  fg  die  Entfernung  ^y^  -{-  z^  des  Punktes 
^)  y»  ^»  auf  den  jene  Kraft  wirkt,  von  der  a;-Axe  ist;  entsprechende 
Bedeutung  haben  By  und  fy  für  die  je^a;-Ebene  und  y-Axe,  Bm  und  r, 
für  die  rry- Ebene  und  jer-Axe.  Die  Summen  SBxfx  u.  s.  w.  sind  die 
Homentensummen  aller  Kräfte  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Axen  durch 
den  Anfangspunkt.  Aus  den  GL  (32)  des  dritten  Kapitels  ist  ersicht- 
lich, daß,  wenn  jede  dieser  Summen  nuU  ist,  der  Körper  um  keine  der 
Axen  eine  Winkelbeschleunigung  aufweist.  Hat  also  ein  starrer 
Körper  weder  eine  lineare  Schwerpunktsbeschleunigung,  noch  eine 
Winkelbeschleunigung  um  irgend  eine  Axe ,  so  sagt  man ,  er  sei  im 
Gleichgewicht,  und  die  GL  (1)  und  (2),  oder  (1)  und  (3)  heißen  die 
Gleichgewichtsbedingungen. 
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Es  ist  zu  beachten,  daß  Gleichgewicht  in  diesem  Sinne  nicht  iden- 
tisch mit  Ruhe  ist ;  vielmehr  ist  Bewegung  des  Systems  durchaus  nicht 
ausgeschlossen.  Der  Schwerpunkt  desselben  kann  sich  in  geradliniger, 
gleichförmiger  Bewegung  befinden,  und  der  Körper  selbst  kann  mit 
gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  Axe  rotieren.  Die  in  dem  letzteren  Falle  stattfindenden  Be- 
schleunigungen der  Teilchen  gegen  die  Drehungsaxe  hin  rühren  aus- 
schließlich von  inneren  Kräften  her. 

Wenn  die  Gl.  (1)  gelten,  so  ist  die  Summe  der  Kraftkomponenten 
nach  ]eder  beliebigen  Richtung  null;  und  umgekehrt,  wenn  die  Summe 
der  Kraftkomponenten  längs  dreier  beliebiger,  nicht  paralleler  und 
nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Richtungen  verschwindet,  müsaen  die 
^1*  (1)  gelten.  Das  erstere  ist  an  sich  klar,  das  letztere  läßt  sich 
folgendermaßen  einsehen.  Die  Richtungskosinas  dreier  nicht  in  einer 
Ebene  liegenden  und  nicht  parallelen  Linien  seien  7i,  nii,  »i,  7],  w^.  fi}, 
7s,  m^,  n^\  dann  hat  man  für  die  Komponentensummen  in  ihnen: 
ZK^  =  1^2:X  +  m^ZY  +  n,2JZ 

ZiC,  =  hZX  +  m^LY  +  n^SZ. 
Sind  nun  die  linken  Seiten  gleichzeitig  null,   so  muß,  da  die  Deter- 
minante der  Größen  Imn  wegen  der  gemachten  Voraussetzung  nicht 
null  ist,  auch  gleichzeitig  2^  X  =  0,  2J  F  =  0,  2JZ  =  0  sein. 

Ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß,  wenn  die  Gl.  (1)  gelten  und  die 
Momentensummen  um  irgend  drei  nicht  parallele  und  nicht  koplanare 
Axen  null  sind,  sie  dann  fQr  alle  Axen  null  sind.  Die  erste  Axe 
(Richtungskosinus  l\W\nx)  gehe  durch  den  Punkt  ai^iCi,  die  zweite 
(/gWaf)})  durch  den  Punkt  a2b^c^^  die  dritte  {hnh^H)  durch  den 
Punkt  a-^h^Ci,'^  ferner  seien  wieder  xyz  die  Koordinaten  eines  Punktes, 
durch  den  die  Kraft  XYZ  geht;  endlich  seien  k^v  die  Richtungs* 
kosinus  einer  beliebigen  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Axe.  I^ie 
Mouientensumme  in  Bezug  auf  die  Axe  (k^Lv)  ist 

L  =  kEiZy—Yz)  +  iiZiXz  —  Zx)  -f  vZ{Yx  —  Xy). 
und  die  Momentensummen  um  die  7mt?-Axen  sind: 
L,=},2:\Z{y --}),)  — Y{z  —  c,)\  +  Wi2:{Z(^-C|)  — Z(jc-fli)l 

+  n,2:\Y{x-a,)-X{y—h,)] 
(Zq  und  Xs  entsprechend). 

Da  nun  nach  Annahme  sowohl  Xj  =  Xj  =  Z3  =  0,  als  auch 
2:X  =  2;r=  -2:Z  =  O  ist,  müssen  alle  Summen  von  der  Art 
£Zbi^  £  Ycif  2J Xbi  .  .  .  null  sein,  und  es  wird 

1x£{Zy—Yz)  +  m,Z{Xz-'Zx)  +  n^^iYx  —  Xy)  =  0 
nebst  zwei  entsprechenden  Gleichungen  für  die  beiden  anderen  Axen 
Da  nun  wieder  die  Determinante  der  Imn  von  null  verschieden  ist 
zerfallen  obige  Gleichungen  in  die  drei  einfachen: 
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2:(Zy  —  Yz)  =  0,    I^iXe—Zx)  =  0,    2:(Yx  —  Xy)  =  0.       ' 

womit,  da  die  gew&hlte  Richtung  und  der  Anfangspunkt  beliebig  sind, 
das  Behauptete  bewiesen  ist. 

292.  Energiekriterium  des  Gleichgewiehts.  Nun  betrachte 
man  ein  völlig  allgemeines  System  von  nXeücben,  welche  Termöge  Ton 
m  die  Koordinaten  verknüpfenden  Gleichungen  kinematischen  Bedin- 
gungen unterworfen  sind;  die  Arbeitsgleichung  ist  alsdann  (vergl.  §  213, 
GL  37): 

dÄ  =  £iX8x  +   Ydy  +  ZSz), 

wo  Xy  y,  Z  die  Komponenten  der  auf  das  Teilchen  x,  y,  z  wirkenden 
Kraft  sind. 

Wenn,  wie  wir  hier  annehmen  wollen,  diese  Kräfte  dem  Ganzen 
kerne  Arbeit  zuführen,  wird 

E{Xix  4-  Y8y  +  ZSz)  =  0 (4) 

Haben  die  Kräfte   ein  Potential,  d.  h.  gibt  es  eine  Funktion  V  (die 
potentielle  Energie)  von  der  Eigenschaft,  daß 

ist,  SO  wird: 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  für  die  kleinen  Yerrückungen  dx, 
6y,  dz  die  Variation  der  potentiellen  Energie  null  ist;  mit  anderen 
Worten:  Wenn  von  den  einwirkenden  Kräften  bei  einem  System  mög- 
licher Verrückungen  der  Teilchen  keine  Arbeit  geleistet  wird,  hat  die 
potentielle  Energie  für  die  entsprechende  Konfiguration  des  Systems 
einen  Grenzwert  (Maximum,  Minimum  oder  Konstanz  gegenüber  be- 
nachbarten Werten). 

293.  Ableitung  der  inneren  Kräfte  aus  den  kinematischen 
Bedingungen.  Wenn  die  Koordinaten  der  Teilchen  des  Systems 
durch  m  kinematische  Beziehungen  von  der  Art  der  Gl.  (41)  in  §  215 
▼erknüpft  sind,  so  erhält  man  aus  den  dort  gewonnenen  Resultaten  die 
3n  Gleichgewichtsgleichungen 


(6) 


Dieselben  liefern  zusammen  mit  den  m  Bedingungsgleichungen  3  n  -f  m 
Gleichungen,  durch  welche  die  3n  Koordinaten  der  Teilchen  in  ihrer 
Gleichgewichtskonfiguration  und  die  m  unbestimmten  Multiplikatoren 
gefunden  werden  können. 


^^+<i:^'^lt^- 

=  0, 

^«+^-ai  +  ^«ai;  +  - 

•  =  0 
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Die  in  §  215  gemachten  Schlüsse  betreffend  die  Natur  der  Glieder 
Aj  ^^ ,  Aj  :—-  •  •  •  bleiben  hier  mit  einer  leichten  Modifikation  gültig. 
Es  sind  nämlich 

die  Komponenten  der  Kraft,  welche  auf  Grund  der  Bedingung  /i  =  0 
auf  das  Teilchen  Wi  mit  dem  Endziele  auszuüben  ist,  daß  dieses  Teü- 
chen  unter  der  gleichzeitigen  Wirkung  der  gegebenen  ftußeren  Kräfte 
und  der  von  den  anderen  m  —  1  Bedingungen  dargestellten  Er&fte  im 
Gleichgewicht,  d.  h.  ohne  Beschleunigung  yerbleibe.  Diese  Kraft  ist, 
wie  ebenfalls  schon  in  §  215  erl&utert  wurde,  yon  der  Katar  einer 
Tendenz  die  Bedingung  /^  =  0  zu  yariieren ,  d.  h.  sie  wirkt  senkrecht 
zu  der  durch  die  Gleichung /^  ^=  0  dargestellten  Oberfläche,  wenn  in 
derselben  alle  Yariabeln  außer  x^yiSi  konstant  bleibend  gedacht 
werden. 

Wenn  die  Gleichungen  /^  =  0,  /a  =  0  u.  s.  w.  die  Zeit  explixite 
enthalten,  wie  in  (45),  §  215,  so  erhält  man  mit  Hilfe  yon  (46),  §215, 
aus  den  obigen  Gleichungen  (6)  die  Gleichung 


^r:+^rr  +  ^lf)-^('l7)  =  « 


(7) 


welche  zeigt,  daß  in  diesem  Falle  der  Effekt  der  Zwangskräfte  nicht, 
wie  bei  zeitlich  unveränderlichen  Bedingungen,  null  ist,  sondernden 
Wert 


i^f) 


besitzt. 

Behufs  weiterer  Unterrichtung  über  das  Problem  des  Gleich- 
gewichtes eines  Systems  verknüpfter  Teilchen  sei  der  Leser  auf  das 
klassische  Werk  des  Begründers  dieser  Lehre,  Lagrange,  „M^caniqne 
analytique**  oder  auf  seine  deutsche  Bearbeitung  verwiesen. 

294.  Ableitung  der  Gleichgewichtsgleiehungeii  aus  den 
Arbeitsprinzip»  Nehmen  wir  jetzt  an,  das  System  sei  ein  stairer 
Körper.  Dann  ist  die  allgemeinste  Bewegung,  die  statthaben  kann, 
zusammensetzbar  aus  Verschiebungen  des  Schwerpunktes  längs  dreier 
aufeinander  senkrechter  Axen  und  aus  Drehungen  um  durch  den  Schwer- 
punkt gelegte,  zu  jenen  Axen  parallele  Axen. 

Die  Koordinaten  eines  Punktes  P  seien  x,  y,  jP,  die  des  Schwe^ 
punktes  a,  5,  c.     Dann  ist 

x  =  a  +  x\        y  =zh  -\-  y\        z  =  c  -\-  z\ 
wo  x\  y',  /  die  Koordinaten  von   P,  bezogen  auf  den   Schwerpunkt, 
sind.     Nun  werde  der  Schwerpunkt  derart  verschoben ,  daß  0,  b,  C  w» 
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8a,  öht  8e  wachsen,  und  gleichzeitig  werde  der  Körper  um  Axen  par- 
allel zu  Ox^  Oy,  Oe  durch  den  Schwerpunkt  um  die  Winkel  d|,  diy,  b^ 
gedreht     Dann  ist  nach  §  276: 

8x-=Sa  +  z'dri  —  ^Äg 
dy  =  dh  +  afdt—g'ö^ 
Ö2  =  8c  +  y'öl  —  x'Sri, 

Sind  nun  X,  Z,  Z  die  Kraftkomponenten,  die  auf  P  wirken,  so  ist 
!Qr  den  ganzen  Körper 

I(X8x  +  YSy  +  ZSz)  =  dalJX  +  dhlJY  +  dcUZ  j 

Für  das  Gleichgewicht  muß  nach  Gl.  (40)  des  vierten  Kapitels  die  bei 
diesen  Orts&nderungen  geleistete  Arbeit  verschwinden. 

Die  hier  dargestellten  Yerrückungen  entsprechen  den  sechs  Freiheits- 
greden  des  Körpers  und  müssen  voneinander  unabhängig  sein.  Folg- 
lich müssen  die  Koeffizienten  der  sechs  verschiedenen  d  (da  man  z.  B. 
alles  bis  auf  8a  gleich  null  wählen  kann)  einzeln  verschwinden,  und 
es  wird 

2:x  =  0, . . .,      2:(zy— r/)  =  o, . . .-, 

das  sind  aber  wieder  die  sechs  Gleichgewichtsgleichungen  eines  starren 
Körpers. 

295.  Schraubenbewegung  eines  Körpers.  Freiheitsgrade.  Es 

ist  in  §  115  gezeigt  worden,  daß,  wenn  ein  Körper  sich  wie  eine  Mutter 
gegen  eine  feste  Schraube  bewegen  kann,  er  einen  einzigen  Freiheits- 
grad besitzt;  es  leuchtet  das  ein,  wenn  man  bedenkt,  daß  der  Winkel, 
um  den  sich  die  Mutter  dreht,  und  die  Strecke,  um  welche  sich  ihr 
Schwerpunkt  gleichzeitig  fortschiebt,  durch  eine  unveränderliche  Be- 
ziekaiig  miteinander  verknüpft  sind,  daß  also  eine  Bewegung  dieser 
Art  durch  die  Veränderungen  einer  einzigen  unabhängigen  Yariabeln 
bestimmt  ist.  Sind  öa,  8h,  8c  die  Änderungen  von  a,  5,  c  und  d|, 
irif  8 1  die  Rotationen  um  drei  rechtwinklige  Axen ,  dann  sind  diese 
sechs  Größen  für  einen  vollkommen  freien  Körper  voneinander  un- 
abhängig. Ein  einziger  Zwang  wird  eingeführt,  wenn  sie  durch  eine 
einzige  Gleichung  miteinander  verknüpft  sind,  z.  B.  durch  die  Gleichung 

Ä8a  +  B8h  +  C8c  +  08^  +  H8ri  +  J8t  =  0  .    .     (9) 

Die  Auferlegung  einer  solchen  Beziehung  beseitigt  einen  der  sechs 
Freiheitsgrade  des  Körpers,  die  Auferlegung  von  fünf  derartigen  Be- 
dmgungen  würde  dem  Körper  nur  noch  einen  einzigen  Freiheitsgrad 
belassen,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  daß  diese  Freiheit  von  der  soeben 
erläuterten  Art  sein  würde.  Denn  es  seien  fünf  solche  Gleichungen 
gegeben,  die  voneinander  unabhängig  sind,  derart,  daß  die  Determi- 
nante aus  den  Koeffizienten  einer  jeden  Gruppe  von  vier  Variationen 
▼on  null  verschieden  ist;  man  kann  dann  fünf  beliebige  der  Größen  8 
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durch  die  sechste  ausdrücken,  d.  h.  die  ganze  Yerrüekung  ist  fest- 
gestellt, sobald  2.  B.  die  Winkelverrückung  d  |  um  die  ^-Axe  angegeben 
wird:  es  ist  eine  Schwerpunktsverscbiebung  in  ganz  bestimmter  Bich- 
tung,  verbunden  mit  einer  Drehung  um  eine  bestimmte  durch  ihn 
gebende  Axe.  Aber  dieser  Vorgang  ist,  wie  in  §  114  gezeigt  wurde, 
äquivalent  mit  einer  linearen  Verschiebung,  parallel  mit  dieser  letzt- 
genannten Axe,  zusammen  mit  einer  Drehung  um  eine  bestimmte  par- 
allele Axe;  d.  h.  die  Verrückung  läßt  sich  auf  die  einer  Mutter  gegen 
eine  Schraube  zurückführen. 

296.  Bedingung:,  unter  der  ein  Renk  keine  Yerräekimg 
gegen  eine  gegebene  Sehraube  hervorbringt.  Reziproke  Schrtu- 
ben»  In  §  177  haben  wir  ein  Kräftesystem  betrachtet,  das  wir  einen 
„Renk*^  nannten,  und  seine  „Höhe^  als  Verhältnis  des  resultierenden 
Moments  der  Kräfte  um  die  Axe  des  lienks  zu  seiner  Intensität,  d.h. 
zu  der  resultierenden  Kraft  längs  der  Axe,  bezeichnet.  Wir  können 
die  Axe  des  Renks  als  die  der  Schraube  bezeichnen  und  überhaupt  von 
einem  Renk  entweder  im  eigentlichen  oder  im  Sinne  einer  Schraube 
sprechen. 

Es  möge  nun  unser  Körper  von  einem  Renk  von  der  Intensität  F 
auf  der  Schraube  ß  angegri£Een  werden ;  das  Kräftepaar  sei  G,  die  Höbe 
des  Renks  also  G/F  =z  p  Nun  möge  der  Körper  die  Freiheit  haben, 
sich  um  eine  Schraube  a  von  der  Höhe  pa  in  der  senkrechten  Ent- 
fernung h  von  2)^  zu  bewegen,  und  es  soll  die  Arbeit  betrachtet  werden, 
die  der  Renk  bei  einer  Drillung  von  der  Amplitude  d  qp  um  a  leistet 
Das  Kräftepaar  des  Renks  zerfällt  in  zwei  Kräftepaare,  eins  um  die 
Schraube  a  vom  Moment  G  cos  (oe,  ß) ,  wo  (a,  ß)  der  Winkel  zwischen 
beiden  Schrauben  ist,  und  das  andere  vom  Moment  G  sin  (et,  ß)  nnd 
mit  einer  zu  a  senkrechten  Axe.  Die  Kraft  F  anderseits  zerfällt  in 
zwei  Kräfte,  eine  gleich  Fcos(n^  ß)  parallel  mit  a  die  andere.  Fsm{a^ß) 
senkrecht  zu  u  und  im  senkrechten  Abstände  ^  davon.-  Die  Verräckung 
längs  der  Axe  von  a  endlich  ist  pu  S  qp.  Folglich  ist  die  bei  der  Ver- 
rückung geleistete  Arbeit 

ÖÄ  =  Gcos  (a,  ß)ö<p  +  Fcos(cc,ß)puSip  —  Fhsm(a,ß)d(p, 
oder,  kürzer  geschrieben : 

dÄ  =  F[(pa  +  p^^)  cos  (a,  ß)  —  h shi (a, ß)]öip    .    .    (10) 
Damit  diese  Arbeit  für  die  Verrückung  qp  null  sei,  muß 

(Pu  +  p^)cos{u,ß)--hsin(cc,ß)  =  0  ....  (11) 
sein.  Dieser  Ausdruck  kann  der  Arbeitskoeffizient  der  Verrückung  am 
die  Schraube  a  genannt  werden.  Da  der  Ausdruck  symmetrisch  in 
Bezug  auf  a  und  ß  ist,  sieht  man  ein,  daß  er  ungeändert  bliebe,  wenn 
umgekehrt  der  Renk  auf  die  Schraube  wirkte  und  der  Körper  freie 
Drehung  um  die  Schraube  ß  hätte.  Wir  wollen  den  Ausdruck  mi^ 
Bui  oder  kurz  mit  R  bezeichnen.      Zwei   Schrauben  heißen  reziprok, 
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wenn  R  yersch windet,  d.  h.  wenn  ein  Renk  auf  die  eine  Schraube 
keine  Arbeit  leistet  bei  einer  Bewegung  des  Körpers  auf  ~der  anderen; 
oder  auch,  was  damit  zusammenhängt,  wenn  ein  Renk  auf  die  eine 
Schraube  keine  Yerrückung  des  Körpers  auf  der  anderen  hervorrufen 
kann. 

Schneiden  sich  die  beiden  Schrauben,  d.  h.  ist  ^  =  0,  so  sind  sie 
reziprok,  falls  entweder  j^u  -f~  j>^  =  0  oder  (a,  ß)  =  Jt/2  ist,  d.  h.  die 
beiden  Schrauben  müssen  entweder  entgegengesetzt  gleiche  Höhe  haben 
oder  senkrecht  gekreuzt  sein.  Verlaufen  sie  senkrecht  zueinander, 
ohne  sich  aber  zu  kreuzen,  so  ist  B  =  —  h  sin  (a,  j3),  es  sei  denn,  daß 
Pa  oder  pi  unendlich  ist ;  ist  j?«  =  ^  i  bo  ist  der  Körper  unfähig  zu 
rotieren ;  ist  j?^  =  oo ,  so  ist  die  Intensität  des  Renks  null ;  da  nun  (oc,  ß) 
=  n/2  ist,  80  kann  der  Renk  den  Körper  im  ersteren  Falle  nicht  in 
Bewegung  setzen,  im  letzteren  hat  das  Kräftepaar  keine  Komponente 
um  a,  der  Körper  wird  sich  also  ebenfalls  nicht  bewegen;  in  diesem 
Spezialfälle  sind  also  die  Schrauben  ebenfalls  reziprok. 

Wenn  a  und  ß  zusammenfallen,  ist  fc  =  0,  und  der  Körper  wird 
flieh  nicht  bewegen ,  wenn  pa  und  p.^  beide  null  oder  beide  unendlich 
sind.  Im  ersteren  Falle  gibt  es  kein  Kräftepaar,  und  der  Körper  seiner- 
seits kann  nur  rotieren;  im  zweiten  Falle  gibt  es  keine  Kraft,  der 
Körper  aber  kann  sich  nur  yerschieben  —  man  sieht,  in  keinem  von 
beiden  Fällen  gibt  es  eine  Bewegnngsarbeit ,  d.  h.  die  Schrauben  sind 
reziprok.  Da  es  sich  hier  eigentlich  nur  um  eine  und  dieselbe  Schraube 
handelt,  kann  man  das  Resultat  auch  so  ausdrücken:  Schrauben  von 
der  Höhe  null  oder  unendlich  sind  mit  sich  selbst  reziprok. 

Wir  haben  in  der  Kinematik  (§  121)  gesehen,  daß  ein  Zylindroid 
dnrcb  zwei  Schrauben  bestimmt  ist  Hier  läßt  sich  daran  der  Satz 
anschließen,  daß,  wenn  eine  Schraube  zu  zwei  gegebenen  Schrauben 
reziprok  ist,  sie  zu  allen  auf  dem  dazu  bestimmten  Zylindroid  gelegenen 
Schrauben  reziprok  ist. 

Es  ist  nämlich  an  derselben  Stelle  nachgewiesen  worden,  daß  eine 
Drehung  um  irgend  eine  Schraube  ijf  auf  dem  Zylindroid  ausgedrückt 
werden  kann  als  eine  Drehung  um  zwei  gegebene  Schrauben  d,  qp  auf 
demselben.  Da  nun  ein  aiif  ß  wirkender  Renk  keine  Arbeit  auf  einen 
Körper  leisten  kann,  der  sich  frei  um  0  oder  q>  drehen  kann ,  so  kann 
er  auch  bei  einer  Drehung  um  ^  keine  Arbeit  leisten.  Man  kann  also 
kurz  sagen :  die  Schraube  ß  ist  reziprok  zu  dem  Zylindroid  6^,  ip. 

297.  Durch  die  Theorie  der  Schrauben  gelieferte  Gleich- 
gewichtsbedingungen«  Kehren  wir  nun  zu  der  Frage  des  Gleich- 
gewichts zurück,  so  haben  wir  für  jeden  Freiheitsgrad  des  Körpers 
eine  Gleichung  von  der  Form  (11).  Bezeichnen  also  a,  /3,  7/  .  .  .  die 
Terschiedenen  Schrauben ,  um  die  sich  der  Körper  bewegen  kann ,  und 
ist  0  der  Renk,  auf  den  sich  die  Kräfte  reduzieren,  so  hat  man  die 
folgenden  Gleichgewichtsgleichungen  : 

Gray,  PhjBlk.    I.  21 
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(Pa  +  P(*)  cos(a,0)  —  hsin(a,0)  =  0  j 

(p,i  +  p^)cos(ß,e)  —  hBin(ßJn=Oi     .     .    •    (12) 


Für  einen  starren  Körper  gibt  es,  wenn  er  yollkommen  frei  ist,  sechs 
solche,  voneinander  unabhängige  Gleichungen;  die  Freiheit  wird  be- 
schränkt durch  die  Einführung  Yon  Zwangen,  welche  durch  Gleichungen 
von  der  Form  (9)  ausgedrückt  werden.  Sind  m  solcher  GleichuDgen 
vorhanden,  wo  m  höchstens  gleich  6  sein  kann,  so  ist  die  Zahl  der 
Freiheitsgrade  gleich  6  —  m. 

So  kann,  wenn  m  =  4  ist,  bewiesen  werden,  daß  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes  der  Renk,  auf  den  sich  die  Kräfte  reduzieren,  zu  jeder 
der  beiden  Schrauben  reziprok  sein  muß;  es  gibt  also  in  diesem  Falle 
nur  zwei  Freiheitsgrade,  d.  h.  es  bestehen  für  den  Körper  nur  zwei 
unabhängige  Gleichungen  von  der  Form  (12). 

Sind  zwei  Schrauben ,  um  welche  der  Körper  die  Freiheit  hat  sich 
zu  bewegen,  bestimmt,  so  hat  der  Körper  die  Freiheit  der  Bewegung 
um  jede  beliebige,  auf  dem  durch  sie  bestimmten  Zylindroid  gelegene 
Schraube. 

Ein  Zylindroid  enthält  alle  (an  Zahl  natürlich  unendlichen) 
Schrauben,  die  zu  zwei  gegebenen  Schrauben  in  der  betreffenden  Be- 
ziehung stehen;  es  heißt  daher  ein  Schraubenkomplex  von  der 
zweiten  Ordnung;  ebenso  bilden  alle  Schrauben,  die  sich  ans  drei 
gegebenen  konstruieren  lassen,  einen  Schraubenkomplex  dritter  Ord- 
nung, usf.  Ein  Schraubenkomplex  von  der  sechsten  Ordnung  ent- 
hält hiernach  alle  Schrauben,  die  aus  sechs  gegebenen  abgeleitet  werden 
können;  ein  Körper  aber,  der  sich  um  sechs  gegebene  Schrauben  be- 
wegen kann,  ist  offenbar  ein  vollkommen  freier  Körper;  es  ergibt  sich 
also,  daß  ein  Schraubenkomplex  sechster  Ordnung  —  der  höchste,  den 
es  überhaupt  gibt  —  jede  beliebige  Linie  im  Räume  enthält. 

Näheres  hierüber  findet  man  in  dem  schon  zitierten  Werke  von 
Ball  (oder  in  der  auch  in  deutscher  Bearbeitung  erschienenen  Samm- 
lung der  Bauschen  Abhandlungen);  auch  sei  bemerkt,  daß  der  Gegen- 
stand eng  verknüpft  ist  mit  der  von  Plücker,  Klein  u. a. behandelten 
Theorie  der  linearen  Gruppen. 


298.     Zuriickfiihrung    der  angreifenden   Kräfte   auf  zwei. 

Die  an  einem  Körper  angreifenden  Kräfte  können  natürlich  auf  un- 
zählige Weisen  auf  zwei  zurückgeführt  werden.  Es  ist  nur  nötig, 
irgend  eine  der  Auflösungen  in  eine  Kraft  K  und  ein  Kräftepaar  P  zu 
betrachten ,  das  in  einer  gegen  K  unter  einem  bestimmten  Winkel  (f 
geneigten  Ebene  liegt;  alsdann  denke  man  sich  P  ersetzt  durch  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte,  die  eine,  P/a,  in  einem  Punkte 
der  Wirkungslinie  von  K,  längs  der  Projektion  von  K  auf  die  Ebene 


Zrträckftihrung  der  angreifenden  Kräfte  auf  zwei. 
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Ton  P,  die  andere,  ebenfalls  P/a,  in  einem  Abstände  a  von  der  durch 
A*^  und  die  eben  genannte  Kraft  bestimmten  £bene.  Die  beiden  sich 
schneidenden  Kräfte  K  und  P/a  ergeben  eine  Resultante 


R 


^i^^+p 


,    2  KP 

-f-  cos  <p 


in  einer  zu  der    des  Kräftepaares    senkrechten  Ebene,  während  der 
Winkel  dieser  Ebene  gegen  die  Richtung  der  Kraft  gleich 


arccos 


(K  +  ^co8q>^ 


R 


iflt    Diese  Resultante  R  und  die  andere  Kraft  P/a  bilden  ein  dem  an- 
greifenden äquivalentes  System  zweier  Kräfte. 

Ein  Spezialfall  der  Zurückführung  auf  zwei  Kräfte,  welcher  der 
Beachtung  wert  ist,  ist  folgender.  In  Fig.  155  sei  Oe  die  Zentralaxe 
des  Systems.  Die  Kraft 
K  ist  senkrecht  zur 
Ebene  des  Kräftepaares 
gerichtet.  Das  letztere 
werde  nun  durch  zwei 
entgegengesetzte  Kräfte 
ersetzt,  deren  jede  gleich 
P  a  und  parallel  zur 
Axe  Ox  gerichtet  ist, 
die  aber  in  zwei  Punk- 
ten A  und  Ä'  angreifen, 
die  von  0  auf  der  Axe 
Oy  um  a/2  bezw.  —  a/2 
abstehen;  ebenso  werde 
die  Kraft  K  durch  zwei 
Kräfte    ersetzt,      deren 

iede  gleich  K/2  und  zu  Oe  parallel  ist,  und  die  ebenfalls  in  Ä  bzw.  A' 
angreifen.     Die  Kräfte  K/2  und  P/a  in  Ä  ergeben  die  Kraft 


if 


K^  + 


4P2 
a2 


nach  A  C  hin,  die  gleich  große  Kraft  in  A '  ist  nach  C  gerichtet ;  beide 
sind  gegen  die  Ebene  xOy  nach  derselben  Seite  um  den  Winkel 
(irdg{Ka/2P)  geneigt. 


Weitere  Diskussion  des  Arbeitskriteriums  des  Gleich- 
g:ewiehtes«  Kehren  wir  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  eines  mate- 
riellen Systems  beliebiger  Art  zurück,  so  können  wir  leicht  einsehen, 
daß  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  der  Unveränderlicli- 
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keit  irgend  einer  Konfiguration  desselben ,  also  des  Gleichgewichts  des 
Systems  in  dieser  Konfiguration ,  die  ist ,  daß  die  angreifenden  Kräfte 
bei  keiner  unendlich  kleinen  Yerrückung  des  Systems  aus  dieser  Lage 
Arbeit  leisten,  wenigstens  so  weit,  als  unendlich  kleine  Großen  erster 
Ordnung  in  Betracht  kommen.  Mit  anderen  Worten:  Wenn  8x,  öy, 
djB  irgend  welche  unendlich  kleine  Änderungen  der  Koordinaten  x,  y,  r 
sind,  so  muß  die  Summe 

i:(Xdx  +  rdy  +  Z8e) 
für  die  Änderungen  der  Konfiguration  yerschwinden.      Dabei  bedeaten 
X,  r,  Z  Arbeitskräfte,  wie  sie  in  §  214  definiert  sind,  und  die  Summe 
ist  über  alle  Punkte  zu  nehmen,  an  denen  Kräfte  angreifen  und  die 
sich  so  bewegen,  daß  die  Kräfte  Arbeit  leisten. 

Um  einzusehen ,  daß  diese  Bedingung  erfüllt  ist ,  nehmen  wir  den 
Fall  eines  Systems,  dessen  Konfiguration  durch  m  unabhängige  Koordi- 
naten p,  q  ...  bestimmt  ist;  die  Arbeit  für  unendlich  kleine  Änderongen 
derselben  ist  hier 

8ä  =  Pöp  +   Q8q  +  ...  (13) 

Wenn  diese  Summe  für  alle  möglichen  Arten  der  Variation  verschwindet, 
müssen  die  auf  Jeden  Teil  des  Systems  wirkenden  Kräfte  ein  Gleich- 
gewichtssystem darstellen,  andernfalls  mindestens  bei  einer  oder  einigen 
Yariationsarten  Arbeit  geleistet  werden  würde;  die  Bedingung  ist  also 
hinreichend.  Um  zu  sehen,  daß  sie  auch  notwendig  ist,  können  wir 
die  Freiheit  des  Systems  auf  irgend  eine  Koordinate,  etwa  p,  be- 
schränken; die  Arbeit  ist  dann  Pdp.  Ist  dies  nicht  gleich  null,  so 
kann  es  zu  null  gemacht  werden  durch  Ausübung  einer  Kraft  F'  von 
der  Beschaffenheit,  daß  für  eine  Yerrückung  dp  das  Produkt  (P  -f-  P')8p 
gleich  null,  also  P=  —  P'  ist;  damit  ist  das  System  im  Gleichgewicht, 
es  kann  also  vorher  nicht  im  Gleichgewicht  gewesen  sein;  die  An- 
nahme, daß  Pdp  nicht  null  sei,  ist  also  falsch. 

Die  Beschränkung  der  Freiheit  des  Systems  auf  irgend  eine  der 
möglichen  Freiheiten,  wie  sie  hier  gedacht  wurde,  ist  immer  ausführbar 
mit  Hilfe  reibungsloser  Zwange. 

Die  durch  Einführung  von  Zwangen  sich  ergebenden  Gleichnngeo 
des  Gleichgewichts  für  die  einzelnen  Teilchen  des  Systems  sind  schon 
in  §  293  angegeben  worden. 

Da  die  Koordinaten  j?,  g  . . .  unabhängig  voneinander  sind,  zerfallt 
die  Arbeitsgleichung  in  lauter  einzelne,  und  es  ist 

P=0,  C=0 (U) 

300.    Stabiles,    labiles    und  Heutrales    Gleichgewicht    Im 

Falle  eines  konservativen  Systems,  wo  keine  Arbeit  zur  Überwindung 
von  Reibungswiderständen  verbraucht  wird,  hat  die  Arbeit  den  Wert 
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wo  F  die  potentielle  Energie  ist ;  d.  h.  die  Arbeit  ist  gleich  der  Yer- 
minderang  der  potentiellen  Energie  bei  den  Yerrückungen  dp  ...; 
anderseits  haben  wir  gesehen ,  daJß  für  das  Gleichgewicht  V  einen  aus- 
gezeichneten Wert  haben  maß;  im  allgemeinen,  wenn  auch  nicht  in 
allen  Fällen ,  ist  es  ein  Maximum  oder  Minimum.  In  dem  Falle  des 
Minimums  würde  jede  Verrückung  aus  der  Gleichgewichtskonfiguration 
die  potentielle  Energie  (bei  Berücksichtigung  höherer  Glieder)  steigern, 
d.  h.  die  Kräfte,  welche  man  zur  Hervorrufung  der  Yerrückung  an- 
wenden würde,  müßten  im  ganzen  genommen  den  von  V  abhängigen, 
durch  die  Yerrückuug  ins  Spiel  gerufenen  Kräften  entgegenarbeiten. 
Verrückt  man  also  das  System  und  überläJßt  es  dann  sich  selbst,  indem 
man  die  verrückenden  Kräfte  wieder  entfernt,  so  kehrt  das  System 
dank  den  in  ihm  wachgerufenen,  von  V  herrührenden  Kräften  wieder 
in  die  Gleich  gewich  tsk  od  figuration  zurück.  Diese  Art  von  Gleichgewicht 
hei^  deshalb  stabil. 

Wenn  im  Gegenteil  die  Kräfte,  welche  die  Yerrückung  hervor- 
biiDgeD,  in  gleichem  Sinne  wie  die  durch  die  Yerrückung  ausgelösten, 
durch  V  bestimmten  Kräfte  wirken  —  ein  Fall,  der  eintreten  wird, 
wenn  V  ursprünglich  ein  Maximum  war  — ,  so  entfernt  sich  das  System, 
nach  einer  kleinen  Yerrückung  sich  selbst  überlassen,  noch  weiter  von 
der  Gleichgewichtskonfiguration.  Dieses  Gleichgewicht  heißt  deshalb 
unstabil  oder  labil. 

Wenn  endlich  die  von  V  abhängigen  Kräfte  nach  einer  kleinen 
Verrückung  immer  noch  null  sind,  so  besteht  das  Gleichgewicht  auch 
in  der  neuen  Konfiguration  fort,  und  es  heißt  indifferent  oder 
neutral. 

Beispiele  hierfür  finden  sich  allenthalben,  so  z.  B.  bei  dem  Gleich- 
gewicht der  Körper  unter  Wirkung  der  Schwere ,  wie  bei  einem ,  mit 
einem  seiner  Punkte  auf  einer  Fläche  ruhenden  Körper.  Im  tiefsten 
Punkte  einer  konkaven  Fläche  ist  eine  homogene  Kugel  im  stabilen, 
iiu  höchsten  Punkte  einer  konvexen  Fläche  ist  sie  im  labilen,  auf  einer 
Ebene  ist  sie  im  neutralen  Gleichgewichte.  Eine  nicht-homogene,  z.  B. 
aus  einer  hölzernen  und  einer  eisernen  Halbkugel  zusammengesetzte, 
Kugel  ist  dagegen  schon  auf  einer  Ebene  im  stabilen  oder  labilen 
Gleichgewichte,  Je  nachdem,  bei  horizontaler  Holz -Eisengrenze,  das 
Eisen  oder  das  Holz  sich  unten  befindet.  Ein  EUipsoid  endlich  ist, 
auch  wenn  es  homogen  ist,  auf  der  Ebene  nicht  im  neutralen,  sondern 
im  stabilen  oder  labilen  Gleichgewicht,  je  nachdem  es  auf  einem  End- 
punkte der  kleinsten  oder  der  größten  Axe  ruht.  Offenbar  ist  in  allen 
diesen  Fällen  das  Gleichgewicht  stabil,  wenn  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  möglichst  tief  liegt,  labil,  wenn  er  möglichst  hoch  liegt. 

Übrigens  kann  das  Gleichgewicht  für  gewisse  Yerrückungen  stabil, 
für  andere  labil  oder  neutral  sein.  Liegt  z.  B.  eine  Kugel  auf  einem 
Sattel,  so  daß  von  den  beiden  zueinander  senkrechten  Hauptschnitten 
der  Fläche  der  eine  konkav,  der  andere  konvex  ist,  so  ist  das  Gleich- 


826 


Sechstes  Kapitel. 


gewicht  für  Verrück ungen  auf  {enern  ötabil,  auf  diesem  labiL  Und  das 
Yorhin  betrachtete  Ellipsoid  auf  der  Ebene  befindet  sich,  wenn  es  auf 
dem  Endpunkte  der  mittleren  Axe  ruht,  in  demselben  Falle;  ein 
Rotationsellipsoid  aber  befindet  sich,  wenn  es  auf  einem  Äquatorponkte 
ruht,  für  Drehungen  im  Äquator  im  neutralen,  für  Drehungen  im 
Meridian  im  stabilen  oder  labilen  Gleichgewichte,  ]e  nachdem  es  tou 
yerlängertem  oder  abgeplattetem  Charakter  ist. 

301.    Gleichgewichtsbeispiel :  Das  Seilpolygon.    Ein  weiteres, 
sehr  lehrreiches  Beispiel  für  die  Gleich ge wicht sbedingungen  bietet  das 
in    Fig.   156    dargestellte    Seilpolygon    dar.      Eine    Anzahl   Gewichte 
Wi,  W.2,  ,  . .  Wn  ist  in   den   Punkten  jB,  C,  D  .  . .  Jf  in  verschiedenen 
Fig.  156.  gegenseitigen  Abständen    an    einem   unaus- 

^  dehnbaren  Seile  aufgehängt,   das  in  seinen 

\  Endpunkten  Ä  und  N  befestigt  ist    Es  ist 

die  Aufgabe,  die  Neigungen  der  aufeinander 
^     folgenden    Strecken    des    Seiles    gegen    die 
Horizontale,  sowie  die  in  ihnen  herrschenden 
Spannungen  zu  finden. 

Die  Masse  des  Seiles  selbst  nehmen  wir 
als  so  gering  an,  dalS  sie  yemachlässigt 
werden  kann  und  die  Wirkung  der  Schwere  darauf  nicht  in  Betracht 
gezogen  zu  werden  braucht.  Auch  nehmen  wir  an,  daß  das  Seil 
keine  Steifigkeit  besitze,  mit  anderen  Worten,  daß  irgend  ein  Teil  von 
ihm  unter  der  Wirkung  von  an  seinen  Enden  angreifenden  Teilen  nur 
dann  im  Gleichgewicht  sein  könne,  wenn  diese  Kräfte  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sind  und  das  ganze  Seilstück  zwischen  ihnen  in  der  Richtung 
ihrer  Wirkung  liegt;  beide  Annahmen  sind  in  der  Wirklichkeit  natürlich 
nur  annähernd  erfüllbar.  Die  angreifenden  Kräfte  sind  die  Gewichte 
Wi,  1^2  -••  ^Mf  ^^^  ^B  ^^^  zunächst  klar,  daß  unter  ihrer  Wirkung  das 
Seil  sich  in  die  durch  Ä  und  N  bestimmte  Yertikalebene  einstellen 
wird.  Die  Längen  der  einzelnen  Strecken  AB,  BC,  ...  MK  seien 
Ol,  ü),  ...  am  an  + 1  (es  ist  nämlich  eine  Strecke  mehr  als  Gewichte  yor- 
banden);  die  senkrechten  Tiefen  der  Punkte  £,  C,  ...  N  unter  dem 
Niveau  von  Ä  seien  t/i,  ^2  •-•  S^n«  2^n  +  i«  ihre  horizontalen  Abstände  von 
Ä  seien  Xj,  x^^  ...  Xn,  Xn  +  i»  Alsdann  ist  für  irgend  eine  mögliche  Ver- 
rückung die  Arbeitsgleichung 

ÖA  =  tviöiji  +  w^dy^  +  •  •  +  «^»öyn» 
deren  rechte  Seite  für  den  Gleichgewichtszustand  null  werden  muß. 
Dazu  kommen  die  rein  geometrischen  Gleichungen: 


;,  Dl        E 

Wj  W3  \ 


x'i  +  j,f  =  al 


(Xn  +  l  —  Xn)*   +    (.V»+l    —   Po)*  —  «2  +  1. 


(a;„  — a;„_i)a  + 

Cn  +  l 


Seilpolygon. 
'welche  die  n  4~  1  Beziehungen 

x^dxi^  +  2/1  *yi  =  0 

(^a  — a?i)  {dx2—dxi)  +  (y-i—yi)  (6y2  —  Syi)  =  o 
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-r«_i)  {öxn  —  dxn-i)  +  (ffn  —  yn-i)  (Sy„  —  dyn-i)  =  0 

(a:n+ 1  —  3Cn)  (—  öar«)  +  («/n  +  i  —  y«)  (—  *>«)  =  0 

liefern;  bei  der  letzten  von  ihnen  ist  berücksichtigt,  daß  Sxn-\-i  =  0 
und  dyn^i  =  0  ist. 

Multipliziert  man  jetzt  die  erste  der  letzteren  Gleichungen  mit 
einem  Faktor  Aj,  die  zweite  mit  ^2, ...,  die  letzte  mit  ^n+i  ud<1  addiert 
sie  zueinander  und  zur  Arbeitsgleichung,  so  kann  man,  da  jetzt  alles 
unabhängig  ist,  die  Koeffizienten  der  dx  und  dy  einzeln  gleich  null 
setzen  and  erhält 

Ai^i  —  AjCxa  — Xi)  =  0 

^2  (^  —  Xi)—^s  (^j  — a^a)  =  0 


md 


^i  +  ^lyi  —  h  {y%—y\)  =  o 

iTj  +  Aa  {y%—yi)  —  h(:yz—y'^  =  o 


(15) 


U^n  +   Kiyn  —  yn-l)  —  ^n  +  1  (S/n+l  — ^n)   =  0  ^ 

Die  Gleichungen  für  die  x  kann  man  auch  folgendermaßen  zusammen- 
fassen : 
A|  Xi  =  Aj  (aja  —  x^)  =  Aj  (0:3  —  Jjg)  =  •  •  •  =  A„^i  (0;»  + 1  —  a:„)  =  r, 

wodurch  alle  A  auf  eine  und  dieselbe  Eonstante  r  zurückgeführt  werden. 
Setzt  man  dies  nun  in  die  Gleichungen  (15)  ein,  so  erhält  man  die  n 
Gleichungen,  nach  den  w  aufgelöst: 


\X2  Xi  XxJ 

*  X-},  —  3/2  ^2 ^i  ' 

Sixid  ^/j,  0^  ••-  ^^n  +  i  die  Neigungen  der  Strecken  ai,  ^2 
die  Horizontale,  so  ist: 

•C|  X2  — ^1 

die  GL  (16)  können  somit  geschrieben  werden: 


(16) 


«n+i  gegen 
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tVi  =  T  {ig  ih  —  tg  Ol) 
1172  =  r  (lg  Ö,  —  tg  0^) 


(17) 


Wn=T  (igfin^-i—  tg  On) 

Diese  Gleichungen  haben  offenbar  die  Bedeutung,  daß  r  die  horizontale 
Komponente  der  Spannung  in  allen  Strecken  ist;  auf  jedes  Teilchen 
muß  eben  nach  beiden  Seiten  derselbe  horizontale  Zug  ausgeübt  werden, 
für  die  beiden  Binden  Jeder  Strecke  ist  er  ebenfalls  derselbe,  also  ist 
er  durchweg  der  gleiche.  Anderseits  stellen  die  rechten  Seiten  in  (16) 
oder  in  (17)  die  vertikalen  Zugkomponenten  der  Strecken  auf  jedes 
Teilchen  dar.  Die  Spannungen  in  den  Strecken  selbst  endlich  sind 
offenbar  A^  a^,  ^2^%^  •  •  •  ^n  +  i  ^n  +  i* 

Zur  Yollstftndigen  Bestimmung  von  0^  02«  -«•  ^^n  +  i  ^^^  ^^^^  ^^^ 
die  beiden  Bedingungen: 


(18) 


üiCOSOj    +   OjCÖSÖa    +    •••    +    Ofi  +  lCOSÖn 

wo  h  und  l  der  vertikale  und  der  horizontale  Abstand  zwischen  Ä  und 

^  ist.     Nunmehr  kann  man  mittels  der  Gl.  (17)  alle  übrigen  tg  durch 

pj     J57  tgOi  und  r  ausdrücken,  dies  in  (18) 

einsetzen  und  somit  auch  noch  6] 

und  r  finden. 

Als  Spezialbeispiel  können  wir 
den  einfachen  Fall  zweier  gleicher 
Gewichte,  Fig.  157,  betrachten, 
welche  durch  drei  gleiche  Strecken  a 
miteinander  und  den  beiden,  um  1 
voneinander  entfernten,  in  gleichem  Niveau  befindlichen  festen  Punkten 
verbunden  sind.     In  diesem  Falle  lauten  die  Gleichungen  : 

w  r=  t  (igO^  —  tgfi,)  =  r  (tgO^  —  tgO^) 
sin  dl  +  sindi  +  smöj  =  0 

cos  Ol  +  cosOi  -\-  cosO'i  =  -; 

a 

setzen  wir  nun,  wie  es  der  Symmetrie  halber  sein  muß,  Öj  ==  0  {BC 
borizontal),  so  wird: 

tgOi   +   tgO,  =0 
sin  Ol  4-  sin  O3  =  0 

cos  Ol  +  cosOs  = 1 ; 

nach  den  beiden  ersten  wird  Ö3  =  2;r  —  Oi,  d.  h.  Oi  und  0*  md^ 
Supplementwinkel  oder,  wenn  man  sie  beide  nach  außen  rechnet,  gleich, 
wiederum  entsprechend  der  Symmetrie;  der  weiter  noch  mögliche  Fall 
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Ö.  = 


Ol  =  -^  ist  unzulässig,  weil  dann  nach  der  letzten  Gleichung 


\  z=  a  würde,  während  doch  l  >  a  sein  muß ;  schließlich  gibt  die  letzte 

Gleichung : 

Oj  =z  arccos  -- — \ 
2a 

für  ?  =  2a  wird  z.  B.  Oi  =  60«,  für  Z  =  3  a  wird  Oi  =  0,  das  Seil 
ist  dann  geradlinig  gespannt.  Wie  man  sieht,  ist  dieser  Spezialfall 
rein  geometrisch,  die  Gewichte  spielen  gar  keine  Rolle. 

902.  Weiteres  Beispiel:  Bifllare  Aufhängung.  Als  ein  Bei- 
spiel für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  wollen  wir  jetzt  eine  An- 
ordnung betrachten,  die  einen  Bestandteil  vieler  wichtiger  Apparate 
der  Physik  bildet.  Ein  Körper  von  gegebener  Masse  M  ist  an  zwei 
Drähten  X,  L'  von  gegebenen  Längen  aufgehängt,  deren  obere  Enden 


Fig.  158. 


an  zwei  festen,  nicht  notwendig  in  einer  hori- 
zontalen Linie  liegenden  Punkten  befestigt  sind ; 
auch  die  unteren  Enden  der  Drähte,  wo  sie 
an  dem  Körper  befestigt  sind,  brauchen  nicht 
auf  gleichem  Niveau  zu  liegen  und  auch  nicht 
beiderseits  gleich  weit  von  der  durch  den  Schwer- 
punkt des  Körpers  gezogenen  Vertikalen  ent- 
fernt zu  sein. 

In  dem  unteren  Teile  der  Fig.  158  sind 
A  und  B  die  auf  eine  horizontale  Ebene  ge- 
fällten Projektionen  der  oberen,  Ä'  und  B'  die 
der  unteren  Drahtenden,  Ä*'  und  B"  die  der- 
selben Punkte  im  abgelenkten  Zustande ;  es  wird 
sich  zeigen,  daß  das  System  im  stabilen  Gleich- 
gewicht ist,  wenn  AB  und  A'B'  in  eine  und 
dieselbe  Linie  fallen. 

Daß  in  diesem  Falle  überhaupt  Gleich- 
gewicht herrscht,  folgt  zunächst  schon  daraus, 
daß  dann  die  Drähte  in  einer  Ebene  liegen. 
Denn  im  abgelenkten  Zustande  ist  jeder  der  Drähte  gegen  die  durch  die 
oberen  Aufhängepunkte  gelegte  Yertikalebene  geneigt,  und  es  tritt  ein 
Kräftepaar  ins  Spiel,  das  den  Körper  in  die  frühere  Lage  zurückzuführen 
strebt  Die  horizontalen  Komponenten  der  Spannung  der  Drähte 
wirken  längs  Ä'' Ä  und  B"B  und  sind  einander  gleich  und  parallel,  da 
wir  annehmen,  daß  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  allen  Lagen  des 
letzteren  stets  in  derselben  Vertikalen  bleibe.  Die  Summe  der  verti- 
kalen Komponenten  der  Draht  Spannungen  anderseits  ist  gleich  Mg^ 
dem  Gewichte  des  Körpers.  Wird  also  die  eine  von  ihnen,  etwa  die  in 
AL,  durch  \Mg(l  -)-~  ^)  bezeichnet,  so  ist  die  andere,  in  X',  durch 
\Mg(\  — c)  zu  bezeichnen;  ebenso  muß,  wenn  h  die  mittlere  Höhe 
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von  A  über  A*  und  von  B  über  B'  ist,  die  erstere  Höhe  h{\  + /), 
die  letztere  Ä(l — /)  sein;  dabei  wird,  wenn  c  positiv  iat,  /  positiv 
oder  negativ  sein,  Je  nachdem  in  dem  Drahte  von  größerer  vertikaler 
Höhe  die  größere  oder  die  kleinere  Spannung  wirkt. 

Es  sei  P  das  durch  eine  Ablenkung  ins  Spiel  gebrachte  Eräftepaar 
und  p  die  senkrechte  Entfernung  zwischen  den  beiden  parallelen  LinieD 
AA*'  und  BB".  Dann  sind  die  Horizontal kräfte  längs  diesen  Lioien 
je  gleich  P/p;  sie  müssen  in  A"  bzw.  B"  angebracht  werden,  um  die 
Ablenkung  aufrecht  zu  erhalten.  Da  nun  für  jeden  Draht  die  Verti- 
kale, die  Horizontale  und  die  Drahtrichtung  selbst  die  Richtungen 
dreier  im  Gleichgewichte  befindlicher  Kräfte  bezeichnen,  müssen  die 
beiden  Gleichungen 

AA''       _   Plp _^^1_  _  i^/y 

/*(l  +f]~\Mg{\  ±cy         h(\^f)  -  \M9{l-c) 
bestehen.    Nun  ist  aber  die  Summe  der  Drei  eck  sflächen  ACA'\  BCB" 
gleich  \{AA"  +  BB'*)p  oder,  wenn  AB  =  2a,  A'B'  =  2&  und  (/ 
der  Ablenkungswinkel  ACA"  ist,  gleich  2  ah  sin  ii.    Es  ergibt  sich  also 

2Ph   l  —  cf 
Mg     T—  c2 
und  folglich 

-  =  ^n'ö--=^.'»» 0., 

Dies  lehrt,  daß  für  eine  gegebene  Ablenkung  f)  das  Drehungsmomeot 
desto  kleiner  ist,  je  größer  h  ist,  d.  h.  die  Empfindlichkeit  ist  desto 
größer,  je  größer  die  mittlere  Länge  der  Drähte  ist.  Ferner  ist  P 
desto  größer,  je  größer  a  und  h  sind,  und  es  wird  mit  jeder  dieser 
Größen  gleichzeitig  null;  d.  h.  die  Empfindlichkeit  ist  desto  kleiner,  je 
größer  a  und  b  sind,  und,  für  a  oder  h  gleich  null,  ist  sie  unendlich 
groß. 

In  der  Praxis  wählt  mau  gewöhnlich  symmetrische  Anordnung, 
d.  h.  es  werden  sowohl  die  oberen,  als  auch  die  unteren  Drahtenden  in 
horizontale  Linien  gelegt,  und  C  liegt  in  der  Mitte  zwischen  A  und  B, 
also  auch  zwischen  A'  imd  B'.     In  diesem  Falle  ist 

p  =  Mg  ^  Sinti 


\{AA".-\-  BB")p  =  -^^7^ ^  =  2  ab  sin  6. 


h  =  y/2  _  ^^''2  {AAy  =  a»  +  6«  —  2al>  cos  0, 

also 


^2  =  |2  _  (a  _  5)2  _  4^ab  sin«  ^, 


und  schließlich 


P=  3/(7  g  6  gm  e  _        ....    (20) 

4  ab  sin^  — 
2 


y  j2^^a-hr 
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Ist  der  obere  und  der  untere  Fädenabstand  nabezu  gleich  und  überdies 
klein  gegenüber  ihrer  Länge,  so  wird  einfach 


P  =  Mg  —  sin  0 


(21) 


Daß  die  potentielle  Energie  ein  Minimum  ist,  wenn  die  Fäden  in  einer 
Ebene  liegen,  folgt  einfach  daraus,  daß  in  jeder  anderen  Stellung  der 
Ebene  der  Körper  gehoben  wird. 

303.  Stabilität  des  Gleichgewichtes  von  Körpern  in  Rulie  oder 
in  stationärer  Bewegung.  Schwerpunkt.  Fahrzeuge,  die  sich 
auf  Kurven  bewegen.  Für  einen  Körper,  der  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  auf  einer  Ebene  ruht,  wird  als  Bedingung  stabilen  Gleich- 
gewichtes   gewöhnlich    diese  angegeben,    daß    das    vom  Schwerpunkt 


Fig.  159. 


gefällte  Lot  mit  seinem  Fußpunkte  in  die  Grund 
fläche  des  Körpers  hineinfalle.  Diese  Bedingung 
ist  allerdings  immer  hinreichend,  aber  sie  ist  nicht 
immer  notwendig,  wenigstens  wenn  der  Begriff 
„Grandfläche"  oder  „Basis''  im  üblichen  Sinne 
verstanden  wird.  Bei  einem  homogenen  Hohl- 
zylinder trifft  z.  B.  das  Schwerpunktslot  in  die 
Mitte  des  Loches  in  der  Basis,  und  trotzdem  ist 
das  Gleichgewicht  stabil.  £in  Körper  von  der  Form 
der  Fig.  159,  also  z.  B.  ein  keilförmig  auf  die 
Kante  gestelltes  Buch,  ist  femer  im  stabilen  Gleich- 
gewichte, obgleich  das  Schwerpunktslot  die  Ebene 
in  St  also  außerhalb  der  Grundfläche,  trifft.  ]\Ian 
luuß  also  den  Begriff  „Basis^  erweitern,  indem  man  die  Enklaven  und 
die  einspringenden  Teile  der  Umgebung  mit  einbezieht.  Man  kann 
sich  die  Sache  auch  dadurch  veranschaulichen,  daß  man  um  die  äußere 
Kontur  der  Grundfläche  einen  Faden  legt  und  straff  zieht;  die  von 
ihm  alsdann  umschlossene  Fläche  ist  die  „Basis '^  im  hier  in  Betracht 
kommenden  Sinne. 

Fällt  also  das  Schwerpunktslot  mit  seinem  Fußpunkte  außerhalb 
der  so  definierten  Basis,  so  ergeben  die  abwärts-  und  aufwärtsgerich- 
teten Kräfte  eine  den  Körper  um  eine  horizontale  Axe  umkippende 
Resultante.  Auf  diese  Weise  kommt  das  Umkippen  eines  Karrens  oder 
Fahrzeuges  zustande,  der  auf  einem  Abhänge  so  läuft,  daß  ein  Rad 
höher  steht  als  das  andere,  oder  auf  ebenem  Wege,  wenn  das  eine  Rad 
über  ein  hinreichend  hohes  Hindernis  läuft. 

Je  höher  der  Schwerpunkt  des  Fahrzeuges  liegt,  desto  größer  ist 
die  Gefahr  des  Umkippens ,  d.  h.  desto  kleiner  ist  der  Winkel ,  um  den 
das  Fahrzeug  geneigt  werden  kann,  ohne  umzufallen.  Dieser  Winkel  ist 
das  Maß  der  Stabilitätsgrenze  des  Körpers.  In  Fig.  160  (a.  f.  S.)  sei  S 
der  Schwerpunkt  des  Körpers,  C  der  Fußpunkt  des  von  ihm  auf  die  Basis 
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des  Körpers  gefällten  Lotes,  Ä  ein  Pnnkt  der  Stützkante,  B  ein  Punkt 
der  gehobenen  Kante  und  D  der  Faßpnnkt  des  von  S  auf  die  Gmnd- 
ebene  gefällten  Lotes.  Dann  ist  CSÄ  oder  arctg  CA/ CS  der  Winkel, 
um  den  der  Körper  geneigt  werden  kann,  ohne  umzukippen,  und  dieser 
Winkel  ist  desto  kleiner,  je  größer  CS  ist.  In  der  Figur  ist  die  Nei- 
gung kleiner,  der  Neigungswinkel  ist  nämlich  nur  CSD  oder  BAD, 
und  folglich  ist  das  Gleichgewicht  stabil;  die  Grenze  der  Stabilität  wird 
erreicht,  sobald  D  mit  A  zusammenfällt.  In  der  Praxis  spielt  die  Stabilität 
dieser  Art,  die  auch  Standfestigkeit  genannt  wird,  eine  große  Rolle. 
Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt,  daß,  wenn  hier  der  Kürze 
halber  vom  „Schwerpunkte"  des  Körpers  gesprochen  wird  (vergL  S.  149), 
damit  eigentlich  der  Massenmittelpunkt  gemeint  ist  Der  Schwerpunkt 
eines  Körpers  ist,  streng  genommen,  derjenige  im  Körper  feste  Punkt, 
durch  den  —  wenn  er  überhaupt  existiert  — ,  die  Resultante  der 
Fig.  160. 

Fig.  161. 


Gravitationskräfte  auf  die  Teilchen  des  Körpers  stets  hindurchgeht,  in 
welche  Lage  gegenüber  der  Erde  der  Körper  auch  gebracht  werden 
möge.  Streng  genommen  gibt  es  einen  solchen  Punkt  gar  nicht  all- 
gemein für  alle  Körper,  sondern  nur  für  Massen vert eilungen ,  welche 
bestimmte  Bedingungen  erfüllen.  Wir  werden  diese  Frage  in  der  Lehre 
von  der  Gravitation  erörtern;  für  jetzt  sei  nur  bemerkt,  daß,  da  die 
Gravitationskräfte  für  die  Teilchen  von  Körpern  von  so  mäßigen  Dimen- 
sionen, als  sie  gewöhnlich  betrachtet  werden,  sämtlich  annähernd 
parallel  sind,  ihre  Resultante  in  allen  Fällen  durch  einen  kleinen,  den 
Massenmittelpunkt  umgebenden  Raum  geht  und  daß  infolgedessen  der 
Massenmittelpunkt  sehr  nahezu  mit  dem  Schwerpunkte  identifiziert 
werden  darf. 

Wenn  ein  Körper  —  z.  B.  ein  Eisenbahnwagen  —  sich  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  auf  einer  Kurve  bewegt,  so  müssen  die  auf 
ihn  wirkenden  Kräfte,  abgesehen  von  denen,  welche  die  Beschleunigung 
nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  liefern,  im  Gleichgewichte  sein.  Aus 
diesem  Grunde  ist  die  äußere  Schiene  höher  als  die  innere  gelegt,  so 
daß  der  Wagen  sich  nach  innen  neigt. 

Ist  m  die  Masse,  v  die  Geschwindigkeit  des  Wagens  und  r  der 
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Krflmmongsradius  der  Kurve,  so  ist  die  nach  dem  Krümmungsmittel- 
punkte  der  Bahn  (die  als  eben  angenommen  werden  möge)  gerichtete 
Kraft  gleich  mv^r.  Die  Gegenwirkung  der  Schienen  auf  den  Wagen 
muß  derartig  sein,  daß  sie  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende 
Resultante  ergibt,  welche  in  zwei  Komponenten  zerlegt  werden  kann, 
eine  vertikale  gleich  seinem  Gewichte  und  eine  horizontale  gleich  mv^/r. 
Folglich  muß  die  Neigung  einer  quer  gegen  die  Schienen  gezogenen 
Linie  gegen  die  Horizontale  gleich  ardg  (mv^/rmg)^  d.  h.  gleich 
ardg  (v^/gr)  sein.  Dies  zeigt,  daß  die  Neigung  eigentlich  für  ]ede  Ge- 
schwindigkeit eine  andere  sein  müßte;  in  der  Praxis  ist  sie  einer 
gewissen,  durch  die  Umstände  an  die  Hand  gegebenen  Geschwindigkeit 
angepaßt,  und  diese  darf  bei  der  Fahrt  nicht  überschritten  werden; 
auch  der  Übergang  von  der  geradlinigen  zur  gekrümmten  Strecke  wird 
nach  gewissen  praktischen  Regeln  ausgeführt,  auf  welche  einzugehen 
hier  nicht  der  Ort  ist. 

Nun  denke  man  sich  ferner  in  einem  solchen  Wagen  ein  Pendel 
aufgehängt.  Die  Pendelkugel  wird  sich  nach  außen  bewegen,  bis  der 
Faden  so  stark  gegen  die  Vertikale  geneigt  ist,  daß  er  einen  der  Be- 
schleunigung v'^j'r  entsprechenden  horizontalen  Gegenzug  liefert;  die 
Neigung  des  F'adens  ist  dann  wiederum  arcfg  {v^jgr),  d.  h.  der  Faden 
steht  senkrecht  auf  der  Linie,  die  quer  gegen  die  Schienen  läuft. 

Beim  raschen  Umbiegen  um  eine  Ecke  neigt  der  Radfahrer  seine 
Maschine  nach  der  Seite  der  Ecke.  Ki  Fig.  161  seiPif  die  Horizontale, 
^G  die  Richtung  des  gegen  die  Vertikale  geneigten  Gestelles  der 
Maschine.  In  Anbetracht  des  Eingreifens  der  Räder  in  den  Boden 
wirkt  eine  horizontale  Kraft  in  der  Richtung  PR  auf  sie,  außerdem 
aber  eine  vertikale  Kraft  gleich  dem  Gewichte  der  Maschine  mit  dem 
Fahrer;  die  Resultante  ist  nach  FG  ge.richtet;  ganz  ähnlich  verhält  es 
sich  bei  Wettrennen  auf  kreisförmiger  oder  ovaler  Bahn.  Die  Formeln 
sind  in  diesen  Fällen  den  obigen  ganz  entsprechend. 

304.  Gleichgewicht  eines  in  einem  Fahrzeug  mit  beschleu- 
nigter Bewegung  aufgehängten  Pendels.  Als  ein  weiterer  Fall 
relativen  Gleichgewichtes  werde  der  Fall  eines  Pendels  betrachtet,  das 
io  einem  Eisenbahnwagen  hängt,  welcher  eine  konstante  Beschleunigung 
in  der  Richtung  der  Bewegung  erfährt.  Das  Pendel  wird  eine  Nei- 
gung nach  rückwärts  annehmen,  groß  genug,  um  einen  Zug  nach  vorn 
vom  Betrage  m  n  auf  die  Kugel  auszuüben ,  wo  a  die  Beschleunigung 
ist;  daraus  folgt,  daß  die  Neigung  des  Fadens  gegen  die  Vertikale 
gleich  ardg  n/g  sein  wird.  Ist  die  Bewegung  des  Wagens  in  demselben 
Maße  verzögert,  so  ist  die  Neigung  des  Pendels  ebenso  groß,  aber  nach 
vom  gerichtet.  Geht  die  gleichförmige  Bewegung  in  beschleunigte  oder 
▼erzögerte  über,  so  wird  das  Pendel  abgelenkt,  schwingt  so  lange  hin 
und  her,  als  die  Beschleunigung  sich  ändert,  und  kommt  erst  zur  Ruhe, 
wenn  sie  konstant  geworden  ist. 
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305.    Einfaches    konisches   Pendel.      Auch    das   eogenannte 

konische  Pendel   kann    zur  Yeranschaulichung    des    relativen  Gleich- 

¥ie   162  gewichtes  dienen.     An  einem  festen  Punkte  A 

ist  mittels  eines  Fadens  von  zu  Yemachlässi- 

/~^^  gender  Masse  ein  Massenteilchen  m  in  P  auf- 

gehängt; infolge  der  Wirkung  der  Schwerkraft 
beschreibt    das   letztere   in   gleichförmiger  Be- 
wegung (denn  alle  Punkte  der  Bahn  sind  gleich- 
/      ;  berechtigt)    einen    Kreis    um    die    durch   den 

/        ;  Aufhängepunkt  gelegte  Vertikale  ÄC  bzw.  um 

/         j  deren  Endpunkt  C.     Die  Horizontalkomponente 

/  j  des  Yon  dem  Faden  ausgeübten  Zuges  T  ergibt 

/  , \ die   notwendige   Beschleunigung   des  Teilchens 

.-'/  1  '')     gegen  den  Mittelpunkt   C  der  Kreisbahn  hin; 

^p*-. --''      die   vertikale  Komponente   hält   dem  Gewichte 

des  Teilchens  das  Gleichgewicht.  Ist  nun  v 
die  Geschwindigkeit  des  Teilchens  und  r  der  Radius  der  Bahn,  l  die 
Länge  des  Fadens  und/^)  seine  Neigung  gegen  die  Vertikale,  so  hat  man: 

,„  .    ..  wv* 

TsmO  =  ,— 7-  z 
1  sm  0 

Tcosd  ==  mg, 
und  folglich: 

v^cosO  =  glsin^O] 

ist  nun  r  die  Umlaufszeit,  so  hat  man: 

^    ,  sinO  ,       „         .     „  ,a  sin^  0 

r  =  2a:Z und     t;2  =  4jr2?« — —  , 

V  r» 

und  somit: 

gt^  =  4  71^1  cos  0, 

oder  schließlich: 


=:27tr/^-''l^ 


(22) 


d.  h.  die  Periode  unseres  konischen  oder  Kreispendels  ist  gleich  der 
eines  einfachen  Pendels  (mit  vertikaler  Schwingungsebene),  dessen  L&nge 
gleich  der  vertikalen  Höhe  des  Aufhängepunktes  A  des  konischen 
Pendels  über  der  Kreisebene,  also  über  C,  ist.  Es  sei  bemerkt,  daß 
man  die  Schwingungsdauer  des  gewöhnlichen  Pendels  durch  diesen 
Vergleich  mit  dem  konischen  Pendel  (ebenso  wie  nach  der  Hodograph- 
Methode)  auf  elementarem  Wege  finden  kann,  obwohl  sie  an  sich,  wegen 
der  während  der  Periode  fortwährend  veränderUchen  Geschwindigkeit, 
ein  Problem  der  Integralrechnung  darstellt. 

306.  Zusammengesetztes  konisches  Pendel«  Nunmehr  sei  das 
Pendel  aus  einem  starreu  Körper  gebildet,  der  sich  in  einer  vertikalen 
Ebene  um  einen  Punkte  (Fig,  163)  bewegen  kann,  der  in  einer  verti- 
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kalen  Axe  steckt,  um  die  er  sich  im  Azimut  drehen  kann,  ähnlich  wie 
bei  den  mit  Gewichten  versehenen  Armen  des  Zentrifugalregulators  der 
Dampfmaschine.  Er  sei  symmetrisch  um  die  durchs  und  den  Schwer- 
punkt S  gelegte  Axe  und  rotiere  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit 
o  bei  konstanter  Neigung  6  gegen  die  Vertikale.  Man  soll  die  Rota- 
tionsdauer X  als  Funktion  von  C7  und  0  finden. 

Diese  Aufgabe  kann  ohne  weiteres  auf  Grund  der  Erwägung  gelöst 
werden,  daß  es  sich  hier  um  nichts  anderes  als  ein  Kreiselproblem 
handelt,  wobei  die  Bewegung  des  Kreisels  durch  die  Bedingung  be- 
schränkt ist,  daß  die  Präzession  um  die  Vertikale  (§  264)  gleichförmig 
sei;  die  Lösung  kann  auch  direkt  aus   den  Eulerschen   Bewegungs- 


Fig.  163. 
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pleichungen  (§  282)  abgeleitet  wer- 
den (s.  u.).  Indessen  ist  es  lehrreich, 
das  Problem  selbständig  zu  lösen. 

Zunächst  stellen  wir  fest,  daß 
die  Summe  der  um  eine  durch  A 
senkrecht  zur  Papierebene  gelegten 
Axe  genommenen  Momente  der 
Massenbeschleunigungen  der  Teil- 
chen nach  der  Vertikale  hin  gleich 
der  Summe  der  Momente  der  ent- 
sprechenden Gravitationskräfte  sein 
muß,  d.  h.  gleich  MglsinO,  wenn 
M  die  Gesamtmasse  des  Pendels  und 
J  die  Entfernung  zwischen  S  und 
AisL 

Femer  sei  P  ein  Teilchen  yon 
der  Masse  m,  das  in  einer  zur  Axe 
AS  senkrechten  Ebene  PQB  liege.  Von  P  fälle  man  ein  Lot  Pli 
auf  die  Ebene,  welche  durch  die  Symmetrieaxe  und  die  Vertikale  be- 
stimmt  ist,  und  es  sei  x  der  Abstand  des  Fußpunktes  dieses  Lotes  von 
der  Symmetrieaxe,  V  die  Strecke  A  Q  und  y  die  Strecke  PE»  Der  Ab- 
stand PU  des  Teilchens  Von  der  Vertikalen  ist  alsdann: 


--i>^- 


PU  =  y(Vsinü  —  xcosHy  -f  yK 

Folglich  ist  die  Kraft,  die  erforderlich  ist,  um  die  zur  Rotation  nötige 
Ikschleunig^ng  in  der  Richtung  PIJ  zw  liefern,  gleich : 


mcj2y(?'smö  —  xcosO)^  +  y*. 


Das  Moment  dieser  Kraft  um  die  durch  A  senkrecht  zur  Papierebene 
gelegte  Axe  ergibt  sich  durch  Multiplikation  ihrer  Komponente  längs 
liU  mit  der  Länge  AU;  jene  Komponente  ist  mco^iVsmO  —  xcosti), 
diese  Länge  ist  VeosO  -{-  xsinO,  folglich  das  gesuchte  Moment  gleich: 

wia2[(Z'2  _  x^) sind  cos  (I  —  Vx(cos^e  —  sinU))]. 


336  Sechstes  Kapitel. 

Bei  der  Sommierung  dieses  Moments  für  alle  in  derselben  Ebene  ge- 
legenen Teilchen  ist  zu  beachten ,  daß ,  da  V  und  Ü  f ftr  sie  dieselben 
Werte  haben  und  der  Symmetrie  halber  jedem  -l-  o;  ein  —  x  entspricht, 
das  zweite  Glied  obigen  Ausdrucks  keinen  Beitrag  zur  Summe  liefert; 
für  das  ganze  Pendel  wird  somit  die  Summe  gleich: 

o»  sin  e  cos  0(2  (m  T  2)  —  27  (w  ««)). 

Ist  nun  B  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  um  die  durch  Ä  senkrecht 
zum  Papier  gelegte  Axe,  C  dasjenige  um  die  Symmetrieaxe,  so  ist  obige 
Klammergröße  gleich  B  —  C,  Setzt  man  dieses  Moment  schließlich 
dem  der  Schwere  gleich,  so  erhält  man: 

{B  —  C)  cos  ti 
oder,  da  Cd  =  2  n/r  ist : 

cos  0 


r  Mgl 


(23) 


Aus  den  Eulerschen  Gleichungen  (§282)  findet  man  dasselbe  Resultat 
folgendermaßen.     Man  setze  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Sym- 
metrieaxe gleich  G>s,  die  um  die  auf  SAU  in  A  senkrechte  Axe  gleich 
Oj»  dann  ist  in  der  Gleichung  Acji  —  (C  —  B)(0^g}2  =  I^ 
L  =  Mgl  sin  0,  Oi  =  0,  co^  =  0,  «03  =  ocosti,  (o^  =  msinil 

Man  erhält  also  sofort  die  obige  Formel  für  C9. 

Endlich  kann  man  auch  den  Gedankengang  von  §  286  benutzen, 
um  zur  Lösung  des  Problems  zu  gelangen;  es  bleibe  dies  dem  Leser 
überlassen. 

Wenn  das  Pendel  ein  einfaches  Massenteilchen  und  die  Aufhängung 
gewichtslos  ist,  wird  B  =  mP^  C  =  0,  M  =  M^  und  man  kommt  zu 
dem  Fall  von  §  305  zurück. 

307.  Gleichgewicht  eines  Teilchens  auf  einer  FlSche  oder 
auf  einer  Kurve.  Wenn  die  Fläche,  auf  welcher  das  Teilchen  die 
Freiheit  hat  sich  zu  bewegen,  glatt  ist,  so  ist  die  einzige  für  dts 
Gleichgewicht  notwendige  Bedingung  die,  daß  die  Resultante  der  darauf 
wirkenden  Kräfte  senkrecht  auf  der  Fläche  stehe;  sie  wird  dann  durch 
die  Gegenwirkung  der  Fläche  kompensiert.  Die  Richtungskosinus  der 
Normale  der  Fläche  seien  l,  m,  n,  die  Komponenten  der  Kraft  seien 
X,  r,  Z;  für  das  Gleichgewicht  muß  alsdann 

^.  =  Z=£ (24) 

l  m         n 

sein.  Anderseits  sind  die  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  P  auf  einer 
Fläche  durch  eine  Gleichung  yon  der  Form  9?(a;,y,jp)  =  0  miteinander 
verknüpft,  wo  ^>  eine  Funktion  von  x,  y,  z  bedeutet.  Sind  dx,  rfy,  ^'- 
erlaubte  Zuwachse  von  x,  y,  z^  also  x  -\-  dx^  y  -\-  dy,  z  -{-  dz  '^^"^ 
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neuen  Werte,  so  gilt  auch  für  diese  dieselbe  Gleichung,  und  wenn  man 
TOD  ihr  die  alte  abzieht,  erhält  man: 

eine  Gleichung,  welche  nach  den  Regeln  der  analytischen  Geometrie 
aussagt,  daß  d(p/dx,  dfp/dyt  dqt/dz  die  Komponenten  einer  Linie  sind, 
die  auf  derjenigen  Linie  P  <^,  deren  Komponenten  dx,  d,y  dz  sind,  senk- 
recht steht  Dies  gilt  aber  für  jede  beliebige  an  der  betrachteten  Stelle 
auf  der  Fläche  gezogene  kleine  Linie  PQ\  folglich  muß  jene  erst- 
genannte Linie  in  P  auf  der  Fläche  selbst  senkrecht  stehen,  d.  h. 
C(pdXy  d(p:dy,  dq)/dz  sind  mit  den  Richtungskosinus  l,  m,  n  der 
Flächennormale  proportional,  und  man  kann  statt  Gl.  (24),  indem  man 
C(p  ex,  dq>/dy,  dq>/dz  für  Z,  i»,  w  einsetzt  und  dann  umkehrt,  auch 
schreiben : 

'     X  ex         Y  dy  ~~  Z  dz ^^^^ 

Die  hierin  enthaltenen  beiden  Gleichungen,  im  Verein  mit  der  Flächen- 
gieichung  fp{x,y,z)  =  0,  bestimmen  die  Koordinaten  des  Gleich- 
gewichtspunktes P. 

Ähnlich,  wenn  das  Teilchen  sich  nur  auf  einer  Kurve  bewegen 
kann.  Eine  Kurve  im  Räume  ist  durch  zwei,  die  Koordinaten  x,  y,  z 
der  Kurvenpunkte  verknüpfende  Gleichungen  charakterisiert,  d.  h.  sie 
lißt  sich  als  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  ansehen.  Es  seien  jetzt 
',  m,  n  die  Richtungskosinus  der  in  einem  Punkte  P  an  die  Kurve  ge- 
legten Tangente;  dann  muß,  wenn  das  Teilchen  in  P  im  Gleichgewicht 
sein  soll,  die  in  die  Kurvenrichtung  fallende  Kraftkomponente  null  sein; 
diese  Komponente  setzt  sich  aber  aus  den  nach  den  Azen  genommenen 
Komponenten  X,  Z,  Z  in  der  Weise  IX  -{-  mY  +  nZ  zusammen; 
man  hat  also: 

IX  +  mY  +  nZ=0 (26) 

Diese  Gleichung,  im  Verein  mit  den  beiden  Kurven gleichungen  fp{x,  y,  e) 
==■  0  und  ^(x,  y,  z)  =  0  bestimmt  den  Ort  des  Gleichgewichtes. 

Kehren  wir  jetzt  zur  Fläche  zurück  und  nehmen  wir  an ,  sie  sei 
rauh.  Dann  wollen  wir  die  Resultante  der  angreifenden  Kräfte  (ohne 
die  Reibung)  in  zwei  Komponenten  zerlegen,  eine  senkrecht  zur  und 
eine  in  der  Tangentialebene.  Die  erstere  iai  l  X  -\-  m  Y  -{-  n  Z,  wenn 
wieder  7,  m,  n  die  Richtungskosinus  der  Normale  bezeichnen ;  wir  wollen 
Bie  N  nennen.  Dividiert  man  diese  Komponente  N  durch  die  ganze 
Kraft  \X^  +  r*  +  Z»,  so  erhält  man  offenbar  den  Kosinus  des  Win- 
kels 0  zwischen  der  Normale  und  der  Richtung  der  ganzen  Kraft. 
Der  Komplementwinkel  zu  0  hat  aber  als  Kosinus  den  sin  0,  also 
]  1  —  cos^  ö,  und  folglich  ist  die  Tangentialkomponente  der  Kraft  gleich 
yX'i  +  ya  +  za  .  V'l  —  cos^O, 

Gray,  Phjiik.    I.  22 
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oder,  anders  aasgedrückt,  gleich 

V(nr  —  mZ)a  +  (iZ  —  iiX)^  +  (mX  —  I  T)»; 

wir  wollen  diese  Komponente  T  nennen.  Dann  ist  die  Gleicbgewichts- 
bedingung,  wenn  /t  eine  Eonstante  ist: 

^N±  T=0 (27) 

Keine  noch  so  große  Kraft,  welche  mit  der  Flftchennormale  einen  Winkel 
ft  kleiner  als  arctg fi  bildet,  kann  das  Teilchen  in  Bewegung  setzen. 
Denn  jede  solche  Kraft  hat  eine  Normalkomponente  N*  und  eine  Tangen- 
tialkomponente  T'  mit  der  Beziehung  N^tgO  =  T',  und  da  fi/ö  <^ 
ist,  so  ist  T'<Cf^A"';  aber  durch  N^  wird  eine  Reibung  im  Betrage  von 
fiN*  ins  Spiel  gebracht,  diese  ist  großer  als  die  Tangentialkraft  T',  nnd 
folglich  kann  keine  Bewegung  eintreten. 

Nun  möge  die  Resultante  der  angreifenden  Kräfte  in  der  Richtung 
der  in  dem  Punkte  P  auf  der  Fläche  errichteten  Normale  wirken, 
und  man  denke  sich  um  den  Punkt  P  herum  eine  geschloasene 
Kurve  auf  der  Fläche  gezogen  von  der  Eigenschaft,  daß  für  jeden 
Punkt  Q  dieser  Kurve  der  Winkel ,  den  die  Normale  in  ihm  mit  der 
Normale  in  P  bildet,  gerade  gleich  ardg^  ist.  In  dem  von  dieser 
Kurve  eingeschlossenen  Gebiete  ist  dann  0<^ardgfLt  in  diesem  ganzen 
Flächenstücke  ist  also  das  Teilchen  im  Gleichgewicht. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Gleichgewicht  eines  Teilchens 
auf  einer  rauhen  Kurve.  Die  Tangentialkomponente  der  Kraft  ist 
IX  +  niY  -\-  nZ,  wenn  7,  m,  n  wieder  die  Richtungskosinus  der  Tan- 
gente sind,  die  Komponente,  welche  auf  der  Tangente  senkrecht  steht, 
aber  in  der  durch  diese  und  die  ganze  Kraft  bestimmten  Ebene  liegt,  ist 

]KmZ  —  uYy  +  (nX  —  1 Z)^  +  (ZF  —  wX)«. 
Folglich  ist,  wenn  ^  wieder  eine  Konstante  ist,  die  Gleichgewichtsbedin- 
gung: 

IX  +  niY  +  vZ  ]     , 

,         / (28) 

-h  |ü  ]/{me  -  n  r)2  +  (n  X  —  IZ)^  +  {l  1  —  mXy  =  OJ 

yisr.  164.  Diese  Gleichung  zusammen  mit  den  heidenKur* 

Vengleichungen  bestimmt  den  Gleichgewichts- 
bereich QPQ',  denn  auch  hier  gibt  es  nicht  bloß 
einen  Punkt,  sondern  eine  ganze  Strecke,  auf 
welcher  der  Winkel  0  zwischen  der  gansen 
Kraft  und  der  Kurvennormalen  (in  derselben 
Ebene)  kleiner  als  arctg^  ist. 

Der  Winkel  aräg  fi   heißt  Ruhewinkel; 

er  ist  desto  größer,  je  rauher  die  Fläche  bezw- 

die  Kurve  ist. 

Die  Fig.  1 64  deutet  die  betrachteten  Verhältnisse  für  die  Kurf e 

(wie  für  die  Fläche  im  Durchschnitt)  in  leicht  verständlicher  Weise  an. 
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308.  Seilpolygon  und  Kräftepolygon«  In  der  Technik  werden 
die  auf  die  verschiedenen  Teile  einer  Konstruktion  oder  Maschine  wir- 
kenden Krftfte  meistens  durch  graphische  Prozesse  bestimmt  Von 
diesen  sei  hier  ein  kurzer  Bericht  mit  einigen  wenigen  Beispielen  ge- 
geben; man  wird  aber  im  folgenden  viele  weitere  Anwendungen  finden. 

Als  ein  zur  Einführung  geeignetes  Beispiel  sei  das  Problem  des 
Seiipolygons  gewählt,  dessen  analytische  Lösung  für  einen  bestimmten 
Fall  in  §  301  betrachtet  wurde.  In  jedem  Punkte  1,  2,  3  des  Polygons 
(Fig.  165)  können  drei  Kräfte  als  wirksam  angesehen  werden,  nämlich 

Fig.  165.  Fig.  166. 


zwei  längs  den  anstoßenden  Teilen  der  Kette  und  als  dritte  die  an- 
greifende Kraft,  je  nach  Lage  des  Falles  11',  2  2'  .  .  .  In  jedem  Teile 
12,  23  der  Kette  zieht  die  Spannung  längs  dem  betreffenden  Teile  mit 
gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften  an  den  Enden.  Wir  wollen 
nun  der  Figur  des  Seilpolygons  eine  andere  Figur,  das  entsprechende 
Kräftepolygon,  zur  Seite  stellen. 

Da  die  drei  Kräfte  in  jedem  Punkte  1,  2  ...  im  Gleichgewichte 
Bein  müssen ,  so  müssen  sie  durch  die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  der 
Reihe  nach(§  142)  darstellbar  sein;  sie  können  also  durch  jedes  Dreieck 
dargestellt  werden,  mit  dessen  Seiten  ihre  Richtungen  parallel  sind. 
Wenn  wir  also  z.  B.  11'  nehmen,  so  zeichnen  wir  ein  Dreieck,  dessen 
Seiten  den  Kräften  in  1  parallel  sind;  wir  bezeichnen  den  Punkt,  in 
dem  sich  die  beiden  die  Kräfte  in  den  beiden  Teilen  der  Kette  dar- 
stellenden Linie  treffen,  mit  0  und  geben  durch  Pfeile  im  Inneren  des 
Dreieckes  die  Richtungen  an,  in  denen  diese  Kräfte  auf  den  Punkt  l 
wirken.     Durch  einen  Pfeil  auf  der  dritten  Seite  und  die  der  Mitt« 

22* 
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jener  Seite  gegenübergestellte  Zahl  1  ist  die  in  1  im  Seilpolygon  wirk- 
same angreifende  Kraft  bezeichnet. 

Nun  wird  diejenige  Seite  dieses  Dreiecks,  welche  die  Kraft  you  l 
nach  2  in  dem  Seilpolygon  darstellt,  mit  umgekehrtem  Pfeil  die  ent- 
gegengesetzte, von  2  nach  1  gerichtete  Kraft  darstellen.  Wenn  wir 
nun  eine  Linie  TomEnde  von  1  (Fig.  166)  parallel  mit  der  angreifenden 
Kraft  in  2  (Fig.  1 65)  ziehen ,  bis  sie  eine  von  0  aus  parallel  mit  der 
Kraft  im  Kettenteile  2  bis  3  gezogene  Linie  trifft,  so  fügen  wir  in 
Fig.  166  (a.  y.  S.)  dasjenige  Dreieck  hinzu,  dessen  Seiten  und  innere 
Pfeile  die  Größen  und  Richtungen  der  in  2  im  Seilpolygon  wirkenden 
Kräfte  darstellen.  Die  die  angreifende  Kraft  darstellende  Lbie  ist 
mit  2  bezeichnet.  So  wird  also  die  Kraftdarstellung  (Fig.  166)  kon- 
struiert durch  Beifügung  eines  Dreieckes  für  aufeinander  folgende 
Punkte,  an  denen  Kräfte  die  Kette  angreifen ;  die  Zeichnung  kann  ent- 
weder auf  eine  teilweise  Reihenfolge  von  Punkten  1,  2  ...  beschr&nkt 
oder  durch  Einschließung  sämtlicher  derartiger  Punkte  mitsamt  den 
Endpunkten,  an  denen  die  Kette  gehalten  wird,  vervollständigt  werden. 
(In  den  Figuren  werden  nur  drei  Kräfte  veranschaulicht,  aber  es  kann 
natürlich  eine  beliebige  Anzahl  davon  geben.) 

a09.  Ableitung  der  einem  gegebenen  System  ftquivalenten 
Kräfte  aus  dem  Kräftepolygon.  Die  Linien  1 ,  2 . . .  (Fig.  166) 
bilden  die  Seiten  eines  Polygons,  das  die  angreifenden  Kräfte  darstellt, 
und  das  wir  das  Kräftediagramm  oder  Kräftepolygon  nennen 
wollen ,  und  es  soll  bewiesen  werden ,  daß  die  zwei  die  beiden  Enden 
des  Polygons  mit  0  verbindenden  Kräfte,  in  demselben  Sinne  wie  in 
Fig.  166  genommen,  zwei  Kräfte  darstellen,  die  bei  geeigrnetem  Angriff 
auf  einen  starren  Körper  gerade  die  Kräfte  1,  2  ...  äquilibrieren  wur- 
den, wenn  diese  ohne  Änderung  der  in  Fig.  165  gegebenen  Größe  nnd 
Wirkungslinie  denselben  Körper  angriffen. 

Denn  diese  beiden  Kräfte  haben,  wenn  alle  Kräfte  in  einen  Punkt 
des  Körpers  Übertragen  werden  (wie  in  §  177  ausgeführt  wurde),  eine 
Resultante,  die  der  von  1 ,  2  ...  gleich  und  entgegengesetzt  ist  Femer 
stellen  die  Linien  &  0 ,  Oa  die  streckenden  Kräfte  in  den  Schlußteilen 
der  Kette  dar  (Fig.  165);  und  wenn  die  Kette  im  Gleichgewichte  ist, 
muß  die  Summe  der  Momente  dieser  Kräfte  um  einen  Punkt  in  der 
Ebene  der  Kräfte  der  Summe  der  Momente  der  angreifenden  Kräfte 
um  denselben  Punkt  gleich  sein,  da  jene  in  den  Teilen  12,  2  3  ...  der 
Kette,  da  sie  Paare  von  gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften  sind, 
keine  Momente  um  irgend  welchen  Punkt  haben.  Also  muß  die  Gleich- 
heit der  Momente  immer  noch  bestehen,  wenn  die  Kräfte  11',  22' ... 
wie  oben  den  starren  Körper  angreifen.     Somit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Aus  diesem  eben  entwickelten  Satze  kann  man  ohne  weiteres  den 
Schluß  ableiten,  daß,  wenn  irgend  welche  Kräfte  11',  2  2'  ...  in  irgend 
welchen  Richtungen  in  einer  Ebene  einen   starren  Körper  angreifen. 
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sie  zwei  anderen  Kräften  äquivalent  sind,  die  durch  Oa,hO  der  Fig.  166 
dargestellt  sind,  und  die  in  diesen  Richtungen  in  den  Schlußteilen  des  Seil- 
polygons der  Fig.  165  wirksam  sind;  das  besagt,  daß  die  graphische  Kon^ 
struktion  das  System  der  angreifenden  Kräfte  auf  zwei  Kräfte  zurückführt. 
Überdies  aber  ist  es  klar,  daß  man  für  das  gegebene  System  auf 
einen  starren  Körper  wirkender  Kräfte  in  einer  Ebene  eine  beliebige 
Anzahl  yon  Seilpolygonen  konstruieren  kann,  deren  jedes  ein  dem  ge- 
gegebenen System  äquivalentes  System  von  zwei  Kräften  ergeben  wird. 
£s  ist  für  die  Konstruktion  nur  notwendig,  daß  der  Anfangspunkt  0 
des  Kräftepolygons  nicht  in  der  Richtung  der  Verlängerung  einer  der 
Seiten  1, 2 . . .  dieses  Polygons  liege ;  oder  daß,  wenn  er  so  liegt,  ein  End- 
punkt des  Seilpolygons  auf  der  Wirkungslinie  derjenigen  angreifenden 
Kraft  gewählt  werde ,  welche  durch  die  Seite  des  Kräftepolygons ,  auf 
der  0  liegt,  dargestellt  wird. 

310.  Spezialfall  vertikaler  Kräfte.  Wenn  die  angreifenden 
Kräfte  (Fig.  167)  vertikal  gerichtet  sind,  so  werden  die  Seiten  1, 2,  3  . . . 
des  Kräftepolygons  (Fig.  168)  eine  senkrechte  gerade  Litiie,  und  die 
Tom  Anfangspunkte    0 

in  Fig.  168   gezogenen    v  ^^' 

Linien  geben  die  Rieh-  < 
langen  und  Größen  der 
Kräfte  in  den  Seiten 
eines  Seilpolygons  (Fig. 
167),  das  diesen  Linien 
entspricht  Davon  kann 

man  Gebrauch  machen,  um  das  Seilpolygon  zu  finden,  in  dem  eine 
gewichtlose  Kette,  die  der  Reihe  nach  in  gleichen  Entfernungen  mit 
gleichen  Gewichten  belastet  ist,  hängen  Fig.  168. 

würde,  1.  wenn  diese  Entfernungen  längs 
dem  Polygon,  2.  wenn  sie  längs  der 
quer  durch  die  wirksamen  Kräfte  ge- 
zogenen horizontalen  Linie  gemessen 
werden.  Es  seien  zunächst  die  End- 
punkte Ä,  J?  des  Seilpolygons  als  ge- 
geben und  als  auf  demselben  Niveau 
angenommen. 

Zeichnen  wir  das  Kräftepolygon, 
d.  h.  ziehen  wir  eine  senkrechte  gerade 
Linie  ah  (Fig.  168),  die  in  so  viele 
gleiche  Teile  geteilt  wird,  als  wirkende 

Kräfte  vorhanden  sind.  Durch  den  Mittelpunkt  m  dieser  Linie  ziehen 
wir  eine  zu  ihr  senkrechte  und  nehmen  einen  Punkt  auf  dieser  senk- 
rechten als  Anfangspunkt  0.  Von  0  ziehen  wir  Linien  nach  al>  und 
nach  jedem  der  Teilungspunkte  der  Linie  ah.     Diese  sind  die  Rieh- 
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tUDgen  der  Seiten  eines  Seilpolygons,  das  die  hängende  Kette  bilden 
wird.  Für  den  ersten  der  beiden  angeführten  Fälle  nehmen  wir  irgend 
eine  Strecke  r  und  tragen  sie  von  0  aus  längs  Oa  ab  und  nehmeo 
ihre  Projektion  p  auf  Om.  Dieselbe  Strecke  tragen  wir  längs  0  (12) 
ab  und  finden  die  Projektion  p^  auf  Otn  und  so  weiter  für  jede  der 
Linien  Oa,  0(12),  0  (23)...,  Oh;  nehmen  wir  die  Summe  ^  der  Pro- 
jektionen und,  wenn  sie  größer  oder  kleiner  als  ^.B  ist,  verringern  oder 
vergrößern  wir  r  im  geeigneten  Verhältnis ,  bis  es  die  richtige  Summe 
der  Projektionen  ergibt.    Wenn  wir  die  Projektionen  haben,  ziehen  wir 

zwischen^  und J? vertikale 
A  ^^^'  *^^  B       Linien  in  Abständen  gleich 

den  aufeinander  folgenden 
Projektionen.  Dann  ziehen 
wir  von  dem  einen  End- 
punkte Ä  (Fig.  169)  eine 
zur  Linie  Oa  parallele  Linie, 
die  die  erste  Senkrechte 
in  1  trifft,  von  1  eine  mit  0  12  parallele  Linie,  die  die  zweite  Senk- 
rechte in  2  trifft,  u.  s.  w.,  bis  im  Punkte  B  das  Polygon  vollendet  ist 
Für  den  zweiten  Fall  ziehen  wir  die  Senkrechten  in  gleichen  Ent- 
fernungen voneinander.  Von  A  wird  dann  wieder  eine  mit  Oa  parallele 
Linie  gezogen,  die  die  erste  Senkrechte  in  1  trifft,  von  1  eine  luit  0^^ 
parallele  Linie,  die  die  zweite  Senkrechte  in  2  trifft,  u.  s.  w.,  bis  B 
erreicht  ist. 


311.  Ein  gegebenes  System  von  Kräften,  zurückgeführt  auf 
zwei  Krfifte  durch  zwei  feste  Punkte  und  innere  Kräfte.   In  den 

gewöhnlichen  Anwendungen  der  Methoden  der  graphischen  Statik  werden 
die  wirkenden  Kräfte  nach  ihrer  Größe  und  Wirkungslinie  gegeben. 

Wir  haben  gesehen,  daß  gegebene 
Kräfte  in  einer  Ebene,  wenn  sie 
auf  einen  starren  Körper  wirken, 
zwei  durch  die  Linien  Oa,  hO 
des  Seilpolygons  dargestellten 
Kräften  äquivalent  sind,  welche 
längs  diesen  Richtungen  von  den 
Enden  eines  Seilpolygons  aas 
wirken.  Wirken  die  Kräfte  auf  ein  verbundenes  System  von  Teilen,  so 
kann  jede  Kraft  als  auf  ein  beliebiges  Teilchen  des  Systems  wirkend  be- 
trachtet werden.  Sie  können  durch  zwei  au  zwei  beliebigen  Punkten  G^B 
des  Systems  angreifende  Kräfte  ersetzt  werden  unter  üinzufügung  Ton 
Paaren  gleicher  und  entgegengesetzter  Kräfte,  die  zwischen  G  und  H 
einerseits  und  den  Angriffspunkten  der  Kräfte  anderseits  wirken  (Fig.  170). 
Denn,  nehmen  wir  eine  beliebige  Kraft,  die  im  Punkte  Ä  das  Sjstem 
angreift ;  sie  kann  in  zwei  Komponenten  P,  Q  zerlegt  werden,  die  auch 
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in  Äf  aber  nach  AG  bezw.  AH  wirken.  Nun  führe  man  in  G  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  P  nnd  in  H  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  Q  ein,  was  an  der  Sachlage  nichts  ändert.  Ordnen  wir  nun 
anders  zu,  so  erhalten  wir  erstens  die  Kraft  P  von  G  nach  aoßen,  die 
Kraft  Q  yon  H  nach  außen,  das  von  G  und  A  gegeneinander  wirkende 
Paar  P  und  das  von  H  und  A  gegeneinander  wirkende  Paar  Q. 

Der  gleiche  Prozeß  kann  für  sämtliche  angreifende  Kräfte  durch- 
geführt werden,  und  wir  erhalten  dadurch  eine  resultierende  Kraft  in 
G  und  eine  in  IT,  die  mit  den  Paaren  innerer  Kräfte  zwischen  G  und 
H  und  den  Angriffspunkten  der  Kräfte  des  Systems  den  gegebenen 
Kräften  äquivalent  sind. 

312.  Ein  System  von  auf  einen  starren  Körper  wirkenden 
Kräften,  auf  zwei  Kräfte  durch  zwei  gegebene  Punkte  zurück- 
^fiihrt.  Wenn  nun  die  Punkte  des  Gr,  H  einschließenden  Systems 
starr  verbunden  sind,  so  ist  die  Einführung  der  Paare  von  gleichen 
and  entgegengesetzten  Kräften  infolge  der  Verbindung  unnötig  ge- 
worden, da  die  beiden  durch  G  und  H  hindurchwirkenden  Kräfte  in 
ihrer  Wirkung  auf  den  Körper  den  gegebenen  angreifenden  Kräften 
äquivalent  sind.  Es  müssen  deshalb  diese  beiden  Kräfte  mit  den  ge- 
gebenen angreifenden  Kräften  ein  Kräftepolygon  bilden;  d.h.  wenn  die 
angreifenden  Kräfte  der  Reihe  nach  als  die  Seiten  eines  Polygons,  das 
mit  a  anfängt  und  mit  h  endet,  abgetragen  werden,  muß  es  möglich 
sein,  einen  Anfangspunkt  0  derart  zu  finden,  daß  die  Linien  Oa,  hO 
die  Kräfte  in  G  und  H  darstellen. 

Die  Kräfte  in  G  und  H,  die  mit  den  angeführten  Paaren  innerer 
Kräfte  den  gegebenen  Kräften  auf  ein  starres  System  äquivalent  sind, 
sind  somit  die  Kräfte  in  den  Schlußseiten  eines  Seilpolygons  der 
gegebenen  angreifenden  Kräfte. 

Es  ist  auch  klar,  daß  es  für  ein  starres  System  möglich  ist,  ein 
Seilpolygon  so  zu  zeichnen,  daß  die  Schlußseiten,  in  denen  das  Paar 
äquivalenter  Kräfte  wirkt,  durch  zwei  willkürlich  in  dem  Körper  ge- 
wählte Punkte  6r,  H  hindurchgehen.  Obgleich  nur  ein  Paar  von  durch 
G,  H  hindurchgehenden  Kräften  durch  den  oben  beschriebenen  Prozeß 
gefunden  werden  kann,  ist  es  doch  klar,  daß  mehr  als  ein  Seilpolygon 
gezeichnet  werden  kann,  durch  welches  das  Kräftesystem  auf  ein  Paar 
Ton  Kräften  durch  G ,  H  zurückgeführt  wird.  Denn  es  möge  die  ein- 
zelne resultierende  Kraft  (wenn  es  eine  gibt)  des  Kräftesystems  aus 
dem  dem  gegebenen  System  äquivalenten  Paar  von  Kräften  gefunden 
und  seine  Richtung  in  dem  Seildiagramm  abgetragen  worden.  Dann 
können  stets  zwei  Kräfte  in  Linien,  die  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Resultante  nach  G  bezw.  H  gezogen  werden,  zur  Darstellung  dieser 
Resultante  benutzt  werden. 

313.  Gleichgewiehtsbedingungen  koplanarer  Kräfte.      Wir 

können  jetzt  die  Gleichgewiehtsbedingungen  eines  Systems  von  kopla- 


344  Siebentes  Kapitel. 

nareu,  d.  h.  in  einer  Ebene  liegenden,  angreifenden  Kr&ften  betracht«Df 
die  auf  einen  starren  Körper  wirken. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Gleichgewichtshedingongen 
sind:  1.  daß  die  Kräfte  eine  Nnllresaltante  haben,  2.  daß  die  Summe 
ihrer  Momente  am  jeden  Punkt  in  ihrer  Ebene  yerschwinde. 

Die  erste  Bedingung  ist  augenscheinlich  nur  dann  erfüllt,  wenn 
das  Kräftepolygon  der  angreifenden  Kräfte  geschlossen  ist,  d.  b.  veno 
die  Punkte  a  und  h  zusammenfallen;  die  aweite  ist  nur  dann  erfüllt. 
wenn  die  Seilpolygone  geschlossen  sind.  (Die  erste  Bedingung  genügt 
an  und  für  sich,  wenn  alle  Kräfte  in  einem  Punkte  angreifen.) 

Es  genügt  nachzuweisen,  daß  ein  Seilpolygon  geschlossen  ist; 
denn  daraus  folgt,  daß  alle  geschlossen  sind.  Da  a  und  h  im  Erafte- 
polygon  zusammenfallen,  so  sind  die  beiden  Kräfte  Oa^  hO,  denen  die 
gegebenen  Kräfte  äquivalent  sind,  gleich  und  entgegengesetzt.  Sie 
müssen  auch  in  einer  Linie  liegen,  sonst  würde  die  Summe  der  Momente 
des  Systems  nicht  um  jeden  Punkt  in  der  Ebene  null  sein.  Es  sind 
aber  Yerschiedene  Paare  dieser  äquivalenten  Kräfte  durch  die  Yerscbie- 
denen  Lagen  von  0  gegeben,  und  es  muß  jede  Kraft  jedes  Paares  durch 
die  beiden  Endpunkte  Ä  und  B  des  Seilpolygons  hindurch.  Folglich 
fallen  A  und  B  zusammen. 

Dieses  Ergebnis  gilt  offenbar  für  jedes  mögliche  Seilpolygon. 

Wenn  alle  Wirkungslinien  der  Kräfte  durch  einen  Punkt  hindurch- 
gehen, so  ist  das  Polygon  der  angreifenden  Kräfte  geschlossen,  uod 
dies  ist  alsdann,  wie  gesagt,  die  einzige  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  für  das  Gleichgewicht.  Daraus  gewinnt  man  folgendes 
geometrische  Theorem.  Wenn  das  Kräftepolygon  gezeichnet  wird  und 
von  einem  beliebigen  Punkte  0  aus  Linien  nach  den  Schnittpunkten 
(12),  (2  3),  (34)  der  Seiten  gezogen  werden ;  wenn  dann  von  einem  will- 
kürlich gewählten  Punkte  in  der  Wirkungslinie  etwa  der  Kraft  1  eine 
Linie  parallel  mit  0  (12)  gezogen  wird,  die  die  Wirkungslinie  von  2 
trifft,  dann  von  diesem  letzteren  Schnittpunkte  eine  Linie  parallel  za 
0  (2  3)  gezogen  wird,  um  die  Wirkungslinie  von  3  zu  treffen  n.  &  w» 
so  bilden  diese  Linien  ein  geschlossenes  Polygon. 

314.  Reziproke  Figuren.  Das  folgende  geometrische  Theorem 
gilt  tatsächlich  für  die  beiden  Arten  von  Polygonen.  Man  verbindet 
die  Ecken  des  in  einer  Ebene  gezeichneten  Kräftepolygons  (Fig.  171) 
mit  einem  beliebigen  Punkte  0  in  der  Ebene.  Dann  wird  ein  zweite« 
geschlossenes  Polygon  (Fig.  172)  gezeichnet,  dessen  Seiten  zu  den  nach 
dem  Punkte  0  im  ersten  gezogenen  Linien  parallel  sind,  und  es  werden 
Linien,  die  mit  den  Seiten  des  ersten  Polygons  parallel  sind,  durch  die 
Ecken  des  zweiten  gezogen;  diese  Linien  treffen  sich  in  einem  Punkte 
0'  (Fig.  172).  Diese  Polygone  nennt  man  reziproke  Figuren ;  die  Punkte 
0,  0'  heißen  ihre  Pole. 

Jedes  Polygon  ist  ein  Kräftepolygon  für  ein  Gleichgewichtssystem 
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YOD  Krftften  l&ngs  den  von  dem  Pole    des  reziproken   Polygons   ge- 
sogenen Linien,  dagegen  ein  Seilpolygon  für  ein  System  von  Kräften, 


Fig.  171. 


Fig.  172. 


'^ 


deren  Richtungen  mit  den  von  seinem 
eigenen  Pole  gezogenen  Linien  zn- 
sammenfallen  nnd  deren  Größen 
durch  die  Seiten  des  reziproken 
dargestellt  werden;  daher  der  Aus- 
druck „reziprok*.  Die  Erörterung 
Yon  Kräftesystemen  mit  Hilfe  rezi- 
proker Diagramme  rührt  von  Maxwell  her;  man  vergleiche  seine  Ab- 
handlung über  „Reciprocal  figures,  frames  and  diagram s  of  forces^ 
(Trans.  R  Soc.  Edinb.  26,  oder  Reprint  of  papers,  II,  p.  161). 

315.  Darstellung  eines  gegebenen  Systems  koplanarer  Kräfte 
durch  eine  einzelne  Kraft.  Damit  die  Kräfte  in  ihrer  Wirkung  auf 
einen  starren  Körper  einer  einzelnen  p.      ^  ^^ 

Kraft  äquivalent  seien ,  ist  nur  er- 
forderlich, daß  das  Kräftepolygon 
nicht  geschlossen  sei.  Dann  ist 
nämlich  das  System,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  mit  zwei  Kräften  äqui- 
valent, wie  sie  im  Kräftepolygon 
Fig.  1 66  durch  Oa  und  h  0  dargestellt 
sind.  Seien  nun  l  und  m  die  An- 
griffspunkte der  Endkräfte  des  Seilpolygons,  und  es  mögen  die  beiden 
Wirkungslinien  ^1,  Bm  verlängert  werden,  bis  sie  sich  in  C(Fig.  173) 
schneiden ,  dann  können  sie  durch  eine  einzige  durch  C  gehende  Kraft 
ersetzt  werden,  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  die  beiden  Kräfte  AI,  Bm^  auf  welche  sich  das  System 
reduziert,  parallel  sind,  läßt  die  Konstruktion  im  Stich;  es  wird  das 
der  Fall  sein,  wenn  der  Pol  0  des  Kräftepolygons  mit  den  Endpunkten 
0,  /;  in  einer  Linie  liegt.  Man  muß  dann  eben  einfach  einen  anderen, 
nicht  so  gelegenen  Pol  wählen. 

Wenn  das  Kräftepolygon  geschlossen  ist,  wird  die  Einzelkraft  null. 
Wenn  eins  der  Seilpolygone  nicht  geschlossen  ist,  ist  keines  geschlossen, 
und  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  um  irgend  einen  Punkt  in  der 
Kbene  ist  nicht  null.     Die  Kräfte  reduzieren  sich  auf  zwei  gleiche  und 
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Fig.  174. 


entgegeDgesetzte  Kräfte  Oa,  &  0  im  Kräfte- 
polygOD  (man  sehe  die  beiden  dicht  be- 
nachbarten Linien  in  Fig.  174),  bezw.  auf 
die  parallelen  Kräfte  JL 1 ,  Bm  des  Seil- 
polygons. Somit  bilden  diese  beiden  Kräfte 
ein  Paar,  dessen  Moment  gleich  dem  Pro- 
dukte der  Kraft  in  ihren  Abstand  ist  Da 
das  Kräftepolygon  geschlossen  ist,  gilt 
das  Ergebnis  für  jede  Lage  Ton  0  nnd 
jedes  entsprechende  Seilpolygon;  man  findet 
zwar  jedesmal  andere  Paare  Ton  Kräften, 
^  aber  Größe  und  Hiebt ung  des  Moments  ist 
immer  dieselbe. 

316.  Parallele  angreifende  Kräfte.  Wenn  die  angreifenden 
Kräfte  parallel  sind,  reduziert  sich  das  Kräftepolygon,  wie  gesagt,  auf 
eine  gerade  Linie,  und  die  Hichtungslinien  der  verschiedenen  Kräfte 
können  ganz  oder  teilweise  zusammenfallen,  wenn  sie  auch  eventuell 
entgegengesetzten  Kichtungssinn  habeu.  Wenn  das  System  z.  B.  die 
Resultante  null  hat,  läßt  sich  das  Polygon  immer  noch  als  geschlossen 
ansehen,  d.  h.  die  Endpunkte  a,  h  fallen  noch  zusammen;  die  gerade 
Linie  stellt  gewissermaßen  die  in  eine  Linie  zusammengebrachten  ver- 
schiedenen Polygonteile  dar. 

Wenn  die  Seilpolygone  nicht  geschlossen  sind,  reduzieren  sich  die 
Kräfte  auf  eine  einzelne,  mit  ihnen  parallele  Kraft.  In  dem  Kräfte- 
System  z.  B.,  das  in  Fig.  167  dargestellt  ist,  wird  das  Kräftepolygon 
durch  die  Linie  a  1,  2,  3,  4,  56  der  Fig.  168  repräsentiert,  ihre  Resul* 
tante  durch  ba;  um  ihre  Wirkungslinie  zu  finden,  braucht  man  nur  ein 
einziges,  irgend  einem  Pole  0  des  Kräftepolygons  entsprechendes  Seil- 
polygon zu  zeichnen;  man  erhält  dann  zwei  Kräfte  ^1,  ^5  (Fig.  167), 
die  sich  in  C  schneiden  und  den  gegebenen  Kräften  äquivalent  sind; 
die  Linie  durch  C  ist  die  Richtung  der  Resultante. 

317.  Graphisches  Yerfahren  zur  Auffindung  der  Resultante 
von  Parallelkräften.     Wir  können  nunmehr  die  Regel  angeben,  um 

/B  die  Resultante  von  zwei  Parallelkräften 
zu  finden.  In  Fig.  175  seien  11',  22' 
die  beiden  gegebenen  Kräfte;  man 
zeichne  das  Kräftepolygon,  wähle  einen 
Pol  und  zeichne  das  entsprechende 
Seilpolygon,  ganz  wie  angegeben.  Zwei 
Kräfte  in  den  Richtungen  AI,  B2 
sind  den  gegebenen  äquivalent;  sie 
sind  aber  anderseits  die  Resultanten 
von  1 1'  und  F  bezw.  2  2'  und  Fj  wo  die  beiden  F  in  1  bezw.  2  angreifen, 
wie  die  Figur  zeigt.     Nun  verlängere  man  Äl  und  B2  bis  zu  ihrem 


A\ 


\ 


Fig.  175. 
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Parallelkräfte. 
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SchDitt punkte  C  und  ziehe  durch  C  eine  Linie  1'  2'  parallel  mit  1  2 
und  eine  Linie  parallel  mit  den  gegebenen  Kräften,  welche  letztere  die 
Linie  1  2  in  D  treffe.  Dann  stellt  in  dem  Dreiecke  1  D  C  die  Seite 
li>  die  Kraft  Fy  die  Seite  DC  die  Kraft  1 1'  dar,  ebenso  im  Dreieck 
'2DC  die  Seite  2)2  die  andere  Kraft  F,  die  Seite  DC  die  Kraft  2  2\ 
Man  hat  also  die  beiden  Porportionen: 

ID  :  1)C  =  F:  11' 
D2  :  DC  =  F:  22' 
uud  folglich: 

12>  :  D2  =  22'  :  11', 

die  bekannte  Beziehung  für  zwei  auf  einen  starren  Körper  wirkende 
Parallelkräfte. 

Umgekehrt  ist  es  offenbar  möglich,  eine  einzelne  Kraft  durch  zwei 
Krafte  zu  ersetzen,  die  in  gegebenen,  zur  gegebenen  Kraft  parallelen 
Linien  wirken.  Denn  es  wirke  die  gegebene  Kraft  in  C  und  sei  nach 
Richtung  und  Größe  gleich  CE,  und  A,  B  seien  Punkte  in  den  ge- 
gebenen Linien.  Man  ziehe  durch  E  eine  Parallele  zu  AB^  welche  die 
gegebenen  Linien  in  F  und  G  schneidet;  man  ziehe  dann  BF^  welches 

Fig.  176  a.  Fig.  176  b. 


CE  in  H  schneidet,  so  sind  CH  und  HE  die  in  AF  und  Bg  wirkenden 
Ersatzkräfte.  Die  beiden  möglichen  Fälle  sind  durch  Fig.  176  a  und  b 
dargestellt. 

818.  Ort  des  Pols  eines  Seilpolygons ,  wenn  die  Endkräfte 
doroh  feste  Punkte  gehen.  Im  allgemeinen  kann,  wie  wir  sahen, 
die  Lage  Ton  0  willkürlich  gewählt  werden,  und  für  jede  dieser  Lagen 
gibt  es  ein  Seilpolygon.  Das  hört  aber  auf,  wenn  den  Endkräften  Be- 
dingungen auferlegt  sind,  wenn  sie  z.  B.  durch  zwei  feste  Punkte  6r,  H 
gehen  sollen. 

Es  ist  einleuchtend,  daß,  wenn  der  Pol  des  Seilpolygons  verschoben 
wird,  der  Schnittpunkt  irgend  zweier  Seiten  desselben  sich  auf  einer 
geraden  Linie  bewegt  Denn  in  Fig.  177  (a.f.  S.)  seien  1,  m  Punkte  auf 
zweien  der  angreifenden  Kräfte,  Ton  denen  aus  die  Seiten  1^,  m .Beines 
Seilpolygons  gezogen  werden ;  dann  sind,  wie  wir  sahen,  Kräfte  in  diesen 
Linien  im  Sinne  AI,  Bm  und  vom  Betrage  Oa,  hO  äquivalent  den 
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zwischen  1  und  m  eingeschlossenen  angreifenden  Kräften.  Folglich 
wirkt  die  Resultante  im  Schnittpunkte  C]  dieser  Kräfte,  und  dieser 
Schnittpunkt  muß,  wenn  0  verschoben  wird,  immer  auf  der  Lioie  der 
durch  C  gehenden  Resultante  liegen. 

Nunmehr  läJßt  sich  zeigen,  daJß,  wenn  die  Endlinien  ^1,  Bm  des 

Seilpolygons,  in  denen  die  durch  Oa^bO  dargestellten  Kräfte  wirken, 

durch  zwei  feste  Punkte  (r,  11  gehen ,  der  geometrische  Ort  des  Pole» 

Y\„   177.  0  eine  mit  GH  parallele  Linie  ist.    Die 

^  Resultante  jener  Kräfte  ist  durch  ah  dar- 

,.;'f  gestellt,  und  der  Schnittpunkt  der  beiden 

^--;; -''  /  Linien  muß  auf  einer    zu  ab   parallelen 

^''       l ^  Linie  liegen;    die    von  ah    nach    0  ge- 

.  '    /  ^<y^   zogenen  Linien  müssen  daher  den  Linien 

,,''''y''  parallel  sein,  die  von  den  festen  Punkten 

nach  den  verschiedenen  Schnittpunkten  C 
von  6ri,  Km  auf  der  Resultantenlinie  ge- 
zogen sind.    Ci,  (72*  C}^  seien  verschiedene 

.vi  cZ \ Punkte  auf  dieser  Linie:    man  verbinde 

sie  mit  G  und  J7,  ziehe  von  G  eine  Linie 
parallel  mit    Cj  H,    welche    Cj  Cj    in  X 
^''^  schneidet ;  dann  können  G  Cx  und  L  G  ah 

Repräsentanten  der  Kräfte  Oa,  hO  angesehen  werden,  und  in  dem- 
selben Maßstabe  wird  LCi  die  Resultante  ah  darstellen.  Nun  ziehe 
man  durch  Ci  und  L  Linien  bezw.  parallel  zu  C2G  und  C2H;  sie 
werden  sich  in  einem  Punkte  (rg  auf  GH  schneiden;  entsprechend  fuhrt 
C,  zu  Crg.  Diese  Punkte  G^,  G^  u.  s.  w.  sind  die  Pole  des  Kräfte- 
polygons,  und  der  Ort  von  0  ist  parallel  mit  GH 

Hieran  lassen  sich  noch  weitere  interessante  Betrachtungen  knüpfen, 
für  die  hier  der  Raum  fehlt. 

319.  Fachwerke  und  ihre  Steifigkeit.  Interessante  Anwen- 
dungen der  graphischen  Statik  werden  uns  vielfach  in  der  Physik, 
besonders  bei  den  elastischen  Eigenschaften  der  Körper,  begegnen;  för 
jetzt  wollen  wir  andeutungsweise  die  Anwendung  auf  Baukonstraktionen 
betrachten. 

Ein  Eachwerk  .oder  Balkenwerk  ist  eine  Anordnung  von  Balken 
oder  Stäben,  die  drehbar  verbunden  sind ;  da  wir  nur  das  ebene  Fach- 
werk (nicht  das  im  Räume)  betrachten  wollen,  stehen  die  Drehungsaxen 
1  in  den  Gelenken  auf  der  Ebene  des  Fachwerks  senkrecht.  Ein  Facb- 
werk  wird  starr  oder  steif  genannt,  wenn,  aulier  infolge  der  Längen- 
änderung  der  Balken,  keine  relative  Konfigurationsänderung  möglich 
ist.  Auf  irgend  einen  Balken  wirken  teils  Kräfte,  die  von  den  anderen 
Balken  auf  ihn  übertragen  werden,  teils  Kräfte  von  außerhalb  des 
Systems,  von  denen  wir  annehmen,  daß  sie  direkt  auf  die  verbindenden 
Stifte  und  erst  durch  diese  auf  die  Balken  wirken ;  es  handelt  sich  also, 
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wenn  von  dem  Eigengewichte  des  Balkens  abgesehen  wird,  um  das 
Gleichgewicht  zwischen  zwei  an  den  Enden  angreifenden  resultierenden 
Kräften;  dieselben  müssen  daher  gleich  und  entgegengesetzt  sein,  und, 
wenn  der  Balken  gerade  ist,  ihm  entlang  wirken. 

Sind  die  Endkräfte  Zugkräfte,  so  steht  der  Balken  unter  Span- 
nung; sind  es  Druckkräfte,  so  steht  er  unter  Druck;  in  der  Technik 
werden  diese  Fälle  durch  besondere  fachliche  Bezeichnungen  unter- 
schieden. 

Damit  ein  geschlossenes  Fachwerk,  in  dem  die  Balken  in  n  Punkten 
zusammenstoßen,  steif  sei,  ist  es  erforderlich  und  hinreichend,  daß  es 
aus  2n  —  3  Balken  bestehe.  (Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  kein  aus 
den  »Punkten  heran sgegrifEen es  Teilsystem  überschüssige  Balken  ent- 
balte.) 


320.  Anweiiduiig  graphischer  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Spannungen  in  den  Balken  eines  Fachwerks.    Fig.  178  zeigt  ein 


ans  Balken,  die  in  den  Punkten  1,  2...  8  miteinander  verbunden  sind, 
bestehendes  Fach  werk;  die  äußeren  Kräfte,  die  in  diesen  Punkten  an- 
greifen, sind  durch  die  äußeren  Pfeile  dargestellt;  das  entsprechende 
Kräftepolygon  ist  in  Fig.  179  gezeichnet.  Wir  beginnen  mit  dem 
Ponkte  8  (Fig.  178),  in  welchem  nur  drei  Kräfte  angreifen;  ihnen  ent- 
spricht das  Dreieck  8,  9,  10  in  Fig.  179.  Dann  gehen  wir  zum 
Punkte  7  über,  in  dem  vier  Kräfte  angreifen;  von  dem  entsprechenden 
Kräfteriereck  sind  die  beiden  Seiten  7  und  9  bekannt,  7, 'weil  diese 
Kraft  gegeben  ist ,  9 ,  weil  sie  gleich  und  entgegengesetzt  der  in  8  an- 
greifenden Kraft  9  ist;  die  beiden  anderen  Seiten  sind  den  Stäben  11 
^nd  12  parallel;  man  hat  also  das  Viereck  7,  9,  11,  12.  Im  Punkte  1, 
den  wir  nun  betrachten,  stoßen  fünf  Kräfte  zusammen,  man  erhält  also 
in  Fig.  179  ein  Fünfeck,  von  dem  die  drei  Seiten  1,  10,  11  bekannt, 
die  beiden  letzten  13,  14  den  entsprechenden  Balken  parallel  sind;  so 
geht  das  fort  In  der  Fig.  178  sind  die  unter  Druck  stehenden  Balken 
mit  S,  die  unter  Zug  stehenden  mit  T  bezeichnet. 
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321.    Erstes  Beispiel:  Dachstuhl.    An  der  Hand  der  Fig.  180 
u.  Fig.  181   mag  der  Leser  die  einzelnen  Kräfte  und  Polygone  darch- 

Fig.  180.  ^^'  1^1- 


gehen  und  nachweisen,  daß  die  mit  S  beaeichneten  Balken  unter  Druck, 
die  mit  T  bezeichneten  anter  Zug  stehen. 

322.    Zweites  Beispiel:  Bruckentragwerk.     Ein  solches,  mit 
zwei  Reihen  vertikaler  Kräfte,  ist  in  Fig.  182  dargestellt,  nnd  Fig.  183 

Fif?.  182. 


/        -V     o      T      8      T     T      8      1      o      /        \    / 

ir  T   4]     T   öY    T    e]     T  lof    T  12|    T  U] 


veranschaulicht  das  Kräftepolygon ;  S  und  T  haben  wieder  die  frühere 
Bedeutung. 


Fig.  188. 
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Für  eingehendere  Beschäftigung  mit  den  Lehren  der  Grapbostatik. 
die  in  der  modernen  Technik  wegen  ihrer  Anschaulichkeit  und  Bequem*' 
lichkeit  sehr  stark  benutzt  wird,  sei  auf  einige  Lehrbücher  verwiesen. 

Culman:  Die  graphische  Statik. 

Levy:  La  statique  graphique  et  ses  applications. 

Bausch inger:  Elemente  d.  gr.  Statik. 

Föppl,  Vorles.  über  techn.  Mechanik,  2. 
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Gleichgewicht  und  Bewegung  einer  Kette 
oder  einer  biegsamen  Schnur. 


323.  Ideale,  biegsame  Kette.  Das  Seilpolygon  legt  den  Ge- 
danken nahe,  das  Gleichgewicht  eines  Systems  kleiner  Massenteilchen 
zu  betrachten,  die  darch  masselose  Verbindungsstücke  derart  mitein- 
ander verknüpft  sind,  daß  sie  eine  vollkommen  biegsame  Reihe  bilden; 
durch  Steigerung    der  Zahl   der  Teilchen  und  Verminderung 

ihres  gegenseitigen  Abstandes  gelangt  man  zu  dem  Endbegriff      ^^'       ' 
einer  biegsamen  Schnur  oder  einer  Kette. 

Eine  Kette  von  großer  Biegsamkeit  und  beträchtlicher 
Masse  für  die  Längeneinheit  wird  für  gewisse,  keine  große 
Festigkeit  erfordernde  Fälle  in  der  Weise  hergestellt,  daß 
kleine  Hohlkugeln  aus  Metall  durch  kurze  Glieder  aus  dünnem 
Draht  Miteinander  verbunden  werden,  wie  in  Fig.  184  an- 
gedeutet ist;  jedes  solche  Glied  ist  etwa  hanteiförmig  mit  zwei 
Knoten  an  den  Enden,  welche  in  Löcher  der  Kugeln  ein- 
gelassen sind.  Man  hat  damit  eine  annähernde  Versinnbild- 
lichung einer  idealen  Kette;  andere  wird  der  Leser  selbst 
kennen   oder  sich  vorzustellen  vermögen. 

Zunächst  wollen  wir  annehmen,  daß  auf  die  Teilchen  die 
Schwerkraft  wirke;  alsdann  werden  wir  zu  beliebigen  Kräften 
übergehen. 

324.  Kette  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft:  Ketten- 
linie. Es  mögen  sich  n  Teilchen  vom  gleichen  Gewichte  w  und  ge- 
trennt durch  Zwischenglieder  von  der  Länge  a  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  befinden.     Dann  hat  man,  nach  Gl.  (17)  des  §  301: 

ff  =  T  (tgOi  —  tgei)  =  r{tg(h-tgO,)  =  ...  =  r  {tg6n+i  —  tg()„), 

VC  r  die  horizontale  Komponente  der  dehnenden  Kraft  in  ]edem  Gliede 
und  die  0  die  Neigungen  der  Glieder  gegen  die  Horizontale  sind. 
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Nan  betrachte  man  die  Karre,  welche  die  Mittelpunkte  alier 
Glieder  berührt,  und  es  werde  angenommen,  daß  es  ein  horizontales 
Glied  gebe,  das  dann  also  die  horizontale  Tangente  an  die  gedachte 
Kurve  ist.  Die  soeben  hingeschriebenen  Gleichungen  besagen  daim, 
daß  die  Tangente  der  Neigung  der  Kurve  gegen  die  Horizontale  variiert, 
wie  der  Abstand  jedes  Berührungspunktes  von  einem  als  Ausgangs- 
punkt gewählten  Berührungspunkte,  in  welchem  ig  ft  =  0  ist  —  dieser 
Abstand  gemessen  längs  des  Polygons.  Bezeichnet  man  die  Größe 
ar/w  mit  c,  die  längs  des  Polygons  gemessene  Entfernung  von  der 
Mitte  des  horizontalen  Gliedes,  also  offenbar  vom  tiefsten  Punkte  der 
Kurve,  mit  s,  so  kann  man  die  eben  erwähnte  Beziehung  in  der  Form 

f9(f-=i (1) 

c 

schreiben. 

Nun  bestehe  die  Kette  aus  einer  sehr  großen  Zahl  von  Ghedem 
in  sehr  kleinen  Abständen;  dann  fällt  das  Polygon  nahezu  mit  der 
Kurve  zusammen,  und  diese  Annäherung  kann  beliebig  weit  geführt 
werden.  Die  Gl.  (1)  kann  daher  auf  jeden  Punkt  der  Kurve  an- 
gewandt werden  und  läßt  sich  in  der  Form 

dy £ 

dx        c 


(2) 


schreiben,  wo  dyjdx  der  Zuwachsgrad  der  vertikalen  Koordinate  y  mit 
der  Zunahme  der  horizontalen  Koordinate  x  (horizontaler  Abstand  vom 
tiefsten  Punkte)  ist. 

Femer  sei  ds  ein  Längenelement  der  Kurve,  seine  Komponenten 
sind  dann  dx  und  dy,  und  es  ist 


ds^ 

dy^ 
ds 


dx^  4-  rfya 
dy 
dx 


V' 


Mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  wird  also 

dy  _     ^        . 

und  ganz  entsprechend 


(3) 


ds 


\8^  -\-  C^ 


dx 
eis 


(4) 


(5) 


\s''  -f-  c2 

die  Wurzel  ist  dabei  überall  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Integriert  man  nun  die  Gl.  (5),  so  erhält  man,  wie  man  durch 
Rückwärtsdifferenzieren  verifizieren  kann: 

x  =  clog[s  +    ys«  +  c«]  +  C,     .     .     .    .    (6) 
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wo  C  eine  Eonstante  ist;  sie  muß,  da  für  o;  =  0  auch  8  =  0  ge* 
rechnet  wird,  gleich  —  clogc  sein,  und  folglich  wird 

s  +  Vs«  +  c« 

X  =  clog  — ■ — ■ 

c 

Diese  Gleichung  kann  mün  auch  in  der  Form 

^  8   +  Vs»   +   C« 

e^  = ^ ^ 

c 

Bchreihen,  wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist.  Erweitert 
man  den  Bruch  rechterhand  mit  [ —  s  -^  y  s^  4~  ^^J  ^^^  nimmt  dann 
beiderseits  das  Reziproke,  so  findet  man 

c 
und  durch  Subtraktion  der  letzten  Gleichung  von  der  yorletzten 


=  lye'c  —  e    V 


8=  -\e<^  —  e    'J (7) 

Dies  ist  die  Bogenelementgleichung  der  Kurve,  in  der  die  Teilchen 
herabb&ngen,  die  also  z.  B.  eine  Kette  unter  Einfluß  der  Schwerkraft 
annimmt;  sie  heißt  deshalb  Kettenlinie.  Um  ihre  Gleichung  in  x  und 
y  zu  finden,  muß  man,  da  nach  (2)  und  (7) 

g  =  iGT-rT) (8) 

ist,  nochmals  integrieren  und  erhält 

y=  f  G^  +  e"^)+  C (9) 

wo  C'  eine  neue  Konstante  ist.  Legt  man  den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  in  den  tiefsten  Punkt,  d.  h.  rechnet  man  nicht  nur  x, 
sondern  auch  y  von  diesem  aus,  so  ist  y  =  0  für  aj  =  0,  also  C'= — c, 
und 

y  +  c  =  |-(e"  +   e""^) (10) 

Einfacher  wird  die  Gleichung  Jedoch,  wenn  man  den  Anfangspunkt 
um  c  tiefer  als  den  tiefsten  Punkt  der  Kurve  legt;  dann  wird  nämlich 


=  4^^  +  e"^) 


y  =  -\e^  +  e    ^J (11) 

Wir  wollen  im  folgenden  stets  diese  letztere  Wahl  treffen  und  daher 
die  GL  (11)  benutzen. 

Da  nach  GL  (7)  und  (II)  y^  =  s^  +  c>  ist,  kann  man  die  GL  (4) 
und  (6)  auch  so  schreiben: 

Or»7,  Physik.    I.  23 
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(12) 


dy  8  dz c_ 

ds         y  '        ds        y 

Die  erörterten  Verhältnisse  sind  in  Fig.  185  dargestellt.  Dieselbe  zeigt 
die  Eettenlinie  KK'  (über  welche  Punkte  sie  sieb  aber  endlos  hinans 
erstreckt)  mit  ihrem  tiefsten  Punkte  Ä ,  die  Abscissenaze  XOX  und 
die  Tangente  P  J  in  einem  beliebigen  Punkte  P,  deren  Länge  gleich  dem 
Bogen  AF  genommen  ist.  T  ist  also  ein  Punkt  in  der  Yom  tiefstea 
Punkte  A  der  Eettenlinie  ausgehenden  Evolvente  derselben.  Die  Ordi- 
nate in  P  trist  die  Abscissenaxe  in  M ,  TB  ist  das  von  T  auf  PM 
gefällte  Lot.     Dann  hat  man 

^  =  sin F TR  =  cos  TFB; 
ds 

dies  ist  aber  seinerseits  gleich  s/y,  also  PT/PM-,  folglich  ist  PTlf 
ein  rechter  Winkel,  und  die  in  T  an  die  Evolvente  gezogene  Tangente 
trifft  die  Abscisse  in  dem  nämlichen  Punkte  M. 
Femer  ist 

dx 


-r-  =  C08  PTR  =  sin  TPE  = 
ds 


TM  _  TM 
PM~    y    ' 

eben  weil  FT M  ein  rechter  Winkel  ist     Vergleicht  man  dies  mit  der 
«weiten  der  GL  (12),   so  sieht  man,  daß   TM  =  e  ist,  d.  h.  der  Be- 


Fig.  185. 


Fig.  186 


rührungspunkt  T  einer  Tangente  an  die  vom  tiefsten  Punkte  einer 
Kettenlinie  ausgehende  Evolvente  hat  einen  konstanten  Abstand  vom 
Schnittpunkt  dieser  Tangente  mit  einer  festen,  geraden  Linie  in  der 
Ebene  der  Kurve.  Die  Kurve,  welche  diese  Eigenschaft  hat,  heißt 
Traktorie. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  einfache  Regel  zum  Ziehen  einer 
Normale  und  einer  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  P  einer  Ketten- 
linte,  und  zugleich  zum  Auffinden  des  entsprechenden  Punktes  auf  der 
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ETolyente,  von  dem  soeben  die  Rede  war.  Man  ziehe  durch  den 
geg^ebenen  Punkt  P  die  Ordinate  Püf,  beschreibe  über  FM  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  lege  in  diesen  eine  Linie  MT  -=  c  (gegebene  Eon- 
stante der  Kettenlinie)  als  Sehne  und  ziehe  die  Linie  PT.  Dann  ist 
PT  die  Tangente  an  die  Kettenlinie  in  P,  die  darauf  senkrechte  Linie 
PN  ist  die  Normale,  und  T  ist  der  „korrespondierende **  Punkt  der 
EToIyente;  man  kann  natürlich  auf  diese  Weise  schließlich  die  zur  ge- 
gebenen Kettenlinie  gehörige  Traktorie  konstruieren. 

Zum  Vergleich  mit  der  theoretischen  ist  in  Fig.  186  eine  von 
einer  Kette  wirklich  gebildete  Kettenlinie  photographisch  wiedergegeben ; 
sie  unterscheidet  sich  Ton  jener  durch  die  im  endlichen  gelegenen 
Enden  und  die  daselbst  auftretenden,  von  den  Aufhängungen  her- 
rührenden Umbiegungen. 


325.  Geometrische  Beschreibung  der  Kettenlinie.  Die 
Kettenlinie  kann  in  der  im  §  105  erläuterten  Weise  nach  der  Methode 
der  nm  die  Krümmungsmittelpunkte  beschriebenen  successiven  kleinen 
Kreisbögen  aufgebaut  werden.  Der  Krümmungsradius  kann  folgen- 
dermaßen gefunden  werden.     Aus  GL  (1)  folgt  durch  Differentiation 

(1  +  tg*B)d(i  =  ^, 

and  hiersas  fflr  den  Krflmmangsradins  R 

Um  also  für  irgend  einen  Punkt  P  der  Kettenlinie  den  Krümmungs- 
mittelpunkt zu  finden,  beschreibe  man  einen  Kreis,  welcher  durch   T 


Fig.  187 


Fig.  188. 


(Fig.  187)  geht  und  die  Linie  PM  in  P  berührt;  schneidet  dieser  Kreis 
die  VorlÄngerung  von  MT  ia  ü,  so  ist  MU  =  B;  und  wenn  man 
daher  ^n'  von  P  ab  auf  der  Normalen  abträgt,  so  ist  der  Endpunkt  G 

23* 


366  Achtes  Kapitel. 

dieser  Strecke  der  KrümmongBinittelpankt.  —  Oder,  noch  einfacher, 
man  verlängere  die  äußere  Normale  in  P  bis  zum  Schnittpunkte  L 
mit  der  Abscissenaxe,  dann  ist  PX  geradezu  gleich  R ;  denn  die  Drei- 
ecke LPM  und  PMT  sind  ähnlich  und  iüT  ist  gleich  c;  folglich  ist: 

LP:y  =  y  :c,      d.  h.  XP  =  ^. 

c 

Um  z.  B.  eine  Kettenlinie  zu  konstruieren,  für  welche  der  Wert 
des  Parameters  c  und  der  tiefste  Punkt  Ä  gegeben  sind,  kann  man 
folgendermaßen  zu  Werke  gehen.  Um  die  Strecke  c  tiefer  als  A  liegt 
der  Anfangspunkt  0  der  Koordinaten;  dann  verlängert  man  OA  nm 
sich  selbst  bis  P,  Fig.  188  (a.  v.  S.);  um  B  als  Mittelpunkt  beschreibt  man 
einen  kleinen  Kreisbogen  AÄi  durch  A  und  verlängert  BA\  bis  zum 
Schnitt  ^1  mit  der  Abscissenaze.  Nun  verlängert  man  MiAi  um  sich 
selbst  bis  P^ ,  schlägt  um  P,  einen  kleinen  Kreisbogen  AiA^^  zieht 
JB1A2M2  und  fährt  in  derselben  Weise  fort,  dann  bilden  die  Punkte 
AAiA^  ...  (und  die  entsprechenden  links)  die  gesuchte  Kettenlinie. 

Natürlich  kann  man  die  Kettenlinie  auch  konstruieren,  indem  man 
gemäß  ihrer  Gleichung  die  den  einzelnen  Abscissen  entsprechenden 
Ordinaten  auf  Millimeterpapier  einträgt. 

326.  Streckende  Kraft  in  der  Kettenlinie.  Die  streckende 
Kraft  Tin  irgend  einem  Punkte  der  Kette  läßt  sich  leicht  angeben.  Nennt 
man,  wie  in  §301  und  324,  die  Horizontalkomponente  der  Spannung  r, 
so  ist 

T—      — 
dx 

und  folglich  mit  Hilfe  der  Beziehung  to/at  =  1/c  (vergl.  die  De&ni- 
tionen  zu  Anfang  von  §  324),  sowie  der  Gl.  (12) : 

V  iO 

^  =  '7  =  ä«' (^^> 

dabei  ist  w  das  Gewicht  der  Strecke  a  der  Kette,  also  to/a  das  Gewicht 
der  Längeneinheit  der  Kette.  Man  hat  also  das  Resultat,  daß  die 
Spannung  in  einem  Punkte  der  Kette  gleich  dem  Gewichte  eines  Stückes 
derselben  ist,  dessen  Länge  gleich  der  Höhe  des  betreffenden  Punkte« 
über  der  Abscissenaxe  ist  Im  tiefsten  Punkte  ist  hiernach  die  Spannung 
am  kleinsten;  je  höher  hinauf  der  Punkt  liegt,  desto  größer  ist  sie. 
Ist  die  Kette,  wie  in  Fig.  186,  an  den  Enden  nicht  fest,  sondern 
lose  über  Hollen  gelegt,  so  reichen  die  senkrecht  herabhängenden  Enden 
demnach  gerade  bis  zur  Abscissenaxe  herab. 

327.  Allgemeine  Theorie  des  Gleichgewichts  einer  bieg- 
samen Schnur  oder  Kette.  Die  Auffassung  einer  Kette  als  einer 
Folge  kleiner,  durch  kurze,  biegsame  Glieder  verbundener  Massen- 
teilchen setzt  uns  in  den  Stand,  die  allgemeinen  Gleichgewichtshedin- 
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guDgen  ohne  weiteres  hinzuschreiben.  Die  Kraft,  die  auf  ein  Teilchen 
Yon  der  Masse  ft  im  Punkte  P  (x,  y^  z)  wirkt,  habe  die  Komponenten 
,ttX,  ^Yt  iiZ\  s  sei  der  längs  der  Kette  gemessene  Abstand  von  einem 
festen  Punkte  Pq^  ^s  der  Abstand  zwischen  zwei  benachbarten  Teil- 
chen ;  T  bezw.  T  -\-  ö  T  seien  die  Spannungen  in  dem  vor  bezw.  hinter 
P  liegenden  Gliede,  vor  und  hinter  im  Sinne  wachsenden  s  verstanden. 
Dann  kommt  man  leicht  zu  folgenden  Ergebnissen: 

a)  Die  nach  der  Richtung  der  beiden  in  P  zusammenstoßenden 
Glieder  genommene  Komponente  der  äußeren  Kräfte  muß  die  Differenzen 
der  Spannungen  in  den  Gliedern ,  also  d  T,  gerade  äquilibrieren ;  ist 
also  jene  Komponente  ^S,  so  hat  man 

liS  -}-  dT=  0 (14) 

Ist  S  =  0,  so  sind  also  die  Spannungen  in  den  beiden  Gliedern 
die  gleichen. 

b)  Alle  Kräfte  liegen  in  der  Ebene  der  Kette  bezw.  in  ihrer  Schmie- 
gUDgsebene;  senkrecht  zu  ihr  sind  alle  Komponenten  null. 

c)  Wie  in  §  205,  so  kann  auch  hier  bewiesen  werden,  daß  die 
Normalkomponente  N  der  angreifenden  Kräfte  in  Jedem  Punkte  gleich 
dem  Produkte  der  dort  herrschenden  Spannung  und  der  Krümmung 
daselbst  ist;  in  Formel,  wenn  B  der  Krümmungsradius  ist  und  ^positiv 
gerechnet  wird  von  der  konvexen  nach  der  konkaven  Seite  der  Kurve: 

_jVr=^.     ......     .     (15) 

328.  Analytische  Gleichgewichtsbedingungen.  Diese  Sätze 
können  in  folgender  Weise  mathematisch  formuliert  werden.  Die 
Richtungskosinus  des  vor  P  liegenden  Gliedes  sind 

dx       dy       dz 
ds'     ds'      ds' 
die  des  hinter  P  liegenden  Gliedes  sind 

dX^cix  ^lA^  ^XÄ^ 

Ts   "^     ds'       ds   ^     ds'       ds   ^     ds' 
die  Komponenten  von  T  nach  den  Koordinatenaxen  sind  daher 
dx  dy  dz 

^  ds'  ds'  ds' 

diejenigen  von  T  -\-  d  T  sind  entsprechend 

folglich  ist  für  das  Gleichgewicht 
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oder,  wenn  ö  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Kette,  also  fi  =  dds  ist 
und  höhere  Grade  kleiner  Größen  Yemachl&ssigt  werden: 

ä 


.,(^3f)  +  «^  =  »l 


ds  V    äsj 
ds  \    ds 


+  «r=o 


^')  +  6Z=0 


(16) 


Diese  drei  Gleichungen  sind  mit  den  61.  (14)  und  (15)  iquirsleot;  e< 
bleibe  dem  Leser  überlassen,  die  eben  aus  den  anderen  abzuleiten,  u 
Stelle  von  (14)  kann  man  flbrigens  auch 

0S  +  ^=O (17) 

ds 

schreiben. 

Haben  die  Er&fte  X,  T,  Z  ein  Potential,  d.  h.  lassen  sie  sich  m 

einer  Funktion  der  Koordinaten  durch  die  Operation 

^~       dx'         '~       8y'        ^~~de 
ableiten,  so  nehmen  die  Gleichgewichtsgleichungen  die  Form 

ds  \     dsj  dx  •    •    • 

an,  und  die  Gl.  (17)  wird: 


(18) 


^-.^/=0 (19) 

ds  ds 

Femer  wurde  in  §  55  gezeigt,  daß,  wenn  g  die  Strecke  Tom 
Anfangspunkte  der  Koordinaten  nach  einem  Kurvenpunkte  ist,  dQ^^ 
eine  Einheitsstrecke  längs  der  Tangente,  Rd^g/ds^  dagegen,  wo  B  der 
Krümmungsradius  ist,  eine  Einheitsstrecke  senkrecht  Bur  Tangente, 
aber  in  der  Schmiegungsebene  der  Kurve  ist.  Sind  also  dx,  dp,  "- 
die  Projektionen  von  ds  auf  die  Axen  und  ?-,  j,  k  Einheitsstrecken  par- 
allel den  drei  Axen,  so  ist,  symbolisch  geschrieben: 

dg  =  idx  +  jdy  +  kdz 

^Q  _  -^    ,     -^  j^  k  — 
ds  ds    '^  ^  ds    ^      ds 

d^g         .d^x    ,    .d^y    ,    ,d^z 

— ^  =  1 -I-  1  — =-  -1-  k  —  • 

ds'^  ds^  ^  ''ds^  ^     ds^ 

Die  letzte  Gleichung  stellt  also  links  eine  Strecke  au!  dem  Krüm»^^'* 
radius  und  rechts,  in  den  Faktoren  von  t,  j,  Ä;,  deren  Projektionen* 
die  Axen  dar. 
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Somit  sind  die  Richtungskosinas  des  Krümmungsradias 

d^x  ^         d^y  ^  d^z 

-r-=-  bezw.  -^-r  bezw.  -r-r 
ds»  (is«  ds^ 


n 


rd*xy     /d«j/Y     /d*z\*  • 

Kds'J  ■*■  Us»/  ■*"  \ds*J 
and,  da  Rd^g/ds*  eine  Einheitsstrecke  ist, 

1  /«i»a;\«  ,    /d»y\*  ,    /d»A» 

Bezeichnet  man  die  Ricbtungskosinas  der  Normale  mit  A,  ^,  i^,  multi- 
pliziert die  erste  der  Gl.  (16)  mit  A,  die  zweite  mit  (ly  die  dritte  mit  v, 
addiert  alle  drei  und  beachtet,  daJß 

^  dx    ,       dy    ,       de 

ist,  weil  Kurye  und  Krümmungsradius  aufeinander  senkrecht  stehen, 
80  erhält  man 

1^  +  ö(AX  +  ^r+  t/Z)  =  0      .     .     .     .     (21) 

Diese  Gleichung  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  mit  Gl. (15)  identisch;  der 
Satz  c)  des  §  327  ist  also  bewiesen. 

Es  mag  dem  Leser  überlassen  bleiben,  durch  Einsetzen  yonX=0, 
F=0,  Z=  ^  in  GL  (16)  die  gewöhnliche  Kettenlinie  (unter  aus- 
schließlicher Wirkung  der  Schwere)  abzuleiten;  ferner  die  Gleichung 
der  Kurve  zu  finden,  in  welcher  eine  Kette  herabh&ngt,  deren  Masse 
pro  Längeneinheit  nicht  überall  dieselbe,  sondern  der  Spannung  an  der 
betreffenden  Stelle  proportional  ist  —  eine  Kurve,  welche  als  Ketten- 
linie  von  gleichförmiger  Festigkeit  bezeichnet  werden  kann.  Zwischen 
dem  Bogen  s  vom  tiefsten  Punkte  und  dem  Krümmungsradius  besteht 
bei  dieser  Kurve  die  Beziehung 

329.  Analogie  zwischen  dem  Gleichgewichte  einer  Schnur 
and  der  krummlinigen  Bewegung  eines  Teilchens.  Das  Gleich- 
gewicht einer  Kette  weist  eine  merkwürdige  Analogie  mit  der  Be- 
wegung eines  äußeren  Kräften  unterliegenden  Teilchens  auf  einer  Kurve 
auf,  derart,  daß  man  Lösungen  von  Problemen  der  einen  Art  auf  die  der 
anderen  und  umgekehrt  übertragen  kann.  Um  die  Natur  dieser  Ana- 
logie einzusehen,  wollen  wir  uns  ein  Teilchen  vorstellen,  das  sich  auf 
der  Kettenlinie  derart  bewegt,  daß  der  Zahlen  wert  seiner  Geschwindig- 
keit überall  gleich  der  Spannung  T  ist.  An  Stelle  von  (17)  erhält 
nsan  dann: 
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ds 
oder 


oder,  da  das  erste  Glied  gleich  I  ist: 

f^  +  0ST=O (22) 

eine  Gleichung,  welche  die  Beschleunigung  eines  Teilchens  Yon  der 
Masse  eins  in  der  Bewegungsrichtung  unter  der  Wirkung  einer  Kraft 
▼om  Betrage  —  OST  darstellt. 

In  entsprechender  Weise  liefert  Gl.  (16)  oder  (21): 

i(fiy=-«^^ ^''^ 

als  Beschleunigung  senkrecht  zur  Bahn;  die  entsprechende  Kraft  ist 
hier  —  üNT.  Die  Bewegung  des  Teilchens  ist  also  durch  das  Produkt 
von  T  in  die  Tangential-  bezw.  Normalkomponente  der  auf  die  Massen- 
einheit der  Kette  wirkenden  Kräfte,  n&mlich  S  bezw.  N^  gegeben. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  natürlich  auch  aus  den  GL  (16)t 
welche  zu 

^  +  aTX=0,    ^  +  öTY=0,      ^+  tfrZ  =  0..(24) 

worden ;  Jede  dieser  Gleichungen  ist  yon  derselben  Form  wie  (22) ,  aUe 
drei  zusammen  liefern  aber  auch  (23). 

Beispielsweise  hat  ein  TeilcheUi  das  unter  der  Wirkung  der  Schwere 
auf  einer  in  vertikaler  Ebene  gelegenen  glatten  Kurye  herunterfällt,  in 
Jedem  Punkte  seiner  Bahn  eine  Geschwindigkeit!  die  proportional  ist 
der  Quadratwurzel  aus  der  Tiefe  des  Punktes  unter  einem  gewissen 
Niveau.  In  dem  besonderen  Falle  eines  freien,  von  vornherein  mit 
einer  horizontalen  Geschwindigkeit  begabten  Teilchens  ist  die  Bahn, 
wie  wir  wissen,  eine  Parabel  mit  vertikaler  Axe  und  dem  Scheitel  nach 
oben;  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  ist  dabei  dieselbe,  welche 
sie  w&re,  wenn  das  Teilchen  von  der  Direktrix  der  Parabel  frei 
herabfiele. 

Demgemäß  nimmt  eine  unter  dem  Einfluß  der  Schwere  herab- 
hängende Kette  die  Form  einer  Parabel  mit  vertikaler  Axe  und  dem 
Scheitel  nach  unten  an,  wenn  die  horizontale  Spannungskomponente 
überall  dieselbe  ist;  das  wird  der  Fall  sein ,  wenn  X  =  0  und  j  ^  9 
ist.  Dann  ist  aber  T  =  g  und  Ö  T  =  l.  Anderseits  ist  aber  i  =  ^ 
=  \2gy,    wo    y    die    Höhe    über    der    Direktrix    ist;    folglich  is^ 
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6  =  ^/}/2gy,  d.  h.  die  Masse  der  Längeneinheit  muß  in  den  yer- 
Bchiedenen  Punkten  der  Kette  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Höhe 
des  Punktes  üher  der  Direktrix  umgekehrt  proportional  sein. 

Die  Parabelgleichung,  auf  Direktrix  und  Axe  als  Eoordinatenaxen 
für  X  und  y  bezogen,  lautet:  x^  =  4a(y — a),  wo  a  eine  Konstante 
ist;  die  Länge  ds  eines  Elementes  ist  also  dx'^l  -\-  (x^/4a^)  oder 
dxyy/a;  das  mit  e^s/Vy proportionale  Gewicht  des  Elementes  ist  hiemach 
proportional  mit  dx;  man  kommt  also  zu  dem  Resultate,  daß  das  Ge- 
wicht irgend  eines  Parabelbogens  der  Horizontalprojektion  des  Bogens 
proportional  ist. 

Die  besprochene  Analogie  ist  u.  a.  in  Thomson  und  Taits  Hand- 
bach der  theoretischen  Physik  behandelt  und  durch  weitere  Beispiele 
yeranschaulicht. 

330.  Bewegung  einer  unausdehnbaren  Kette;  Bedingung 
der  ünausdehnbarkeit«  >^ir  wollen  nach  dem  Gleichgewicht  nun 
auch  noch  die  Bewegung  einer  un  ausdehn  baren  Schnur  oder  Kette  be- 
trachten. Zunächst  ist  einleuchtend,  daß  der  Variation  der  Geschwin- 
digkeit längs  der  Kette  eine  Beschränkung  auferlegt  wird  durch  den 
Umstand,  daß  kein  Element  der  Kette  seine  Länge  ändern  darf.  Die 
Geschwindigkeitskomponenten  in  einem  Punkte  P  der  Kette  seien  x.Psi, 
die  in  einem  anderen,  yonP  um  ds  entfernten  Punkte  Q  seien  x  -f-  dx, 
y  -f  dy,  i  -\-  dz.  Dann  sind  die  Tangentialgeschwindigkei^n  in  den 
beiden  Endpunkten  von  dsi 

dt  ds    '^  dt  dl  '^   TtTs' 

zwei  Aasdrücke,  die,  eben  wegen  Jener  Bedingung,  einander  gleich  sein 
müssen;  es  muß  also,  wenn  Größen  zweiter  Ordnung  yernachlässigt 
werden, 

m 


ar^\     ,  d^     ,  d^ 


dx      \dt J        du     ds        dz     dt 

2z!Z  j_  Zä  _zl  _[_  _  _"1  —-  0     .     .     .     (25) 

ds      ds  ds    ds  ds    ds 

Bein.     Man  hätte  dies  auch  durch  Differentiation  der  Gleichung 


m^m^(M)'- 


nach  t  unter  Wahrung  der  Konstanz  von  ds  ableiten  können ;  differen- 
ziert man  ohne  diese  Bedingung,  so  erhält  man  die  Dehnungs- 
geschwindigkeit der  Schnur,  für  welche,  wie  man  leicht  einsieht,  die 
linke  Seite  von  (26)  der  formale  Ausdruck  ist. 
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Die  Gleichang  (25)  kann  man,  in  Analogie  mit  anderen  Gebieten, 
die  Kontinuit&tsgleichung  der  an  ausdehnbaren  Kette  nenneo. 

331.  Bewegungsgleiohungen.  Um  die  BewegitDgsgleichungen 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  Tatsache  auszudrücken,  daß  die 
Kraftkomponenten,  die  auf  ein  Kettenelement  wirken  [vergl.  oben 
Gl.  (16)],  jetzt  nicht  mehr  null,  sondern  gleich  den  Massenbeschlea- 
nigungen  des  Elementes  in  den  Axenrichtungen  sind.  Nimmt  man, 
wie  in  §  328,  die  x-y^z-Axen  fest  im  Räume  und  nennt  die  ent- 
sprechenden Geschwindigkeitskomponenten  u,  Vy  «?,  so  erhält  man  dem- 
nach die  folgenden  Bewegungsgleichungen: 


{2e) 


Diese  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  Gl.  (25),  setzen  uns  in  den 
Stand,  die  Koordinaten  o:,  y,  z  eines  Kettenelementes  und  die  Spannung 
T  durch  8  und  t  auszudrücken. 

332.  Tangential-  und  Normalauflösung.  Bedingungen  der 
Unausdelinbarkeit.  Wenn  die  Bewegung  der  Kette  in  einer  Ebene 
stattfindet,  ist  es  angezeigt,  die  Bewegung  auf  bewegliche  Axen  zu  be- 
ziehen, die  tangential  und  normal  zu  dem  Kettenelement  gerichtet  sind. 
Die  Kontinuitätsgleichung  oder  richtiger  -gleichungen  können  ans 
Gl.  (25)  abgeleitet  oder,  was  wir  vorziehen,   direkt  entwickelt  werden. 

Es  seien  u,  v  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  der  Richtung 
der  Tangente  nach  wachsenden  s  bezw.  nach  dem  Krümmangsmittel- 
punkte  hin;  sie  sind  mit  den  u  und  v  vom  vorigen  Paragraphen  nicht 
zu  verwechseln.  In  einem  kurzen  Zeiträume  dt  wird  sich  das  Knde 
durch  eine  Strecke  udt  längs  der  Tangente  in  Pund  durch  eine  Strecke 
vdt  längs  der  Normale  daselbst  bewegt  haben;  in  derselben  Zeit  hat 
sich  das  andere  Ende  ^um  (m  -{- du)di  in  der  Tangente  um  (v  +  ^f)^' 
in  der  Normale  durch  Q  fortbewegt.  Nun  bringe  man  beiden  Punkten 
noch  außerdem  die  Verrückungen  udt  bezw.  vdt  in  den  den  Ver- 
rückungen von  P  entgegengesetzten  Richtungen  bei.  Dann  kommt 
offenbar  P  in  seine  unsprüngliche  Lage  zurück,  dagegen  wird  §,  relativ 
zu  P,  die  Verrückungen 

[{u  -j-  du)  cos  da  —  u  —  (v  +  äv)  sindo(]di 
parallel  zur  Tangente  in  P,  und 

[{v  -f  dv)  cos  da  —  «'  -|-  («  -f  du)  Sinda\dt 
parallel  zur  Normale  in  P  aufweisen,  wo  da  der  Winkel  zwischen  Cr 
und  CQ  ist  (Fig.  189). 
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Diese  Verrückongen  dürfen  nun  aber  die  Länge  von  ds  nicht  ge- 
ändert haben.     Ist  also  d(p  der  Winkel  zwischen    den  Richtungen  des 


Dementes  zu  Anfang  und  Ende  der  Zeit  dt, 
80  ist,  wenn  da  als  so  klein  angenommen 
wird,  daß  cos  da=  1,  sin  du  =  da  gesetzt 
werden  darf: 


Fig.  189. 


u  -{^  du  —  u  —  (v  +  dv)da 

v  +  dt?  —  V  +  (t*  +  du)  da* 


d(p 
Y 

und 

V  4-  dv  —  t;  +  (tt  +  du) da  _^ 
^  ds 

Mit  dt  wird  auch  dq>  so  klein,  wie  man 
wünscht,  im  Grenzfalle  liefert  also  die  erste 
Gleichung  du  —  vda  =  0  oder  da,  wenn 
i? der  Krümmungsradius  ist,  da  =  ds/B  ist: 

r.-i-o- <-) 

die  sweite  Gleichung 

dv  ,    u 

—  4 =  CO, 

ds  ^  R 


ßi< 


/C 


(28) 


(29) 


WO  (D  =  dfpidt  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Elementes  in  der  Be- 
wegungsebene ist. 

Da  li,  t;  sich  auf  bewegliche  Axen  beziehen,  so  müssen  die  Be- 
Bcbleunigungen  auf  die  in  §  272  erläuterte  Art  berechnet  werden,  und 
die  Beschleunigungen  in  Bezug  auf  feste  Axen  in  der  Richtung  der 
Tangente  bezw.  der  Normale  im  betrachteten  Augenblicke  sind  ü  —  (ov 
bezw.  V  -\-  (QU.      Die  Bewegungsgleichungen  sind  daher  nach  §  273: 

Dabei  ist  nach  §  327  N  die  Normalkraft  in  der  Richtung  nach  dem 
Krünminngsmittelpunkte,  und  o  hat  den  in  (28)  angegebenen  Wert. 

333.  Stationäre  Bewegung  der  Kette.  Steifigkeit  infolge 
der  Bewegung.  Yerharren  einer  Einknickung.  Aus  obigen  Glei- 
chungen kann  man  sofort  einen  wichtigen  Schluß  in  Bezug  auf  die 
stationäre  Bewegung  einer  Kette  ziehen.  Sie  sei  von  gleichförmiger 
linearer  Dichte  und  bewege  sich  gleichförmig  ohne  Änderung  ihrer 
Gestalt  oder  ihrer  Lage  im  Räume.  Dann  ist  w  ==  v  =  0  und  t;  =  0, 
ferner  nach  (28):  ö/i*  =  1/2?;  folglich  werden  die  Bewegungs- 
gleichungen : 
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.s  +  lf=o 


—  öN  + 


T—  <?ti» 


(30) 


Sonacb  ist  die  Kurve,  in  der  sich  die  Kette  bewegt,  mit  ihrer  Gleich- 
gewichtskurve  identisch,  aber  die  Spannung  ist 

T=ö(RN  +  tt»), 

d.  h.  sie  übertrifft  den  Wert,  den  sie  im  Zustande  des  Gleichgewichtes 
haben  würde,  um  OuK  Wird  die  Kette  sehr  rasch  fortbewegt,  so  wird 
T  sehr  groß  gegenüber  den  äußeren  Kräften,  die  letzteren  haben  daher 
nur  einen  relativ  kleinen  £influß  auf  die  Gestalt  der  Kette.  Es  sei 
z.  B.  die  Kette  über  eine  Rolle  gehängt,  so  daß  sie  in  der  Yertikalebene 
hängt,  und  sie  möge  durch  Drehung  der  Rolle  in  rasche  Bewegung  Ter- 
setzt  werden.  Wird  nun  ein  Schlag  mit  einem  Hammer  auf  sie  aus- 
geübt, 80  daß  sich  ihre  Gestalt  an  der  getroffenen  Stelle  ändert,  so 
wird  dieser  Knick,  trotz  der  Bewegung  der  Kette,  an  derselben  Stelle 
des  Raumes  verbleiben  und  nur  allmählich  unter  dem  Einfluß  der 
Schwerkraft  verschwinden ;  die  bewegte  Kette  verhält  sich  dem  Hammer- 
Schlage  gegenüber  wie  ein  ruhender  Bleistab.  Diese  y^Quasi-Rigidität" 
oder  Steifigkeit,  die  der  Kette  durch  ihre  Bewegung  verliehen  wird, 
legt  den  Versuch  nahe,  die  mechanischen  Eigenschaften  fester  Körper 
als  das  Resultat  der  Trägheit  eines  Systems  sich  bewegender  Teilchen 
oder  gar  eines  sich  bewegenden  Fluidums  aufzufassen  (s.  §  336). 

334«   Das  eben  geschilderte  Experiment  ist  in  Fig.  1 90  veranschaa- 
licht;  sie  zeigt  die  Kette  bei  1  sich  in   ihrer  Gleichgewichtskurve  be- 


Fig.  190. 


wegend,  bei  2  in  der  durch  einen  Schlag  gestörten 
Gestalt.  Übrigens  tut  man  gut,  eine  große  und 
tiefrinnige  Rolle  und  eine  kräftige  Kette  zu 
benutzen;  den  Schlag  führt  man  am  besten  in 
horizontaler  Richtung  und  in  der  Ebene  der 
Kette  aus.  Sehr  instruktiv  ist  auch  folgender 
Versuch.  Man  nimmt  eine  Rolle  von  15  bis 
20  cm  Durchmesser,  mit  ziemlich  flacher  Rinne, 
ferner  eine  geschlossene  Kette,  die  nur  5  bis 
10  cm  länger  als  der  Umfang  der  Rolle  ist,  so 
daß  sie  an  der  unteren  Seite  fast  in  einem 
Kreisbogen  —  in  Wahrheit  natürlich  in  einer 
Kettenlinie  —  herabhängt.  Man  versetst  sie 
durch  Drehen  der  Rolle  in  rapide  Bewegung  und  schlägt  sie  nun  dnrcfa 
einen  leichten  Zeitlichen  Stoß  von  der  RhIIa  herunter,  so  daß  sie  auf 
einen  dicht  darunter  aufgestellten  Tisch  fällt.  Man  wird  dann  sehen, 
daß  sie  fortfährt  sich  zu  drehen,  und  daß  sie ,  während  sie  eine  kleine 
Strecke  weit  wie  ein  Reifen  auf  dem  Tische  fortrollt,  ihre  Gestalt  beibehält 
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335.  Gleichgewichtsflgur  der  bewegten  Kette.  Fortpflanzungs- 
gesehwindigkeit  eines  Knicks  beliebiger  Form.  Die  dynamische 
Erklärang  des  vorhin  festgestellten  Resultates  liegt  in  dem  Anwachsen 
der  Spannung,  welche  die  änßeren  Kräfte  in  den  Hintergrund  drängt. 
Sind  gar  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden ,  so  ist  jede  Kettenform  eine 
Gleichgewichts! inie  und  Linie  gleichförmiger  Bewegung,  wobei  nach 
Gl.  (30)  T=Öu^  iBt 

Um  den  Gegenstand  noch  klarer  zu  machen,  wollen  wir  eine  gleich- 
förmige Kette  betrachten,  die  sich  in  einer  Ebene  durch  ein  glattes 
Kolir  beliebiger  Form  bewegt,  ohne  daß  andere  Kräfte  als  die  Reaktion 
des  Rohres  auf  sie  wirkten.  Diese  Reaktion  ist  allenthalben  normal 
zur  Bewegungsrichtung  und  kann  die  Spannung  in  der  Kette  nicht  affi- 
zieren;  die  Spannung  ist  daher,  gleichviel  wie  die  Krümmung  variieren 
möge,  überall  dieselbe,  nämlich  gleich  dem  auf  die  freien  Enden  aus- 
geübten Zuge.  Dieser  Zug  T  sei  nun  gleich  <5u^,  dann  ist  nach  Gl.  (30) 
N=z  0,  es  ist  gar  keine  Wechselwirkung  zwischen  Röhre  und  Kette. 
Die  Geschwindigkeit  der  letzteren  aber  ist  durch  die  Gleichung 


«=yi 


(31) 


gegeben.  Die  Enden  der  Röhre  seien  geradlinig  und  in  einer  Linie 
gelegen,  wie  in  Fig.  191;  die  Kette  trete  links  ein  und  rechts  aus,  und 
zwar  mit  der  G^schwin-  ^'^„  ^^^ 

digkeit  u.  Nun  erteile 
man  dem  ganzen  System 
von  Kette  und  Röhre 
eine  gleichförmige  Ge- 
schwindigkeit u  von  _ 
rechts  nach  links,  d.  h. 
umgekehrt;  die  relative 

Bewegung  von  Kette  und  Rohr  gegeneinander  wird  dadurch  nicht 
geändert;  derEfEekt  ist  vielmehr  der,  daß  sich  hingegen  die  Ausbiegung 
AB  nach  links  bewegt.  Da  die  Wechselwirkung  zwischen  Röhre  und 
Kette  nach  wie  vor  null  ist,  kann  man  die  Röhre  ganz  weglassen  und 
hat  dann  das  Problem  des  Fortschreitens  einer  beliebig  geformten  Aus- 
biegung einer  freien  Kette  unter  der  Wirkung  einer  streckenden  Kraft  T. 
IHe  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist,  wie  wir  sehen,  gleich  \T/0f  also 
gleich  der  von  Transversal  wellen  längs  Saiten,  jedoch  mit  dem  Unter- 
schiede, daß  im  letzteren  Falle  kleine  Yerrückungen  vorausgesetzt  sind, 
während  in  unserem  Falle  keine  solche  Beschränkung  vorhanden  ist; 
die  Ansbiegung  kann  beliebig  groß  sein.  Die  obige  einfache  Ableitung 
scheint  zuerst  von  Thomson  und  Tait  gegeben  worden  zu  sein. 

336.    Quasi -Rigiditfit  einer  Röhre  infolge  Durchströmens 
«iner  Flüssigkeit.     Dieselbe  Art  von  Starrheit  kann  einer  biegsamen 
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Röhre  verlieben  werden,  indem  man  eine  Flüssigkeit,  s.  B.  Wasser, 
durch  sie  fließen  läßt;  bei  der  Bedienung  eines  Garienscblanches  z.  B. 
kann  man  diese  Beobaobtung  in  sehr  deutlicher  Weise  machen.  Ist 
der  Krümmungsradius  an  einer  Stelle  i2,  die  Strömungsgeschwindigkeit 
u  und  <5  die  auf  die  Streck eneinbeit  entfallende  Flüssigkeitsm&sse,  so 
ist  die  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  gerichtete  Kraft  gleich  (Ju- J?. 
Diese  Kraft  findet  aber  statt,  wenn  die  Spannung  T  =  <5ti-  ist,  da  die 
von  T  herrührende  Normalkomponente  allgemein  TfJR  ist.  T  ist  also, 
wie  man  sieht,  von  der  Krümmung  unabhängig  und  längs  der  ganzen 
Röhre  von  gleichem  Werte. 

337.  Kette,  die  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  fallt. 
Als  Beispiel  der  Bewegungsgleichungen  wollen  wir  eine  unter  dem  Ein- 
fluß der  Schwerkraft  in  der  Weise  fallende  Kette  betrachten,  daß  jeder 
Teil  von  ihr  in  einer  vertikalen  Ebene  liegt;  also  etwa  eine  Kette,  die 
in  einer  vertikalen  Ebene  herabhängt  und  nun  plötzlich  an  einem  Ende 
frei  gemacht  wird.  Es  sei  q>  der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die 
Kette  in  irgend  einem  Punkte  mit  der  horizontalen  Richtung  einschließt 
Dann  sind  die  Bewegungsgleichungen: 


dT 
ds 


<J  (j^  —  wvj  =  —  ögsintp  + 


(32) 


DifEerenziert  man  die  erste  von  ihnen  nach  s,  multipliziert  die  sweite 
mit  l/i2,  d.  h.  mit  d(p/ds,  und  subtrahiert  dann  die  zweite  von  der 
ersten,  so  erhält  man  rechts 

d^T         T 
ds^        R^' 
während  sich  die  linke  Seite  infolge  der  kinematischen  Beziehungen 

du  V  dv        u  d(p  1   d(p 

ds^B'         Ts^B~^^'di'        R  ^  Js 

auf  — 0(d(p/dt)^  reduziert;  folglich  ergibt  sich: 

(ä^V_l(T__ä^ (33) 

Hiermit  ist  die  Geschwindigkeit  ausgedrückt,  mit  der  jedes  Element 
der  Kette  seine  Richtung  ändert. 

Im  Augenblicke  des  Loslassens  hat  die  Kette  noch  keine  Bewegung, 
und  folglich  genügt  die  Spannung  anfangs  der  Gleichung  (die  man  aai 
verschiedenen  Wegen  auch  direkt  ableiten  kann): 

^-Z  =  o W 

rfs2  B^ 
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and  ihr  Integral  (vergl.  §  840)  ist: 

t—l  8—1 

ß  — —     ß  ^ 

T=-To  -^ -^       (35) 

ßB  —  ß     B 

WO  s  yon  dem  Punkte  gemessen  wird,  in  welchem  T=  Tq  ist,  während 
s  =  l  der  Punkt  ist,  wo  T  =  0  ist, 

338.  Methode  zur  Lösung  von  Kettenproblemen,  mit  Bei- 
spielen. Zur  Ermittelung  von  T  ist  es  im  allgemeinen  erforderlich, 
eine  Differentialgleichung  aufzulösen  und  die  Integrationskonstanten 
den  gegebenen  Umst&nden  anzupassen.  Wird  z.  B.  die  Kette  irgendwo 
dorchgeschnitten;  bö  ist  daselbst  I'  =  0;  ist  sie  irgendwo  befestigt,  so 
ist  daselbst  die  Tangentialkomponente  von  Geschwindigkeit  und  Be- 
schleunigung gleich  null;  soll  ein  Ende  der  Kette  stets  senkrecht  zu 
einer  bestimmten  Fläche  sein,  so  muß  die  zur  Fläche  normale  Ge- 
Bchwindigkeitskomponente  null  sein  u.  s.  w. 

Die  Gl.  (34)  läßt  sich  auf  jeden  Fall  anwenden,  in  welchem  die 
Spannung  in  einer  gleichförmigen  Kette  in  irgend  einem  Punkte  plötz- 
lich geändert  wird,  wenn  sie  z.  B.  plötzlich  frei  oder  fest  gemacht.  Die 
Lösung  ergibt  sich  durch  Superposition  des  ursprünglichen  T  und  eines 
neuen,  die  Gl.  (34)  erfüllenden  T',  so  daß  sich  T  in  T  -f  T'  verwan- 
delt.   Einige  Beispiele  sind  folgende: 

1.  Eine  gleichförmige  Kette  von  der  Form  eines  Kreises  vom 
Radius  R  liegt  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  und  ist  einer  ab- 
stoßenden Kraft  iT,  vom  Mittelpunkte  ausgehend,  unterworfen;  man  soll 
die  Änderung  der  Spannung  finden,  die  eintritt,  wenn  man  die  Kette 
irgendwo  durchschneidet. 

Die  Spannung  T  in  dem  Schnittpunkte  ist  plötzlich  gleich  null 
geworden,  d.  h.  es  ist  plötzlich  eine  Spannung  T'  =  —  KR  aufgetreten ; 
in  der  Winkelentfemung  von  0  vom  Schnittpunkte  ist  daher  wegen 

s  =  SR,         l  =  2nR 
und  nach  Gl.  (34) 

^'  =  ^^       ^«  -e-^n i 

also  im  ganzen 

d.  h.  die  Spannung  ist  im  Verhältnis  der  Klammer  zu  1  vermindert. 

2.  Eine  gleichförmige  Kette  wird  mit  der  konvexen  unteren  Fläche 
eioes  vertikalen  Reifens  in  Kontakt  erhalten  durch  zwei  gleiche  nach 
oben  gerichtete  Kräfte,  die  an  den  Enden  des  horizontalen  Durch- 
messers angreifen  und  zu  dem  gedachten  Zwecke  gerade  ausreichen. 
Man  soll  die  Spannung  in  der  Kette  gleich  nach  Entfernung  des  Rei- 
fens (ohne  Änderung  der  Kräfte)  finden. 
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K  sei  jede  der  Kräfte,  T  die  Spannung  in  Anweaenheit  des  Reifem, 
T^  der  Winkel  zwischen  dem  Radios  nach  einem  Punkte  und  der  Hori- 
zontalen; dann  ist  nach  der  ersten  der  Gl.  (32) 

T=  K  —  6gR^  cos  ifdip  =  K  —  ÖgRsini^; 

speziell  im  tiefsten  Punkte  ist  also 

T=K—  ögB. 

Anderseits  ist,  wenn  N  die  normal  innen  wirkende  Kraft  auf  die  Massen- 
einheit und  N'  die  Gegenwirkung  des  Reifens  auf  die  Kette  fflr  die 
Längeneinheit  ist,  nach  der  zweiten  GL  (32): 

-  6N=^  =  N'  +  ögsint, 

also  mittels  der  ehen  gefundenen  Beziehung: 

und  speziell  im  tiefsten  Punkte: 


T  K 

N'  =  —  —  6gsini>  =   —  —  26gsinif, 


N'  =  ^  -26g, 

Dieses  N*  im  tiefsten  Punkte  muß  aber  null  sein,   da  nach  AmiAlime 
die  Ki'äfte  nur  eben  hinreichen,  um  die  Kette  anzudrücken ;  es  ist  somit 

K  =  2(SgR. 
Nun  werde  der  Reif  entfernt ;  im  nächsten  Momente  ist  noch  keine 
Bewegung  vorbanden,  und  es  gelten  die  Gleichungen: 

—  =  -  ögcostl.  +  (5  -,  -  =  ögstni,  +  6  jj 

woraus  nach  Gl.  (27)  und  (28) 

oder,  da  ds  =  JRrf^  ist: 

folgt.     Das  Integral  ist 

T  =  Ae"^  +  Be-'f, 
mit  der  Bedingung,  daß  T  =  Z  f Or  ^  =  0  und  ^  =  n  sei;  es  wird 
hiemach 

Z  =  ^  +  J?  =  ^c"  4-  Be-''\ 
und  wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Konstanten  A  and 
B  bestimmt  und  in  T  einsetzt,  erhält  man  schließlich 

T=K  g^^(l  —  g-^)  — e~V-(l  -  O 
e"  —  e-* 


ds^         B^  ~ 


T  =  0 

d^2 
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and  speziell  für  den  tiefsten  Pankt: 

T=  2K ~ 

IL         _  — 
e^  +  e    ^ 

Die  Spannung  im  tiefsten  Punkte  hat  sich  also,  wie  man  leicht  aus- 
rechnet, im  Verhältnis  von 

4  :  (e^  +  e-'^^) 
Terändert. 

3.  Eine  gleichförmige  Kette  hängt  von  ihren  nahe  beieinander 
befindlichen  Enden  senkrecht  herab;  ein  Ende  wird  frei  gemacht,  man 
soll  die  Spannung  im  Bug  finden. 

Die  Gl.  (34)  kann  hier  nicht  benutzt  werden,  weil  am  Bug  B  =  0 
ist  (sehr  starke  Krümmung);  man  kann  aber  den  Fall  direkt  lösen. 
Es  ist  einleuchtend,  daß  auf  der  frei  gelassenen  Seite  der  Kette  keine 
Spannung,  jeder  Teil  dieser  Seite  fällt  frei  unter  der  Wirkung  der 
Schwere  herab.  In  der  Zeit  t  hat  das  freie  Ende  die  Strecke  V2  9  ^^ 
durchfallen  und  die  Geschwindigkeit  v  =  gt  angenommen;  der  statio- 
näre Teil  der  Kette  ist,  wenn  2 1  die  ganze  Länge  bezeichneti  jetzt  nicht 
mehr  7,  sondern  l  +  VjS,  und  nimmt  im  Verhältnis  Va  ^  =  ^/^v  mit 
der  Zeit  zu.  Der  Zuwachsgrad  der  stationären  Masse  ist  demgemäß 
S^t;,  und  der  Abnahmegrad  der  Bewegungsgröße  im  Bug  ^/^öv^ 
=  ^/i<Sg^t^',  dies  ist  also  die  Spannung  am  unteren  Ende  des  sich 
nicht  bewegenden  Teiles.  Endlich  ist  der  Abnahmegrad  der  kinetischen 
Energie  im  Bug  gleich  ^/^^Sg^t^,  und  somit  die  ganze  von  Beginn  bis 
znr  Zeit  t  erschöpfte  Energie 

E=y,6g^ft^dt=  Vi^OgH^, 
Man  sieht  leicht  ein,  daß  der  Verlust  an  potentieller  Energie  in  der 
Zeit  ^  gleich  0gs(l — V4^)  ^^^  ^^®  kinetische  Energie  des  fallenden 
Teiles  gleich  Ögs  (l  —  V2  ^)  ^^^t  ^^^  ^^^  diese  Weise  kommt  man  für  den 
Betrag  der  erschöpften  Energie  zu  demselben  Werte  wie  oben.  Dieser 
Betrag  ist,  wenn  die  Kette  undehnbar  ist,  völlig  zerstreut. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  noch  zahlreiche  Fälle  von  Ketten - 
bewegung  behandeln;  es  muß  aber  des  beschränkten  Raumes  wegen 
an  den  ausgewählten  Beispielen  genügen. 

339.  Kette  auf  einer  rauhen  Fläche.  Reibung  eines  Seiles 
auf  einem  Zylinder.  Bisher  wurde  von  der  Reibung  des  Seiles  oder 
der  Kette  an  der  Fläche,  auf  der  sie  sich  vorbeibewegt,  abgesehen;  sie 
soll  jetzt  in  Rechnung  gezogen  werden.  Für  die  Bewegung  eines 
Elementes  gelten  dann  nach  (29),  wenn  von  äußeren  Kräften  von  der 
Art  von  S  abgesehen  wird,  die  Gleichungen 


^/du  \         dT        ^ 


OrA7,Phjsik.    I.  24 


(36) 
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wo  N'  die  Normalkraft  und  K  die  Reibung  ist,  die  von  der  Flache  auf 
die  LäDgeneinbeit  ausgeübt  werden.  Die  Kette,  eben  nocb  in  Rohe, 
beginne ,  sieb  unter  der  Wirkung  des  Tangentialzuges  Tq  auf  ein  Ende 
zu  bewegen;  femer  sei  auch  ^=0  und  F  =  fiN\  wo  (i  eine  das 
Verhältnis  zwischen  K  und  N  charakterisierende  Konstante  (Reibungs- 
koeffizient) ist.     Dann  ist 

T  dT        ..  T 

and  folglich 

-¥  =  -'' B <^'^ 

Folglich  hat  man  für  den  Wert  von  T  im  Abstände  s  vom  gezogenen 
Ende 

logT=-iij^ (38) 

0 

Ist  die  Fläche  z.  B.  ein  Kreiszylinder,  um  den  die  Kette  senkrecht  zu 
den  erzeugenden  Linien  spiralig  gewunden  ist,  so  wird 

T=  Tq  e   '"^ (39) 

Im  Abstände  s  vom  gezogenen  Ende  wirkt  also  nur  noch  der  Bruchteil 
^r-fiß/B  c[eg  ganzen  Zuges,  der  Rest,  also  der  Bruchteil  1  —  e"'**'*  ist 
durch  die  Reibung  aufgehoben;  für  jeden  Umlauf  um  den  Zylinder  ist 
das  Abnahmeverhältnis  c~  *'*'*;  wenn  also  z.  B.  ^  =  Vg  ist,  so  ist  nach 
einem  Umlauf  die  Spannung  nur  noch  0,285,  nach  zwei  Umgängen  nur 
noch  0,081  (V12),  iiach  vier  Umgängen  nur  noch  0,0066  (Viio)  ^^ 
ganzen  Wertes.  Diese  starke  Abnahme  erlaubt  z.  B.,  einen  Dampfer 
durch  eine  relativ  kleine  Kraft  festzuhalten,  indem  man  das  Tau  mehrere 
Male  um  den  am  Quai  befindlichen  Pflock  herumschlingt. 

340.  Impulsive  Bewef^ung  einer  Kette.  Zum  Schlüsse  soll 
noch  die  Wirkung  eines  auf  die  Enden  der  Kette  ausgeübten  Impulses 
untersucht  werden.  An  Stelle  der  Gl.  (32)  treten  hier,  wo  es  sich  nur 
um  einen  momentanen  Zug  T  handelt,  die  Gleichungen 

dT                      T 
0«=-,  6V  =  ^ (4U) 

die  zweite  von  ihnen  kann  mit  Hilfe  von  (27)  in  der  Form 

^du         T 

geschrieben  werden,  und  die  erste  gibt 

^du    ,       dö         d^T 
ds  ds  ds^ 
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Eliminiert  man  nunmehr  u  aus  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man  die 
Beziehung 

ds^         0   ds   ds         l2  — ^     •    •    •     •     (*1) 

welche  angibt,  wie  sich  T  längs  der  Kurve  ändert.  Übrigens  gilt  diese 
Gleichung,  wie  man  leicht  einsieht,  nicht  bloß  für  ursprünglich  ebene, 
sondern  für  beliebige  Eettenformen. 

Wenn  6  als  Funktion  Yon  s  bekannt  ist,  kann  die  Gleichung  leicht 
gelöst  werden,  besonders  leicht,  wenn  B  konstant  ist  und  außerdem 
entweder  dö/ds  proportional  mit  (f,  also  dö/ds  =  a<5,  oder  aber 
6  =  const,  ist.     Im  ersten  Falle  ist,  wenn  <5  =  (5o  ist  für  s  =  0: 

dies  ist  der  Fall  bei  einer  Kette,  deren  Masse  von  einem  ihrer  Enden 
aus  ezponentiell  zunimmt,  und  deren  Gestalt  (wegen  R  =  const,)  kreis- 
oder  spiralförmig  ist.     Im  zweiten  Falle  hat  man 

d^T         T        ^ 

dü--^  =  ^ (^^> 

und  folglich 

—              _± 
r=  Ce^+  C'c    «; (43) 

die  Konstanten  bestimmen  sich,  wenn  T  =  Tq  für  8  =  0  und  T  =  0 
f ür  5  -=  2  genommen  wird,  durch  die  Gleichungen 


C  =  -To-j^ 
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wird  alflo  schließlich 
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— 

To 

9-1 

e  ^ 
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l 
'  B 

•     • 

'      ' 

(44) 


und  speziell  für  unendlich  großes  i,  weil  dann  C  =  0  und  C  =^  Tq 
wird: 

9 

T=  ToC^ (45) 

d.  h.  die  Impulsspannung  nimmt  auf  einer  Strecke,  die  gleich  R  ist,  im 
Verhältnis  e:  1  ab.  Dieser  Fall  läßt  sich  durch  eine  Spirale  mit  kon- 
stantem H  verwirklichen;  er 'ist  schon  von  Thomson  und  Tait,  wenn 
auch  etwas  abweichend,  behandelt.  Der  Fall,  wo  B  eine  quadratische 
Funktion  von  S  ist,  findet  sich  in  den  gesammelten  Abhandlungen  von 
Stokes  (1.  Bd.)  oder  in  Rouths  Dynamik  starrer  Systeme. 
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Hydrostatik  und  Hydrodynamik. 


341.  Unterscheidung  von  festen  KSrpern  und  Flüssigkeiten. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Dynamik  eines  Systems  yon  Teilen  oder  eioefl 
starren  Körpers  betrachtet ;  wir  kommen  nunmehr  zur  Betrachtung  des 
Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  von  Flüssigkeiten. 

Die  aktuelle  physikalische  Unterscheidung  zwischen  einem  festen 
Körper  und  einer  Flüssigkeit ,  oder  wenigstens  zwischen  einem  festen 
Körper  und  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  ist  zweifellos  eine  allgemein 
yerst&ndliche  Sache;  aber  diese  Unterscheidung  streng  in  Worte  za 
fassen,  hat  seine  Schwierigkeiten.  Die  beste  Definüion  einer  Flüssigkeit 
ist  vielleicht  die  als  einer  Substanz,  die  keine  GestaltelastizitAt  besitst 
Wir  werden  erst  in  einem  späteren  Kapitel  die  Elastizität  elDgehend 
behandeln,  müssen  aber  schon  hier  ein  paar  Definitionen  geben,  am  die 
Unterscheidung  zwischen  einem  festen  Körper  und  einer  Flüssigkeit 
verständlich  zu  machen. 

342.  Yolumen-  und  Gestaltelastizität.  Die  Elastizität  an  sich 
kann  als  diejenige  Eigenschaft  der  Materie  definiert  werden,  welche 
einerseits  die  Anwendung  äußerer  Kraft  zur  Änderung  des  Yolnmens 
oder  der  Gestalt  eines  Körpers  und  die  fortgesetzte  Anwendang  dieser 
äußeren  Kraft  zur  Aufrechterhaltung  der  erzielten  Änderung  notwendig 
macht,  und  welche  anderseits  dem  Körper  die  Rückkehr  zum  früheren 
Yolumen  bezw.  Gestalt  ermöglicht,  wenn  die  äußere  Ejraft  zu  wirken 
aufhört. 

Wenn  ein  Körper  Yolumen-  oder  Gestaltänderung  erleidet,  so 
sagt  man,  daß  Spannung  in  ihm  entsteht;  die  Änderung  der  relativen 
Konfiguration  seiner  inneren  Teile  ruft  Kräfte  wach ,  die  sich  der  Ver- 
änderung widersetzen,  und  die  nur  von  dem  Betrage  der  bewirkten 
Yeränderung  abhängig  sind. 

Diese  inneren  Kräfte  sind  es,  welche  überwunden  oder  ausgeglichen 
werden  müssen  eben  durch  die  äußeren  Kräfte,  die  auf  die  begrenzende 
Oberfläche  des  Körpers  einwirken ;  und  deshalb  hängen  auch  die  dafür 
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yerlangten  äußeren  Kräfte  einzig  von  dem  Betrage  der  stattgehabten 
Yolnmen-  oder  Oestaltänderung  ab. 

343.  Zähigkeit  oder  innere  Reibung.  Es  entwickeln  sich  in- 
dessen in  fast  allen  Körpern  außerdem  noch  Widerstandskräfte  gegen 
Gestaltänderung,  die  nicht  von  dem  Betrage  der  stattgehabten  Änderung, 
sondern  von  der  Geschwindigkeit  abhängen,  mit  der  die  Änderung  vor 
sich  geht  Diese  Art  yon  Wirkung  auf  den  betreffenden  Teil  des  Körpers 
ist  keine  Folge  der  Elastizität  des  Körpers.  Sie  wird  in  Wahrheit  her- 
vorgerufen durch  die  tangentiale  Wirkung  zwischen  den  Teilen  des 
Körpers,  die  sich  immer  ihrer  relativen  Bewegung  widersetzt  und  die 
Schwingungsbewegung  erstickt,  indem  sie  die  Bewegungsenergie  in  Wärme 
im  Inneren  der  Substanz  umsetzt.  Solche  Kräfte  heißen  Reibungs- 
kräfte oder  auch  zerstreuende  Kräfte,  weil  sie  die  Energie  zerstreuen;  die 
durch  sie  dem  Körper  mitgeteilte  Eigenschaft  heißt  innere  Keibung  oder 
Zähigkeit  Die  Beibungskräfte  haben  nichts  gemein  mit  den  Kräften, 
die  im  Inneren  elastischer  Körper  wachgerufen  werden,  wenn  diese  einer 
Gestalt-  oder  Yolumenänderung  unterworfen  werden,  und  die,  von  dem 
Betrage  der  stattgehabten  Änderung  abhängend,  von  den  angreifenden 

•  Kräften  ausgeglichen  werden  müssen,  wenn  der  Körper  im  veränderten 
Zustande  in  einem  Gleichgewichtszustande  bleiben  solL  Diese  letzteren 
Kräfte  heißen  elastische  Kräfte.  Es  sind  Kräfte,  die  sich  in  der 
Umwandlung  aufgespeicherter  Energie  aus  einer  immer  verwendbaren 
Form  in  eine  andere  ebensolche  Form  betätigen,  z.  B.  bei  der  Umwand- 
lung aus  der  Bewegungsenergie  eines  schwingenden  Körpers  in  die 
Konfigurations  -  Änderungsenergie  des  Körpers  im  Spannungszustande. 
Sie  haben  keine  Tendenz  zur  Energiezerstreuung,  obgleich  in  dem 
Körper,  in  dem  sie  sich  entwickeln,  gleichzeitig  zerstreuende  Kräfte 
im  Spiele  sein  können. 

344.  Homogenität  und  Isotropie  eines  Körpers.    Ehe  wir  uns 

weiter  mit  der  Behandlung  der  Volumen-  und  Gestaltelastizität  be- 
fassen, gehen  wir  an  die  beiden  folgenden  Definitionen:  erstens  eines 
homogenen  und  zweitens  eines  isotropen  Körpers.  Man  nennt  einen 
Körper  homogen,  wenn  irgend  zwei  in  ihm  gelegene  Würfel  von 
gleicher  Größe  und  ähnlicher  Lage  im  Körper  (d.  h.  mit  paralleler 
Kantenstellung)  entsprechende  Eigenschaften  zeigen,  d.  h.  wenn  Eigen- 
schaften, die  sich  auf  irgend  eine  der  drei  Kantenrichtungen  beziehen, 
in  ihnen  identisch  sind.  Dagegen  brauchen  bei  einem  und  demselben 
Würfel,  die  auf  eine  Kantenrichtung  bezüglichen  Eigenschaften  nicht 
dieselben  zu  sein,  wie  die  entsprechenden  Eigenschaften  in  Bezug  auf 
eine  andere  Kantenrichtung  desselben  Würfels;  wenn  nur  die  Eigen- 
schaften eines  Würfels  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Richtung  in  dem 
Körper  dieselben  für  alle  Würfel  sind,  und  wenn  dies  für  die  anderen 
Richtungen,  jede  für  sich  betrachtet,  ebenfalls  gilt,  ist  der  Körper 
homogen. 
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Anderseits  heißt  ein  Körper  isotrop,  wenn  seine  Eigenscbaften 
far  einen  und  denselben  Würfel  in  ihm  (und  zwar  für  jeden  solchen 
Würfel)  nach  allen  drei  Eantenrichtungen  gleich  sind,  wfthrend  sie  Ton 
Würfel  za  Würfel  sich  ändern  können. 

Kurz  gesagt:  Elin  Körper  ist  homogen,  wenn  seine  Eigenschaften 
vom  Orte  in  ihm,  er  ist  isotrop,  wenn  sie  von  der  Richtung  in  ihm 
anabhängig  sind;  sind  sie  dieselben  für  alle  seine  Punkte  und  alle 
Richtungen,  so  ist  der  Körper  nicht  nur  homogen,  sondern  auch  iso- 
trop; man  nennt  ihn  dann  einen  homogenen  isotropen  Körper. 

Man  nennt  einen  Körper  homogen  oder  isotrop  im  besonderen 
Hinblick  auf  seine  elastischen  Eigenschaften,  wenn  es  gerade  diese 
sind,  auf  welche  hin  er  geprüft  worden  ist.  Zuweilen  sind  Körper,  die 
in  bezug  auf  eine  Gruppe  von  physikalischen  Eigenschaften  isotrop 
sind,  dies  auch  in  bezug  auf  andere,  aber  häufig  ist  dies  nicht  der  Fall 
Z.  B.  ist  ein  Schwefelkrystall  nicht  isotrop  mit  Bezug  auf  seine  elek- 
trischen Eigenschaften  ,  ist  es  aber  sehr  annähernd  in  seinen  magne- 
tischen Eigenschaften;  ferner  sind  ganze  Klassen  von  Körpern  optisch 
isotrop,  während  sie  es  im  übrigen  nicht  sind. 

345.  Elastizität  eines  isotropen  Körpers.  Viele  Körper,  die 
häufig  in  der  Natur  vorkommen,  können  als  nahezu  isotrop  im  Hinhlick 
auf  ihr  elastisches  Verhalten  angesehen  werden;  in  diesem  Falle  hahen 
wir  es  nur  mit  zwei  Arten  von  Elastizität  zutun,  nämlich  l.  Volumen- 
elastizität, 2.  Gestaltelastizität  Volumenänderung  ohne  Gestalt- 
änderung kann  man  sich  leicht  vorstellen.  Man  nehme  eine  materielle 
Kugel  und  tauche  sie  in  das  Wasser  im  Zylinder  einer  hydraulischen 
Presse;  es  wird  auf  die  ganze  Kugeloberfläche  ein  gleicher  Druck  nach 
dem  Mittelpunkte  zu  ausgeübt  werden.  Ist  die  Kugel  isotrop,  so  wird 
sie  unter  dem  auf  ihre  ganze  Oberfläche  ausgeübten  gleichförmigen 
Druck  eine  Kugel  bleiben,  es  wird  keine  Grestaltänderung  der  Kugel 
oder  irgend  eines  Stückes  von  ihr  stattfinden.  Aber  sie  wird  sich  in 
eine  kleinere  Kugel  verwandelt  haben ,  und  um  sie  als  kleinere  Kugel 
zu  erhalten,  wird  die  fortgesetzte  Anwendung  des  Druckes  notwendig 
sein.  Hört  der  Druck  auf ,  so  wird  die  Kugel  zu  ihrer  früheren  Größe 
zurückkehren.  Die  „räumliche  Kompression"  oder  „kubische 
Kompression",  die  der  Kugel  durch  gleichförmigen  Druck  beigebracht 
wird,  wird  durch  das  Verhältnis  der  Volumen  abnähme  zum  ursprüng- 
lichen Volumen  der  Kugel  gemessen;  d.  h.,  wenn  Öv  der  positive  Betrag 
der  Volumenänderung  und  v  das  ursprüngliche  Volumen  ist,  so  ist  das 
Maß  der  Kompression  dv/v.  Wenn  r  der  ursprüngliche  und  r'  der 
neue  Kugelradius  ist ,  so  ist  der  Wert  von  d  v  gleich  4  :r  (r^  —  r '). 
während  das  ursprüngliche  Volumen  gleich  ^%r^  ist,  folglich  ist  die 
Kompression  gleich  (r'^  —  r'^)jr\  Dies  kann  offenbar  auch  in  der  Form 
(r  —  r'){r^  -\-  rr*  -]-  r'^)lr^  geschrieben  werden,  welche,  wenn  es  sich 
um  eine  nur  geringe  Kompression  handelt,  d.  h.  wenn  r*  nahezu  gleich 
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r  ißt,  sehr  annähernd  3(r  —  r)jr  liefert.  Die  Größe  (r  —  r')/r,  die 
das  Yerhäitnis  der  Verkleinerung  der  Länge  des  Radias  zur  Länge  des 
orspränglichen  Radius  ist,  kann  die  lineare  Kompression  genannt 
werden;  also  ist  die  kubische  Kompression  für  eine  kleine  Volum en- 
änderung  der  Kugel  nahezu  das  Dreifache  der  linearen  Kompression.. 
Diese  Beziehung  wird  in  der  Behandlung  der  Elastizität  der  Körper 
häufig  wiederkehren. 

346»  Scherung.  Um  die  Vorstellung  von  einer  Gestaltänderung 
ohne  Volumenänderung  zu  gewinnen,  möge  sich  der  Leser  ein  würfel- 
förmiges Stück  eines  isotropen  Körpers  vorstellen.  Die  eine  Würfel- 
Bache  sei  auf  einer  horizontalen  Unterlage  fest  angegipst,  und  die 
entgegengesetzte  Würfelfläche  sei  gleichfalls  festgegipst  an  einer  horizon- 
talen Platte,  die  gerade  um  die  Länge  der  Wurf elkante  von  der  Unter- 
lage entfernt  ist.  Nun  werde  die  obere  Platte  in  ihrer  eigenen 
Ebene  um  eine  kleine  Strecke  in  der  Richtung  einer  Gruppe  paralleler 
horizontaler  Würfelkanten  derart  bewegt,  daß  die  Horizontalschichten 
des  Würfels  in  dem  ihrer  Höhe  über  dem  Boden  entsprechenden  Maße 
folgen  müssen.  Der  senkrechte  Zwischenraum  zwischen  den  beiden 
Würfelflächen  ändert  sich  also  nicht,  aber  die  Wirkung  der  Bewegung 
der  oberen  Fläche  in  der  angeführten  Richtung  wird  aus  den  vier  vor- 
mals senkrechten  Kanten  ein  Gerüst  von  vier  parallelen,  aber  nun 
nicht  mehr  vertikalen  Linien  machen.  Ist  x  die  Entfernung  {AA'  oder 
OC*)^  um  welche  die  obere  Fläche  verschoben  worden  ist,  und  ist  l 
die  Entfernung  zwischen  den  Flächen  (-4  J5  oder  CD  oder^C  oderJ52>), 
also  die  Würfelkante,  so  ist  die  Neigung  einer  jeden  der  früher  verti- 
kalen Linien  zur  Vertikalen  jetzt  ardg  x/l-,  wenn  x  klein  im  Vergleich 
zu  l  ist,  so  ist  diese  Neigung  also  sehr  annähernd  xß. 

Durch  diese  Verrückung  ist  also  jede  horizontale  Schicht  des 
Würfels  parallel  mit  der  Bewegungsrichtung  der  obersten  Würfelfläche 
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um  eine  mit  dem  Abstände  der  betref- 
fenden Schicht  von  der  untersten  Würfel- 
fläche proportionale  Strecke  verschoben 
worden,  d.  h.  um  eine  Strecke  P  Q,  die 
gleich  xy/l  ist,  wenn  y  der  Abstand 
der  Schicht  von  der  untersten  Fläche 
ist  Offenbar  hat,  obgleich  weder  der 
Körper  noch  einer  seiner  Teile  eine 
Volumenänderung  erfahren  hat,  doch 
der  Körper  —  und  in  entsprechender 
Weise  jeder  seiner  Teile  —  eine  Gestaltänderiing  erlitten.  —  Die  hier 
auseinandergesetzte  Art  der  Deformation  heißt  Scherung  und  wird 
sp&ter  unsere  Aufmerksamkeit  in  nicht  unerheblichem  Grade  in  Anspruch 
nehmen;  das  Maß  der  Scherung  ist  das  Verhältnis  xJ^  d.  h.  wenn  x 
klein  ist,  die  Neigung  der  vorher  senkrecht  gewesenen  Würfelflächen. 
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347.  Spannung  bei  der  Seherung.  WeDn  auf  diese  Weise  ein 
fester  Körper  einer  Gestalt&nderuug  ohne  Yolumen&nderung  unterworfen 
wird,  80  muß  eine  Kraft  von  dieser  Art  dauernd  auf  die  Fl&che  wirken, 
um  die  Gestaltänderung  des  Körpers  va  erhalten.  Diese  wirkende 
Kraft  ist  eine  Tangentialkraft  auf  die  Zwischenschicht  zwischen  der 
Attflageplatte  und  dem  Würfel,  auf  den  sie  anfgegipst  ist,  und  hat  an! 
der  gesamten  Zwischenschicht  denselben  Wert  pro  Flächeneinheit.  Die 
wirkende  Kraft  muß  wirksam  erhalten  werden,  wenn  der  Zwangsza- 
stand  des  Körpers  danern  soll;  zieht  man  die  Kraft  zurück,  so  kehrt 
der  Körper  in  seine  frühere  Gestalt  zurück.  Im  Inneren  des  Körpers  — 
wenn  dieser  Gestaltelastizität  besitzt  —  wird  ein  System  innerer  Kräfte 
infolge  des  Zwangszustandes  wachgerufen,  die  die  Tendenz  haben,  dieeen 
Zustand  aufzuheben. 

Ein  isotroper  fester  Körper  besitzt  sowohl  Volumen-  als  Gestalt- 
elastizität; eine  Flüssigkeit  ist  isotrop,  besitzt  aber  nur  Yolnmenela- 
stizität  und  keine  Gesialtelastizität,  wenigstens  nicht  unter  gewöhnlichen 
Umständen.  Es  ist  nämlich  nicht  unmöglich,  daß  Körper,  die  sich  für 
gewöhnlich  wie  Flüssigkeiten  verhalten,  unter  gewissen  speziellen  Ver- 
hältnissen sich  als  im  Besitze  von  Gestaltelastizität  erweisen  können. 
Vorläufig  aber  definieren  wir  einen  festen  Körper  als  einen  solchen,  der 
die  beiden  aufgeführten  Arten  von  Elastizität  besitzt,  und  eine  Flüssig- 
keit als  einen  solchen,  der  nur  die  erste,  nämlich  Volumenelastizität, 
besitzt. 

348.  Zähigkeitswiderstand  gegen  Gestaltändernng.    In  allen 

wirklichen  Flüssigkeiten  gibt  es  jedoch  einen  Widerstand  gegen  Gestalt- 
änderung, der  von  der  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Änderung  vor  sich 
geht,  abhängt,  d.  h.  alle  Flüssigkeiten  sind  mehr  oder  weniger  zäh. 
Dies  erweist  sich  zur  Genüge  bei  der  allergewöhnlichsten  Beobachtung. 
Wenn  man  ein  Glas  mit  Wasser  kippt  und  dann  sich  selbst  überläßt, 
wird  das  Wasser  darin  in  Schwingung  versetzt;  fortwährende  Gestalt- 
änderungen (aber  keine  Volumenänderung)  gehen  in  allen  Teilen  des 
Wassers  vor  sich  und  erfahren  Widerstand  durch  das  gegenseitige 
Auf  einanderwirken  der  verschiedenen  Teile  des  Wassers.  Dieser  Wider- 
stand hängt  von  der  Geschwindigkeit  der  Gestaltänderung  ab  und  ver^ 
schwindet,  wenn  diese  null  wird,  wie  groß  auch  immer  die  bewirkte 
Änderung  sein  mag.  Nach  Verlauf  einer  kurzen  Zeit  hat  sich  die 
Bewegung  beruhigt,  und  ein  genügend  empfindliches  Thermometer 
würde  eine  leichte  Steigerung  der  Temperatur  des  Wassers  anzeigen. 
Verschiedene  Flüssigkeiten  haben  sehr  verschiedene  Zähigkeiten,  d.  b. 
sie  setzen  der  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  vor  sich  gehenden 
Gestaltänderung  sehr  verschiedenen  Widerstand  entgegen;  in  der  Wirk- 
lichkeit kann  dieser  Widerstand  so  groß  werden,  daß  der  Körper  nnter 
der  Wirkung  gewöhnlicher  Kräfte  nur  sehr  langsam  seine  Gestalt  ändert 
und  sich  scheinbar  wie  ein  fester  Körper  verhält.     Ist  der  Körper  w 
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dessen  eine  hochgradig  zähe  Fl&ssigkeit,  so  wird  eine  genügend  lange 
Dauer  einer  auch  nur  kleinen  Kraft  genügen,  eine  merkliche  Gestait- 
ftnderong  hervorzubringen.  Wasser  z.  6.  hat  eine  geringe  Zähigkeit, 
Alkohol  und  einige  andere  Flüssigkeiten  haben  eine  noch  geringere; 
die  Terschiedenen  tierischen  und  vegetabilischen  Öle  haben  eine  höhere 
Zähigkeit  von  verschiedenen  Beträgen,  z.  B.  ist  die  des  Rizinusöls  von 
beträchtlicher  Höhe.  Die  Zähigkeit  des  Sirups  ist  sehr  groß,  so  groß, 
daß  eine  Menge  Sirup,  die  man  ganz  schnell  in  Form  eines  Haufens 
auf  einen  Tisch  niederlegt,  eine  immerhin  merkliche  Zeit  lang  ihre 
Gestalt  beibehält 


349.  Experimentelle  Erläuterung  der  Zähigkeit.    Das  folgende 
Experiment  erläutert  sehr  gut  die  verschiedene  Zähigkeit  der  Substanzen. 


Fig.  193. 


Drei  oder  vier  gewöhnliche 
GlasBchalen  werden,  wie  in 
Fig.  193  ersichtlich,  mit  Dräh- 
ten montiert,  jede  Montierung 
wird  mittels  eines  steifen 
Gliedes,  um  das  sich  die  Drähte 
nickt  drehen  können,  an  einem 
steifen  Faden  befestigt,  der 
seinerseits  wieder  oben  an 
einem  Haken  starr  befestigt 
ist.  Sämtliche  Aufhängefäden 
sind  von  gleichem  Material, 
Ton  gleicher  Länge  und  Dehn- 
barkeit. Eines  der  Gläser  wird 
etwas  über  halbvoll  mit  Wasser, 
das  zweite,  dritte  und  vierte 
mit  demselben  Gewichte  von 
Walratöl  bzw.  Rizinusöl  bzw.  Sirup  gefüllt.  Kleine  Papierstückchen 
werden  auf  den  Oberflächen  der  Flüssigkeiten  in  Reihen  in  den  Radien 
der  Gläser  hingelegt,  um  etwaige  relative  Bewegungen  der  oberfläch- 
lichen Flüssigkeitsteile  anzuzeigen,  die  durch  die  den  Gläsern  erteilte 
Bewegung  entstehen  könnten. 

Jeder  Faden  wird  an  seinem  unteren  Ende  gefaßt  und  langsam 
so  herumgedreht,  daß  jede  Schlinge  sich  mit  ihrem  Glase  nebst  Inhalt 
nahezu  um  denselben  Winkel  dreht.  Zwei  Experimentatoren  können 
die  vier  Gläser  behandeln ,  sie  um  denselben  Winkel  drehen  und  sie 
annähernd  im  selben  Moment  loslassen.  Sobald  die  Fäden  losgelassen 
sind,  fangen  sie  an  sich  aufzudrehen,  und  die  Gläser  mit  ihren  Inhalten 
drehen  sich  um  vertikale  Azen,  die  mit  den  Fäden  zusammenfallen. 
In  dem  Maße,  in  dem  jeder  Faden  sich  umdreht,  nimmt  das  die  Be- 
wegung des  Glases  erzeugende  elastische  Kräftepaar  in  ihm  ab,  von 
einem  Maximalwert  in   dem  Augenblicke,  wo   der  Faden  losgelassen 
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wurde,  bis  zum  Nullwert,  wenn  der  Faden  gerade  wieder  richtig  hangt; 
es  hat  aber  während  der  Periode  des  Aufdrehens  einen  poiitiTen  Wert 
gehabt,  und  somit  ist  dem  Glase  fortwährend  eine  Winkelgeschwindig- 
keit erteilt  worden.  Also  fährt  das  Glas  fort,  über  den  Nullwert  der 
Drehung  hinaus  sich  zu  drehen,  und  der  Faden  erfährt  eine  DriUung 
in  der  entgegengesetzten  Richtung.  Dieser  zunehmenden  Drillong  in- 
dessen setzt  sich  ein  zunehmendes,  der  Bewegung  widerstrebendes 
Kräftepaar  entgegen,  das  schließlich  das  Glas  zur  Ruhe  bringt  und  dann 
zur  Beschreibung  der  nahezu  gleichen  Lagen  in  entgegengesetzter 
Reihenfolge  veranlaßt.  So  führt  jedes  Glas  Schwingungen  um  die 
vertikale  Axe  aus ,  es  ist  mit  seinem  Inhalte  in  Wahrheit  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  der  Pendelkörper  eines  sogenannten  Torsion  spendeh. 
Man  wird  beim  Anstellen  des  Experimentes  bemerken ,  daß  die  Ampli- 
tude oder  Weite  detr  Schwingungen  in  allen  Fällen  abnimmt,  aber  bei 
dem  ölgefüUten  Glase  schneller  als  sowohl  beim  Sirup  wie  beim  Wasser. 

Das  Charakteristische  und  Paradoxe  der  Erscheinung  ist  also,  daü 
sich  das  schwach  zähe  Wasser  und  der  stark  zfihe  Sirup  ähnhch  ver- 
halten ,  während  sich  das  mit  mittlerer  Zähigkeit  behaftete  Öl  anders 
verhält.  Es  läßt  sich  leicht  einsehen,  wie  dieses  Paradoxon  zustande 
kommt. 

Werden  die  Schalen  sich  selbst  überlassen,  so  werden  sie  durch  das 
Gehänge  herumgedreht;  und  wenn  es  keine  Störungen,  wie  gewöhnliche 
Pendelschwingung,  gäbe,  wenn  die  Gläser  vollkommene  Kugelscbaleo 
wären  und  sich  um  ihre  Symmetrieaxen  drehten,  wenn  überdies  die 
Flüssigkeiten  keine  Zähigkeit  hätten  und  kein  Zug  zwischen  Gläsern 
und  Flüssigkeiten  auf  ihre  Trennungsebenen  ausgeübt  würde,  dann 
würden  sich  die  Schalen  drehen,  während  die  Flüssigkeiten  in  Rohe 
bleiben  würden. 

Diesem  Zustande  kommt  das  Wasser  eher  nahe  als  die  anderen 
Flüssigkeiten,  aber  selbst  beim  Wasser  gibt  es  eine  tangentiale  Wirkung 
zwischen  ihm  und  der  Schale,  so  daß  die  Schale  das  an  sie  angrenzende 
Wasser  mit  herumreißt.  Diese  drehende  Bewegung  mit  der  Schale  wird 
dem  näher  zur  Mitte  befindlichen  Wasser  durch  die  Wirkung  der  Zähig- 
keit zwischen  ihm  und  dem  weiter  am  Rande  befindlichen  Wasser  mit- 
geteilt, was  man  aus  der  Verrückung  der  kleinen  Papierstücke  deutlich 
ersieht.  Zuerst,  wenn  die  Schale  langsam  gedreht  wird,  dreht  sich  das 
Wasser  mit  ihr,  und  die  relativen  Lagen  der  Papierschnitzel  ändern 
sich  nicht;  aber  wenn  das  Pendel  losgelassen  wird,  zeigen  die  Hin- 
und  HerbeweguDgen  der  Papierschnitzel  nahe  am  Rande,  daß  die  mehr 
nach  außen  gelegenen  Wassermengen  mit  der  Schale  mitgerissen  werden 
um  Winkel,  die  um  so  größer  sind,  je  größer  die  Entfernung  vom 
Mittelpunkte  ist. 

Bei  der  Schale  mit  Öl  wird  die  Bewegung  vollständiger  von  den 
äußeren  nach  den  inneren  Teilen  der  Flüssigkeit  mitgeteilt,  und  der 
gegen  die  Bewegung  der  Schale  von  der  Flüssigkeit  ausgeähte  langen- 
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tiale  Drack  ist  in  diesem  Falle  größer,  so  daß  die  Schale  schneller  zur 
Ruhe  kommt. 

Beim  Sirap  aber  ist  die  Zähigkeit  so  groß,  daß  die  drehende  Be- 
wegung in  derselben  Phase  in  der  gesamten  Flüssigkeit  stattfindet. 
Die  Schale  schleift  die  äußerste  Schicht  des  Sirups  mit,  die  äußerste 
Schicht  die  ihr  nächste  Schicht  u.  s.  w.,  so  daß  sich  die  ganze  Flüssig- 
keit beinahe  wie  ein  fester  Körper  um  die  vertikale  Axe  dreht,  und 
daß  nur  eine  langsame  Abnahme  der  Schwingungsweite  stattfindet. 

Die  Schwingungen  des  Gefäßes  erzeugen  Wellen  in  der  Flüssigkeit, 
die  sich  von  der  Oberfläche  nach  innen  fortpflanzen  und  eine  Zer- 
streuung von  Energie  (in  der  Arbeit  gegen  die  Reibung)  bewerkstelligen. 
Ist  die  Häufigkeit  der  Schwingungen  groß  im  Verhältnis  zur  Zähigkeit, 
so  pflanzen  sich  die  Wellen  schnell  nach  innen  fort,  werden  aber  auch 
sehr  schnell  gedämpft,  so  daß  nur  eine  sehr  dünne  Schicht  der  Flüssig- 
keit affiziert  wird.  Ist  sie  klein  im  selben  Verhältnis,  so  bewegen  sich 
Flüssigkeit  und  Gefäß  fast  völlig  miteinander;  die  Energiezerstreuung 
ist  alsdann  gering,  aber  die  Trägheit  der  schwingenden  Masse  groß. 
Im  mittleren  Falle  hingegen  entsteht  in  der  Flüssigkeit  eine  erhebliche 
relative  Bewegung,  so  daß  die  Bewegung  des  Gefäßes  schnell  zu  Ende 
geht  (s.  w.  u.  „Zähigkeit*,  Bd.  2). 

350.  Yerhalten  des  Peehs.  Noch  extremer  würde  sich  der  Fall 
gestalten,  wenn  man  die  Schale  mit  Pech  oder  Stiefelwichse  füllte. 
Diese  Substanz  ist  scheinbar  hart  und  spröde;  denn  wenn  man  sie 
herunterwirft ,  geht  sie  in  Stücken  mit  einem  muscheligen  Bruch,  wie 
Glas.  Trotzdem  aber  zerfließt  ein  Stück  davon,  das  man  auf  einen 
Tisch  legt,  allmählich  in  eine  horizontale  Schicht.  Es  findet  aach  nur 
eine  geringe  oder  gar  keine  Abnahme  der  Amplitude  infolge  der  Zähig- 
keit des  Materials  statt,  wenn  es  in  die  Schale  des  Torsionspendels  ge- 
füllt wird;  das  rührt  aber  nicht  vom  Mangel  an  Zähigkeit  her;  im 
Gegenteil,  die  große  Zähigkeit  des  Materials  verhindert  es,  in  der  kurzen 
Zeit,  während  deren  die  Kraft  wirkt,  irgend  eine  merkliche  Distorsion 
zu  erfahren.  Die  Zähigkeit  des  Materials  sowie  die  Tatsache ,  daß  es 
sich  unter  gewöhnlichen  Umständen  wie  eine  Flüssigkeit  verhält,  wird 
durch  das  folgende,  von  Lord  Kelvin  angegebene  Experiment  gut 
illustriert.  In  ein  Glasgefäß  von  etwa  20  cm  Durchmesser  und  un- 
gefähr ebenso  großer  Tiefe  wird  eine  kleine  Menge  Wasser  und  einige 
gewöhnliche  Korke  hineingetan.  Dann  wird  ein  Klumpen  Schuster- 
pech imgefähr  vom  Durchmesser  des  Gefäßes  und  6  cm  Dicke  geformt 
und  so  in  das  Wasser  über  die  Korke  gebracht,  daß  es  diese  am 
Grunde  des  Gefäßes  abschließt,  während  das  übrige  Wasser  über  das 
Pech  emporsteigt  und  dazu  dient,  die  Temperatur  gut  konstant  zu 
erhalten.  Dann  werden  einige  Bleikugeln  oben  auf  den  Klumpen  gelegt, 
und  das  Ganze  wird  sich  selbst  überlassen.  Nach  zwei  bis  drei  Wochen 
wird  man  finden,  daß  die  Korke  nicht  mehr  sichtbar  sind  infolge  ihres 
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EindrlDgeDS  in  den  Klumpen;  und  wenn  man  das  Gefäß  von  unten  an- 
sieht, wird  man  sehen,  daß  das  Pech  sich  hinter  den  Korken  ge- 
schlossen hat,  so  daß  sie  jetzt  nur  unter  dem  £influß  der  sie  umgebenden 
Wichse  stehen.  Ebenso  wird  man  die  Bleikugeln  von  der  Oberfläche 
verschwunden  und  keine  Spur  ihres  Eindringens  in  die  Wichse  erkenn- 
bar finden.  Noch  einige  Wochen  später  werden  die  Korke  anfangen, 
sich  durch  die  Oberfläche  der  Masse  durchzuarbeiten,  indem  sie  die 
Wichse  Yor  sich  herschieben,  schließlich  durch  die  oberste  Schicht  durch- 
brechen und  in  das  Wasser  darüber  gelangen,  während  sich  die  Blei- 
kugeln zuletzt  in  dem  Wasser  unter  dem  Klumpen  finden.  Am  Schlüsse 
wird  die  Pechmasse  als  durchaus  lückenlos  zusammenhängend  befunden. 

Die  lange  andauernde  Kraft  Wirkung  der  Kugeln  auf  das  Pech  hat 
sie  befähigt,  allmählich  hindurchzudringen  gegen  den  ihrer  Bewegung 
gebotenen  Widerstand,  der  der  Geschwindigkeit  des  Fortschrittes  der 
Kugeln  annähernd  proportional  ist  Im  ersten  Augenblicke  wurden 
die  Korke  durch  das  Wasser  gegen  die  unterste  Schicht  des  Wachs- 
klumpens gedrückt,  dann  drangen  sie  allmählich  in  den  Klumpen  ein 
und  wurden  durch  die  von  dem  umgebenden  Pech  auf  sie  wirkenden 
Kräfte  aufwärts  getrieben  in  einer  Weise,  die  alsbald  für  Flüssigkeit 
im  allgemeinen  erklärt  werden  wird. 

In  Wahrheit  hat  der  Pechklumpen  auf  die  Korke  und  Kugein 
nicht  anders  gewirkt,  als  Sirup  oder  Öl  oder  sonst  eine  unToUkommene 
Flüssigkeit  gewirkt  haben  würde.  Die  Kugeln  würden  auch  durch  das 
Öl  heruntergesunken  sein,  und  die  Korke  würden  vom  Grunde  sehr 
rasch  aufgeschnellt  sein,  wie  in  dem  Beispiele  mit  Wasser.  Der  einzige 
Unterschied  beim  Pech  ist,  daß  die  erforderliche  Zeit  auf  zwei  oder  drei 
Monate  verlängert  worden  ist.  Obgleich  also  das  Pech  bei  gewöhn- 
lichen Temperaturen,  wenn  es  heruntergeworfen  wird,  zerbricht  wie  ein 
glasartiger  fester  Körper,  verhält  es  sich  doch  hier  wie  eine  äußerst 
zähe  Flüssigkeit. 

351.  Festigkeit  des  Pechs  unter  besonderen  Umständen.  Es 

'    gibt  Umstände,  unter  denen  das  Pech  dazu  gebracht  werden  kann,  sich 
I    wie  ein  wirklicher  fester  Körper  zu  verhalten;  wenn  z.  B.  ein  Stück 
I    Pech  in  die  Form  einer  Glocke  gegossen  und  mit  einem  Hammer  an- 
I    geschlagen  wird,  werden  wirkliche  elastische  Kräfte  darin  entwickelt, 
I    die  Glocke  wird  in  Schwingungen  kommen,  die  einen  musikalischen 
j     Ton  erzeugen  werden.     Die  Tatsache,  daß  ein  musikalischer  Ton  her- 
auskommt, beweist,  daß  die  Teilchen  der  Glocke,  wenn  ihre  relativen 
Lagen  verändert  werden,  mit  Kräften,  die  ihrer  Verrückung  proportional 
sind,  d.  h.  die  also  vom  Betrage  der  relativen  Yerrückung,  der  sie 
unterworfen  worden  sind ,  abhängen ,  in  ihre  früheren  relativen  Lagen 
zurückgedrängt  werden.    Sie  erscheinen  deshalb  als  wirkliche  elastische 
Kräfte,  und  der  Körper  scheint  in  diesen  Umständen  unter  der  Wirkung 
schnell  wechselnder  Kräfte  wahre  Gestaltelastizität  zu  besitzen. 
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Wird  aber  anderseits  die  Glocke  mit  ihrem  Rande  auf  einen  Tisch 
gestellt  und  sich  selbst  überlassen,  so  wird  sie  sich  in  wenigen  Tagen 
in  eine  einfache  Lage  Pech  verwandeln. 

332.  Treimimgsfläche  in  einer  Flüssigkeit.  Flüssigkeits- 
druek.  Druckhöhe.  Betrachten  wir  jetzt,  als  Annäherung  an  eine 
wirkliche  Flüssigkeit,  eine  isotrope  Flüssigkeit  ohne  Zähigkeit.  Da  es 
kerne  Gestaltelastizität  und  keine  Zähigkeit  gibt,  so  gibt  es  auch  keine 
Tangentialwirkung  zwischen  zwei  Teilen  der  Flüssigkeit,  die  in  der 
trennenden  Fläche  auf  jeden  Teil  ausgeübt  würde.  Folglich  mnQ  jede 
Wirkung  eines  Flüssigkeitsteiles  auf  einen  anderen  überall  senkrecht 
snr  Trennungsschicht  zwischen  beiden  Teilen  sein.  Wir  werden  der 
Kürze  halber  die  trennende  Fläche  zwischen  zwei  Flüssigkeiten  eine 
Trennungsfläche  nennen.  Eine  solche  Trennungsfläche  ist  natür- 
lich physikalisch  nicht  vorhanden,  es  ist  eine  rein  geometrische  Grenze 
zwischen  zwei  Flüssigkeitsmengen.  Im  allgemeinen  wird  überall  durch 
die  Trennungsfläche  hindurch  Kraft  von  einer  Menge  auf  die  andere 
wirken,  und  diese  ist,  wie  wir  sahen,  überall  senkrecht  zur  Trennungs- 
fläche. Man  nehme  ein  beliebiges  Stück  S  von  der  Trennungsfläche, 
und  K  sei  die  von  einer  Menge  A  auf  die  andere  Menge  B  ausgeübte 
Kraft  Selbstverständlich  wirkt  eine  gleich  große  Kraft  durch  dasselbe 
Flächenstück  von  der  Menge  jB  auf^.  Diese  Kraft  nennt  man  Druck- 
kraft oder  kurz  Druck;  der  letztere  Ausdruck  bleibt  aber  besser  für 
das  Verhältnis  Ä/S,  also  für  den  Druck  auf  die  Flächeneinheit,  reserviert; 
zuweilen  unterscheidet  man  auch  K  als  Gesamtdruck  von  K/S  =  p 
als  Einheitsdruck.     Jener  hat  die  Dimension 

[K]  =  [LMT^], 
dieser  dagegen: 

[p]  =  [X-iJK  T-»]. 

Wenn  K  von  Ort  zu  Ort  variiert,  so  heißt  das  Verhältnis  K/S  der 
mittlere  Druck  über  dem  Stück  S  der  Trennungsfläche.  Wenn  in 
einem  endlichen  Gebiete  der  Trennungsfläche  allenthalben  das  Verhältnis 
K:S  unabhängig  von  der  Größe  von  S  ist,  so  sagt  man,  daß  über 
diesem  Gebiete  der  Trennungsfläche  gleichförmiger  Druck  herrscht. 
Wenn  aber  der  Druck  kein  gleichförmiger  ist,  so  bestimmt  man  den 
Druck  in  einem  Punkte  P  folgendermaßen:  Man  nimmt  ein  belie- 
biges Stück  S  der  P  umgebenden  Trennungsfläche  und  bestimmt  die 
Kraft  K  über  diesem  Flächenstück,  dann  ist,  wie  festgestellt  wurde, 
K/S  der  mittlere  Druck  über  dem  P  einschließenden  Flächenstück  S. 
Nun  werde  S  bis  ins  Unendliche  verkleinert,  aber  immer  so  genommen, 
daß  es  P  einschließt;  dann  nähert  sich  das  Verhältnis  K/S,  wenn  diese 
Verkleinerung  durchgeführt  wird,  mehr  und  mehr  einem  festen  Werte. 
Dieser  feste  Wert  des  Verhältnisses  ist  der  Druck  in  P.  Es  wird  in 
§  395  gezeigt  werden,  daß  der  Druck  in  P  derselbe  für  alle  Trennungs- 
flächen ist,  die  durch  ihn  hindurchgelegt  werden  können. 
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Die  Höhe,  die  eine  Flüssigkeitssäule  haben  muß,  um  durch  ihr 
Gewicht  einen  Druck  p  an  ihrer  Basis  auszuüben,  heißt  die  Druckhöhe 
der  Flüssigkeit.  Wenn  p  der  Druck  und  q  die  Dichte  ist,  so  ist  das 
Gewicht  einer  Säule  dieser  Flüssigkeit  yom  Querschnitt  1  und  der 
Höhe  h  gleich  ggh  in  absoluten  Einheiten  oder  gh  in  Gravitationsein- 
heiten.  In  letzterem  Falle  ist,  wenn  h  in  Zentimetern  und  Q  in  Gramm 
pro  Kubikzentimeter  ausgedrückt  wird,  der  Druck  p  in  Gramm  pro 
Kubikzentimeter  gleich  gh, 

353.  Hypothesen  der  gewöhnlichen  Hydrodynamik.    In  der 

oben  gegebenen  Definition  des  Drucks  war  angenommen,  daß  die  Ver- 
kleinerung des  Flächenstückes  ins  Unendliche  fortgesetzt  wird.  Diese 
Annahme  soll  aber  nicht  mehr  besagen,  als  daß  man  diesem  festen 
Verhältnis  näher  und  näher  kommt,  \e  weiter  die  Yerkleineruog  des 
Flachenstückes  durchgeführt  wird  innerhalb  der  Beobachtuogs-  und 
Untersuchungsgrenzen,  die  die  feinsten  physikalischen  Meßinstrumente 
zulassen.  Zweifellos  würden  wir,  wenn  wir  diese  Grenzen  überschreiten 
könnten,  auf  die  körnige  Struktur  der  Materie  geraten  und  müßten  die 
fehlende  Homogenität  in  Rechnung  ziehen ,  die  aus  der  Existenz  Ton 
Molekeln  mit  Zwischenräumen  von  einem  zum  anderen  hervorgeht  In 
diesem  Falle  müßte  man  zu  einer  statistischen  Betrachtungsweise  seine 
Zuflucht  nehmen ;  dies  wird  aber  vermieden  durch  die  hier  angenommene 
Hypothese,  daß  der  kleinste  Teil  der  Flüssigkeit,  mit  dem  wir  zq  tan 
haben,  alle  physikalischen  Eigenschaften  besitzt,  die  der  Flüssigkeit  im 
ganzen  eignen.  Das  erste,  was  man  alsdann  zu  tun  hat,  ist,  die  Be- 
schleunigung eines  Teiles  der  Flüssigkeit  zu  bestimmen;  zu  diesem 
Zwecke  muß  man  die  auf  diesen  Teil  wirkenden  Kräfte  berechnen. 
Diese  Kräfte  zerfallen  in  zwei  Gruppen:  1.  die  durch  die  umgebende 
Flüssigkeit  auf  die  Flüssigkeitsfiäche  ausgeübten  oder  durch  die  Mole- 
kularwirkungen der  Flüssigkeitsmolekeln  selbst  nahe  der  Oberflache, 
wie  in  der  Kapillarität,  wirkenden  Kräfte,  und  2.  die  von  außen  auf  die 
Flüssigkeitsteilchen  wirkenden  Kräfte,  wie  z.  B.  die  Wii'kungcn  der 
Schwerkraft  auf  die  Flüssigkeitsteilchen.  Die  Flüssigkeit  sei  zunächst 
als  inkompressibel  angenommen ,  d.  h.  es  soll  kein  auf  einen  Teil  der 
Flüssigkeit  wirkendes  System  von  Kräften  im  stände  sein,  sein  Volumen 
zu  ändern.  Späterhin  soll  auch  die  Bewegung  kompressibler  Flüssig- 
keiten kurz  betrachtet  werden. 

354.  Beschleunigung  eines  Flfissigkeitselementes.    £s  muß 

nun  die  Beschleunigung  eines  Flüssigkeitsteilchens  kinematisch  berechnet 
werden.  Püs  sei  die  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens  m 
einem  Punkte  P  gleich  q,  und  die  Richtung,  nach  der  es  sich  in  diesem 
Punkte  bewegt,  sei  gegeben;  es  möge  nach  einem  Zeiträume ä^  an  einem 
Punkte  Q  in  seiner  Bahn  ankommen  und  in  Q  die  Geschwindigkeit  i 
haben.      Dann   ist  die  Beschleunigung   des  Teilchens   das  Grenzwert- 
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Verhältnis  des  Gescbwindigkeitszuwachses  ^  —  g  zu  dem  Zeiträume 
hiyXn.  dem  er  bewirkt  worden  ist.  Wird  der  Zeitraum  yerschwindend 
klein  genommen,  so  wird  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  öqjöt  Es 
muß  bemerkt  werden,  daß  8q  der  Unterschied  zwischen  der  Geschwin- 
digkeit, die  ein  Teilchen  in  P  zur  Zeit  t  hat,  und  der  Geschwindigkeit 
eines  Teilchens  in  Q  zur  Zeit  ^  -f~  ^^  ist.  Die  Änderung  setzt  sich 
also  ans  zwei  Teilen  zusammen:  1.  aus  dem  Unterschiede  zwischen  der 
Geschwindigkeit  in  Q  zur  Zeit  t  und  der  Geschwindigkeit  im  Punkte  P 
sur  selben  Zeit,  und  2.  aus  der  Änderung  der  Geschwindigkeit,  welche 
die  Geschwindigkeit  in  Q  im  Zeiträume  8t  erfährt. 

Wenn  dq/ds  den  Änderungsgrad  von  q  auf  der  Bahn  des  Teilchens 
in  der  Zeit  t  bezeichnet,  und  ds,  die  Länge  der  Strecke  yonP  nach  Q, 
sehr  klein  ist,  so  ist  die  unter  1.  aufgeführte  Änderung  gleich  (dq/d8).d8. 
Femer  möge  dq'jdt  der  Änderungsgrad  der  Geschwindigkeit  mit  der 
Zeit  in  Q  sein ,  dann  ist  die  Geschwindigkeit ,  da  sie  in  Q  zur  Zeit  t 
gleich  q  -\-  dq/ds.ds  ist,  zur  Zeit  t  -\-  dt  gleich 


K« +!!■") 


« + 1  ■"  +  ^-äf^  ■"• 


d.  h.  gleich 


d 


m 


« + 1  ■" + w  ■" + -ir- """■ 


Das  letzte  Glied  verschwindet  im  Vergleich  mit  den  anderen;  und  wenn 
dt  sehr  klein  genommen  wird,  so  hat  man  für  die  durch  die  Ver- 
rackung  des  Teilchens  von  P  nach  Q  im  Zeiträume  dt  in  q  erzeugte 
Änderung  den  Wert 

If  ''  +  r.  '*«• 

dt  CS 

Folglich  hat  man,  wenn  q  (d.  b.  dq/dt)  den  zeitlichen  Änderungsgrad 
von  q  bezeichnet,  da  g  =  ds/dt  oder  s  ist: 

^=ii+'lf '■) 

Im  Falle  stationärer  Bewegung  ändert  sich  die  Geschwindigkeit 
in  einem  und  demselben  Punkte  des  Raumes  nicht  mit  der  Zeit,  und 
man  hat  alsdann : 

f?=«lf <« 

Diese  Gleichungen  können  auf  andere  Formen  gebracht  werden, 
die  manchmal  brauchbar  sind.  So  mögen  u,  v,  w  die  Geschwindigkeits- 
komponenten und  tt,  V,  w  die  Komponenten  der  Beschleunigung 
paraUel  mit  den  Axen  sein.    Da  q^  =  u^  -}-  v^  +  w^  ist,  so  hat  man : 
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dq  du  u    ^^  dv  V        dw  w 

dt  ~  di~q^  dt  q"^  liq 

dq du  u        dv  v        dw  w 

dt~  di'q'^  dt  q^  ^~q 

dq  8m    ,       dv    ,       dw 

u  /  du    ,  du  ,        du\    ,    V  /    dv    ,       dv   ,      dv\ 

q  \  dx    '  dy  öbJ       q  \    dx  dy  et) 

,    w  /  dw    .  dw  ,        dw\ 

q  \  dx  dy  de) 

Wenn  man  die  Samme  der  Ausdrücke  für  dqjdi  und  ^dg/8s  nimmt 
und  dem  Werte  von  q  gleichsetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  die 
für  jeden  gegebenen  Fall ,  gleichviel  wie  die  Axen  gewählt  sind,  gelten 
muß.  Mithin  müssen  die  mit  ufq^  vjq ,  wjq  multiplizierten  Großen  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  gleich  sein.     Man  erhält  daher: 

du        du    ,       du    ,       du    ,        du 

dt         et  dx  dy  dz 

dv        dv    .        dv    .       dv    ,        dv  ,., 

dF  =  W  +  ~ä^+''8];  +  «'8i  J  ....  (3) 

dw ^^1   ^1   ^o-  — 

'dt~'dt'^^dx'^^'dy'^^'d^ 

Diese  Gleichungen  hätte  man  natürlich,  da 

dx  dy  djs 

^~'dt'     ^~'dt'    ^  ~di 
ist,  auch  direkt  nach  den  formalen  Regeln  der  Differentialrechnung  hin- 
schreiben können. 

355.  KontinuitKtsgleiehung.  Es  handelt  sich  jetzt  darum, 
eine  Gleichung  aufzustellen,  welche  besagt,  daß,  wenn  es  in  keinem 
Teile  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  Entstehung  oder  Ver- 
nichtung von  Materie  gibt,  jede  Zu-  oder  Abnahme  des  Betrages  von 
Materie,  die  in  irgend  welcher  Zeit  innerhalb  eines  Teiles  des  Raumes 
statthat,  genau  gleich  sein  muß  dem  Unterschiede  zwischen  dem  Betrage 
von  Flüssigkeit,  der  in  dieser  Zeit  über  die  Grenzen  in  den  Raum  ein- 
getreten, und  dem  Betrage,  der  aus  ihm  ausgetreten  ist. 

Diese  Gleichung  heißt  die  Kontinuitätsgleichung.  Zuerst  soll  ge- 
zeigt werden,  daß  der  zeitliche  Änderungsgrad  des  Volumens  eines 
rechteckigen  Elementes,  dessen  Mittelpunkt  im  Punkte  x,  y,  e  Hegt,  wo 
die  Geschwindigkeitskomponenten  t*,  v,  w  sind,  und  dessen  Kanten  Ungs 
den  Axen  die  Längen  dx,  dy,  dz  haben, 

/du        dv        dw\   ,     ,     , 
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beträgt;  mit  anderen  Worten,  daß  die  Klammergröße  die  räumliche 
Dilatation  in  der  Zeiteinheit  ist. 

Denn,  betrachten  wir  einen  Faden  von  unendlich  kleinem  Quer- 
schnitt 6  und  parallel  mit  der  x-Ane  verlaufend.  Wenn  0^,  Os  positive 
Zablenfaktoren ,  jeder  kleiner  als  eins,  sind,  so  sind  die  Koordinaten 
der  Enden  eines  solchen  Fadens,  auf  P  bezogen,  —  ^dXy  O^dy,  O^dz 
ffir  das  eine  Ende  und  \dx^  Q%dy^  d^dz  für  das  andere.  Folglich  gibt 
der  Ausdruck 

den  Wert  von  u  am  einen  oder  anderen  Ende  des  Fadens,  ]e  nachdem 
man  das  negative  oder  positive  Vorzeichen  setzt.  Danach  ist  der 
Überschuß  von  u  am  zweiten  Ende  über  den  Wert  am  ersten  Ende 
gleich  du/dx.dx.  Dies  ist  der  Zuwachsgrad  der  Länge  des  Fadens 
und  bringt  einen  Zuwachsgrad  des  Fadenvolumens  vom  Betrage 
6(du'dx)dx  hervor. 

Die  Größe  du/dx  ist  für  alle  Fäden  konstant,  und  man  hat  daher 
für  den  von  der  Änderung  von  u  herrührenden  Zuwachsgrad  des 
Volumens  des  Elementes  den  Wert  (du/dx)dxdydz. 

Ebenso  hat  man  für  den  von  der  Änderung  von  v  bezw.  io  durch 
das  Element  hindurch  herrührenden  Zuwachsgrad 

r—  dxdydz        bezw.         ^—  dxdydz. 
dy  dz 

Der  ganze  Zuwachsgrad  des  Volumens   ist  im  Grenzwerte  die  Summe 

dieser  Ausdrücke.     Das  Verhältnis  dieser  Summe  zum  ursprünglichen 

Volamen  der  Flüssigkeit,  also  die  räumliche  Dilatation,  oder,  wie  man 

es  auch  nennen  kann,  der  relative  Änderungsgrad  des  Volumens  in 

der  Zeiteinheit  heißt  die  Divergenz  der  Flüssigkeitsströmung  in  P 

und  wird  mit  d%v{q)  bezeichnet,  wo  g  die  Resultante  von  t«,  v^  w  in  P 

ist.    Demnach  schreiben  wir: 

cu       dv       dw 
d,.(3)  =  _+_  +  _ (4) 

Dieser  Ausdruck  gibt  die  Divergenz  insoweit  an,  als  Größen  von  der 
ersten  Ordnung  in  Betracht  kommen.  Es  wird  z.  B.  bemerkt  werden, 
daß  die  Zuwachsgrade  der  Dimensionen  in  der  y-  und  ;e^- Richtung  den 
Zuwachsgrad  des  Volumens,  der  durch  das  Fließen  längs  x  erzeugt 
wird,  vergrößern,  und  entsprechend  für  die  anderen  Richtungen  y^  z\ 
diese  Wirkungen  fehlen  in  der  oben  gegebenen  Diskussion,  aber  der 
Leser  kann  leicht  feststellen,  daß  die  von  ihnen  abhängenden  Glieder 
klein  sind  im  Vergleich  zu  den  beibehaltenen. 

Der  relative  Volumen  Zuwachs  in  der  Zeit  dt^  den  eine  gegebene 
Flüssigkeitsmenge  im  Punkte  P  erfährt,  ist  also: 


\cx       dy        czj 
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Wenn  q  die  Dichte  der  Fiüssigkeitsmenge  zar  Zeit  ^  ist,  8o  ist  ihre 
Dichte  zur  Zeit  t  -\-  dt  gleich  g  -\-  Q  dt  Folglich  ist  die  Masse  des 
Elementes  nach  Verlauf  yon  dt: 

Da  dies  aber  denselben  Wert  wie  yorher  haben  muß,  nämlich  qdxdyde, 
so  findet  man  unter  Vernachlässigung  des  mit  d(*  multiplizierten  Gliedes: 

dQ     .        {du    ,    gtf    ,    cw\        ^  ... 

welches  die  Kontinuitätsgleichnng  ist.  In  der  Tat,  wenn  Größen  zweiter 
Ordnung  yernachlässigt  werden,  so  ist 


(du    ,    dv    ,    dw\   ,    ,     , 

«'fe  +  ä^  +  W''^'*^''" 


der  Zuwachsgrad  der  Masse  des  Elementes  infolge  der  Yolumen&nde- 
rung,  und  Qdxdydz  derjenige  infoige  der  Dichte&nderung,  und  diese 
heiden  Größen  müssen  natürlich  zusammen  das  Resultat  null  ergeben. 
Auf  dieselbe  Weise  kann  die  Divergenz  jeder  anderen  mit  der 
Strömung  der  Flüssigkeit  zusammenhängenden  Größe,  wenn  sieb  diese 
Größe  stetig  ändert,  berechnet  werden.  So  hat  man  einen  entsprechenden 
Ausdruck  für  die  Divergenz  der  Massenströmung  des  Körpers.  Die 
Geschwindigkeit  der  Massenströmung  pro  Yolumeneiaheit  in  P  ist  Qq^ 
wenn  Q  die  Dichte  beiP  ist.  Davon  sind  die  Komponenten  Qu^QV.Qw^ 
80  daß  sich  ergibt: 

rf,„(p,)  =  ^-^«)  +  ^  +  ^-^) (6) 

Cx  cy  OB 

Da  dies  der  Abnahmegrad  der  Materie  in  der  Einheit  des  Volumens 
ist,  so  ist  es  offenbar  der  zeitliche  Abnahmegrad  der  Dichte  in  dem 
festen  Punkte  P,  nämlich  — dg /dt     Folglich  hat  man: 

dg        c(gu)        d{gv)        d(gw)  _ 

dt^-TT  +  'w^'^dr-^ ^^> 

was  eine  andere  Form  der  Kontinuitätsgleichung  ist.  Da  g  sich  mit 
der  Zeit  für  einen  bestimmten  Punkt  und  außerdem  mit  der  Lage  eines 
Flüssigkeitsteilchens  zur  Zeit  t  ändern  kann,  so  wird  der  Wert  g  des 
Zuwachsgrades  von  g  als  eine  für  eine  bestimmte  Flüssigkeits- 
menge charakteristische  Größe  betrachtet,  durch  denAusdriiek 

dg        dg    ,        dg     ,       dg    ,        dg 

dt         dt  ^       dx  ^     cy  ^       dz  ^^^ 

gegeben.  Durch  lünsetzen  dieses  Wertes  in  Gl.  (5)  hätte  man  offenbar 
direkt  die  Gl.  (7)  ableiten  können. 

Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  so  ist  g  eine  Konstante,  und 
die  Kontinuitätsgleichung  nimmt  die  einfache  Gestalt 
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du    ,    dv       'cw        ^  ,^  ^ 

^-  +  5-  +  -5-  =  0 (8a) 

dx        dy        de  ^     ^ 

an,  ^vrelclie  besagt,  daß  die  DiSerentialquotienten  der  Geschwindigkeits- 
komponenten  je  in  ihren  Richtungen  zusammen  null  ergeben. 

35B.  GeschwindigkeitspotentiaL  Wenn  die  Verteilung  der 
Gescli'w^ixidigkeiten  in  irgend  einem  Punkte  in  der  Flüssigkeit  in  irgend 
einem  bestimmten  Zeitmoment  aus  einer  Funktion  (p  der  Koordinaten 
des   Punktes  abgeleitet  werden  kann  gemäß  den  Gleichungen 

d(p  cw  cw 

dx  cy  cz 

d.  li.  wenn  u,  v,  w  die  partiellen  Abnahmegrade  einer  und  derselben 
Funktion  in  der  Richtung  von  x,  y,  z  sind,  so  sagt  man,  daß  die  Be- 
w^e^nng^  durch  ein  Geschwindigkeitspotential  9  charakterisiert  ist^). 
I>eir  Leser  wird  sich  erinnern,  daß  dies,  mutatis  mutandis,  die  oben 
§  218  erklärte  Art  ist,  die  Eraftkomponenten  von  einem  Kraftpotential 
abznleiten.  Es  ist  ein  elementares  Theorem  der  sogenannten  partiellen 
]>ifferentiation,  daß 

dxdy       dybx 

ist,  BO  daß,  wenn  die  Geschwindigkeiten  auf  die  oben  gedachte  Art  von 
einer  Funktion  9  der  Koordinaten  abzuleiten  sind,  die  drei  Beziehungen 

?>w        dv        ^      du        dw        ^      dv        du        ^  ,^   ^ 

Cif        dz  cz        dx  dx        dy 

bestellen  müssen. 

'Wenn  die  Gl.  (9)  gelten,  so  gilt  auch 

/cw  dw  ^CP      \ 

tttJjF    -4-   vdy  +  wdz  =  —  l-^  dx  +  -^  dy  +  "gf^M  =  —  ^^> 

^«ro  ledes  der  drei  Klammerglieder  diejenige  Änderung  von  9  ist,  welche 
0t«ttt findet,  wenn  sich  entweder  nur  x  in  x  ~\-  dx^  oder  nur  y  iny  ^dy 
oder  nur  z  in  z  -\'  dz  ändert  (während  die  beiden  anderen  Koordinaten 
und.  die  Zeit  jedesmal  konstant  erhalten  wird),  und  wo,  im  Gegensatze 
luer^u,  dq>  die  ganze  Änderung  von  q)  ist,  die  stattfindet,  wenn  sich 
sn^leich  x  um  dx,  y  um  dy,  z  um  dz  ändert.  Die  Größe  dq)  ist  ein 
sogenanntes  vollständiges  Differential  der  Funktion  9  der  Koordi- 
naten. Das  Integral  yon  (d<p/ds)ds  längs  irgend  einer  Bahn  in  der 
]Flassi^keit  ist  alsdann  q)g  —  9)] ,  wo  9)2  ^^^  ^i  ^^^  Werte  von  q>  am 
£nd'  und  Anfangspunkte  der  Bahn  sind.     Indessen  ist  dieses  Integral 


*)  In  deutschen  Bachern  werden  u,  v,  w  meist  den  positiven  Differen- 
ti&lquotienten,  d.  h.  den  Zuwachsgraden  von  g)  gleichgesetzt;  die  obige  Wahl 
ifjt  »"ber,  schon  wegen  der  Übereinstimmung  mit  dem  Kräftepotential,  vor- 
2fi2iehen. 

25* 
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nicht  frei  von  Zweideutigkeit  in  gewissen  F&Uen,  wie  weiter  nnten 
auseinandergesetzt  werden  wird  (vgL  oben  §  193  und  weiter  unten  §358). 
Für  die  Größen  auf  der  linken  Seite  der  GL  (9  a)  gibt  es  eine 
gewisse  physikalische  Interpretation,  die  folgendermaßen  erkl&rt  werden 
kann.  Man  denke  sich  eine  kleine  starre  Kugel  mit  ihrem  Mittelpankte 
im  Punkte  x,  ^,  e\  die  Geschwindigkeitskomponenten  der  Bewegung 
dieses  Mittelpunktes  seien  i« ,  v,  w.  Die  Winkelgeschwindigkeiten  der 
Kugel  um  Durchmesser,  die  mit  den  x-,  y-,  jer-Axen  parallel  sind,  seien 
^1»  ds,  03«  dann  sind  nach  §  277  die  Geschwindigkeiten  eines  Ober- 
fl&chenpunktes,  dessen  Koordinaten  äx^  dy^  dz  sind: 

t*  —  (h dy  -\-  (h dz,    V  —  Oidz  r\-  e^ dx,    tv  —  Ofdx-\-  Didy. 

Eine  kleine  Flüssigkeitskugel  bewegt  sich  aber  nicht  wie  ein 
starrer  Körper.  Die  Geschwin^gkeitskomponenten  in  einem  Pnnkte 
(x  +  dx,  y  -^  dy,  s  +  dz)  sind 

u  +  ^-  dx  •\-  --  dy  +  ^--  dz 

ex  dy  dz 

u.  s.  w.  und  können  in  der  Form 
du 


u  + 


du  j      ,1  /cv    .    du\   .      .    ,  /ru     ,    öic\  , 
dx  ^  \öx        cy/  "  \dz        CxJ 


mit  zwei  entsprechenden  Ausdrücken  für  die  beiden  anderen  Gescbwin- 
digkeitskomponenten  geschrieben  werden.  £s  soll  gezeigt  werden«  daß 
die  letzte  Zeile  den  Gliedern  —  O^dy  4-  d^dz  der  Geschwindigkeit  des 
Oberflächenpunktes  der  starren  Kugel  entspricht,  daß  also  tatsicblicb 
die  Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeiten  |,  iy,  5  der  Flüssigkeit 
im  Punkte  x,  y,  z  durch  die  Ausdrücke 


(10) 


^~'\dy        dz)'     '^~Adz        ex)'     ^~Adx      dy) 
gegeben  sind.     Diese  Größen  heißen  Drehungskomponenten  oder 
Wirbelkomponenten. 

Wenn  sie  sämtlich  den  Wert  null  haben ,  so  nennt  man  die  Be- 
wegung eine  nichtwirbelnde  oder  Potential bewegung  (Potential  wt 
Abkürzung  für  Geschwindigkeitspotential);  sind  sie  nicht  alle  null,  00 
heißt  die  Bewegung  eine  Rotations-  oder  Wirbelbewegung. 

Im  ersteren  Falle  wird  die  Kontinuitfttsgleichung  für  inkompressible 
Flüssigkeiten : 

d^        dj^        d^_  ^    (loa) 

dx^   ^   öy^   ^  rz^  ~  •     •    •    • 

eine  Gleichung,  die  wir  später  noch  für  eine  andere  Größe,  nämücli  da» 

Kräftepotential  (außerhalb  der  wirkenden  Massen)  wiederfinden  werden 

(§476).    Sie  heißt,  wie  schon  hier  bemerkt  sei,  Laplacesche  Gleichung. 
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Für  kompresgible  FlüsBigkeiten  hingegen  wird  die  KontinuitätB- 
gleichung  (Tergl.  Gl.  7): 

.,!(;Ü),!P,!(;I).„.,.,, 

dt  dx  dy  dz 

denn  hier  läßt  sich  Q,  da  es  keine  Eonstante  ist»  aus  den  Klammem 
nicht  herausnehmen,  und  das  erste  Glied  fällt  nicht  fort. 

357.  Wirbelnde  Bewegimg  eines  Fliissigkeitselementes. 
Komponenten  der  Wirbelgeschwindigkeit.  Man  betrachte  eine 
kleine  Flüssigkeitskngel ,  deren  Mittelpunkt  in  P(rc,  y^  e)  ist,  wo  die 
Geschwindigkeitskomponenten  u^  v^  w  sind.  Wenn  du/dx^  du/dy,  ... 
die  räumlichen  Ändernngsgrade  von  u,  t;,  «7  in  P  sind ,  so  hat  die  (Ge- 
schwindigkeit eines  P  sehr  eng  benachbarten  Punktes,  dessen  Koordi- 
naten Ä  +  «,y  +  /J,  jef  +  y  sind,  die  Komponenten  u  +  adu/dx 
—  ßdu/dy  +  ydu/dff,  ...,  so  daß  die  Geschwindigkeitskomponenten 
des  Elementes  mit  Bezug  auf  P  sind:  adu/dx  -f  ßdu/dy  +  ydu/de 
and  entsprechend  für  v  und  w.  Das  Moment  h^  der  BewegungsgröOe 
der  Kugel  um  eine  Axe  durch  P  parallel  zur  x-Axe  ist  somit 


j  .  (dv      ,   8»  z,   ,    8»    \ 


WO  dc5  ein  Baumelement  der  Kugel  ist  und  die  Integrale  über  die  ganze 
Kugel  genommen  werden.  Nun  sind  aber  dw/dx^.,.  Konstanten  über 
das  ganze  Integrationsfeld,  und  folglich  gibt  es  für  jedes  Glied 
Qda.aßdio/dx,  für  welches  ß  positiv  ist,  ein  anderes  Glied,  für 
welches  ß  einen  gleichen,  aber  negativen  Wert  hat,  während  alles  übrige 
angeändert  bleibt,  und  ebenso  für  die  Glieder  mit  ßy. 

Das  Moment  der  Bewegungsgröße  reduziert  sich  somit  auf 


'[gJ''-"-r:j'H 


Das  Trägheitsmoment  der  Kugel  um  einen  Durchmesser  ist 
Qfiß^  +  y^)dci,  und  hierin  ist  aus  Gründen  der  Symmetrie  offenbar 
f ß^dä  =  fy^dci.  Folglich  ist,  wenn  fi  das  Trägheitsraoment  be- 
deutet, g/ß^dcj  ^=  Q/y'^dcj  =  l^i,  und  man  hat  für  das  Moment  der 
Bewegongsgröße  der  Kugel  um  den  mit  der  o^- Axe  parallelen  Durchmesser 


,  1      /dw        dv\ 


Dies  beweist,  daß  ^(dw/dy  —  dv/dz)  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Kugel  um  die  z-Axe  ist.  Auf  dieselbe  Weise  kann  h^,  h^  gefunden 
aod  kann  bewiesen  werden,  daß  \(du!de  —  dw/dx\  \(jdv/dx  —  du/dy) 
die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Kugel  um  die  mit  y  und  z  parallelen 
Dorchmesser  sind. 
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358.  Nichtwirbelnde  Bewegung.  Einwertige  und  mehr- 
wertige Potentiale«  Das  Yerschwinden  der  Größen  hm  /^,  h^  bedeutet, 
wie  gezeigt,  daß  die  Elemente  der  FlAssigkeit  keine  Rotation  haben. 
Aber  diese  Grrößen  verscbwinden  nur  dann,  wenn  sieb  «,  v,  w  yon  einer 
expliziten  Funktion  9  der  Koordinaten  durcb  den  in  §356  festgestellten 
DifEerentiationsprozeß  ableiten  lassen,  d.  b.  wenn  ein  Gescbwindigkeits- 
Potential  <p  existiert;  und  umgekehrt  beweist  das  Yorbandensein  eines 
Gescbwindigkeitspotentials ,  daß  die  Elemente  der  Flüssigkeit  keine 
wirbelnde  Bewegung  besitzen  (§361).  Es  kann  bewiesen  werden,  daß, 
wenn  in  irgend  einem  Teile  einer  yollkommenen  Flüssigkeit  ein  Ge- 
scbwindigkeitspotentiai  besteht,  dieser  Teil  sein  Gescbwindigkeita- 
Potential  so  lange  beibehält,  als  die  Flüssigkeit  als  solche  vorhanden 
ist,  vorausgesetzt,  daß  sie  unter  der  Wirkung  konservativer  Krfifte 
steht  (§  193). 

Das  Potential  9  kann  entweder  einwertig  oder  mehrwertig  sein, 
d.  h.  für  bestimmte  Koordinaten  werte  kann  q>  einen  einzigen  bestimmten 
Wert  oder  eine  ganze  Reihe  verschiedener  Werte  haben.  Im  ersteren 
Falle  hat  der  Ausdruck  f(dq)/ds).d8  oder  fdq)  längs  einer  Bahn  im 
Feld  denselben  Wert  q>2  —  <Pi  (wo  qpj  und  ifi  die  Werte  von  9  für 
den  End-  und  Anfangspunkt  der  Bahn  sind)  für  alle  Bahnen  vom 
selben  Anfangs-  zum  selben  Endpunkte.  Im  letzteren  Falle  dagegen 
wird  es  unmöglich  sein,  die  Bahn  in  jeder  beliebigen  Weise  su  ver- 
ändern ,  ohne  den  Wert  des  Integrals  zu  beeinflussen ;  es  ist  indessen 
auch  in  diesem  Falle  im  allgemeinen  möglich,  zwischen  den  beiden 
Punkten  des  Feldes  eine  Schar  von  Linien  zu  ziehen,  für  deren  jede 
das  erwähnte  Integral  denselben  Wert  hat  Man  muß  nur  dem  An- 
fangspunkte P  der  Bahn  einen  Wert  von  9,  etwa  9^1,  erteilen,  dann 
wird  der  Wert  q)^  am  Endpunkte  Q  um  das  Integral  fdip/ds.ds, 
dessen  Wert  von  der  Art,  in  der  die  Bahn  gezeichnet  ist,  abhängt, 
größer  sein  als  (p^. 

Betrachten  wir  z.  B.  eine  endlose  Röhre,  in  der  Flüssigkeit  in 
geschlossenen  Bahnen  strömt.  Der  Wert  von  (/d<p/d$)ds  längs  einer 
dieser  Bahnen  ist  nicht  null,  obgleich  Anfangs-  und  EIndpunkt  P  und 
Q  der  Integration  zusammenfallen;  denn  9  nimmt  längs  der  Bahn  (und 
zwar  im  Verhältnis  dtpids  =  q)  stetig  ab;  die  Folge  hiervon  wird 
die  sein,  daß,  wenn  (p^  ein  bestimmter  Wert  von  q>  für  den  Anfangs- 
punkt und  gp2  der  entsprechende  Wert  für  den  (mit  ihm  zusammen- 
fallenden) Endpunkt  der  Integration  ist,  9)9  =  (jpj  —  Ä?  ist,  wo  i' 
die  sogenannte  zyklische  Konstante  für  die  Strömung  längs  der 
Röhre  ist. 

Wenn  anderseits  eine  geschlossene  Linie  in  der  Röhre  gezogen 
wird,  die  bei  P  anfängt  und  nach  P  zurückkehrt,  und  derart,  daß  sie 
in  einen  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  ohne  aus  der  Röhre 
auszutreten,  so  ist  der  Wert  von  fdq>lds,d$  längs  dieser  Linie  null 
da  jede   mit    der    Strömung    der    Flüssigkeit    durch    das  Ganze  fort- 
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Fig.  194. 
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schreitende  Abnahme  von  fp  längs  eines  Teiles  der  Bahn  in  dem  gegen 
die  Strömung  zurückkehrenden  Teile  der  Bahn  aufgehoben  wird. 

Als  Beispiel  einer  einwertigen  Funktion  sei  (f  =  fi/r  angeführt, 
wo  r  die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  von  einem  Punkt  0  ist. 
Der  Wert  von  fdq>/ds.d8  {==  fdtp)  längs  einer  Bahn  von  einem 
Punkt  P  nach  einem  Punkt  Q,  für  welche  r  die  Werte  r^  bezw.  r^  hat, 
ist  fi/r^  —  /t/r|  und  ist  folglich  null  für  jede  nicht  durch  den  Punkt 
0  hindurchgehende  geschlossene  Kurve. 

Anderseits,  wenn  9  =  ft  arctg  (y/x)  ist,  so  ist 

wenn  es  längs  einer  Bahn  von  einem  Anfangspunkt  P(X],  yi)  nach 
einem  Endpunkt  Q  (Xg,  ^2)»  ^^g*  1^^*  genommen  wird.  Das  ist  aber 
/x  (Oj  —  Öl),  wenn  ß.^  —  Öi 
der  Winkel  zwischen  den  vom 
Anfangspunkte  0  der  Koordi- 
naten nach  Q  und  P  gezogenen 
Radien  ist  Dieser  Winkel 
hängt  offenbar  von  der  von  P 

nach  Q  gezogenen  Linie  ab;       g 

denn  wenn  diese  wie  die  Linie 
PPQ  verläuft,  so  dreht  sich 
der  Radiusvektor  um  den 
^  QOP-,  wenn  sie  dagegen, 
wie  PA  Q ,  zum  Teil  aus  einer  einzigen  geschlossenen  Schlinge  um  den 
Anfangspunkt  besteht,  so  dreht  sich  der  Radiusvektor,  wenn  sein  End- 
punkt sich  längs  der  Kurve  von  P  nach  Q  bewegt,  um  einen  Winkel 
2^-4-  z.  Q  OP.  Geht  die  Kurve  zweimal  um  den  Anfangspunkt 
herum,  so  ist  der  Wert  von  0^  —  öi  sogar  gleich  47C  -\-  /.  Q  OP,  u.  s.w. 
Das  Integral  ist  also  dasselbe  für  alle  Bahnen  von  P  nach  Q,  die  gleich 
viele  Male  um  den  Anfangspunkt  herumgehen. 

Femer  mögen  in- diesem  Falle  Kurven  PBQ^  PCQ  derart  von 
P  nach  Q  gezogen  werden ,  daß  beide  eine  geschlossene  Kurve  um  0 
bilden.  Dann  ist  das  Integral  längs  P^Q  nicht  gleich  dem  längs  PCQ; 
denn  das  Integral  längs  der  geschlossenen  Kurve  von  P  wieder  zurück 
nach  P  in  der  als  positiv  gerechneten  Richtung  (etwa  PÄQ)  ist  2  ä/li, 
und  daher  ist,  wenn  das  Integral  von  P  nach  Q  längs  PB  Q  gleich 
fiJist,  das  längs  PCQ  gleich  2ä  ft  —  fij.  Würde  die  geschlossene 
Kur?e  PBQCP  nicht  0  umschließen,  so  würde  das  Integral  um  sie 
herum  null  sein;  denn  ebenso  wie  ein  Punkt,  der  von  P  aus  die  ganze 
Bahn  umlaufen  hätte,  würde  sich  auch  der  Winkel  0  zwischen  einer 
von  diesem  Punkt  nach  0  gezogenen  Linie  und  OP  nicht  um  2  ;r, 
sondern,  wie  viele  Umwege  die  Bahn  auch  machen  möge,  um  einen 
Winkel  null  im  Ganzen  drehen. 
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In  allen  Fällen  mehrwertiger  Funktionen  kann  dem  Integral  die 
Zweideutigkeit  genommen  werden,  indem  man  die  Bahn  gewineii  Ein- 
schränkungen unterwirft.  In  dem  eben  betrachteten  Falle  möge  eine 
Linie  OD  in  der  rr,^-Ebene  von  Oin  die  Unendlichkeit  gesogen  werden, 
mit  der  Bestimmung,  daß  keine  Bahn  gezeichnet  werden  darf,  die  diese 
Linie  kreuzt;  dann  ist  das  Integral  für  alle  in  P  beginnenden  und  in 
Q  endenden  Bahnen  dasselbe,  die  Funktion  ist  also  damit  tatsächlich 
einwertig  geworden. 

Ebenso  kann  in  dem  Falle  der  geschlossenen  Röhre,  in  der  die 
Flüssigkeit  strömt,  das  Potential  durch  Einführung  eines  Diaphragma« 
quer  durch  die  Röhre,  das  kein  Bahnintegral  kreuzen  darf,  einwertig 
gemacht  werden. 

Diese  Betrachtungen  finden  natürlich  ebensowohl  auf  Eraftpoten- 
tiale,  als  auf  Geschwindigkeitspotentiale  Anwendung  (s.  auch  §  486). 

359.  Gleichungen  der  Flüssigkeitsbewegung.  Wir  können 
jetzt  die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit  niederschreiben  und 
sie  auf  einige  von  den  einfacheren  im  praktischen  Leben  Torkommenden 
Fällen  anwenden.  Man  betrachte  wieder  ein  Flüssigkeitsparallel' 
epipedon,  das  seinen  Mittelpunkt  im  Punkte  x,  y^  e  und  seine  Kanten 
von  den  Längen  äx^  dy,  de  parallel  den  Azen  hat  X  sei  die  pro 
Masseneinheit  auf  das  Element  wirkende  Kraft,  dann  ist  XQdxdtfdi 
die  von  aulSen  in  der  Richtung  der  a;-Axe  auf  das  Element  wirkende 
Kraft.  Außerdem  gibt  es  eine  vom  Druck  der  umgebenden  Flüssigkeit 
auf  das  Element  herrührende  Kraft  Ist  der  Druck  im  Mittelpunkt 
^t  y^  ^  gleich  P,  so  erhält  man  durch  den  in  §§  354,  355  angewandten 
Prozeß  für  die  Differenz  der  Drucke  an  den  beiden  Enden  senkrecht 
zur  x-Axe  — (dp/dx)dx  nach  rechts.  Die  infolge  dieser  Drackdile- 
renz  auf  das  Element  wirkende  Kraft  ist  — (dp/dx)dxdyd£.  Die 
ganze,  das  Element  in  der  x-Richtung  angreifende  Kraft  ist  daher 


i'^-U) 


dxdydz. 


Dies  muß  der  Beschleunigung  des  Elementes  mit  seiner  Masse  multipli- 
ziert gleich  sein,  und  es  gelten  entsprechende  Resultate  für  die  Be- 
schleunigung in  den  beiden  anderen  Richtungen.  Nach  den  in  §  355 
gegebenen  Werten  der  Beschleunigungskomponenten  erhält  man  somit 
als  Bewegungsgleichungen 


-_    1  8p  8u  ,  du    ,  du    ,  du 

Q  dx  dt   ^  dx  ^  dy  ^  dz 

l  dp  cv    .  dv    ^  8v  ,  cv 

1  cp  dw    ,  dw    ,  dw    ,  dw 

Q  dz  et  dx  dy  dz 


(12) 
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LMsen  sich  die  Kräfte  X,  Y,  Z  Ton  einer  Potentialfunktion  F,  der 
potentiellen  Energie  pro  Masseneinheit  im  Kraftfelde  ableiten,  so  er* 
halten  dieae  Gleichungen  die  Form 


\dx   ■*"    Q  dx)  '^  dt 
Uy  Q  dy)  ^   dt 


(13) 


Va^ff       9  aj  ~  dt 

worin  ü,  ^,  IT  als  ganze  Beschleunigungskomponenten  benutzt  sind. 
Nnn  ist  für  einen  beliebigen  Zeitmoment  der  Druck  p  eine  Funktion 
?on  Xy  y,  Zy  und  die  den  Änderungen  von  x^  y^  z  um  dx^  dy^  dz  ent- 
eprechende  Änderung  von  p  ist  {dp/dx)dx  +  (dp/dy)dy'+  (dp/dz)de, 
und  entsprechend  dV  =  {dV/dx)dx  +  (dV/dy)dy  +  (dV/dz)dz. 
Nimmt  man  dann  die  drei  Bewegungsgleichungen  in  der  zuletzt  ge- 
Bchriebenen  Form,  multipliziert  die  erste  mit  dx^  die  zweite  mit  dy 
und  die  dritte  mit  dz,  so  erhält  man 

(1       \         du  dv  di€ 

Nun  sei  q  eine  Funktion  von  p,  so  daü  1/p  gleich  f*  (p)  ist,  wo 
J'ip)  der  Differentialquotient  mit  Bezug  auf  p  einer  Funktion  f(p) 
von  p  ist  Dann  ist  die  Klammergröüe  auf  der  linken  Seite  für  einen 
gegebenen  Augenblick  eine  reine  Funktion  der  Koordinaten,  und  der 
ganze  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  bezeichnet  die  Abnahme  von 
F -f /(|>),  eine  Funktion  der  Koordinaten,  die  dann  statthat,  wenn 
/t  y,  z  sich  in  ic  4"  ^^»  P  +  ^y»  z  -\-  dz  verwandeln,  und  folglich  ein 
▼ollkommenes  Differential  ist  (§  356).  Die  Gröüe  auf  der  rechten 
Seite  ist  daher  in  diesem  Falle  erwiesenermaßen  ebenfalls  ein  voll- 
kommenes Differential  einer  Funktion  der  Koordinaten  Xj  y,  z  (die 
indessen  auch  noch  von  t  abhängen  kann). 

360.     Lord  Kelvins  Theorem   der   Flüssigkeitsbewegung. 

Man  kann  mit  Recht  behaupten,  daß  in  dem  folgenden  Theorem  Lord 
Kelvins  der  größere  Teil  der  Theorie  der  Flüssigkeitsbewegung  ent- 
halten ist.  Vor  Aufstellung  des  Theorems  müssen  ein  paar  Defini- 
tionen gegeben  werden.  Wenn  1^  m^  n  die  Richtungskosinus  eines 
Elementes  einer  mit  der  Flüssigkeit  sich  bewegenden  Reihe  von  Teil- 
chen sind,  so  ist  der  Geschwindigkeitsgrad,  womit  die  Teilchen  sich 
der  Reihe  entlang  bewegen,  lu  '\'  mv  -{-  mv.  Diese  Geschwindigkeit, 
mit  dSj  der  Länge  des  Elementes,  multipliziert,  heißt  die  Strömung 
längs  dem  Element.  Wenn  dXy  dy,  dz  die  Projektionen  von  ds 
auf  die  Axen  sind,  so  sind  die  Werte  von  ?,  m,  n,  nach  §  24,  dx/ds, 
dy/ds,  dz/ds.  Folglich  kann  man  die  Strömung  in  der  Form 
udx  -f  vdy  -{-  wdz  schreiben. 
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Nun  betrachte  uiaa  den  Änderungsgrad  dieser  Größe  mit  der  Zeit 
in  irgend  einem  Angenblick.  Er  wird  Yon  zwei  Dingen  abhingea, 
nämlich  den  Änderungsgraden  Yon  u^  v,  w  und  den  Ändenmgsgraden 
Ton  dx,  dy^  dz  in  jenem  Augenblick.  Die  ersteren  Änderungsgrade 
sind  üj  v^  w,  die  anderen  dx,  dy^  di\  denn  wenn  z.  ß.  i  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  a;-Richtung  am  einen  (linken)  Ende  yon  dx  ist  bo 
ist  i  -\'  dx  die  Geschwindigkeit  am  anderen  Ende.  Die  Differeuz 
zwischen  diesen  Geschwindigkeiten  ist  dfi,  dies  ist  das  Maß,  in  dem  dx 
an  Länge  zunimmt;  und  ebenso  sind  d{f^  de  die  Grade,  in  denen  d^j 
und  dz  zunehmen.     Für  x^  y^  i  kann  man  natürlich  tt,  r,  w  setzen. 

Mithin  ist  die  Strömung  längs  dem  Element,  wenn  sie  im  Anfang 
eines  Zeitelementes  dt  gleich  udx  -{-  vdy  -|-  wdz  ist,  am  Ende 
dieser  Zeit 

•   («+S'")(-'+''S^') 

Sonach  beträgt  die  Änderung 

l^-da:  '\-  ^dy  -\-  -J^  dz  +  udu  +  vdv  +  todw]  dt 
\at  dt  dt  I 

plus  einer  mit  dt^  multiplizierten  Größe.  Wenn  man  die  letztere  — 
da  dt  sehr  klein  genommen  wird  —  Temachlässigt  und  mit  d\  divi- 
diert,  so  erhält  man  für  den  Änderungsgrad  der  Strömung  die 
Gleichung 

-T^^udx  +  vdy  -f  wdz)^=^r-dx  + -rr^y +  tt^^  + wdtt  +  t?dt-  +  *f^'f 
ttf  dt  dt  at 

du  ^      ,    dt'         ^    dw  ,      ,       , 

WO  q'^  =:  u^  -\-  v^  -\-  w^j  das  Quadrat  der  resultierenden  Geschwindig- 
keit ist. 

Die  Strömung  längs  einer  endlichen  in  der  Flüssigkeit  gezogenen 
Kurve  s  ist  das  Integral  \{udx  +  vdy  +  wdz),  längs  der  Kurve  von 

einem  h^nde  zum  andern  genommen.  (Daß  ein  Integral  längs  einer 
Kurve  oder  über  eine  Oberfläche  genommen  ist,-  wird  durch  das  Suffix 
s  oder  S  unter  dem  Integral  bezeichnet)  Somit  ist  der  Änderungsgrad 
der  Strömung  längs  dem  endlichen  Bogen  s  nach  dem  schon  erhaltenen 
Ergebnis : 
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wo  go,  gi  die  Werte  der  Gesobwindigkeit  am  Anfangs-  und  Endpunkt 
der  Linie  sind.     Dies  ist  das  Lord  Kelvin  sehe  Theorem. 

Ist  die  Kurve  geschlossen,  so  ist  qi  =z  q^^  und  das  Glied  unter 
dem  Integral  auf  der  rechten  Seite  verschwindet.  Auch  in  dem 
Falle,  wo  üdx  -f  vdy  -{■  wdz  ein  vollkommenes  Differential  einer 
einwertigen  Funktion  der  Koordinaten  ist,  wofür  die  Bedingungen  in 
§  359  aufgesteJlt  worden  sind,  verschwindet  das  Integral  auf  der 
rechten  Seite,  und  die  Strömung  längs  der  Kurve  s  ist  konstant,  wenn 
uch  die  Kurve  mit  der  Flüssigkeit  bewegt. 

Das  Theorem  von  Lord  Kelvin  wird  durch  die  folgende,  nach 
Gl.  (15)  aus  §  359  abgeleitete  Formel  ausgedrückt: 

~\{udx  +  vdy  +  wdz)  =  _  j  ^-y,  +  v,JtWi-<l^)  (16) 

Die  einzigen  notwendigen  Bedingungen,  um  zu  beweisen,  daß  die  Größe 
auf  der  linken  Seite  verschwindet,  wenn  das  Integral  um  eine  ge- 
schlossene Bahn  genommen  wird,  sind  also,  daß  1/q  =  f'(p)  und  daß 
ff(p)dp  oder  f(p)  und  7  einwertige  Funktionen  der  Koordinaten  seien. 
Das  Integral  f{udx  -\-  vdy  -\-  wdz)  um  eine  geschlossene  Kurve 
wird  die  Zirkulation  um  die  Kt^rve  genannt.  Demnach  sägt  Lord 
Kelvins  Theorem  für  diesen  Fall  aus,  daß,  wenn  unter  den  auf- 
gestellten Bedingungen  die  Zirkulation  für  eine  sich  mit  der  Flüssig- 
keit bewegende  geschlossene  Kurve  in  einem  Augenblick  null  ist,  sie 
dann  für  immer  null  ist. 

361.  Geschwindigkeitsquirl.  Wirbelstärke.  Zirkulation  um 
eine  Kurve  als  Oberfl&chenintegral  der  Wirbelstarke  ausg^edriickt. 

Man  denke  sich  jetzt  eine  geschlossene  Kurve,  die  sich  mit  der  Flüssig- 
keit bewegt  und  eine  Oberfläche,  die  durch  diese  Kurve  begrenzt  wird. 
Es  sei  d  S  ein  Oberflächenelement  und  ds  ein  Kurvenelement,  und  7,  m,  n 
seien  die  Kichtungskosinus  der  nach  der  positiven  Oberflächen  sei te  zu 
gezogenen  Normalen  von  dS» 

Die  positive  Seite  der  Oberfläche  wird  folgendermaßen  definiert. 
Das  Integral  f{udx  -f-  '^dy  -\-  wdz)  wird  um  die  geschlossene  Kurve 
in  einer  als  positiv  gewählten  Richtung  genommen,  dann  denkt  man 
sich  einen  Beschauer  in  der  positiven  Richtung  auf  der  Kurve  herum- 
gehend, während  die  Oberfläche  zu  seiner  Linken  liegt,  dann  sieht  der 
Beschauer  auf  die  positive  Seite  der  Fläche  herunter. 

Es  gibt  tatsächlich  für  jedes  Element  der  Fläche  zwei  zusammen- 
gehörige positive  Richtungen,  die  eine  längs  des  Randes,  die  andere 
in  der  Normale  zum  Element.  Diese  stehen  im  selben  Zusammenhange, 
wie  die  Drehnngsrichtung  und  die  Fortschrittsrichtung  einer  rechts- 
drehenden Schraube. 

Man  kann  jede  durch  eine  einzige  geschlossene  Kurve  begrenzte 
Fläche  in   unendlich    kleine   Elemente  nach  jeder   Richtung  einteilen, 
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indem  man  Linien  über  die  Flftcbe  nebt.  Man  denke  sich  dies  aas* 
gefübrt  und  die  Grenze  aller  Elemente  nacheinander  in  der  positiyen 
Ricbtnng  durcblanfen.  Jede  Grenzlinie  wird  bei  diesem  Proseß  swei- 
mal,  aber  in  entgegengesetzten  Riebtangen,  dorcblaufen  werden,  wenn 
sie  zwei  aneinander  stoßenden  Flftchenelementen  angebört,  and  nur 
einmal,  wenn  sie  einen  Teil  der  Grenze  der  ganzen  Fl&che  ansmacht 

Wenn  die  äußere  begrenzende  Kurve  Regionen,  wie  Ä  and  JB,  ein- 
scbließt,  über  die  das  Fiftcbenintegral  nicht  zu  nehmen  ist,  so  maß  dai 
Integral  um  die  Grenzen  auf  die  Rander  aUer  solcher  Regionen  ant- 
gedehnt  werden.  Fig.  195  zeigt  die  Richtung  der  Linienintegration 
für  solche  Teile  der  Grenze,  entsprechend  den  oben  ausgesprochenen 
Grundsätzen. 

Ist  diese  Einsicht  gewonnen,  so  kann  man  jetzt  das  folgende 
Theorem  beweisen: 

f(udx  +  vdy  +  wdz)  =  2/(l|  +  mi?  +  nt)dS  .  .  (17) 


Fig.  195, 


Fig.  196. 


wo  das  zweite  Integral  über  die  Fläche  und  das  erste  um  die  ganze 
Begrenzungslinie  genommen  ist,  und  wo  die  Größen  ^r^^  die  in  GL (10) 
definierten  Wirbelkomponenten  sind. 

Die  Fig.  196  möge  zum  Beweise  dienen.  AB  CA  sei  ein  drei- 
eckiges Element  der  Oberfläche.  OA^  OB,  OC  seien  Linien,  die  von 
einem  Punkte  0  parallel  mit  den  Koordinatenaxen  nach  den  Ecken  des 
Dreiecks  gezogen  sind.  Dann  hat  man,  wenn  man  nach  der  Reihen- 
folge der  Buchstaben  A,  B,  C  herumgeht : 


K" 


dx    .       dy    .       djB\  _ 
ds  ds  dsj 


ABCA 


=l("^:+4:)-+i(4r+'^)^'+l(»s+v> 


OABO 


OBCO 


OCAO 


Ist  das  Element  sehr  klein,  und  sind  dx,  dy,  de  die  Längen  Ton 
OA,  OB,  OCj  so  kann  man  bei  der  Berechnung  der  drei  Integrale  auf 
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der  rechten  Seite  für  u,  v,  to  die  Werte  benatzen,  die  sie  in  den  Mittel- 
punkten Ton  OÄ^  OB^  OC  haben.  Nehmen  wir  das  erste  von  den 
dreien,  so  ist  offenbar 

^„  +  i^^y^  _  (u  +  ly^dx  + 1^  dt,)  dx 

+  (r  +  1  g  da:  +  i|^  dy)  dy  -  («  +  i  g  dy)  dy, 
was  sich  auf 

redaziert,  wenn  n  der  Kosinus  des  Winkels  ist,  den  die  Normale  zur 
Fläche  ABC  mit  OC,  der  Normalen  zur  Fläche  AOB  bildet,  und  dS 
die  Fläche  des  Dreiecks  ABC  bezeichnet. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  die  beiden  anderen  Integrale  und 
bat  folglich  für  das  Element  ABC: 


(18) 


Hier  ist  die  positive  Richtung  der  Normale  von  d  S  diejenige ,  welche 
sich  von  0  entfernt. 

Führt  man  dies  aus  für  die  ganze,  mittels  ihrer  Schnitte  mit,  den 
Koordinatenebenen  parallelen  Ebenen  in  dreieckige  Elemente  eingeteilte 
Oberfläche  (und  eine  solche  Einteilung  der  Oberfläche  ist  möglich), 
addiert  man  die  Linienintegrale  zu  einer  Summe  und  die  Flächen- 
integrale  zu  einer  anderen  Summe  zusammen,  so  heben  sich  die  Linien- 
integrale für  die  Seiten,  die  zwei  benachbarten  Dreiecken  gemeinsam 
sind,  auf  und  lassen  nur  das  Linienintegral  einmal  um  die  ganze  Be- 
grenzungslinie  herum  übrig.  Somit  ist  nach  Gl.  (10)  das  in  Gl.  (17) 
aasgesprochene  Theorem  bewiesen. 

Es  ist  dies  ein  überaus  wichtiges  Theorem,  das  für  jede  Richtungs- 
größe gilt,  deren  Komponenten  tt,  v,  w  sind.  Die  Komponenten 
\(dw/dy  —  dv/dz),  ...,  also  f,  ij,  g  können  als  die  mit  x,  y,  z  par- 
allelen Komponenten  einer  anderen  Richtungsgröße  angesehen  werden, 
deren  Komponente  längs  der  Normalen,  also  die  sog.  Wirbelinten- 
sität, durch  die  Größe  in  geschwungenen  Klammem  auf  der  rechten 
Seite  von  Gl.  (18)  gegeben  ist.  Die  Komponenten  \  {C  w'dy  —  dv/cz)y . . . 
selbst,  also  die  Wirbelkomponenten,  heißen  auch  „Quirl  ** -Komponenten 
von  tt,  V,  W'y  der  hier  erörterte  Prozeß  der  Ableitung  einer  Richtungs- 
größe von  einer  anderen  wird  manchmal  „quirlen"  genannt. 

Wenn  man  jetzt  zur  Gl  (17)  zurückkehrt,  so  sieht  man,  daß,  wenn 
i,  iy,  S  aUe  null  sind  für  jede  von  einer  Kurve  eingeschlossenen  Ober- 
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fläche,  auch  die  Zirkulation  um  die  EurTe  null  ist.  Somit  muü  sie. 
wenn  sie  für  eine  von  der  Kurve  eingeschlossene  Oberfläche  büII  ist, 
für  jede  solche  Oberfläche  null  sein ,  d.  h.  jede  solche  OberflAche  muß 
ein  Integral  null  der  Wirbelintensität  ergeben. 

Nun  kennt  man  aus  dem  Lord  Kelvinschen  Theorem  das  Er- 
gebnis, daß  unter  den  in  §  359  festgesetzten  Umständen  die  Zirkda- 
tion, wenn  sie  in  irgend  einem  Augenblick  null  ist,  Ton  da  ab  immer 
null  ist.  Folglich  ist  das  Oberflächenintegral  des  Quirls,  wenn  es  für 
die  Ton  einer  Kurve  eingeschlossene  Oberfläche  einmal  null  ist,  Ton  da 
ab  immer  nulL  Da  dies  für  alle  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegenden 
Kurven,  die  gezeichnet  werden  können,  Anwendung  findet,  so  folgt 
daraus,  daß,  wenn  |,  17,  £  einmal  für  einen  Teil  der  Flüssigkeit  null 
sind,  sie  für  denselben  fortan  immer  null  bleiben  müssen. 

Dieser  überaus  wichtige  Satz  führt  offenbar  zu  der  Konsequenz, 
daß  in  einer  idealen  (d.  h.  zähigkeitsfreien)  Flüssigkeit  Wirbelbewegung 
weder  entstehen  noch  vergehen  kann.  Wirbelbewegung  ist  also  immer 
Folge  von  innerer  Reibung;  und  einmal  vorhanden,  kann  sie  anch  nnr 
durch  Reibung  vernichtet  werden. 

Die  Grundlagen  und  die  allgemeine  Theorie  der  Wirbelbewegung 
sind,  nach  vorangegangenen  Anläufen  von  S  vanb  erg  (1839)  und  Stokes 
(1845),  in  der  berühmten  Abhandlung  von  Helmholtz  (1858)  «t^ber 
die  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbel- 
bewegungen entsprechen",  gegeben  worden.  Im  Anschluß  an  ibn  haben 
dann  insbesondere  W.  Thomson  (jetzt  Lord  Kelvin),  J.J.Thomson, 
H  a u  k  e  1  und  B  e  1 1  r a  m  i  die  allgemeine  Theorie  gefördert,  und  Lord 
Kelvin  hat  sogar,  gestützt  auf  die  festgestellte  Unzerstörbarkeit  der 
Wirbel,  eine  Theorie  der  Materie  (Wirbelatom  -  Hypothese)  darauf  auf- 
gebaut. 

Von  einigen  speziellen  Fällen  von  Wirbelbewegung  wird  noch  die 
Rede  sein. 


362.  Erstes  Integral  der  Bewegungsgleichungen.  Statio- 
näre Bewegung.  Wir  nehmen  jetzt  ein  Geschwindigkeitspotential 
als  vorhanden  an;  F  sei  eine  einwertige  Funktion  der  Koordinaten 
für  einen  beliebig  zu  wählenden  Zeitpunkt;  die  linke  Seite  von  G].(16) 
lautet  — d{(pi  —  9o)•^^  so  daß  die  Gleichung  jetzt  wird: 


[-S  +  J?+^-!4="- 


(19) 


Nun  ist  aber 


dt  ~  et   ^  dt    cx.        dt  "dy        dt  de  ^  et 
so  daß  Gl.  (19)  in  der  Form 
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11? +  ä.' +  >■].  =  [Hl .0. 

geschrieben  werden  kann. 

Wenn  q>  sich  in  einem  bestimmten  Raumpunkte  nicht  ändert,  oder, 
wie  der  übliche  technische  Ansdruck  lautet,  wenn  q)  keine  explizierte 
Funktion  der  Zeit  ist,  so  ist  d(p/di  =  0,  und  man  nennt  alsdann  die 
Bewegung  stationär.  Die  letzte  Gleichung  kann  dann,  unter  Weg- 
UsBong  der  Suffixe  für  die  Integrale,  in  der  Form 

jy  +  h='+  F=C (21) 

geschrieben  werden,  wo  C  der  Wert  des  Ausdrucks  auf  der  rechten 
Seite  Yon  Gl.  (20)  für  den  Anfangspunkt  der  Linie  ist  Die  Größe  auf 
der  linken  Seite  ist  die  totale  Energie  der  Flüssigkeit  pro  Masseneinheit 
in  dem  betrachteten  Punkte.  Wenn  p  in  absoluten  Krafteinheiten  pro 
Flächeneinheit  genommen  wird,  ist  (fdp/Q  +  53*  +  ^)/9  ^^^^  Größe, 
die  manchmal  die  dynamische  Druckhöhe  der  Flüssigkeit  genannt 
wird  (§  352).  Also  gibt  es  im  Falle  der  stationären  Bewegung  Eon- 
etanz  der  dynamischen  Druckhöhe  sowohl  in  einem  bestimmten  Punkte 
der  Flüssigkeit,  als  in  jedem  Teilchen  bei  seiner  Bewegung. 

Wenn  Q  eine  Funktion  von  p  ist,  so  hat  man  fUr/dp/Q  den  Wert 
/(p)  und  folglich 

f(Pi)—f(Po)  +  1(3?  -  qS)  +  (Fa  -  Fo)  =  0.  .  .  (22) 
Demnach  ist,  wenn  der  Druck  an  beiden  Enden  der  Linie  derselbe,  d.  h. 
/(Pi)  =/(jPo)  ist: 

Uq?-QS)  =  -  Vi  +   Vo (23) 

Für  den  F'all  einer  inkompressibeln  (tropfbaren)  Flüssigkeit,  für 
die  Q  als  unabhängig  vom  Druck  gelten  kann,  ist  f{p)  =  p/g,  und 
Gl.  (22)  wird  einfacher: 

-^  (Pi  —  Po)  +  |(<i/  -  Qo')  +  (^1  -  ^'0)  =  0  .    .  (24) 

Kehren  wir  nochmals  zur  Gl.  (20)  zurück,  so  muß  stieng  beob- 
achtet werden,  daß  sie  nicht  den  tatsächlichen  Wert  des  Druckes  in 
einem  Punkt  gibt.  Sie  gibt  nicht  mehr  als  —  wenn  q  und  V  bekannt 
Bind  —  den  Unterschied  zwischen  den  Werten  von  p  in  zwei  Punkten 
der  Flüssigkeit.     Wenn  Q  konstant  ist,  so  ist  die  Gleichung 


P,-Po  +  lQ(q^  -  a  +  e  (F,  -  F.)  =  Q  1"^]^ 


(25) 


Natürlich  ist  dieser  Druck  nicht  notwendig  unbekannt.     Er  kann 
in  den  meisten  Fällen  experimentell  ermittelt  werden. 

363.     Stromlinien.        Eine    Idee    Ton    großer  Wichtigkeit    und 
Brauchbarkeit  in  der  Flüssigkeitsbewegung    ist  die  Idee  der   Strom- 


400  Neuntes  Kapitel. 

linie;  das  ist  eine  derart  in  der  Flüssigkeit  gezogene  Kurve,  daß  für 
einen  beliebigen  Augenblick  die  Bewegongsrichtung  der  Flüssigkeit  in 
jedem  beliebigen  Element  die  der  Tangente  an  die  Kurve  ist  Wenn 
ds  ein  Längenelement  einer  Stromlinie  ist,  und  dx,  dy,  de  seine  Pro- 
jektionen auf  die  o;-,  y*  und  JS-Axen  sind,  so  sind  die  Gleichungen  der 
Stromlinie 

^  =  £»  =  ^=.lf (26) 

u  V  w         q 

oder,  wenn  sich  die  Gresch windigkeiten  von  einem  Potential  ableiten 
lassen, 

dx    ^  J^  ^     dz    _  ds 

dq>  dqj  d(p  cq> 

dx  cy  cz  ds 

Somit  ist  eine  Stromlinie  in  jedem  Punkte  senkrecht  zur  Fläche 
gleichen  Geschwindigkeitspotentials  an  der  betreffenden  Stelle.  Diese 
Stromlinien  sind  den  Kraftlinien  bei  der  Anziehung  darch  die  Schwere 
und  bei  der  elektrischen  und  magnetischen  Anziehung  und  Abstoßung 
genau  analog.     (S.  weiter  unten  Kap.  X.) 

Die  Strömung  längs  einem  Stromlinienelement  ist,  wie  wir  sehen, 
udx  -f-  ^dy  -f"  *f^dz  oder  qdSy  und  es  ergibt  sich  demnach 


i|,..=|if..+j,.,=l^> 


+  ',{flf-3,')--(2Ö) 


iC^zi^ -«,?)=  12^8  =  -  r,^r„-^' 


Für  den  Fall  der  stationären  Bewegung  hat  man 

^^(qds)  =  -|  qds  -\-  qdq  =  2qdq, 

so  daß  aus  dem  Lord  Kelvin  sehen  Theorem,  wenn  es  auf  eine  Strom* 
linie  in  einer  in  stationärer  Bewegung  befindlichen  Flüssigkeit  an- 
gewandt  wird,  der  Ausdruck 

'^^      .    .    (29) 

8  S 

entsteht. 

Unterdrückt  man  die  Suffixe  für  die  Werte  der  Größen  am  Ende 
der  Linie,  und  bezeichnet  man  mit  C  den  Wert  von  |  g|  +  ^o  "h  ^^^ 
Anfangswert  von  fdp/Q,  so  ergibt  sich 

k»+   f''-  +   F=C (30) 

Also  hat  C  für  alle  Punkte  einer  Stromlinie  einen  bestimmten  Wert, 
aber  im  allgemeinen  verschiedene  Werte  für  verschiedene  Stromlinien. 
Die  Gleichung  ist,  wie  man  sieht,  dieselbe  wie  die  für  eine  beliebige 
Bahn  unter  Voraussetzung  der  Existenz  eines  Geschwindigkeitspoten- 
tials gefundene  (21);  hier  gilt  sie  aber  nicht  für  eine  Bahnlinie,  son- 
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dem  für  eine  Stromlinie,  und  man  sieht,  was  freilich  auch  sonst 
einlenchtet,  daJB  hei  der  stationären  Bewegung  Bahnlinie  und  Stromlinie 
identische  Begriffe  sind  (im  allgemeinen  aher  nicht).  Man  verdankt 
obiges  Theorem  Daniel  Bernoulli,  der  es  in  seiner  „Hydrodynamica*' 
(1738)  mitteilt.  Es  ist  dort  praktisch  gefunden  aus  der  Betrachtung 
der  auf  einen  Teil  der  Flüssigkeit  auf  dem  Wege  längs  der  StromHnie 
▼on  einem  Punkt  zu  einem  anderen  geleisteten  Arheit  (s.  §§  210,  362), 
Die  Gl.  (30)  drückt  die  Tatsache  der  Konstanz  der  Energie  der 
Flüssigkeit  in  irgend  einem  Raumteile  für  den  Fall  stationärer  Bewegung 
ans  Denn  man  betrachte  ein  Stück  der  Flüssigkeit,  das  durch  einen 
Mantel  yon  Stromlinien  und  zwei  auf  ihnen  senkrechte  Endflächen  {A 
imdB)  begrenzt  ist.  Die  bei^  eintretende  Masseneinheit  einer  Flüssig- 
keit bringt  die  kinetische  Energie  |  q^  und  die  potentielle  Vq  mit ,  die 
in  B  austretende  nimmt  die  kinetische  Energie  |  q^  und  die  potentieUe 
Fj  mit  sich  fort.    Insoweit  findet  also  ein  Energiegewinn  im  Betrage  von 

Kflo' -  «/)  +  (»'o  -  F.) 
statt.  Außerdem  aber  leistet  die  bei  Ä  eintretende  Flüssigkeit  auf  die 
schon  in  dem  Räume  befindliche  die  Arbeit  po/Pot  ^^^  letztere  ihrerseits 
leistet  auf  die  bei  B  austretende  die  Arbeit  Pi/Qi*  Das  ergibt  einen 
weiteren  Energiegewinn  in  Höhe  von  (Pq/Qq)  —  (Pi/Qi)-  Hiermit  ist 
aber  immer  noch  nicht  alles  berQcksichtigt.  Denn  die  eintretende  Masse 
hat  das  Volumen  l/po*  ^^  austretende  das  Volumen  1/pi;  es  wird  also 
noch  eine  weitere  Arbeit  fpd{l/Q)^  oder  ausgeführt: 


^  _  ^  _  f  ^ 


auf  die  innere  Flüssigkeit  geleistet;  auch  sie  stellt  einen  Knergiezu  wachs 
dar.  Addiert  man  nun  alle  drei  Teile,  beachtet,  daß  sich  die  Glieder 
Po/Qo  und  Pi/Qo  gegen  die  gleichen  negativen  fortheben,  und  bedenkt, 
daß  dieser  ganze  Gewinn  null  sein  muß,  so  erhält  man: 

0 

oder,  wenn  man  wieder  C  einführt,  genau  die  Gl.  (30).  • 

364.  Zweidimensionale  Bewegung.  Ein  sehr  wichtiger  Spezial- 
fall der  Bewegung  ist  der,  wo  sie  von  einer  der  Koordinaten,  z.  B.  Zj 
unabhängig  ist;  dies  wird  gewöhnlich  Bewegung  in  zwei  Dimensionen 
genannt.  Für  diesen  Fall  ist  die  Kontinuitätsgleichung,  wenn  die 
Flüssigkeit  inkompressibel  ist: 

1^+^=0     . (31) 

dx        dy 

Die  Gleichung  einer  Stromlinie  kann  für  zweidimensionale  Bewegung 

in  der  Form                            j              j           r.  /oox 

udy  —  vdx  =  0 (32) 

Oraj,  Physik.    I.  26 
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geschrieben  werden ,  und  die  eben  mitgeteilte  Kontinoitätagleichiing  ist 
die  Bedingung,  daß  sich  die  Gresch windigkeiten  u,  v  Ton  einer  Funktion 
^  der  Koordinaten  (und  vielleicht  von  Q,  der  sog.  Stromfnnktion, 
durch  die  Grleichungen 

"  =  -87'        "  =  8^ ^''^ 

ableiten  lassen.     Die  Gleichung  der  Stromlinie  kann  demnach  in  der  Form 

gT'^-+||<i*  =  0 (34, 

geschrieben  werden. 

Gl.  (34)  zeigt,  daß  if  weder  Ton  x,  noch  von  y  direkt,  sondern  nur 
von  t  abh&ngt,  d.  h.  sie  ergibt  integriert 

^  =  F{i) (35) 

und  speziell,  wenn  die  Bewegung  stationär  ist, 

^  =  C (36) 

die  Integralgleichung  einer  Stromlinie  im  Falle  station&rer  Bewegimg. 
Diese  Gleichung  kann  als  fCü:  die  ganze  Schaar  der  Stromlinien  gültig 
angesehen  werden,  wenn  C  als  Ton  einer  Stromlinie  zur  anderen  Tariie- 
rend  angesehen  wird. 

Wenn  es  ein  Geschwindigkeitspotential  ip  gibt  (das  natürlich  eben- 
falls eine  Funktion  von  x,  y^  t  ist  im  Falle  zweidimensionaler  Bewegung), 
so  ergeben  die  beiden  Ausdrücke  fCü:  jede  G^schwindigkeitskomponente 

8^  _  _  89p  8^  _  85p 

dx~       8y'  dy  ~  dx ^  ^^ 

So  erhält  man  als  Eontinuitätagleiohung  für  eine  inkompressible 
Flüssigkeit 

dx^  "^  8y> 
und  die  zugehörige  Gleichung  für  T^ 

g2^  82t/;  __ 
dx^~  "^  dy^ 
Fig.  197.  Diese  letztere  drückt  die  Tatsache  aus,  daß  die  Größe 
dv  dx  —  cu/dy  das  Doppelte  der  Winkelgeschwindig- 
keit eines  Flüssigkeitselementes  um  eine  Aze  parallel  zur 
^-Axe)  null  ist,  d.  h.  daß  die  Bewegung  eine  nicht  wir* 
belnde  ist. 

Man  betrachte  ein  Element  ds  einer  Linie  gleichen 
^        "'  Potentials;    die  Komponenten    von  ds  nach   den  Axen 

sind  da;  und  dy.  Die  Strömung  durch  ds  ist  (s. Fig.  197)  vdx  —  udy. 
Nun  ist  aber 

dtlf  dtb 

vdx  —  tidy  =  ^—-  dx  4-  T—  dy  ■=  dtb, 
dx  cy 
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d.  h.  d^  ist  das  Maß  der  Ström angsgesch windigkeit  durch  ds  {AB  in 
Fig.  197)  in  der  Richtung  yon  rechts  nach  links  fflr  einen  längs  ds  in 
der  positiven  Richtung  blickenden  Beschauer  (in  Fig.  176  Ton  Ä 
nach  B). 

Die  Differentialgleichung  einer  Linie  gleichen  Potentials  ist 

ä^'+if^»=» w 

und  die  einer  Stromlinie  ist 

woraus  hervorgeht,  daß  Linien  gleichen  Potentials  und  Stromlinien  zu- 
einander senkrechte  Scharen  von  Kurven  sind.  Die  gleiche  Tatsache 
folgt  auch  aus  der  durch  Multiplikation  der  Gl.  (37)  sich  ergebenden 
Gleichong : 


d.h.: 


8^  8^    ,     d(p  djf  _ 
dx  dx  '^   dy   dy~    ' 


cos  ({p  =  consty    ^  =  const)  =  0. 

365.  Konjugierte  Funktionen.  Die  Gl.  (37)  sind  die  ana- 
lytischen Bedingungen  dafür,  daß  W  =  q)  -\-  t^(i  =  y —  l)  eine 
Funktion  der  komplexen  Variablen  z  =  x  -^  iy  ist;  mit  anderen 
Worten :  W  ändert  sich  mit  z  in  dem  Verhältnis ,  daß  der  Änderungs-  ' 
grad  dW/dz  von  TT  nach  z  von  der  speziellen  xr  zugehörigen  Änderung, 
d.  h.  von  der  Beziehung  von  dx  zu  dy,  unabhängig  ist.  Wenn  man 
also,  wie  in  §  28,  x  durch  die  Entfernung  auf  der  x-Axe  von  einem 
gewählten  Anfangspunkte  aus,  y  durch  die  Entfernung  auf  der  ^-Axe 
und  z  durch  die  Strecke  OP  darstellt,  wo  P  der  durch  die  rechtwink- 
ligen Koordinaten  rr,  y  gegebene  Punkt  ist,  so  ist  dW/dz  von  der 
Richtnng  der  unendlich  kleinen  Strecke  PQ  (=  dz)  von  P  nach  einem 
dicht  benachbarten  Punkte  Q  unabhängig.  Der  Beweis,  daß  dies  in 
den  Gl.  (37)  ausgesprochen  ist,  wird  dem  Leser  überlassen.  Es  ist  ein 
elementares  Theorem ,  das  in  der  Theorie  der  Funktionen  einer  kom- 
plexen Variablen  bewiesen  wird. 

Wenn  man  dann  eine  Funktion  W  der  komplexen  Variablen  z 
finden  kann,  und  wenn,  wie  es  immer  möglich  ist,  diese  Funktion  in 
der  Form  q>  -\-  iilf^  wo  q)  und  ^  Funktionen  der  reellen  Variablen  x 
and  y  sind,  ausgedrückt  wird,  so  sieht  man,  daß  die  Kurven 

q)  =  const,  1^  =  const (40) 

ein  konjugiertes  System  bilden,  d.  h.  daß,  wenn  irgend  eine  dieser 
beiden  Kurvenscharen  als  Linien  gleichen  Potentials  gewählt  wird,  die 
andere  Schar  das  korrespondierende  System  von  Stromlinien  ist.  Als- 
dann sind  (p  und  ^  sogenannte  konjugierte  Funktionen. 

26* 
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In  Fig.  198  sind  zwei  solcher  Scharen  konjugierter  Kursen  Ter- 
anschaulicht.  Man  kann  sie  1.  als  die  Stromlinien  und  Äquipotential- 
linien ansehen,  die  Ton  zwei  punktförmigen  Polen,  nämlich  einer  Quelle 
(positiv)  und  einer  Senke  (negativ)  ausgehen.  Die  Flüssigkeit  strömt 
entlang  den  von  Ä  sich  ausbreitenden  und  in  B  konvergierenden 
Linien  aus;  die  geschlossenen  Kurven  (Kreise)  um  die  Quellen  herum 
sind  die  Kurven  gleichen  Potentials. 

Man  kann  aber  die  Kurven  auch  2.  als  Strömungslinien  undÄqni- 
potentialkurven  ansehen  für  eine  Flüssigkeit,  die  sich  wirbelfrei  in  ge- 


Fig.  198. 


schlossenen  Bahnen  um  A 
und  B  in  entgegengesetzten 
Richtungen  auf  beiden  Sei- 
ten der  von  oben  nach  unten 
auf  dem  Blatte  gezogenen 
Mittellinie  bewegt  Diese 
Mittellinie  ist  eine  gerad- 
linige Stromlinie  sowohl  für 
Ä  als  für  B.  Dann  sind 
die  von  Ä  ausstrahlenden 
und  in  B  zusammenlaufen- 
den Kurven  die  Kurven 
gleichen  Potentials. 

Die  Theorie  der  kon- 
jugierten Funktionen  wird 
in  den  Büchern  Über  die 
Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Variabein,  sowie  in  dem  Buche 
von  Riemann- Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der 
mathematischen  Physik,  behandelt.  Auf  diese  und  die  Lehrbücher  über 
Elektrizität  und  Magnetismus  muß  für  die  vollständige  Darlegung 
der  Eigenschaften  dieser  Funktionen,  sowie  für  das  Prinzip  der  kon- 
formen Abbildung  verwiesen  werden,  mit  dessen  Hilfe  man  aus  der 
Lösung  eines  Problems   die  Lösungen  anderer  ableiten  kann. 

366.  Wirkung  der  Bewegung  auf  den  Druck.  Torricelli- 
sehes  Theorem.  In  §  362  wurde  das  wichtige  Ergebnis  gefunden, 
daß  der  Druck  in  einem  Punkte  um  Va(^3^  kleiner  ist,  als  er  wäre, 
wenn  keine  Bewegung  statthätte,  wo  q  die  Geschwindigkeit  in  dem 
Punkte  ist.  Ein  vortreffliches  Beispiel  hierfür  liefert  eine  unter  der 
Wirkung  der  Schwerkraft  aus  einer  Öffnung  in  einem  Oefäße  aus- 
fließende Flüssigkeit,  deren  Oberfläche  ebenso  wie  der  Strahl  unter 
Atmosphären  druck  steht,  während  entweder  dadurch,  daß  der  Quer- 
schnitt des  Gefäßes  im  Vergleich  mit  dem  der  Öffnung  groß  ist,  oder 
durch  beständiges  Ersetzen  der  Plüssigkeit  das  Niveau  der  freien  Ober- 
fläche erhalten  bleibt.  Wählt  man  eine  Bahn,  die  in  der  freien  Ober- 
fläche anfängt  und  in  der  Strahloberfläche  endet,  so  ist  F  =  —  9^* 
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wo  z  yoD  irgend  einem  gewählten  Niveau  naoh  unten  gemessen  ist. 
Folglich  ist,  wenn  h  die  Tiefe  des  gewählten  Strahlpunktes  unter  der 
freien  Oberfläche  ist,  g©  =  0,  Fi  —  Fo  =  —  gh^  und 

q^  =  2gh (41) 

wo  q  die  Geschwindigkeit  im  Strahl  im  gewählten  Punkte  auf  seiner 
Oberfläche  ist.  Dieser  Satz  ist  bekannt  als  das  Torri cellische 
Theorem. 

Es  muJ3  streng  beachtet  werden,  daß  dieser  Satz  nichts  über  die 
Geschwindigkeit  innerhalb  des  ausfließenden  Strahles  aussagt.  Diese 
hängt  Yon  dem  Werte  ^  den  p  in  dem  in  Betracht  stehenden  Punkte 
hat,  ab. 

367.  Geschwindigkeit  im  Strahl.  Vena  contracta.  Obgleich 
die  Geschwindigkeit  in  der  Oberfläche  des  ausfließenden  Strahles  naoh 
dem  Tor ric ellischen  Theorem  gegeben  ist,  so  kann  diese,  wie  gesagt, 
nicht  als  Geschwindigkeit  für  den  ganzen  Strahl  gelten.  Ein  Stück 
weit  Tor  der  Mündung  innerhalb  des  Gefäßes  sind  die  Stromlinien  der 
Flüssigkeit  ^ouTergent,  und  diese  Konvergenz  setzt  sich  in  dem  Strahle 
außerhalb  der  Mündung  fort.  Daher  ist  die  Geschwindigkeit  im  Innern 
des  Strahles  geringer  als  an  der  Oberfläche,  der  Druck  größer.  £in 
kleines  Stückchen  außerhalb  der  Mündung  sind  dann  die  Stromlinien 
parallel  geworden,  und  man  kann  die  Geschwindigkeit  dort  als  gleich- 
förmig über  den  ganzen  Querschnitt  und  den  Druck  als  Atmosphären- 
dmck  annehmen.  Der  Querschnitt  ist  kleiner  als  der  der  Mündung, 
nnd  die  Geschwindigkeit  ist  jene  (^2  gh)  des  Falles  durch  die  Höhe  h 
Ton  der  Oberfläche  bis  zum  Querschnitte. 

Diese  sogenannte  Vena  contracta  hat  einen  von  den  Umständen 
abhängigen  Flächeninhalt,  dessen  Betrag  zu  untersuchen  außer  in  ge- 
wissen speziellen  Fällen  unmöglich  ist  Immerhin  kann  erwiesen  werden, 
daß  er  kleiner  als  der  Flächeninhalt  der  wirklichen  Öffnung  ist;  denn 
stellen  wir  uns  einmal  die  Flüssigkeit  in  dem  Gefäße  vor,  wenn  die 
Mändung  verstopft  wird.  Die  Druckkraft  der  Flüssigkeit  auf  jedes 
Element  der  Wandung  ist  von  einer  gleich  und  entgegengesetzt  wir- 
kenden Kraft  von  seilen  der  Wandung  auf  die  Flüssigkeit  begleitet. 
"^  kann  also  die  von  einem  Wandungselemente  auf  die  Flüssigkeit  wir- 
kende Kraft  als  durch  die  von  einem  entgegengesetzten  Elemente  der 
Zwischenfläche  wirkende  Kraft  ausgeglichen  angesehen  werden,  so  daß 
gar  keine  Bewegung  der  Flüssigkeit  statthat. 

Wird  jetzt  die  Mündung  geöffnet,  so  wirkt  eine  Kraft,  die  unaus- 
geglichen bleibt,  von  der  Wandung  gegenüber  der  Öffnung  auf  die 
Flüssigkeit.  Wenn  h  die  Tiefe  unter  der  Oberfläche  und  a  der  Flächen- 
inhalt der  Mündung  ist,  so  ist  die  nicht  aufgehobene  wirkende  Kraft 
g^ah  oder,  im  Gewichtsmaße,  gah.  Dies  muß  die  in  der  Zeiteinheit 
in  der  ausströmenden  Flüssigkeit  erzeugte  Bewegungsgröße  sein,  wenn 
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der  Druck  auf  Jeden  anderen  Teil  der  Wandung  gQah  ist,  was  an- 
nähernd der  Fall  sein  wird,  wenn  der  Bewegangsbereich  innerhalb  des 
Gefäßes  Yon  der  Wandung  entfernt  liegt,  so,  wenn  die  Öffnung  ans  einer 
scharf  abgeschnittenen  Röhre  besteht,  die  etwas  in  die  Flüssigkeit  hin- 
einragt, Fig.  199.  In  diesem  Falle  hat  man  ga'v^  für  die  Bewegnngs- 
große  der  in  der  2^iteinheit  ausströmenden  Flüssigkeit,  wenn  a!  der 
wirksame  Flächeninhalt  der  Öffnung  ist ,  d.  h.  der  Querschnitt  des  sa- 
sammengezogenen  Strahles,  da  das  Gewicht  ga'v  mit  der  Geschwindig- 
keit V  ausströmt.     Dies  muß  also  gQah  sein,  und  folglich  ist 


v^  =  ^gh 


(42) 


Dieses  Ergebnis  ist  von  Borda^)  festgestellt  worden,  welcher 
a'  =  a/ 1,924  fand  bei  einer  Mündung,  die  aus  einer  hereinragenden 
Röhre,  wie  beschrieben,  gebildet  wurde. 

Die  beigegebenen  Zeichnungen  Fig.  199  und  Fig.  200  leigen  die 
Strömung  in  einer  einspringenden  Röhre  mit  scharfem  Rande;  die  erste 
Fig.  199. 


A 


^  /"^ 


^ 


Fig.  201. 


Fig.  200. 


W^^-///f\ 


!///'/  V '  'V 


A 


gibt  die  allgemeine  Natur  des  Strahles,  die  zweite  die  Stromlinien  nahe 
am  Rande.  Fig.  201  zeigt  die  Stromlinien  nahe  einer  Mündung  mit 
scharfem  Rande  in  der  senkrechten  Wand  eines  Gefäßes. 

In  den  meisten  Fällen  ist  die  oben  angegebene  Bedingung  nur 
näherungsweise  erfüllt.  Wenn  z.  B.  die  Öffnung  in  der  senkrechten 
Wand  des  Gefäßes  angebracht  ist,  gibt  es  eine  beträchtliche  Bewegung 
in  der  benachbarten  Flüssigkeit,  und  dementsprechend  ist  der  Dmck 
erniedrigt.  Die  Strömung  entspricht  daher  einem  nicht  ausgeglichenen 
Druck  über  ein  gegenüberliegendes  Stück  Oberfläche,  das  größer  ist 
als  die  Mündung,  und  der  Strahl  nähert  sich  im  Flächeninhalt  mehr 
der  Öffnung. 


*)  M6m.  de  l'Acad^mie  des  Sciences,  1786.  Für  die  Theorie  der  Vena 
contracta  s.  a.  die  ges.  Abb.  von  Helmholtz,  Kirchboff,  Lord  BaT- 
leigh  u.  a.   Ein  mitBordas  übereinstimmendes  Resultat  erhielt  auch  Froude. 
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Auch  gibt  68  in  allen  Fällen  eine  kleine  Abnahme  der  Geschwindig- 
keit durch  die  Reibung ,  so  daß ,  wenn  Ci  das  Verhältnis  a'/a  und  c^ 
das  Yerhältnis  der  wirklichen  Entleemngsgeschwindigkeit  zum  Torri* 
cell i sehen  Werte  ist,  für  das  ausgeflossene  Volumen  pro  Sekunde  der 
Ausdruck  gilii'c^c^a  '^ 2gh  oder  ca  y  2ghj  wenn  c  =  CiC^  ist 

Man  kann  annehmen,  daß  für  Öffnungen  in  den  Wänden  oder  auf 
dem  Boden  eines  Grefäßes  ohne  hervor-  oder  hineinragendes  Mundstück  e 
angefähr  0,62  beträgt. 

S68.  StrSmung  durch  ein  sich  erweiterndes  Rohr.  Eine 
stärkere  Strömung  wird  erzielt,  wenn  man  die  Mündung  mit  einer  her- 
Torragenden  Röhre  versieht,  wie  in  Fig.  202.  Für  ein  Mundstück, 
senkrecht  zur  Wand,  mit  der  es  scharf  zusammenstößt,  ist  der  Wert 
Ton  c  ungefähr  0,82.  Es  findet  ein  Druckverlust  statt  infolge  der 
Erscheinung,  daß  das  Rohr  direkt  außerhalb  der  inneren  Mündung 
nicht  vollständig  mit  den  Stromlinien  der  Flüssigkeit  angefüllt  ist 
Innerhalb  dieses  Raumes  bilden  sich  Strudel  und  Wirbel  (ähnlich  wie 

Fig.  204. 
Fig.  202. 


bei  einem  Rohr  mit  plötzlich  sich  erweiterndem  Querschnitt,  Fig.  203), 
die  eine  Vergeudung  von  Druckhöhenenergie  bedingen  durch  die  gegen 
die  Reibung  geleistete  Arbeit 

Eine  stärkere  Strömung,  ja  eine  über  die  obere  der  Öffnung  im 
Gefäße  entsprechende  Grenze  hinausgehende  Strömung  gewinnt  man, 
wenn  man  das* Mundstück  dem  durch  die  Stromlinien  beim  Ausfluß 
gebildeten  Strahl  so  ähnlich  als  möglich  macht,  aber  sich  nach  außen 
erweitem  und  nach  und  nach  zylindrisch  werden  läßt  (Fig.  204).  Dann 
wird  der  soeben  erwähnte  Druckverlust  vermieden,  und  für  ein  glattes, 
gut  gearbeitetes  Ansatzrohr  dieser  Art  wird  eine  Geschwindigkeit  von 
nur  ungefähr  3  Proz.  unter  der  Grenze  erreicht.  

Die  Geschwindigkeit  ist  also  etwas  kleiner  als  \^2gh,  aber  der 
Flächeninhalt  der  Oefäßmündung  ist  wirklich  der  der  Röhrenmündung. 
Das  Mundstück  muß  sich  aber  zuerst  füllen ,  d.  h.  es  muß  gefüllt  sein, 
ehe  die  Strömung  beginnen   kann.      Die   Geschwindigkeit  durch   den 
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▼erengten  Teil  des  Strahles  nahe  der  Verbindung  des  Mundstückes  mit 
dem  Gefäße  ist  natürlich  größer  als  die  an  der  Mündung,  und  dem- 
entsprechend ist  der  Druck  kleiner.  Wird  die  Fläche  des  engsten 
Teiles  sehr  klein  gemacht,  so  kann  der  Druck  sich  dem  Nnllwerte 
nähern,  und  die  Annäherung  an  diesen  Wert  macht  sich  dadurch  geltend, 
daß  sich  der  Strahl  von  der  Oberfläche  des  Mundstückes  loslöst  und 
nur  noch  einen  Teil  des  Ausflußraumes  einnimmt.  Denn  wenn  P  der 
Druck  an  der  Stelle,  wo  der  Strahl  zylindrisch  geworden  ist,  p  der 
Druck  im  Ansatz  ist  und  V  und  v  die  entsprechenden  Geschwindig- 
keiten sind ,  so  ergibt  sich  P  —  p  =  ^q  (v^  —  F^).  Wenn  aber  A 
und  a  die  Flächen  sind,  so  ist  v/V  -==  A/a  und  somit: 

P  -  j,  =  1  p  F«  (^'  -  l)  oder  P  -  j,  =  i,pÄ  (^  -  l)- 
Wenn  dann 

p<.pä(^-i) 

ist,  so  ist  p  <  0,  d.  h.  wenn 

^>'W '«' 

ist,  so  ist  der  Druck  im  Halse  des  Rohres  gleich  oder  kleiner  als  null. 
Nun  ist  aber  experimentell  gefunden  worden,  daß  eine  Flüssigkeit,  die 
Luftblasen  enthält,  wie  Wasser  meistens,  keinen  negativen  Druck,  tdio 
streckende  Kraft,  aushalten  kann,  und  so  wird  in  Wahrheit  die  Grenze 
erreicht,  ehe  A^  so  groß  geworden  ist,  daß 

^  _  P  +  ggh  _  r  +  1 

aa  —       ggh       *-  ~i~ ^**^ 

ist,  wo  r  das  Verhältnis  des  Druckes  P  zu  dem  der  Druokhöhe  h  zu- 
gehörigen Drucke  ist.  Also  hat  man,  wenn  ggh  =  P  ist,  Ä^a^  =  2 
oder  A  =  a  \^2, 

Es  genügt  also  nicht ,  um  den  Verbrauch  von  Wasser  aus  einem 
Eeseryoir  zu  bestimmen ,  nur  die  Fläche  der  Öffnung  in  der  Wand  des 
Reservoirs  in  Betracht  zu  ziehen ;  die  Form  des  Rohres  außerhalb  mal} 
auch  beachtet  werden.  Schon  den  Römern  war  diese  Art,  die  Strömung 
durch  eine  Öffnung  zu  verstärken,  bekannt,  und  es  mußte  ein  Gesetz 
eingeführt  werden,  das  den  Leuten,  die  aus  den  öffentlichen  Sammel- 
becken mit  Wasser  versorgt  wurden ,  die  Anwendung  dieser  Methode 
untersagte. 

369.  Experimentelle  Beispiele  für  das  Torricelüsche 
Theorem.  Daß  das  Quadrat  der  Ausflußgeschwindigkeit  in  dem  hier 
betrachteten  Falle  der  Höhe  der  freien  Oberfläche  über  der  Öffnung 
proportional  ist,  wird  öfters  an  dem  in  Fig.  205  und  206  angedeuteten 
Apparate  bewiesen.  Die  Weite  des  Strahles  auf  einer  horizontalen 
Ebene  unter  der  Öffnung  wird  für  verschiedene  Tiefen  der  Mündung 
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unter  der  Oberfl&che  und  Höhen  über  der  Ebene  gemessen.  Es  sei  h 
die  Tiefe  der  Öffnung  unter  der  Oberfläche,  x  ihre  Höhe  über  der  hori- 
zontalen Ebene,  auf  die  der  in  horizontaler  Richtung  austretende  Strahl 
aofschlftgi.  Dann  bleibt  die  horizontale  Geschwindigkeit  überall  V; 
die  vertikale  Geschwindigkeit  eines  Strahlteiles  zu  einer  Zeit  t  nach 
Verlassen  der  Öffnung  ist  ^f.  Dann  ist  die  in  der  Zeit  t  zurückgelegte 
horizontale  Strecke  vt,  und  die  durchfallene  vertikale  Höhe  ist  \  gi^] 


Fig.  205. 


Flg.  206. 


dies  ist  aber  x,  und  daraus  ergibt  sich  t  =  '^2x/g.  Wenn  y  die  Ent- 
fernung auf  der  horizontalen  Ebene  ist,  so  ist  nach  dem  Torricelli- 
schen  Theorem 

«^  =  v^—  =  4hx. 

g 

Der  Punkt,  in  dem  der  Strahl  die  Ebene  trifft,  ist  demnach  ein 
Ponkt  auf  einer  Parabel,  deren  Scheitelpunkt  die  Ausflußöffnung  ist 
tmd  deren  Parameter  4h  beträgt  Auch  sind,  wenn  der  Höhenunter- 
ichied  X  zwischen  der  Ebene  und  der  Öffnung  fest  ist,  die  Strahlweiten 
für  verschiedene  Tiefen  h  der  Öffnung  unter  der  freien  Oberfläche  die 
Ordinaten  einer  Parabel,  deren  Abszissen  die  Werte  von  h  sind  und 
deren  Parameter  4x  ist. 

Somit  ist  das  Quadrat  der  Strahlweite  bei  gegebener  Lage  der 
Ansflnßöffnung  und  der  freien  Oberfläche  mit  der  Entfernung  x  der 
Ebene  unter  der  Mündung,  dagegen  bei  gegebener  Lage  dieser  Ebene 
mit  der  Tiefe  h  der  Mündung  unter  der  Oberfläche  proportional.  Man 
konstruiert  daher  ein  Gefäß  mit  Mündungen  an  verschiedenen  senk- 
recht untereinander  liegenden  Punkten,  dann  berechnet  man  die  Strahl- 
weiten für  eine  bestimmte  Höhe  der  freien  Oberfläche  (die  durch  ge- 
nügenden Zufluß  und  einen  Abflußhahn,  der  ein  Steigen  des  Niveaus 
▼erhindert,  konstant  erhalten  wird)  und  verzeichnet  sie  auf  der  Ebene, 
worauf  man  das  Ergebnis  veriflziert,  indem  man  die  Strahlen  fließen 
läßt  Fig.  205  zeigt  die  Strahlweite  für  verschiedene  Werte  von  h  in 
den  Proportionen  9,  16,  25  auf  einer  Ebene,  die  jedesmal  gleich  tief 
unter  der  Ausflußöffnung  liegt;  Fig.  206  zeigt  die  Strahlweiten  auf 
derselben  Ebene  für  Öffnungen  in  verschiedener  Höhe  im  oben  genannten 
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Verhältnis.     Die  Figuren  sind  aas  Winkel manns  Handbach  der 

Physik  entnommen. 

Man  wird  einsehen,  daß  die  jedesmaligen  Werte  von  x  und  h  aus- 
P^  207.  getanscht  werden  können ,  d.  h.  daß  die 

Strahlweite  für  eine  Tiefe  x  der  Ebene 
unter  der  AusflußöSnung  and  einer  Tiefe 
h  der  AnsflaßöSnung  anter  der  Oberfläche 
dieselbe  ist  wie  die  für  eine  Tiefe  k  der 
Ebene  anter  der  ÖfEnang  and  einer  Tiefe  x 
der  ÖfEnang  unter  der  freien  Oberfl&che. 
Dies  ist  aus  Fig.  207  zu  ersehen. 


370.  Strömung  einer  kompressiblen  Flfissigkeit  Adia- 
batische Strömung  eines  Gases.  Bis  jetst  wurde  hauptsächlich  der 
Fall  betrachtet,  in  dem  Q  konstant  ist.  Aber  in  einem  Grase  ändert 
sich  die  Dichte  mit  dem  Druck  und  Je  nach  der  Bedingung,  der  es 
unterworfen  wird,  in  verschiedener  Weise.  Wird  die  Temperatur  kon- 
stant erhalten,  so  ist  die  Dichte  dem  Druck  proportional,  d.  h.  es  ist 

9         9o 

Bleibt  die  in  jedem  Teile  des  Gases  vorhandene  W&rme  konstant,  d.  h. 
für  die  sogenannte  adiabatische  Kompression  oder  Dilatation  des 
Gases  ist  die  Bedingung 

9'        9o'' 
wo  y  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärme  des  Gases  bei  konstantem 
Druck  zu  seiner  spezifischen  Wärme  hei  konstantem  Yolumen  ist. 
Im  ersteren  Falle  ist 

J    Q  Po        Po 

a 

WO  Po  und  Pi  sich  auf  Anfang  und  £nde  der  Integrationalinie  s  be- 
ziehen.    Es  wird  also  aus  Gl.  (22)  in  diesem  Falle: 


Qo        Po 
Im  anderen  Falle  wird 

f  dp  _  _y_    /pi^  __  po\ 
J    9         y  —  1  \Pi         PoA 

a 

80  daß  an  Stelle  von  Gl.  (22)  herauskommt: 


(45)     I 


P<\ 


Vr 


Po  y  —  1 


(i'i'~"''-i'o*-'^)  +  i(9,»-*?)+F, 


r,  =  0    (46) 
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Wenn  die  Geschwindigkeit  am  Anfang  der  Linie  s  null  oder  zu 
Temachlässigen  ist  und  Vi  —  Vq  ebenfalls  zu  vemachlässigen  ist,  so 
ergibt  sich: 

Diese  Gleichung  kann  zur  Integration  längs  einer  Stromlinie  anter 
allen  Umständen  zur  Integration  längs  irgend  einer  mit  der  Flüssig- 
keit sich  bewegenden  Linie  dann  benutzt  werden,  wenn  die  Bewegung 
wirbelfrei  ist. 

371.    StationSre  Strömung  eines  Gases  in  ein  Takuum.    Es 

wird  später  gezeigt  werden,  daß  das  Quadrat  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  Kompressions-  und  Dilatations wellen  durch  eine 
elastische  Flüssigkeit  hindurch  gleich  dem  Wert  von  dp/dQ  ist,  wo 
cp  dQ  der  Änderungsgrad  des  Druckes  mit  der  Dichte  unter  der  Be- 
dingung konstanter  Temperatur  oder  unter  der  Bedingung,  daß  keine 
Fortpflanzung  von  Wärme  von  einem  Teüe  zum  anderen  stattfindet,  ist, 
oder  was  nun  sonst  die  herrschende  Bedingung  sein  möge,  unter  der 
die  WeUen  fortgepflanzt  werden.  Aus  der  unter  gewöhnlichen  Um- 
standen geringen  Abnahme  des  Schalles  mit  der  dnrchmessenen  Ent- 
fernung, verbunden  mit  dem  Umstände,  daß  die  Geschwindigkeit  der 
Schallausbreitung  ganz  erheblich  die  der  isothermen  Ausbreitung  über- 
trifft, geht  hervor,  daß  Wellen  der  hier  betrachteten  Art  sich  in  Luft 
nnd  anderen  Gasen  adiabatisch  fortpflanzen.  Daher  muß  dp /dg  aus 
der  Gleichung 

berechnet  werden,  so  daß  sich  ergibt: 

iL  —     IL 

Daher  ist,  wenn  die  Schallgeschwindigkeit  beim  Druck  pi  und  der 
Dichte  Qi  gleich  Vi  und  beim  Druck  po  und  der  Dichte  ^o  gleich  t^o  ist : 

2,'  =  57^(fo'-f,0 (48) 

Aus  dem  ersten  Ausdrucke  für  q^  in  Gl.  (47)  wird  man  ersehen, 
daß  Vi  =  0  ist,  wenn  jp^  =  0  ist,  und  daß  daher,  wenn  das  Gas  adia- 
batisch in  ein  Vakuum  ausströmt,  die  Ausflußgeschwindigkeit 


y; 


Vq 


/-   1 

iBt.    Der  Wert  von  y  ist  für  Luft,  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Wasserstoff 
annähernd  1,41,  so  daß  die  Grenzgeschwindigkeit  2,209  t^o  beträgt 

Hier  taucht  eine  interessante  Frage  auf:  Die  aus  einer  Öffnung  in 
ein  Vakuum  ausströmende  Gasmenge  ist  qi  Qi  a\  wo  a!  (wie  in  §  367) 
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der  wirksame  Flächeninhalt  der  Öffnung  ist     Folglich  hat  man  nach 
dem  oben  erhaltenen  Werte  von  Qi : 


q^Q.a'  r=  a'  |/^  _  ^v^Qi 


(49) 


Da  aber  ^,  noll  ist,  würde  dies  die  Strömung  null  für  gasförmige 
Materie  ergeben,  ein  Resultat,  das  sorgfältige  Erwägung  verdient  Der 
Fall,  in  dem  ^i  =  0  ist,  ist  ein  Grenzfall,  der  in  der  Wirklichkeit 
nicht  vorkommt.  Das  Gtis  kann  sich  nicht  plötzlich  so  in  dem  Vakuum 
ausbreiten,  daß  es  dicht  hinter  der  Öffnung  schon  die  Bedingung  ^i  =  0 
erfüUt,  sondern  es  folgt  eine  Strecke  weit  Stromlinien,  die  sich  schließ- 
lich durch  die  Zähigkeit  und  Diffusion  des  Gases  yerlieren. 

Es  werde  nun  angenommen,  daß  in  der  Öffnung  der  Druck  p  und 
die  Dichte  Q  ist  Wenn  die  Strömung  stationär  ist,  so  muß  der  Betrag 
der  einen  Querschnitt  einer  Stromröhre  passierenden  Materie  in  allen 
Teilen  der  Röhre  derselbe  sein.  Der  Betrag  pro  FlächeneiDheit  ist  da- 
her qg,  und  dieser  muß  für  jeden  Punkt  in  einer  Stromlinie  derselbe 
sein.  Wenn  dann  a  der  Querschnitt  einer  Röhre  und  M  die  Strömnngs- 
menge  durch  einen  Querschnitt  ist,  so  ist 

—  i£ 

Da  M  konstant  ist,  so  wird  der  Wert  von  a  am  kleinsten  sein,  wo 
qg  Am  größten  ist.  Nun  gilt  für  ein  Maximum  oder  Minimum  von  qQ: 

oder:  ,  , 

dq  q  dg 

dp  g  dp 

Es  gilt  aber  auch  nach  GL  (22),  da  T^  =  0  und  q^  =  0  ist: 

p 

2^ 


2_-  o   I   ^ 


=-1 

und  folglich: 


dq  1 

Setzt  man  dies  in  den  eben  gefundenen  Wert  Ton  dqjdp  ein,  so  er- 
hält man 

dq L—  ^1?.      A       l£  i_ 

dp  qg         g    dp  dp        g*' 

das  heißt: 

g.  =   f?^ (50) 

oder :  die  Geschwindigkeit  ist  die  gleiche  wie  bei  der  Fortpflanzung  de? 
Schalles.     Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  ist  der  Querschnitt  des  Stromes 
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ein  Minimiim,  denn  offenbar  muß  dies  einen  Maximalwert  von  qg 
ergeben. 

Nun  ist  im  Falle  adiabatischer  Strömung  nach  61.  (48): 

1'  =  ^  K  -  t'i*); 

folglich  ist,  da  für  die  Maximalströmung  längs  einer  Stromlinie  q^  =  v^  ist: 
2         o      ,        ^_       2  Po 

Qo' 


v^  = 


y  +  i'^ 


2    oder    ^  =        ,     - 


Dieses  letztere  Ergebnis  ergibt  mit  p/g^  =  Pq/Qq^  kombiniert : 

1  y 


JP  ^  /      2      Y  -  ^        ^  ^  /      2      V 

9o      Vy  +  1/      '    Po      \y  +  1/ 


y-  l 


oder,  wenn  y  =  1,41  ist,  Q  =  0,635  ^o  ^nd  p  =  0,527|)ü. 

Es  folgt  daraus,  daß,  wenn  j7i,  der  Druck  im  Auf  nahm  eraume, 
kleiner  als  das  ist,  der  Strom,  nachdem  er  eine  Mini  mal  weite  erreicht 


Fig.  208. 


hat,  sich  wieder  einiger- 
maßen erweitert,  wie  aus 
Fig.  208  ersichtlich  ist. 
Die  senkrecht  zu  den 
Strömen  quer  durch  von 
Ä  nach  B  gezogene 
Karre  ist  augenschein- 
lich konkav  nach  außen, 
und  deshalb  müssen  die 
stärksten  Verengungen 
der  Stromfäden  von  die- 
ser Kurve  nach  außen  lie- 
gen, was  durch  die  Quer- 
striche angedeutet  ist. 

Der  Druck  im  engsten  Teile  jedes  Stromfadens  kann  nicht  kleiner 
als  0,527  Po,  noch  auch  g  kleiner  als  0,635  ^o  sein.  Jenseits  dieser 
Werte  müssen  die  Ströme  sich  erweitem  und  die  Geschwindigkeit  zu- 
nehmen, da  g  abnimmt. 

Wenn  indessen  der  Druck  Pi  außerhalb  der  Mündung  größer  als 
dies  ist,  so  wird  die  Strömung  an  der  engsten  Stelle  in  parallelen  Fäden 
laufen,  und  der  Druck  wird  pi  sein. 

Wenn  die  Strömungsgeschwindigkeit  größer  ist  als  v,  so  kann 
keine  Abweichung  des  Druckes  sich  nach  rückwärts  in  dem  ausströ- 
menden Gase  fortpflanzen,  da  dies  mit  der  Geschwindigkeit  v  geschehen 
würde,  so  daß  eine  Druckabnahme  unter  0,527 po  den  Druck  hinter 
dem  zusammengezogenen  Strahl  nicht  berühren  kann. 

Die  Darlegung  dieses  Falles  verdankt  man  den  fast  gleichzeitigen 
Arbeiten  Yon  Hugoniot  und  Osborne  Reynolds;  die  Ergebnisse 
stimmen  mit  den  Napierschen  Experimenten  überein. 
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Für  adiabatische  Strömung  eines  Gases  gibt  es  also  swei  Werte 
des  Druckes  für  den  Wert  jedes  Querschnittes  der  Röhre,  der  größer 
ist  als  sein  Minimalwert:  einen  über  0,527  po  ^uid  einen  darunter. 
Demnach  gibt  es  zwei  mögliche  Werte  des  Druckes  in  C  (Fig.  2o9)  in 


einer  Röhre  von  yeränderlichem  Querschnitt ,  für  welche  der  Druck  an 
den  beiden  gleichen  H&lsen  Ä  und  B  gleich  0,527  po  ist  Zum  Kon- 
traste sei  daran  erinnert,  daß  für  eine  Flüssigkeit  der  Druck  in  C 
größer  als  in  Ä  oder  JB  ist. 

372.  Wasserstrahlpumpe.  Fig.  210  yeranschaulicht  die  Wir» 
kung  der  Wasserstrahlpumpe.  Ein  Wasserstrahl  wird  mit  großer 
Geschwindigkeit  durch  das  spitz  zulaufende  Mundstück  P  getrieben, 
dessen  Öffnung  sich  in  einem  Punkte  ganz  dicht  bei  dem  engsten  Teile 


Fig.  210. 


der  umgebenden  Röhre  T  befindet.  Diese  Röhre 
h&ngt  durch  ein  seitliches  Rohr  mit  dem  Ranme 
zusammen,  aus  dem  das  Wasser  weggeschafft  wer- 
den soll.  Die  Strömung  des  Wassers  in  dem  ver- 
engten  Halse  von  T  ergibt  nach  dem  Berno alli- 
schen Theorem  einen  geringeren  Druck  in  der 
Verengung  als  in  dem  Teile  darunter,  und  es  findet 
folglich  eine  Strömung  von  Flüssigkeit  aus  dem 
das  Mundstück  umgebenden  Räume  und  dem  Ranme 
dahinter  statt.  Der  wachsende  Druck  aus  dem 
verengten  Teile  von  T  nach  vom  wird  zur  Zurück- 
haltung der  einströmenden  Flüssigkeit  verbrancht. 
Natürlich  kann  die  Pumpe  benutzt  werden, 
um  ein  Fluid  um  mit  Hilfe  eines  Strahls  einer  an- 
deren Flüssigkeit,  der  durch  F  zugef&hrt  wird, 
aus  dem  Räume  fortzuschaffen.  In  diesem  Falle 
wird  eine  Mischung  der  beiden  Fluida  durch  T 
nach  vorn  geschafft  Es  sei  angenommen,  daß  der  mittlere  Druck  der 
Flüssigkeit  in  dem  Mundstück  p^,  in  dem  umgebenden  Rohr  p^  und  im 
Aufnahmerohr  p  ist,  während  die  Dichten  der  Fluida  und  ihre  Ge- 
schwindigkeiten Qi,  Q2t  Q  bezw.  Vi,  V2,v  sind  und  die  wirksamen  Quer- 
schnitte in  den  drei  Fällen  a] ,  a^  und  a  sind.  Die  in  der  Zeiteinheit 
durch  den  Strahl  hereingebrachte  Bewegungsgröße  ist  Pi  v^Gi,  und  das 
Maß,  in  welchem  die  ßewegungsgröße  durch  den  Druck  erzeugt  wird, 
ist  pi  Ui ;  entsprechend  ist  in  den  anderen  Fällen  das  Maß,  in  welchem 
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dnreh  den  Strahl  and  das  umgebende  Rohr  Bewegimgsgröße  geliefert 
wird: 

(Pi  +  9i«'i^)öi  +  (Pa  +  Q9^i)<^2> 
die  in  der  Sekunde  durch  den  Querschnitt  des  Auf  nahmerohrs  gehende 
Bewegongsgröße  anderseits  ist: 

and  folglich  besteht  die  Gleichung: 

(Pi  +  9if^i)(h  +  (P2  +  Qi^i)a2  =  (P  +  9^^)a  .     .     (51) 

Dazu  kommt  noch  die  Kontinuit&tsgleichung,  n&mlich: 

01^1^1+02  92^8  =  09«' (52) 

Für  die  Technik  ist  dieser  Fall  von  besonderem  Interesse ;  in  ihren 
Handbflchern  findet  man  eine  eingehende  Theorie  und  instruktive  Zahlen- 
beispiele. 


Fig.  211. 


373.  Druckfinderimg  in  einer  horizontalen  sich  verengenden 
Röhre.  Es  ist  für  den  Physiker  von  Wichtigkeit,  den  Verlauf  der 
Erscheinungen  in  möglichst  vielen  praktischen  Fällen  zu  kennen.  Es 
folgen  darum  hier  einige  F&lle  von  Änderungen  des  Flässigkeitsdruckes, 
die  zur  Berichtigung  von  Vorurteilen  und  irrigen 
Annahmen  helfen  können.  Fig.  211  zeigt  den 
Aasfloß  einer  Flüssigkeit  aus  einem  Gefäße 
durch  ein  sich  ganz  allmählich  verengendes 
Rohr,  das  am  Ende  des  Mundstückes  nahezu 
gerade  ist.  Die  Änderung  des  Druckes  kann 
man  in  Glasröhren  sehen ,  die  sich  bis  zu  der- 
jenigen Höhe  mit  Flüssigkeit  füllen,  welche  die 
Drucke  in  den  Punkten,  wo  die  Röhren  befestigt 
sind,  anzeigen.  Es  sei  angenommen,  daß  die 
<)Snung  bei  D  den  halben  Flächeninhalt  des 
Querschnittes  hat,  den  das  Mundstück  bei  C 
bat,  daß  diese  letztere  Fläche  der  halbe  Quer- 
schnitt des  Mundstückes  bei  B  ist,  und  daß 
bei  j4  die  Querschnittsfläche  so  groß  ist,  daß  keine  Bewegung  merk- 
lich ist 

Bei  D  herrscht  Atmosphärendruck,  bei  C  ist  die  Geschwindigkeit 
halb  80  groß  wie  bei  D ,  und  folglich  ist  der  Druck  p  bei  C  durch  die 


P  + 


Hd' 


2 


P+^ä' 


gegeben;  und  da  q^  =z  2gh  ist,  wo  h  die  Niveauhöhe  über  der  Öffnung 
iii,  so  hat  man 

p  =  P  +  -  ggh. 
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Das  Meßglas  bei  6r  zeigt  eine  DmckdifEerenz  von  ^  gQh.  Also  hat  die 
Bewegung  den  Druck  von  dem  statischen  Werte,  der  bei  C  herrschen 
würde,  um  \  ggh  erniedrigt.  Ebenso  ist  der  Druck  in  £  um  f  des 
Betrages  ^  gQh^  den  der  Druck  bei  C  unter  dem  statischen  bleibt, 
größer  als  der  bei  C  u.  s.  w. ,  bis  bei  A  die  größte  Weite  erreicht  ist, 
wo  die  Druck  abnähme  nicht  mehr  merklich  ist. 

Ein  anderer  Fall  ist  der  in  Fig.  212  veranschaulichte.     Dort  ist 
das  Rohr  hinaufgeführt  und  dann  horizontal  umgebogen.     Der  Druck 


Fig.  212. 


am  Ende  ist  wieder  Atmosph&rendrack, 
und  die  Geschwindigkeiten  sind  dieselben, 
so  daß  der  Druck  p  im  unteren  horizon- 
talen Teile  des  Mundstückes  bei  D  nach 
dem  Bern oulli sehen  Theorem  mit  dem 
bei  E  durch  die  Beziehung 

p  -  gQ{H  +  h)  =  P'^gQE 

yerbunden  ist,  wo  H  der  senkrechte  Ab- 
stand der  Öffnung  E  unter  dem  Nivesu 
der  Flüssigkeit  und  h  der  weitere  Abstand 
JD  ist.    Folglich  ist: 

p  =  F  +  ggh. 

Dann  entsprechen  gerade  wie  zuvor  Jede  der  senkrechten  Hohen  HJ, 
GH.,,  drei  Vierteln  des  der  Tiefe  der  Mündung  unter  dem  freien 
Niveau  der  Flüssigkeit  zugehörigen  statischen  Druckes. 

Die  Strömung  ist  tatsächlich  dieselbe,  als  ob  das  Mundstück  sich 
bei  D  öffnete  und  die  Höhe  der  freien  Oberfl&che  um  den  Abstand  JD 
heruntersänke. 


374.  Fortsetzung;  zwei  Gefäße.  Fig.  213  zeigt  zwei  am 
Boden  durch  einen  Kanal  von  der  Form  eines  Doppelkegels  verbundene 
Gefäße  derart,  daß  er  sich  nach  der  Mitte  zu  allmählich  zu  einem 
zylinderförmigen  Halse  verengt  und  sich  dann  wieder  in  derselben 
Weise  erweitert.  Die  Strömung  in  dem  zylindrischen  Halse  ist  die  von 
Fi^.  213.  Fig.  214. 


der  Abnahme  der  Druckhöhe  herrührende,  und  der  durch  das  Meßglas 
an  dieser  Stelle  angezeigte  Überschuß  des  Druckes  über  den  Atmosph&ren- 
druck  ist  null.     In  den  sehr  weiten  Teilen  des  Kansds,  wo  die  Ge- 
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sekwindigkeit  unmerklich  ist,  ist  der  angezeigte  Dracküberschaß  der 
der  Dnickhöhe  zakommende. 

Die  Flüssigkeit  wird  in  gleichem  Maße  dem  einen  Gef&ße  zugeführt 
und  ans  dem  anderen  herausgelassen;  das  Niveau  ist  (abgesehen  von 
emem  kleinen  Verluste  durch  Reibung)  dasselbe  in  beiden  Gefäßen. 

Auch  das  folgende  Fronde  sehe  Experiment  ist  interessant.  Es 
werden  aus  dem  vorigen  zwei  Gefäße  gemacht,  wie  sie  aus  der  Durch- 
schneidung  des  Zylinderhalses  des  Verbindungsrohres  entstehen  würden, 
so  daß  sie  also  zwei  kegelförmige  Mundstücke  haben.  Die  beiden 
Enden  stehen  einander  gegenüber  in  gleicher  Höhe  und  mit  geringem 
Abstände  voneinander  wie  in  Fig.  214.  Wenn  beide  Gefäße  bis  zum 
selben  Niveau  gefüllt  und  dann  beide  Mündungen  geöffnet  werden ,  so 
leeren  sich  beide  Gefäße,  und  die  beiden  zusammentreffenden  Ausfluß- 
itrahlen  bilden  eine  ebene  Wand  senkrecht  zu  der  horizontalen  Ver- 
bindungslinie zwischen  den  Mittelpunkten  der  Mundstückenden.  Wenn 
sich  ein  Gefäß,  Ä,  schneller  leert  als  das  andere,  B,  so  gewinnt  der 
Strahl  aus  B  die  Oberhand,  und  die  von  den  zusammentreffenden 
Strahlen  gebildete  Scheibe  bewegt  sich  nach  A  hin.  Die  Strömung  aus 
Ä  nimmt  ab,  während  die  aus  B  zunimmt;  das  Niveau  in  B  fällt 
schneller,  und  nunmehr  tritt  der  entgegengesetzte  Bewegungszustand 
der  Scheibe  ein,  worauf  sich  das  Spiel  wiederholt.  Die  Scheibe  schwingt 
also  zwischen  den  beiden  Öffnungen  hin  und  her. 

Wenn  das  Niveau  in  B  durch  einen  Abfluß  eingerichtet  wird, 
tiefer,  und  zwar  um  einen  genügenden  Betrag  tiefer,  zu  sein  als  in  Ä^ 
80  wird  der  Strahl  aus  Ä  in  B  eintreten,  und  das  Niveau  in  B  wird 
aufrecht  erhalten  werden,  wenn  der  Zufluß  in  Ä  den  Niveauverlust 
aasgleicht,  so  daß  die  Strömung  zwischen  den  Mundstücken  in  kon- 
stantem Betrage  erhalten  wird. 

Bei  dem  Fronde  sehen  Experimente  hatte  das  Gefäß  B  einen 
Flüssigkeit sstand  von  18  Zoll  über  den  Mündungen,  während  Ä  einen 
solchen  von  20'/«  Zoll  hatte.  Der  Unterschied,  2V2Z0II,  stellt  die  zur 
Oberwindung  der  Reibung  notwendige  Druckhöhe  dar. 


375.  Strömung  in  Röhren  von  y erfinderlichem  Querschnitt. 

Die  Verschiedenheit  des  Druckes  in  Höhren  von  nicht  gleichförmigem 


Querschnitt  wird  durch 
die  Fig.  215  und  Fig.  216 
(a  f.  S.)  veranschaulicht, 
die  eine  sich  erweiternde 
nnd  eine  sich  verengende 
Röhre,  mit  strömender 
Flüssigkeit  in  statio- 
närer Bewegung  gefüllt, 
darstellen.  Die  Meß- 
röhren zeigen  durch  die 

Orftj,  Physik.    I. 
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Fig.  215. 
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Höhe  der  darin  stehenden  Flüssigkeit  die  DracWerschiedenheit  an. 
Die  Strömung  ist  also  schneller  an  den  engeren  Stellen  nnd  langsamer, 
wo  die  Röhre  weiter  ist  als  im  Mittel;  und  demzufolge  ist  der  Druck 
in  den  erweiterten  Teilen  größer,  in  den  verengten  kleiner  als  der  Mittel- 
wert. 

Es  ist  eine  weit  verbreitete  Meinung,  daß  das  Gregenteil  der  Fall 
sein  müßte,  sie  ist  aber  durch  Betrachtungen  elementarer  Natur  leicht 


Fig.  216. 


ZU  widerlegen.  Wenn  eine 
Flüssigkeitsmenge  von  einem 
weiteren  in  ein  engeres  Stück 
der  gefüllten  Röhre,  Fig.  215, 
übergeht,  muß  sie  eine  Be- 
schleunigung erfahren,  da  bei 
stationärer  Bewegung  in  der- 
selben Zeit  durch  alle  Qoer- 
schnitte  dieselbe  Flüssigkeits- 
menge  fließt.  Demnach  muß  der  Druck  in  einem  sich  verengenden 
Teile  der  Röhre  überall  hinten  größer  sein  als  vorn,  d.  h.  er  maß  stetig 
abnehmen. 

Ebenso  muß,  wenn  die  Flüssigkeit  von  einem  verengerten  Bahn- 
stücke zu  einem  erweiterten  übergeht,  eine  Verzögerung  stattfinden, 
d.  h.  der  Druck  muß  vom  größer  sein  als  hinten. 

Eine  nicht  ungewöhnliche  Vorstellung  ist  auch  die,  daß  eine  in 
einer  Röhre  strömende  Flüssigkeit,  wie  die  in  Fig.  216,  das  Streben 
haben  muß,  die  Röhre  vor  sich  her  zu  schieben.  Dies  ist  natürlich 
vollkommen  irrig,  wie  man  aus  der  Erwägung  einsehen  wird,  daß  der 
Druck  auf  die  Röhre  senkrecht  zu  ihren  Wänden  stattfindet  und  von 
der  Bewegungsrichtung  nicht  abhängig  ist. 

376.  StTÖmung  an  einem  Hindernis  vorbei.  Stationäre  Be- 
wegung eines  festen  Körpers  in  einer  Flfissigkeit.     Eine  andere 

Fig.  217. 


landläufige  Vorstellung,  die  allerdings  durch  die  Erfahrung  eher  be- 
gründet ist,  ist  die,  daß  ein  Hindernis  jedwelcher  Art  in  einem  Strome 
in  der  Stromrichtung  vorwärts  geschoben  wird.  Dies  ist  nicht  der 
Fall  in  einer  vollkommenen  Flüssigkeit,  wenn  der  Körper  von  solcher 
Form  ist  (s.  Fig.  217)  ,  daß  er  eine  stetige  Bewegung  der  Stromlinien 
an  sich  vorbei  gestattet.  Besitzt  die  Flüssigkeit  Zähigkeit,  so  findet 
immer,  wie  auch  immer  der  Körper  gestaltet  und  ob  er  vollständig  ein' 
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getaucht  sei  oder  nicht,  ein  Zug  auf  den  Körper  infolge  der  sogenannten 
Oberflächenreibung  statt,  der  bestrebt  ist,  den  Körper  mit  dem  Strome 
mitzaziehen ;  gibt  es  aber  Kurvenun Stetigkeiten ,  so  entstehen  Strudel 
oder  Wirbel  in  der  Flüssigkeit. 

Die  Stromlinien  der  Flüssigkeit  an  der  einen  Seite  eines  unter- 
getauchten Hindernisses  vorbei  sind  aus  Fig.  217  zu  ersehen.  Man 
sieht,  daß  sie  sich  in  der  Mitte  zwischen  den  Enden  verdichten  und 
jenseits  des  Hindernisses,  sowohl  davor  als  dahinter,  sich  erweitem, 
and  daß  sie  an  Jeder  dieser  letzteren  Stellen  sich  der  Koinzidenz  mit 
den  ungestörten  Stromlinien,  die  durch  die  punktierten  geraden  Linien 
angedeutet  sind,  nähern.  Auch  sind  sie  weiter  auseinander  als  im 
Durchschnitt,  gleich  nachdem  sie  begonnen  haben,  vom  geraden  Wege 
abzuweichen,  und  gerade  bevor  sie  ihn  wieder  aufnehmen. 

Es  ist  also  eine  Abnahme  des  Druckes  unter  den  Mittelwert  auf 
beiden  Seiten  der  Körpermitte  vorhanden  und  eine  Zunahme  des  Druckes 
vor  und  hinter  dem  Körper.  Es  ist  ein  Ergebnis  dieser  Tatsache,  daß, 
wenn  ein  Schiff  sich  vorwärts  bewegt,  das  Wasser  sich  am  Bug  und 
am  Steuer  über  die  unbewegte  Wasseroberfläche  erhebt  und  in  der 
Mitte  der  SchiSsseiten  darunter  sinkt. 

Da  die  Stromlinien  in  Punkten  in  beträchtlicher  Entfernung  von 
dem  Körper  stromauf  und  stromab  ungestört  bleiben,  so  wird  jegliches 
Kräftesystem,  das  infolge  der  Abweichung  der  Stromlinien  stromauf- 
wärts auf  den  Körper  wirkt,  durch  ein  gleiches  und  entgegengesetztes 
Kräftesystem  infolge  der  Wiederaufnahme  des  ungestörten  Flüssigkeits- 
Isnfes  ausgeglichen. 

Yen  hier  aus  kommt  man  zu  dem  Fall  eines  untergetauchten  oder 
nur  unmerklich  emportauchenden  Körpers  von  rundlicher  Gestalt,  der 
sich  gleichförmig  durch  eine  vollkommene  Flüssigkeit  hindurchbewegt. 
Man  muß  nur  der  Flüssigkeit  und  dem  Körper  eine  Bewegung  erteilen, 
welche  der  ungestörten  Flüssigkeit  in  dem  eben  betrachteten  Falle 
gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Die  Flüssigkeit  wird  in  einiger  Ent- 
fernung vom  und  hinten  zur  Ruhe  kommen;  der  Körper  wird  sich  mit 
einer  der  Flüssigkeit  in  dem  früheren  Falle  gleichen  Geschwindigkeit 
bewegen,  und  die  Wirkungen  zwischen  dem  Körper  und  der  Flüssig- 
keit werden  sich  nicht  ändern  Folglich  wird  der  Körper  keinen  Wider- 
stand gegen  seine  Bewegung  erfahren. 

Stokes  hat  gezeigt,  daß  eine  z&he  Flüssigkeit,  die  in  einer 
dünnen  Schicht  zwischen  parallelen,  ebenen  Wänden  um  ein  Hindernis 
hemmfließt,  Stromlinien  hat,  die  mit  denen  der  zweidimensionalen 
stationären  Bewegung  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  um  einen  unend- 
lichen Zylinder  von  dem  durch  das  Hindernis  dargestellten  Querschnitt 
identisch  sind.  Auf  diese  Weise  hat  Shaw  die  Stromlinien  einer  voll- 
kommenen Flüssigkeit  aufgezeigt. 

In  Wasser  oder  andern  wirklichen  Flüssigkeiten  erfährt  der 
Körper  einen  durch   die  Flüssigkeit  auf  seine  Oberfläche  ausgeübten 
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Zag.  Er  wird  Oberflächenreibang  genannt  und  ist  der  Hanptwider- 
stand,  den  ein  Körper  von  weichen  Linien  auf  seinem  Wege  durch  die 
Flüssigkeit  erfährt  Die  Reibung  erzeugt  eine  Abweichung  der  Strom- 
linien Yon  den  Formen,  die  sie  in  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  haben 
würden,  und  erzeugt  Wirbel  in  einem  dünnen  Flüssigkeitsfaden  an  der 
Oberfläche  des  Körpers.  Auch  wenn  der  Körper  von  eckiger  Gestalt 
ist,  bilden  sich  Strudel  oder  Wirbel,  wo  die  Stromlinien  sich  nicht  dicht 
um  den  Körper  schließen  können.  £s  gibt  in  diesem  Falle  große 
Greschwindigkeitsunterschiede  zwischen  den  verschiedenen  Teilen  der 
Flüssigkeit  und  infolgedessen  große  Verluste  durch  Reibung. 

377.  Wellenwiderstand  gegen  Beweg^ong.  Ein  tief  unter 
der  Oberfläche  des  Wasser  schwimmendes  SchifE  vermeidet  eine  weitere 
wichtige  Ursache  eines  Elnergieverlustes ,  der  viele  gewöhnliche  Schifie 
betrifft  Für  die  letzteren  gibt  es,  wie  oben  erwähnt  wurde,  ein 
Steigen  des  Wasserspiegels  an  Bug  und  Steuer  und  ein  Fallen  des- 
selben an  den  Schiff smitten ,  entsprechend  dem  schon  beschriehenen 
Über-  und  Unterdruck.  Diese  Niveauänderungen  sind  der  Ursprung 
von  Wellen,  die  sich  von  der  jeweiligen  Lage  des  Schiffes  aus  nach 
allen  Richtungen  auf  der  Oberfläche  verbreiten  und  allmählich  durch 
die  Flüssigkeitsreibung  ausgeglättet  oder  durch  die  Brandung  am  Ufer 
zerstreut  werden.  So  ist  das  Schiff  selbst  in  seiner  Bewegung  eine 
Quelle,  von  der  Energie  in  Wellenbewegung  ausgestrahlt  wird,  und 
diese  Energie  ist  es ,  die  durch  die  Triebkraft  des  Schiffes  mit  ersetzt 
werden  muß. 

Es  ist  deshalb  auf  Grund  der  Kraftersparnis  sehr  viel  zu  Gunsten 
submariner  Schiffe  zu  sagen  oder  für  Schiffe,  die  den  Wasserspiegel 
so  wenig  als  möglich  aufwühlen;  aber  natürlich  sprechen  viele  «andere 
Momente  dagegen. 

378.  Widerstand  gegen  eine  sich  durch  die  Flüssigkeit 
hindurehbewegende  flache  Scheibe.  In  einer  gewöhnlichen  FlasBig- 
keit  wird  eine  beträchtliche  Kraft  auf  einen  Körper  von  ungünstiger 
Form  (z.  B.  die  in  Fig.  218  abgebildete  Scheibe)  ausgeübt,  eine  Kraft, 
die  das  Bestreben  hat,  den  Körper  stromab  zu  tragen  und  die  nicht 

Fig.  218. 
A  C 


B  D 

der  Reibungs Wirkung  zugeschrieben  werden  kann.  Nach  einer  von 
Kirchhoff  und  Lord  Rayleigh  ausgearbeiteten  Theorie  ist  dieser 
Widerstand,  ohne  auf  irgend  eine  Unvollkommenheit  der  Flässigkeit 
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rekurrieren  zumüBsen,  erklärbar  durch  die  Annahme,  daß  die  Bewegung 
in  Wahrheit  unstetig  ist,  so  daß  (unter  Vernachlässigung  von  Strudeln) 
ein  Gebiet  toten  Wassers  sich  hinter  dem  Hindernis  bildet,  worin  der 
Druck  derselbe  ist,  wie  in  der  in  beträchtlicher  Entfernung  dahinter 
sich  bewegenden  Flüssigkeit.  Dieses  Gebiet  ist  von  der  übrigen  Flüssig- 
keit durch  eine  zu  den  Kanten  der  Platte  -tangentiale  Oberfläche  ge- 
trennt und  ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,   daß        pj^  219. 

der  Druck  in  jedem  seiner  Punkte  derselbe  ist,  wie  in       ^ 

dem  Strome   eine  Strecke  weiter  hinten.      Fig.   219  ^^^^^^ 

zeigt  die  Form  dieser  trennenden  Oberfläche  nahe  an  | 

einer  langen  Schneide  mit  parallelen  Kanten,  die  nach  I 

der  Beschreibung  weiter  unten  eingetaucht  ist  | 

Die  Flüssigkeit  kommt  also  —  oder  wenigstens  J 

beinahe  —  zur  Ruhe  gerade  vor  dem  Mittelpunkt  der         ^^-^ 

Scheibe,  deren  Vorderseite  dadurch  einen  Überschuß       "^ 

Ton  mittlerem  Druck  im  Vergleich  mit  der  Rückseite  erfährt,  der  die 
Scheibe  stromab  stößt.  Die  Wirkung  ist  also  der  eines  auf  eine  Scheibe 
auftreSenden  Strahles  sehr  ähnlich,  und  dies  ist  auch  der  Gesichtspunkt, 
Ton  dem  aus  häufig  die  Versuche,  die  Wirkung  quantitativ  zu  berechnen, 
unternommen  werden. 

Wäre  die  Bewegung  vollkommen  stetig,  so  gäbe  es  keine  solche 
Kraft  mit  dem  Bestreben,  den  Körper  stromab  zu  tragen;  aber  die 
Stetigkeit  der  Bewegung  würde  an  einer  scharfen  Kante  des  üinder- 
nisses  unendliche  Geschwindigkeit  erfordern,  und  es  würde  der  Druck 
an  dieser  Stelle  von  unendlichem  negativem  Wert  sein,  d.  h.  die  Flüssig- 
keit würde  an  der  Kante  unter  unendlicher  Spannung  stehen.  Natür- 
lich gibt  es  in  der  Wirklichkeit  keine  vollkommen  scharfe  Kante ,  aber 
schon  eine  mäßige  Annäherung  an  vollkommene  Schärfe  würde  eine 
viel  größere  Spannung  ergeben,  als  die  Flüssigkeit  unter  gew^^hnlichen 
Umständen  (z.  B.  Wasser,  das  kleine  Luftblasen  enthält)  ertragen 
könnte. 

379.  Rayleighsche  Theorie  des  Widerstands  gegen  die  Be- 
wegung einer  Platte  in  einer  Flüssigkeit.  Nach  Lord  Rayleighs 
Theorie  (Phil.  Mag.,  Dez.  1876,  auf  die  der  Leser  für  den  analytischen 
Beweis  verwiesen  werden  muß)  ist,  wenn  eine  lange,  ebene,  dünne 
Platte  mit  parallelen  Kanten  derart  in  einen  Strom  gehalten  wird,  daß 
der  Winkel  zwischen  ihrer  Ebene  und  der  Strömungsrichtung  a  ist 
nnd  die  Kanten  senkrecht  zur  Strömungsrichtung  stehen ,  der  mittlere 
nnausgeglichene  Druck  auf  den  Körper 

_„      n  sin  a 

Q  V^ 

4  +  jrsina 

wo  V  die  ungeminderte  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  im  Strom  ist. 
Speziell,  wenn  cc  =  90®  ist,  wird  dieser  Ausdruck 
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Dieser  Ausdruck,  mit  der  Plattenfl&che  multipliziert,  ist  die  Kraft 
stromabwärts. 

Nach  der  gewöhnliclien  Theorie  eines  Strahls,  worin  angenommen 
wird,  d&Q  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  durch  den  Aufprall  auf 
die  vordere  Plattenfl&che  zerstört  wird,  würde  die  Kraft  \qV^  mal  der 
Fl&che  betragen.  Nun  ist  7t/(A-\-n)  ann&hemd  gleich  0,44,  so  dali 
die  Kraft  0,44  Q  V^  mal  der  Fläche  beträgt,  woraus  hervorgeht,  daß  die 
gewöhnliche  Ansicht  in  diesem  Falle  eine  gute  Annäherung  eingibt 

Es  ist  einleuchtend,  daß,  wenn  die  Platte  zur  Strömungsrichtung 

schief  steht,  die  Formel  ebensogut  eine  Kraftkomponente  quer  gegen 

den  Strom   als  eine  solche  abwärts  ergibt      Die  mittlere  Kraft  pro 

Flächeneinheit  der  Platte 

„„      n  sin  a 
Q  F* 

4  +  3r  s*n  a 

ist  zur  Platte  senkrecht  gerichtet  und  hat  deshalb  in  den  aufgeführten 
Richtungen  Komponenten  von  den  Beträgen 

„^  n  sin  a  cos  a               ^^     ^Jf  sin'^  a 
qY^ ~,  p  F* 

4  +  :r  sina  ^       4  +  nsina 

Man  wird  bemerken,  daß  die  Qnerkomponente  einen  Maximal- 
wert für  annähernd  a  =  39^  hat 

Diese  Ergebnisse  sind  natürlich  ebensogut  auf  eine  Platte  an- 
wendbar, die  sich  gleichförmig  durch  eine  überall  in  genügender  Ent- 
fernung von  ihr  in  Ruhe  befindliche  Flüssigkeit  hindurchbewegt;  nur 
muß  man  dann  der  Flüssigkeit  und  der  Platte  eine  Geschwindigkeit 
erteilen,  die  der  bisherigen  der  Flüssigkeit  gleich  und  entgegengesetzt 
ist  Die.  Kraft  auf  die  Platte  wird  ungeändert  bleiben,  und  wir  haben 
den  Fall  einer  sich  durch  eine  im  übrigen  in  Ruhe  befindlichen  Flüssig- 
keit hindurch  bewegenden  Platte. 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt  ein  sehr  bemerkenswerter  Schloß, 
der  sehr  leicht  vom  Leser  qualitativ  geprüft  werden  kann  mit  Hilfe 
des  folgenden,  von  Froude  angegebenen  einfachen  Experiments.  Ib 
einem  fahrenden  Boot  stehend,  tauche  man  ein  Ruder  vertikal  so  in^ 
Wasser,  daß  seine  Breitseite  in  der  Fahrtrichtung  des  Bootes  steht, 
und  mache  in  Gedanken  eine  Schätzung  von  der  Muskelanstrengung, 
die  nötig  ist,  um  den  Widerstand  gegen  die  Bewegung  zu  überwinden. 
Nun  bewege  man  das  Ruder,  ohne  seine  Stellung  zu  ändern,  in  der 


*)  Dieses  Ergebnis  teilt  auch  Kirchhof  f  mit  (Vorles.  über  math.  Phys.. 
3Iechanik,  S.  308).  Es  muß  aber  hier  konstatiert  werden,  daß  der  Anwendung 
dieser  Theorie  auf  wirkliche  Flüssigkeiten  von  Lord  Kelvin  (Nature  50, 
1894)  stark  widersprochen  worden  ist  unter  Anführung  der  Experimente  von 
J)ines  (Proc.  K.  öoc,  Juni  1890),  die  viel  größeren  Widerstand  ergeben. 
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horizontalen  Querriehtnng  hin  und  her;  man  wird  finden,  daü  der  der 
Vorwftrtsbewegang  gebotene  Widerstand  durch  die  Querbewegung 
merklich  erhöht  worden  ist 

Die  Erklärung  liefert  Lord  Raylei ghs  Theorie  der  auf  die  schief 
in  den  Strom  gehaltenen  Platte  wirkenden  Kraft.  Die  im  rechten 
Winkel  zur  Strömung  eingetauchte  Platte  möge  eine  Geschwindigkeit  v 
in  ihrer  eigenen  Ebene  haben.  Wird  nun  dem  ganzen  System  von 
Flüssigkeit  und  Platte  noch  außerdem  eine  der  genannten  Platten- 
bewegung gleiche  und  entgegengesetzte  Bewegung  erteilt,  so  wird  die 
Platte  zur  Ruhe  kommen,  und  die  Flüssigkeit  wird  eine  resultierende 
Geechwindigkeit  '^V^  -f  t;*  in  einer  im  Winkel  a  =  arc8inV{'^V^+v^) 
gegen  die  Platte  geneigten  Richtung  haben.  Folglich  ist  (unter  Yer- 
nachlässigung  der  Störungen  infolge  der  Lagenänderung  der  Platten- 
kanten) die  mittlere  Kraft  senkrecht  zur  Platte 

nV 


xstncc 
4  -|-  X  sina 


Q  (V^  +  v^)  =  Q 


sr  F  +  4  V  72  +  t;2 


(V^  +  v^)     (54) 


Die  Kraft  senkrecht  zum  Ruder  ändert  sich  also  im  Verhältnis 
(4  +  7r)(F2  +  r«) 


Die   Steigerung    des    Breitseitenwiderstandes    infolge    der    Quer- 
bewegung eines  länglichen  Körpers  durch  Wasser  wird  durch  die  Yer- 


Fig.  220. 


minderung  des  Leeweges  g 
Teranschaulicht ,  die  ein 
Fahrzeug  bei  der  Steigerung 
«einer  Windwärtsgeschwin- 
digkeit erfährt.  In  Fig.  220 
gibt  SS  die  Richtung  des 
Segels  eines  in  der  Rich- 
tung ^ii  segelnden  Schiffes 
an.  Der  Wind  liefert  eine 
Komponente  DA  senkrecht 
zum  Segel,  die  sich  ihrer- 
seits wieder  in  zwei  Kom- 
ponenten CA  in  der  Be- 
wegungsrichtung, BA  senk- 
recht dazu,  auflöst;  die  durch  die  letztere  erzeugte  Bewegung  heilSt 
Leeweg  oder  Leedrift. 

So  berichtet  z.  B.  B.  Froude:  Als  ein  Schiff  windwärts  arbeitete, 
war  es  sofort  nach  dem  Umlegen  bemerkbar,  daß  sein  Lee  weg  viel 
biftiger  war  als  später,  während  es  schon  vorwärts  ging;  und  ]e 
schneller  es  vorwärts  giug,  um  so  schwächer  wurde  die  Leedrift. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  Platte  zurück,  so  liegt  der  Punkt  größten 
Dmekes  da,  wo  sich  der  Strom  vor  ihr  teilt,  also,  wenn  die  Platte  senk- 
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recht  zum  Strome  liegt,  in  der  Mitte  zwischen  ihren  Kanten;  ist  sie 
dagegen  geneigt,  so  liegt  er  der  Stromanfkante  näher  als  der  andern. 
Die  Rechnung  zeigt  in  der  Tat,  daß  die  Resultante  im  Abstände 

Slcosa 


4(4  +  3t  sin  (x) 


Ton  der  Mitte  angreift,  wo  J  die  Plattenbreite  ist.  Dieser  Aosdrack 
wird  wirklich  null  für  a  =  7ij2,  dagegen  32/16  für  a  =  0,  d.h.  wenn 
die  Platte  längs  dem  Strome  liegt. 

LordRayleigh  betont,  daß  die  Kraft  für  die  Flächeneinheit  genan 
gleich  ^/j  Q  q^  gemacht  werden  kann,  wenn  das  Hindernis  die  Form  des 
Bodens  eines  Kastens  mit  zwei  vertikalen  Seiten  hat,  die  sich  stromauf- 
wärts soweit  fortsetzen,  daß  die  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche  des 
Hindernisses  nahezu  in  Ruhe  ist. 


380.  Stabile  Lage  einer  bewegten  Platte.  Wenn  die  Platte 
sich  um  eine  vertikale,  durch  ihre  Breite  gehende  Axe  drehen  kann,  so 
ist  sie  nur  dann  stabil,  wenn  sie  breitseits  in  der  Stromrichtung  steht. 
Um  dies  zu  veranschaulichen,  hat  Lord  Rayleigh  ein  einfaches  Expe- 
riment erdacht,  das  jedermann  ausführen  kann.  Ein  Metallstreifen 
wird  an  den  Enden  zugespitzt  und  mit  seinen  Spitzen  in  zwei  in  die 
inneren  Oberflächen  der  Enden  eines  U-förmigen  stärkeren  Streifens 
eingebohrte  Löcher  lose  eingesetzt. 

Wenn  der  Streifen  durch  das  Wasser  bewegt  wird,  stellt  er  sich 
senkrecht  zur  Bewegungsrichtung. 

Es  gibt  einen  Einwand  gegen  die  hier  angenommene  Art  der  Be- 
wegung, bei  der  ein  Gebiet  ruhender  Flüssigkeit  von  der  bewegten 
Flüssigkeit  durch  eine  Diskontinuitätsoberfläche  getrennt  ist;  nämlich 
der  Einwand,  daß  eine  derartige  Bewegung  unstabil  sein  müßte.  Denn 
wenn  irgend  ein  Anschwellen  der  Oberfläche  in  das  Gebiet  der  be- 
wegten Flüssigkeit  hinein  stattfände,  so  würde  in  diesen  Baum  eine 
Druckerhöhung  hineingebracht,  die  das  Bestreben  hätte,  die  Schwellang 
weiter  auszubreiten,  und  es  würde  die  Abweichung  der  Oberfläche  von 
der  durch  die  Bedingung  konstanten  Druckes  bestimmten  Gleich- 
gewichtsform vergrößert  werden.  Lord  Rayleigh  bezweifelt  aber, 
daß  der  Wert  des  Widerstandes  dadurch  materiell  berührt  werden 
würde,  da  doch  die  Unstabilität  erst  in  einiger  Entfernung  hinter  der 
Platte  anfangen  und  der  Druck  vor  der  Platte  nur  unbedeutend  be- 
einflußt werden  würde. 

Die  Ergebnisse  werden  durch  einige  alte  Experimente  von  Yince, 
in  den  Phil.  Trans,  von  1798  veröffentlicht,  bestätigt.  Die  gewöhn- 
liche Theorie  ergibt  die  Kraft  für  eine  geneigte  Platte  als  proportional 
mit  sin'*'  a  statt  mit  sin  a/(4c  -\-7C  sin  a),  wie  in  Lord  Rayleighs  Theorie. 
Die  folgende  Tabelle  aus  der  Abhandlung  von  Lord  Rayleigh  ergibt 
eine  Vergleichung  von   Zahlen,    die  mit  den  von   Yince  erhaltenen 
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Widerständen  proportional  sind,  mit  den  durch  Berechnung  nach  den 
beiden  obigen  Formeln  erhaltenen: 


a 

Sin*  a 

Vincesohe 
ZaUen 

sin  «  (4  +  7i) 
4  +  nsina 

90° 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

70 

0,8830 

0,974 

0,9652 

50 

0,5868 

0,873 

0,8537 

30 

0,2500 

0,663 

0,6411 

20 

0,1170 

0,458 

0,4814 

10 

0,0302 

0,278 

0,2728 

Die  Übereinstimmung  der  vierten  Spalte  mit  der  dritten  ist  sehr 
gat;  dagegen  ist  zwischen  der  zweiten  und  dritten  durchaus  keine 
Überemstimmung. 

Die  Untersuchung  des  Widerstandes  in  diesem  Falle  von  Be- 
wegung ist  von  größter  Wichtigkeit  für  die  "Theorie  der  Wind  platten 
und  des  Fluges  der  Vögel. 


381.  Eine  sich  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit 
drehende  Flüssigkeit.  Erzwungener  Wirbel.  Ein  Fall,  in  dem 
Stromlinien  vorhanden  sind,  ist  der  einer  Flüssigkeit,  die  sich  in  statio- 
närer Bewegung  unter  der  Wirkung  der  Schwere  um  eine  vertikale 
Axe  dreht.  Dieser,  als  erzwungener  Wirbel  bekannte  Vorgang  ist 
ebenso  wie  der  „freie  Wirbel^,  der  alsbald  betrachtet  werden  soll,  von 
großer  Wichtigkeit  in  der  Theorie  der  Turbinen  und  Wassermotoren. 

Eine  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegende  Linie  von  Teilchen  ist  z.  B. 
eine  auf  der  freien  Oberfläche  in  jedem  Punkte  senkrecht  zu  den  Strom- 
linien gezogene  Linie.  Die  Strömung  längs  dieser  Linie  ist  null,  und 
folglich  ist  die  linke  Seite  von  Gl.  (16)  null.  Demnach  hat  man  nach 
Gl.  (16) 

-  j  ^  -  F,  +  Fo  +  }  (3?  -0  =  0.     .     .     (56) 

a 

Die  Linie  möge  beim  Schnittpunkt  der  Axe  mit'  der  freien  Ober- 
fläche anfangen  und  bei  einer  Stromlinie  vom  Radius  r  enden.  Die 
Geschwindigkeit  an  der  Axe  ist  null,  die  am  Ende  ist  q^  =  c?^»*^. 
Auch  ist,  da  dp  =  0  ist,  fdp/(f  =  0,  und  man  hat 


Vi 


Vo  ="2  ^'^"• 


Nun  kann,  wie  man  weiß,  die  potentielle  Energie  V  der  Flüssig- 
keit pro  Masseneinheit  als  — ge  angenommen  werden,  wo  z  die  Tiefe 
des  betrachteten   Elementes  unter  einer  festen  horizontalen  Ebene  ist* 
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Es  Bei  h  die  Tiefe  des  Sohnittpanktes  der  Axe  mit  der  Oberfläche  unter 
der  gewählten  Ebene  und  js  die  Tiefe  des  betrachteten  Elementes  unter 
derselben  Ebene.  Man  hat  alsdann  Vi  —  Vq  =  g(jk  —  s).  Folglich 
ergibt  sich 

to^r*  =  2g(h  —  e) (57) 

Diese  Beziehung  zwischen  r  and  z  stellt  ein  Umdrehungspan- 
boloid  dar,  welches  demnach  die  Form  der  freien  Oberfläche  ist  Wenn 
man  x'  für  h  —  e  schreibt,  lautet  seine  Gleichung 


(58) 


Der  Parameter  des  Paraboloids  ist  also  2g /mK   Ein  Schnitt  durch 
ein  Paraboloid  ist  in  Fig.  221   gegeben  und  gibt  das  Aussehen  der 

Fig.  221.  Fig.  222. 


|M9r 


freien  Oberfläche  in  einiger  Entfernung  von  der  Seite  des  rotierenden 
Gefälles. 

Dieser  Fall  kann  in  der  folgenden,  mehr  elementaren  Weise  als 
ein  Fall  von  Gleichgewicht  eines  rotierenden  Körpers  behandelt  wer- 
den. Es  seien  Äy  B  (Fig.  222)  durch  das  Papier  gelegte  Schnitte  yon 
zwei  Oberflächen  gleichen  Druckes.  Man  betrachte  ein  kleines  recht- 
eckiges Element  mit  Seiten  in  beiden  Oberflächen,  zu  denen  folglich 
die  beiden  anderen  Seitenpaare  senkrecht  liegen.  Wenn  Gleichgewicht 
herrschen  soll,  muß  die  Druckdifferenz  dp  die  yertikale  Kraft  liefern, 
die  zum  Ausgleich  der  Schwerkraft  nötig  ist,  und  die  horizontale  Kraft, 
die  notwendig  ist,  um  die  Beschleunigung  o^r  gegen  die  Axe  zu 
geben ;  oder,  wie  man  gewöhnlich  sagt  (wenn  der  Fall  durch  Einfährang 
einer  Zentrifugalkraft  mm^r  von  der  Axe  weg  zu  einem  rein  statischen 
reduziert  wird):  die  Druckdifferenz  muß  der  Resultanten  aus  Schwere 
und  Zentrifup^alkraft  gleich  und  entgegengesetzt  sein. 

Die  Beschleunigung  senkrecht  zu  den  Oberflächen  Ä  and  B  ist 
die  Äquilibrierung  der  beiden  (irrößen:  o^r  nach  außen  und  g  nach 
unten,  und  darum  ist  die  Tangente  der  Neigung  des  Querschnitts  Ton 
A  oder  B  zur  Horizontalen  gleich  o^r/g^  was,  da  s  positiy  nach  unten 


Rotierende  Flüssigkeit.  427 

genommen  ist,  gleich  — dejdr  ist.  Folglich  erhält  man  durch  Inte- 
gration —  ge^=\Gi^r^-\-  C.  Aber  an  der  Axe  ist  r  =  0  und  e  gleich 
einem  Betrage  H\  folglich  ist  C  =  —  gH.  Daher  ist  die  Integral- 
gleichung einer  Oberfl&che  gleichen  Drucks 

2g  {H—  z)  =  o2r2, 

was  m.it  dem  schon  gefundenen  Ergebnis  übereinstimmt. 

Der  Änderungsgrad  des  Drucks  längs  r  ist  offenbar  durch  dp/dr 
=  QG^^r  gegeben,  und  es  ist  daher 

P  =  j(f^'r^+  C (59) 

wo  C  eine  Konstante  ist  Dies  zeigt,  wie  der  Druck  mit  der  Entfer- 
nung Ton  der  Axe  zunimmt;  es  ist  dies  natürlich  nur  das  schon  in  der 
Gl.  (56)  erhaltene  Ergebnis,  da  für  Änderung  in  einer  horizontalen 
Richtung  V  eine  Eonstante  ist. 

Wird  p  in  Gravitationseinheiten  (etwa  in  Eüogrammgewichten  pro 
Quadratzentimeter)  gemessen,  so  lautet  die  obige  Gleichung 

p  =  \^m^r^  +  - (60) 

2    ^  g 

wo  Q  daa  Gewicht  der  Flüssigkeit  in  einer  Yolumeneinheit  (z.  B.  Eilo- 
grammgewichten  pro  Kubikzentimeter)  und  g  die  Beschleunigung  durch 
die  Schwere  (z.  B.  981  cm  pro  sec)  ist. 

Für  die  Richtung  der  Normale  zur  Oberfläche  konstanten  Drucks, 
d.  h.  der  Resultante  aus  Schwere  und  Zentrifugalkraft,  hat  man 

—  _  Jl_ 
dr        a^r 
oder 

^  =  -^^ogr  +  C (61) 

wo  C  eine  andere  Konstante  ist. 

Um  den  Druck  für  einen  Punkt  im  Innern  der  Flüssigkeit  zu 
finden,  muß  man  eine  Linie  von  irgend  einer  Oberflächen  Stromlinie 
radial  ins  Innere  ziehen;  r  möge  jetzt  den  Abstand  der  Axe  von  der 
erreichten  Stromlinie  bezeichnen.  Wenn  P  der  Druck  im  Endpunkt 
ist,  hat  man  wie  in  Gl.  (56) 

p^P+  gQill-^)  =^Qm^r^    ....    (62) 

Dieses  Ergebnis  ist  in  Wahrheit  das  auf  einem  anderen  Wege  erhaltene 
in  61.  (59)  ausgedrückte. 

Die  Fläche  gleichen  Drucks  ist  ebenfalls  ein  Rotation sparaboloid 
um  die  Drehungsaxe,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  daß  es  sich  von 
dem  ersten  nur  durch  eine  veränderte  Lage  des  Scheitelpunktes  unter- 
scheidet, der  in  einem  Abstand  (p  —  P)  /  Q  g  unter  dem  des  Ober- 
flächenparaboloids  liegt. 
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382.  Ein  in  einen  erzwungenen  Wirbel  eingetanehtes  Blei- 
gewicht« Es  ist  interessant,  die  Gleichgewichtslage  eines  Pendels  zn 
betrachten,  das  an  einem  Azenpunkt  eines  solchen  Wirbds  auf  gehingt 
ist,  und  dessen  Pendelkörper  in  die  Flüssigkeit  eintaucht  nnd  sich  mit 
ihr  dreht  Nach  den  Darlegungen  im  yorigen  Artikel  wird  das  Gewicht 
im  Gleichgewicht  sein,  wenn  der  Faden  zur  Oberfl&che  gleichen  Dnicks, 
auf  der  es  liegt,  senkrecht  ist.  Offenbar  wird  er  nicht  im  Gleich- 
gewicht sein,  anlier  wenn  dies  der  Fall  ist,  wie  man  aus  der  Tatsache 
ersieht,  daß  die  Zentrifugalkräfte  und  die  Gravitationskräfte  im  Ver- 
hältnis o^r/p  stehen,  und  daß  ihre  Resultante  mit  der  Axe  einen 
Winkel  bildet,  dessen  Tangens  diesen  Wert  hat. 

Der  durch  den  Faden  irirkende  Zug  muß  die  Wirkung  dieser  Be- 
sultante  aufheben,  abgesehen  von  dem  Teil,  der  schon  durch  das  Ein- 
tauchen des  Gewichts  in  die  Flüssigkeit  aufgehoben  wird. 

Hängt  der  Pendelfaden  yertikal  und  ist  die  Länge  des  Fadens 
größer  als  der  Krümmungsradius  ^/o^  am  Scheitel  des  Paraboloids, 
auf  dem  das  Crewicht  liegt,  so  wird  das  Gewicht  nach  der  Ablenkung 
sich  in  einer  Lage  befinden,  in  der  der  Faden  einen  kleineren  Winkel 
mit  der  Vertikalen  bildet  als  die  Normale  des  Paraboloids,  auf  dem 
jetzt  das  Gewicht  liegt.  Der  Zug  wird  nicht  die  notwendige  boiison- 
tale  Kraft  o^  r  ersetzen,  und  der  Faden  wird  sich  weiter  you  der  Verti- 
kalen fortbewegen.  Das  Gewicht  befindet  sich  in  diesem  Falle  im 
labilen  Gleichgewichte.  Ist  die  Länge  kleiner  als  <7/o^»  so  wird  das 
Gleichgewicht  stabil  sein. 

Ist  das  Gewicht  spezifisch  leichter  als  die  Flüssigkeit,  so  muJS  der 
Faden  an  einem  Punkte  des  rotierenden  Gefäßes  unter  der  Oberfläche 
befestigt  werden,  und  das  Gewicht  wird  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  gedreht  werden.  £s  wird  in  diesem  Falle  stabil  sein,  wenn 
es  in  der  Axe  liegt. 

Es  wird  im  Zusammenhange  mit  dem  archimedischen  Prinzip  ge- 
zeigt werden,  daß,  wenn  das  Gewicht  des  Pendelkörpers  w  und  sein 
spezifisches  Gewicht  s  ist,  sein  Gewicht  in  Wasser  w{\  —  I/5)  ist. 
Die  Kraft  senkrecht  nach  unten  und  die  Zentrifugalkraft  (relati?  snr 
Flüssigkeit  von  dem  Körper  auf  die  Flüssigkeit,  in  die  er  eintancht, 
ausgeübt)  sind 

tvg  (l j      und      «;  ( 1 j  o^r. 

Die  letztere  Kraft  ist  negativ,  wenn  s  <  1  ist,  und  so  strebt  das  Ge- 
wicht dem  tiefsten  Punkte  zu.  So  bewegt  sich,  wie  jedermann  beob- 
achten kann,  ein  in  einem  Strudel  schwimmender  Körper  nach  dem 
tiefsten  Punkte  als  einer  Gleichgewichtsstelle  zu. 

383.  Erzwungener  Wirbel  mehrerer  sich  nicht  misehender 
Flüssigkeiten.  Besteht  die  Flüssigkeit  aus  verschiedenen  nicht  miaeh- 
baren  Teilen  von  verschiedenen  Dichten,  so  wird  sie  sich  in  einem  er- 
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zwuDgenen  Wirbel  in  einer  Reihe  yon  Schichten  anordnen,  die  von  der 
freien  Oberfläche  nach  dem  Innern  za  von  Schicht  za  Schicht  an  Dichte 
zunehmen.  Daß  es  sich  so  yerhalten  muß,  geht  aus  §  381  hervor. 
Diejenige  Druckkraft,  welche  bei  einem  bestimmten  Radius  und  Niveau 
einem  Flüssigkeitselement  von  der  Dichte  q  die  erforderliche  Beschleu- 
DiguDg  nach  der  Mitte  erteilt,  wird  nicht  genügen,  dieselbe  Beschleuni- 
gung einem  Element  von  gleichem  Volumen,  aber  größerer  Dichte  bei 
gleichem  Abstand  und  Niveau  zu  erteilen. 

Aus  diesem  Umstände  wird  für  verschiedene  technische  Zwecke 
Vorteil  gezogen.  Z.  B.  wird  ein  mit  Milch  gefülltes  Gefäß  schnell  um 
eine  vertikale  Spindel  gedreht,  deren  Axe  mit  der  Figoraxe  des  6e* 
fäßes  zusammenf&Ut.  Der  leichtere  Teil,  der  Rahm,  wird  auf  diese 
Weise  in  die  Mitte  des  Gefäßes  gebracht,  während  der  schwerere,  mehr 
Wasser  enthaltende  Teil  infolge  der  Zentrifugalkraft  nach  außen  geht. 
Die  also  voneinander  getrennten  Rahm  und  abgerahmte  Milch  werden 
durch  nach  den  äußeren  und  inneren  Teüen  des  Gefäßes  führende 
Röhren  abgezogen  und  in  verschiedenen  Gefäßen  aufgefangen. 

384.  Freier  Wirbel.  Wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  nicht 
konstant,  sondern  eine  Funktion  des  Abstandes  von  der  Axe  ist,  muß 
anders  vorgegangen  werden,  insofern  dann  nicht  eine  Linie  konstanter 
(Null-)  Strömung  dadurch,  daß  man  eine  radiale  Linie  von  Teilchen 
nimmt,  gefunden  werden  kann.  Es  möge  ein  Geschwindigkeitspotential 
existieren;  dann  hat  man  für  eine  beliebige  Linie  von  Teilchen  in  der 
Flüssigkeit 

WO  C  eine  Konstante  durch  die  ganze  Flüssigkeit  ist. 

Wendet  man  diesen  Ausdruck  auf  eine  in  der  radialen  Ebene  von 
einem  Punkte,  in  dem  j)  =  P,  V  =  —  gh  und  q^  =  §*  ist,  nach 
einem  beliebig  gewählten  Endpunkt  gezogene  Linie  an,  so  hat  man 

oder 

^^^=_p(Ä-^)-i3«  +  ig«   .     .     .     (63) 

Für  den  Fall  der  Rotation  sind  die  Geschwindigkeitskomponenten 
durch  tf  =  —  G>y,  V  =  mx  gegeben,  wo  x  und  y  die  horizontalen 
rechtwinkligen  Koordinaten  eines  betrachteten  Punktes,  von  einem 
Anfangspunkt  der  Axe  aus  gerechnet,  sind.     Folglich  ist 

dv        du        ^       ,       8g}    ,       00)        ^       .       den 
dx        dy  dx        ^  dy  Cr 

Damm  muß  es,  wenn 
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da 

dr 

ist,  ein  Geschwindigkeitspotential  geben.  Diese  Besiehnng  ist  iqni- 
▼alent  mit  cor^  =r  c,  wo  c  eine  Konstante  ist,  d.  h.  die  Winkel- 
geschwindigkeit muß  mit  r'  umgekehrt  proportional  sein.  Die  wirk- 
liche lineare  Geschwindigkeit  q  ist  demnach  c/r.  Für  eine  Oberfliclie 
gleichen  Drackes  erhält  man  dann 

^_i.«,  +  ,(,._,)=_i^4     .    .    .    (64) 

Setzt  man  für  die  Größe  auf  der  linken  Seite  — gj^,  so  hat  man 
als  Gleichung  einer  Oberfläche  gleichen  Drucks 

r^e'  =  —  — . 
2    g 

Eine  Oberfläche  gleichen  Drucks  ist  demnach  eine  solche,  die  auB 
der  Rotation  um  die  Axe  yon  derjenigen  quasi-hyperbolischen  Karre 
entsteht,  deren  Gleichung  x^e'  =  c^/2g  ist  Der  Wert  von  x*  ist  um 
so  kleiner,  je  größer  js*  ist,  und  darum  verengt  sich  der  Darchschnitt 
der  freien  Oberfläche  mit  zunehmender  Tiefe  des  Querschnitts  unter 
einer  festen  Ebene.  Auch  verringert  sich  der  Abnahmegrad  von  x  mit 
wachsendem  z'  (denn  d^xjdsf^  ist  positiv),  und  die  Kurve  ist  daher 
nach  der  Axe  zu  konvex. 

Wenn  P  Atmosphärendruck  ist,  erhält  man  die  freie  Oberfl&cbe 
aus  Gl.  (64),  indem  man  p  =  P  setzt.  Dies  ist  der  sog.  freie 
Wirbel.  Wenn  das  Niveau,  auf  dem  die  Geschwindigkeit  Q  ist,  die 
freie  ungestörte  Oberfläche  weit  vom  Wirbel  ist,  so  ist  Q  =  0,  and 
man  sieht,  daß  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  der 
freien  Oberfläche  die  durch  v^  =  2gh'  gegebene  ist,  wo  h!  die  Tiefe 
des  Punktes  unter  der  ungestörten  Oberfläche  ist.  Die  Geschwindigkeit 
in  einem  beliebigen  Punkte  im  Innern  der  Flüssigkeit  ist  dieselbe,  wie 
die  des  Punktes  vertikal  darüber  auf  der  freien  Oberfläche. 

Da  jedes  Teilchen  die  Geschwindigkeit  cjr  hat,  so  ist  das  Moment 
seiner  Bewegungsgröße  um  die  Axe  dasselbe  in  Jedem  Abstände  Ton 
der  Axe;  und  folglich  ist,  wenn  ein  Flüssigkeitselement  seinen  Abstand 
von  der  Axe  ändert,  keine  drehende  Bewegung  nötig,  um  ihm  das  seiner 
neuen  Lage  zugehörige  Moment  der  Bewegungsgröße  su  erteüen. 

Es  muß  indessen  beachtet  werden ,  daß  der  vorliegende  Fall  kern 
Fall  von  Wirbelbewegung  im  wissenschaftlichen  Sinne  ist*  Dei^i^ 
es  findet  gar  keine  Rotation  der  Flüssigkeitselemente  statt,  da  die 
Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  erfüllt 
sind.  In  jedem  Augenblick  wird  jedes  Flüssigkeitselement  als  Körper 
in  einer  Stromlinie  um  die  Axe  getragen,  während  jedes  Teilchen  des 
Elements  sich  im  selben  Augenblick  mit  einer  nach  Größe  und  Rich- 
tung gleichen  Geschwindigkeit  fortbewegt.   Es  ist  deshalb  konsequenter, 
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die  vorliegende  Erscheinung,  wie  dies  in  Deutschland  geschieht,  gar 
nicht  erst  als  Wirbel  zu  bezeichnen,  diesen  Namen  vielmehr  ausschließ- 
lich auf  solche  Gebilde  anzuwenden,  fQr  welche  kein  Geschwindigkeits- 
potential existiert 

Man  .wird  bemerken,  daß  diese  Bewegung  für  Flüssigkeitsteilchen, 
die  in  der  Axe  liegen ,  unendliche  Geschwindigkeit  liefert.  Man  kann 
sich  nun  leicht  eine  Kombination  eines  freien  mit  einem  erzwungenen 
Psendowirbel  vorstellen,  bei  welcher  der  untere  Teil  des  axialen  Raumes 
innerhalb  eines  Quasi  -  Hyperboloids ,  das  sonst  freie  Oberfläche  sein 
könnte,  mit  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  die  nach  dem  in  §  381  angegebenen 
Gesetze  rotiert.  Unstetigkeit  der  Bewegung  an  der  Grenzfläche  läßt 
sich  vermeiden,  wenn  man  o  geeignet  wählt,  so  daß  die  Gl.  (62)  und 
(64)  daselbst  beide  erfüllt  sind  (vergL  Riemann-Weber,  Die  part. 
Differentialgleichungen  der  math.  Physik,  Bd.  II,  §  149).  Innerhalb 
jenes  axialen  Raumes  findet  dann  richtige  Wirbelbewegung  statt.  Bei- 
spiele derartiger  „Compound -Wirbel"  werden  weiter  unten  in  §  386 
erwähnt  werden. 

385.  Stationäre  radiale  Strömung.  Betrachten  wir  jetzt  den 
Fall  stationärer  radialer  Strömung  aus  einem  axialen  kreisförmigen 
Zylinder  heraus  oder  in  ihn  hinein ,  der  im  ersten  Fall  eine  Oberfläche 
ist,  aus  der  die  Flüssigkeit  ausströmt,  im  zweiten  eine  Oberfläche,  in 
der  die  aus  dem  betrachteten  Hohlraum  ausgeströmte  Flüssigkeit  auf- 
gefangen wird.  Im  ersten  Falle  kann  man  die  Oberfläche  eine  Quellen- 
fläche, im  anderen  eine  Senkenfläche  nennen. 

Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  sei  innerhalb  jeder  der  zylin- 
drischen Oberflächen,  die  mit  der  Quelle  oder  Senke  koaxial  sind,  die- 
selbe. Da  gleiche  Flüssigkeitsmengen  sich  über  immer  größere  zylin- 
drische Oberflächen  verbreiten,  und  da  die  Dichte  Q  unveränderlich 
sein  soll,  so  wird  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Zylinderradius  um- 
gekehrt proportional  sein,  in  Formel 

V   ro 

Vo  ""   r 

Offenbar  ist  dies  ein  Fall,  in  dem  es  ein  Geschwindigkeitspotential 
gibt;  es  ist  y  =  —  v^fa^ogr^  woraus  sich  der  Ausdruck 

—  ^  =  Vo  — 
dr  r 

ergibt. 

Man  kann  auf  diesen  Fall  genau  dieselbe  Analyse  .anwenden   wie 

auf  den  vorigen  und  gelangt  zu  genau  demselben  Ergebnis.    Denn  das 

Bernoullische  Theorem  ergibt  genau  Gl.  (64)  mit  c^  =  *'(?«^o^  iind  die 

Oberflächen  gleichen  Drucks  sind  dieselben  wie  in  dem  früheren  Falle. 

886.  Spiralwirbel.  Haben  wir  alsdann  in  einem  beliebigen  Fall 
eines  freien  Wirbels  Teile  der  Flüssigkeit,  die  sich  an  irgend  einer  Stelle, 
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etwa  nach  innen,  mit  einer  aas  ELreis-  und  Badialbewegung  zusammen* 
gesetaten  Bewegung  fortpflanzen,  wobei  die  Greschwindigkeit  in  jedem 
umgekehrt  gleich  dem  Abstände  von  der  Axe  ist,  so  werden  die  Ober- 
flächen gleichen  Drucks  genau  dieselben  sein,  als  ob  die  Bewegung  rein 
zirkulär  oder  rein  radial  wäre.  Also  können  die  beiden  Bewegungen 
nebeneinander  bestehen,  und  man  hat  damit  den  sog.  Spiralwirbel.  Es 
gibt  keine  zylindrische  Oberfläche,  wie  sie  oben  angenommen  wurde, 
in  der  die  Flüssigkeit  aufgefangen  wird,  aber  es  gibt  eine  freie  Ober- 
fläche von  der  nach  Gl.  (64)  gegebenen  Form.  Die  Flüssigkeit  hat, 
im  Zusammenhange  mit  den  soeben  behandelten  Bewegungen,  eine  ab- 
wärts gerichtete  Bewegung,  durch  die  sie  am  tiefsten  Punkte  dem 
Wirbel  entzogen  wird. 

In  einem  Spiralwirbel,  in  dem  die  zirkulären  und  radialen  Ge- 
schwindigkeit skomponenten  dem  Abstand  Yon  der  Axe  umgekehrt  pro- 
portional sind,  haben  die  Stromlinien  überall  die  gleiche  Neigung  gegen 
den  nach  dem  betrachteten  Punkte  gezogenen  Radiusyektor.  Denn, 
wenn  ajr,  h/r  die  zirkulären  und  radialen  Geschwindigkeiten  sind  und 
q)  der  Winkel  ist,  den  die  Stromlinie  mit  dem  Radius  bildet,  hat  man 
igfp  =  a/b.  Die  Stromlinien  sind  also  gleichwinklige  Spiralen,  deren 
Pole  auf  der  Axe  liegen. 

Yon  dieser  Art  ist  die  Bewegung  in  der  Wirbelkammer  einer  nach 
den  Angaben  von  J.  Thomson  konstruierten  Zentrifugalpumpe.  Das 
Wasser  wird  an  der  Peripherie  des  Rades  ausgeworfen  und  strömt 
spiralig  nach  außen  in  einen  umgebenden  Raum  von  etwa  dem  doppelten 
Durchmesser  wie  das  Rad,  bis  es  an  der  äußeren  Peripherie  das  Abfluß- 
rohr erreicht  und  die  Kammer  tangential  —  oder  beinahe  tangential  — 
verläßt.  Die  Geschwindigkeit  nimmt  also  ab,  und  der  Druck  wichst 
entsprechend,  und  mit  ihm  folglich  auch  die  Fördermenge  der  Pnmpe, 
wenn  sie  zur  Beförderung  von  Wasser  auf  ein  höheres  Niveau  benutzt  wird. 

Das  Wasser  im  Rade  dreht  sich  mit  diesem,  und  dadurch  gibt  es 
eine  Kombination  der  erzwungenen  und  freien  Wirbel. 

Zyklone  sind  zweifellos  Wirbel  von  der  hier  beschriebenen  Art, 
haben  aber  einen  Mittelteil,  worin  die  Flüssigkeit  bezw.  die  Luft  in 
jedem  Punkte  mit  annähernd  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  rotiert, 
so  daß  die  Geschwindigkeit  im  Mittelpunkt  sehr  klein  ist.  Dies  wird 
durch  die  Tatsache  bestätigt,  daß  im  Zentrum  eines  Zyklons  verhältnis- 
mäßige Ruhe  bei  sehr  kleinem  Druck  herrscht,  was  nach  §  384  iQ 
erwarten  ist. 

Auch  wird  die  Flüssigkeit  nahe  am  Grunde  des  Wirbels  durch 
Reibung  am  Wasser  oder  am  Boden  verzögert,  und  darum  —  da  der 
Druck  in  den  äußeren  Teilen  des  Wirbels  größer  ist  als  in  den  inneren 
—  strömt  die  Luft  nahe  am  Boden  ebenso  nach  innen,  wie  sie  roiieri 
Die  spiralig  im  Zentrum  ankommende  Luft  wird  von  dort  heranf- 
geweht,  manchmal  zusammen  mit  Staub  oder  Wasser  in  aufgelöstem 
Zustande,  wie  Schaum  oder  Gischt. 
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Wasser,  das  in  einem  Waschbecken  rotiert  und  durch  ein  Loch 
im  Boden  abläoft,  bietet  einen  Fall  eines  freien  Spiralwirbels,  zweifellos 
durch  Reibung  gehemmt,  besonders  wo  das  Wasser  mit  dem  Becken 
in  Berührung  ist.  Die  Geschwindigkeit  ist  groß  in  der  Mitte,  an  der 
Axe  und  klein  an  den  Seiten,  wo  auch  der  Druck  größer  ist.  Infolge 
der  Yerzögerung  an  den  Gefäßwänden  gibt  es  an  den  Seiten  eine 
FiüBsigkeitsströmung  nach  unten. 

387.  Theorie  der  Bildung  von  Flufikrummungen  nach 
J.Thomson.  Ein  anderer  Fall  eines  freien  Spiral  wirbeis  kann  in  der 
Krümmung  eines  Flußlaufs  gefunden  werden ;  J.  Thomson  hat  auf  diese 
Weise  eiue  Erklärung  des  Zurückweichens  des  äußeren  Flußufers  an 
einer  Biegung  und  der  Deltabildung  gegeben.  Wenn  das  Wasser  um 
das  Knie  (Fig. -223)  herumfließt,  ist  der  Druck  gegen  das  äußere  Ufer 


Fig.  223. 


Fig.  224. 


Dach  der  eben  gegebenen  Theorie 
größer,  folglich  ist  das  Niveau  dort 
höher,  da  sonst  das  fließende  Wasser 
nickt  im  Gleichgewicht  sein  würde. 
Aber  infolge  der  Verzögerung  durch 
die  Reibung  am  Grunde  erfordert 
das  Wasser  dort  geringere  Beschleu- 
nigung nach  dem  inneren  Ufer  zu, 
und  folglich  veranlaßt  der  Überdruck 
eine  schräg  nach  innen  gerichtete 
Strömung  am  Grunde  entlang,  die 

über  dem  Knie  anfängt,  wie  die  punktierte  Linie  in  Fig.  223  anzeigt 
Aach  wird  am  äußeren  Ufer  das  Wasser,  das  sich  dort  schnell  bewegt, 
durch  die  Reibung  am 
Ufer  einigermaßen  ver- 
zögert, und  es  entsteht 
eine  Strömungskompo- 
nente nach  unten  am 
Ufer  entlang,  wie  aus 
Fig.  224  ersichtlich  ist 
Das  glatt  dahinfließende 

Wasser  glättet  die  Oberfläche  am  äußeren  Ufer,  und  die  durch  den 
Strom  am  Grunde  fortgesetzte  Strömung  nach  unten  bringt  Sand  und 
Schlamm  mit  und  lagert  es  in  gewissen  Mengen  am  inneren  Ufer  ab. 
Das  innere  Ufer  ist  außerdem  durch  eine  Lage  langsam  aufwärts 
strömender  Flüssigkeit  geschützt.  Dadurch  wird  die  Biegung  schärfer 
tind  schärfer,  bis  der  Fluß  an  günstiger  Stelle  und  Zeit  das  immer 
schmaler  gewordene  Stück  Land  zwischen  den  beiden  Teilen  des  Knies 
darchschneidet,  einen  Teil  davon  zur  Insel  zwischen  zwei  Kanälen 
macht  und  so  ein  Delta  bildet. 

Fig.  224  zeigt  die  aUgemeine  Natur  der  Strömung  in  einem  Quer- 

Gray,  Physik.    L  28 
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schnitt  des  Stromes.  Man  muß  natürlich  bedenken,  daü  die  ZeichnaDg 
nur  die  Querkomponente  der  Strömung  gibt. 

Man  kann  die  Strömungen  leicht  in  kleinem  Maßstabe  darateUen, 
wie  es  Thomson  tat,  indem  man  Wasser  durch  ein  künstliches  Fluß- 
bett laufen  läßt  und  die  Strömung  an  yerschiedenen  Stellen  dadurch 
beobachtet,  daß  man  kleine  Kristalle  von  Kaliumpermanganat  oder 
Anilin  hineinbringt.  Die  KristaUe  lösen  sich  auf  und  zeigen  durch 
die  von  ihnen  ausgehenden  Stromfäden  die  Ström ungsrichtnng  an. 

888.  Kinetische  Energie  einer  Flüssigkeit  im  einfach  zu- 
sammenhängenden Banme.  Theorem  von  der  kleinsten  Energie. 
Physikalische  Analogien«  Die  kinetische  Energie  U  in  einem  be- 
liebigen, mit  Flüssigkeit  erfüllten  Räume  ist 

wo  (2(5  ein  Volumen  element  und  das  Integral  über  den  ganzen  Raum 
genommen  ist.  Wenn  es  ein  Geschwindigkeitspotential  für  den  gaozen 
Raum  gibt,  hat  man 

.  =  lj„...  =  lj||.[(||)%(|£)%(||)>.,.,.« 

Ist  der  Raum  einfach  zusammenhängend  oder  wird  er  durch 
Scheidewände  dazu  gemacht,  so  kann  man  diesen  Ausdruck  partiell 
integrieren  und  erhält  dann 

WO  im  ersten  Gliede  die  Integration  über  die  Oberfläche  des  Raumes, 
im  zweiten  über  den  Raum  selbst  zu  erstrecken  ist,  und  wo  7,  m,  p  die 
Richtungskosinus  der  nach  innen  gekehrten  Oberflächennormale  sind 
Ist  aber  q  unveränderlich,  so  ist  nach  der  Eontinuitätsgleichung  A  9^ =0. 
Folglich  ist  dann  für  nicht  wirbelnde  Bewegung  in  einer  Flüssigkeit 
von  unveränderlicher  Dichte  die  kinetische  Energie  innerhalb  der  Ober- 
fläche durch  den  Ausdruck 

"=-M^.^''« <"' 

gegeben,  wo  d(p/dn  für 

dx  dy        ^  de 

den  Änderungsgrad  von  9  längs  der  Normalen  von  der  Oberfläche  nach 
innen  gegen  den  Raum  zu,  gesetzt  ist 
Es  muß  beachtet  werden,  daß,  wenn 

f  ^9 
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ist  (und  die  Bedingung  ist  stets  erfüllt,  wenn  die  gesamte  Oberfläche 
eines  Raumes,  in  dem  A  9  =  0  ist,  betrachtet  wird)  die  Hinzufügung 
einer  unbestimmten  Eonstante  zu  9  durchaus  nicht  den  Wert  der  kine- 
tischen Energie  beeinflußt. 

£s  folgt  aus  Gl.  (67),  daß,  wenn  1.  in  der  ganzen  Oberfläche  9)  =  0, 
oder  2.  in  der  ganzen  Oberfläche  d(p/dn  =  0  oder  3.  in  einem  Teil 
der  Oberfläche  9  =  0  und  in  dem  Rest  dip/dn  =  0  ist,  17  =  0  ist. 
Überdies  ist,  da  das  Integrationselement  q^d^  überall  positiy  ist,  die 
Flüssigkeit  überall  in  Ruhe,  wo  eine  der  drei  Bedingungen  erfüllt  ist. 

Wenn  also  in  keinem  Punkte  der  Oberfläche  Flüssigkeitsbewegung 
normal  zur  Oberfläche  stattfindet,  so  ist  die  Flüssigkeit  überall  in  Ruhe. 
Wenn  aber  die  Oberfläche  in  Ruhe  ist,  d.  h.  wenn  der  betrachtete 
Raum  von  yollkommen  starren  Wänden  begrenzt  wird,  ist  dq>/dn  =0, 
und  es  kann  im  ganzen  Räume  keine  nicht  wirbelnde  Flüssigkeits- 
bewegung geben.     Dies  gilt  natürlich  nur,  wenn   Q  unveränderlich  ist. 

Betrachten  wir  eine  andere  Bewegung,  deren  Geschwindigkeits- 
komponenten w  +  «0,  t?  +  t^o,  w  +  tOo  fiiß^»  ^o 

dw  dw  dw 

dx  dy  de 

und  Iuq  -f~  ^^0  -\-  P^o  =  0  si°<^«  Bo  daß  die  Geschwindigkeit  normal 
zur  Oberfläche  in  jedem  Elemente  dieselbe  ist,  wie  in  der  eben  betrach- 
teten Bewegung.     Es  sei  auch 

dUp        dvp        dwp  _ 
dx  '^  dy   '^    de 
Aus  den  für  Uqi  ^o,  Wq  gegebenen  Bedingungen  folgt: 

=  —      (p{luo  +  mvo  +  pwQ)ds 

Die  kinetische  Energie  der  neuen  Bewegung  aber  ist: 
l=jQ  [\(u^  +  v'  -f  «^2)d(5  +  j  «  +  V,'  +  w,')d(d 

+    2    l    (uUo    +   VVq   +   tl7M7o)e?(5     . 

Das  dritte  Glied  auf  der  rechten  Seite  verschwindet  nach  dem  soeben 
gefundenen  Ergebnis;  folglich  ist: 

ü=  U,  +  Uo (68) 

wo  üi  und  Üq  die  kinetischen  Energieen  der  nicht  wirbelnden  Bewegung 
(«t  P,  «?)  und  die  Bewegung  (Uq,  Vq,  Wq)  sind,  welche  letztere,  abgesehen 
Ton  den  oben  festgestellten  Bedingungen,  unbeschränkt  ist. 

28* 
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Demnach  ist  die  kinetische  Energie  der  nicht  wirbelnden  Bew^ung 
(i4,  V,  w)  der  Flüssigkeit  am  so  viel  kleiner,  als  die  kinetische  Energie 
jeder  anderen  dieselben  Oberfläohenbedingnngen  and  die  Kontiomtäts- 
gleichung  erfüllenden  Bewegung  als  die  kinetische  Energie  derienigen 
Bewegung  beträgt,  welche  mit  der  nicht  wirbelnden  Bewegung  zu- 
sammengesetzt werden  muß,  um  jene  andere  zu  erzeugen. 

Dieses  yon  Lord  Kelvin  herrührende  Theorem  ist  ein  spezieller 
Fall  des  folgenden  allgemeineren,  ebenfalls  von  Lord  Kelyin  auf- 
gestellten Theorems:  Die  kinetische  Energie  eines  materiellen  Systemi, 
das  durch  Impulse  auf  bestimmte  Punkte,  die  dadurch  bestimmte  Ge- 
schwindigkeiten erhalten,  aus  der  Ruhelage  in  Bewegung  versetzt  wird, 
ist  kleiner  als  die  kinetische  Energie  jeder  anderen,  dieselben  Geschwin- 
digkeit sbedingungen  erfüllenden  Bewegung  (s.  oben  §  251). 

In  einer  Flüssigkeit  von  unveränderlicher  Dichte,  die  außerhalb 
einer  geschlossenen  Fläche  Si  einen  unendlichen  Raum  erfüllt,  ist  die 
kinetische  Energie 

1        f      dop 

Es  ist  nicht  erlaubt,  dies  nach  Gl.  (68)  anzunehmen  auf  Grund  dessen, 
daß  jetzt  Si  die  ganze  Begrenzung  der  Flüssigkeit  ist.  Man  kann  sich  aber 
eine  Oberfläche  s^,  die  S|  einschließt,  in  der  Flüssigkeit  denken;  wenn 
im  Zwischenräume  zwischen  s^  und  s^  A^  =  0  ist,  hat  man 

Man  wird  bemerken,  daß,  wo  auch  immer  die  äußere  Oberfläche  5^ 
geschlagen  werden  möge,  das  Integral 

J  dn 
immer  denselben  Wert  hat.  Dadurch  nun,  daß  man  s^  in  jedem  Panlrte 
genügend  weit  von  s^  entfernt  wählt,  kann  man  dem  Geschwindigkeits- 
Potential  in  allen  Punkten  von  s^  einen  beliebig  annähernd  konstanten 
Wert  geben.  Dieser  sei  0,  dann  hat  man  für  die  kinetische  Energie 
im  Zwischenräume 


^•=-i4^^^"+l<'-^H 


(69) 


Wenn  keine  Strömung  der  Flüssigkeit  durch  die  äußere  Grenzfläche 
stattfindet,  dann  ist 

und  es  ergibt  sich: 
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Das  ist  die  kinetische  Energie  der  Bewegung  außerhalb  einer  be- 
liebigen geschlossenen  Oberfläche,  die  Quellen  und  Senken  einschließt, 
wo  im  ganzen  die  Quellen  in  jedem  Augenblick  im  selben  Maße  Flüssig- 
keit hergeben,  als  die  Senken  solche  empfangen. 

Man  ersieht  aus  61.  (70),  daß,  wenn  äq>/dn  überall  über  s^  null 
ist,  U  null  ist.  Folglich  kann  es  keine  nicht  wirbelnde  Bewegung  in 
einem  unendlichen  Räume  außerhalb  der  Oberfläche  Si  geben,  denn  das 
Oberflächenintegral  ist  null,  und  daher  müssen  u,t;,ti;  an  allen  Punkten 
des  in  Betracht  stehenden  Raumes  null  sein.  Auch  gibt  es  keine  Be- 
wegung, wenn  s^  unendlich  klein  ist. 

Nicht  wirbelnde  Bewegung  ist  also  unmöglich  sowohl  in  dem  Baume 
innerhalb,  als  in  dem  außerhalb  s^,  wenn  Si  überall  in  Ruhe  ist;  denn 
dann  kann  die  in  irgend  einem  Augenblicke  mit  der  Oberfläche  sich 
berührende  Flüssigkeit  keine  Geschwindigkeitskomponente  d(p/dn  senk- 
recht zur  Oberfläche  haben.  Ebenso  ist  sie  unmöglich  in  einer  einen 
unendlichen  Raum  erfüllenden  und  in  der  Unendlichkeit  ruhenden 
Flüssigkeit 

Eine  Quelle,  aus  der  Flüssigkeit  mit  der  Intensität  ^  ausströmt, 
und  eine  Senke,  in  die  Flüssigkeit  mit  der  Intensität  — q  einströmt, 
die  also  mit  der  Intensität  q  verschwindet,  sind  völlig  analog  den  posi- 
tiven und  negativen  (§  474)  Polen  von  gravitierender  Materie ;  es  lassen 
sich  daher  Lösungen  derartiger  Probleme  der  Flüssigkeitsbewegung 
ohne  weiteres  in  Lösungen  von  Problemen,  die  aus  entsprechenden 
Verteilungen  anziehender  Materien  herrühren,  übersetzen.  Denn  das 
Geschwindigkeitspotential  ff  und  das  Gravitationspotential  V  erfüllen 
dieselbe  räumliche  Differentialgleichung  und  dieselben  Oberflächenbedin- 
gungen. 

Eine  ähnliche  Analogie  besteht  zwischen  der  Geschwindigkeit  einer 
ein  System  von  Wirbeln  umgebenden  Flüssigkeit  und  der  aus  einem 
System  von  Strömen  herrührenden  magnetischen  Kraft;  dieser  Gegen- 
stand ist  aber  zu  verwickelt,  um  hier  behandelt  zu  werden  (s.  Magne- 
tismus und  Elektrizität). 

389.  Stationäre  Bewegung  der  Kugel  und  des  Zylinders 
in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit.  Als  Beispiel  wollen  wir  die 
kinetische  Energie  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  von  unveränder- 
licher Dichte  ermitteln ,  in  der  sich  eine  feste  Kugel  vom  Radius  a  mit 
der  gleichförmigen  Geschwindigkeit  v  bewegt.  Die  Radialgeschwindig- 
keit eines  Oberflächenpunktes  der  Kugel,  für  welchen  der  nach  ihm 
gezogene  Radius  mit  der  Bewegungsrichtung  den  Winkel  6  bildet,  ist 
gleich  vcosd.     Es  ist  daher  zu  setzen : 

1        ,  cosO 
^         2  r2    ' 

denn  die  Gleichung  A  9  =  0  wird  hierdurch  erfüllt,  und  es  ergibt  sich 
für  r  =  a: 
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—  T~-  =  V  cos  0, 
dn 

wie  oben.     Ferner  wird  für  r  -^  ai 

—   Cp  -rß-  =  -r-  aV^COS^O 

^   cn         2 
und: 

ds  =  2  7ta^sinOdO. 

Somit  erhält  man: 


ü  =  nga^v^  | 


cos^Od{—cosO), 


0 

also: 

ö 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  ist  daher  halb  so  groß  wie  die 
kinetische  Energie  der  mit  Masse  von  der  Dichte  der  Flüssigkeit  erfüllt 
gedachten  Kugel ,  wenn  sie  ohne  Rotation  mit  der  Geschwindigkeit  v 
fortschreitet.  Ist  M  die  Masse  der  Kugel  und  m  die  Masse  einer  gleich 
großen  Flüssigkeitskugel,  so  ist  also  die  gesamte  kinetische  Energie: 


^'  =  i(^+l>'- 


Eine  Arbeit  von  diesem  Betrage  muß  also  geleistet  werden,  um  die 
Kugel  in  Bewegung  zu  setzen;  die  Masse  der  Kugel  ist  in  dem  ent- 
sprechenden Maße  scheinbar  erhöht. 

Ist  die  Kugel  einmal  in  gleichförmiger  Bewegung,  d.  h.  ohne  Beein- 
flussung durch  eine  Kraft,  so  bewegt  sie  sich  so,  als  ob  die  Flüssigkeit 
nicht  vorhanden  wäre,  sie  erfährt,  wie  man  sagt,  keinen  hydrodyna- 
mischen Widerstand;  wohl  aber  erfährt  sie  einen  solchen  bei  be- 
schleunigter Bewegung ,  die  Beschleunigung  ist  eben ,  statt  gleich  h  zu 
sein,  gleich  b*: 

M    J_    **» 

M  +  - 

ist  die  beschleunigende  Kraft  z.  B.  die  Schwerkraft,  so  kommt  soßerdem 
noch  der  hydrostatische  Auftrieb  in  Betracht,  und  es  wird  in  Wahrheit 
die  Fallbeschleunigung 

g'  =  g > 

^  +  1 

oder,  wenn  man  das  allein  maßgebliche  Verhältnis  MiW  Viii  %  be- 
zeichnet : 
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^  -x  + V,' 

je  nachdem  ako  x}>l,  x=l,  x  <^  1  istf  fällt  die  Engel  beschleunigt, 
gleichförmig  oder  yerzögert. 

Auch  Yon  der  wirklichen  Bewegung  der  die  Kugel  umgebenden 
Flüssigkeitsteilohen  kann  man  sich  auf  Grund  der  Formeln  leicht  ein 
Bild  machen:  die  den  Kugelpolen  angelagerten  beiden  Teilchen  erhalten 
die  ToUe  Geschwindigkeit  der  Kugel,  die  daran  sich  anschließenden 
axialen  Teilchen  eine  desto  kleinere,  je  weiter  sie  von  der  Kugel  ent- 
fernt sind;  w&hrend  aber  alle  diese  axialen  Teilchen  vorwärts  fließen, 
strömen  die  dem  Äquator  der  Kugel  anliegenden  Teilchen  rückwärts, 
und  zwar  mit  der  halben  Kugelgeschwindigkeit;  die  übrigen  Teilchen 
endlich  fließen  schräg;  und  wenn  man  die  Bewegung  verfolgt,  findet 
man,  daß  die  Flüssigkeitsteilchen  im  allgemeinen  schleifenförmige  Bahnen 
beschreiben. 

Das  Problem  der  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  Flüssigkeit  ist 
u.a.  von  Poisson,  Dirichlet,  Stokes  undBiecke  behandelt  worden; 
letzterer  hat  die  Bewegung  durch  eine  anschauliche  Zeichnung  erläutert. 
Eine  wichtige  Anwendung,  die  von  Bessel,  Green,  0.  £.  Meyer  u.  a. 
gemacht  worden  ist,  ist  die  auf  die  Schwingungen  des  Pendels  unter 
dem  Einflüsse  der  umgebenden  Flüssigkeit,  sei  es  von  konstanter  Dichte 
(Wasser),  sei  es  von  veränderlicher  (Luft).  Im  ersteren  Falle  hat 
Green  für  einen  sehr  flachen  Pendelkörper  (Linse)  vom  Durchmesser  c7 
und  der  Dicke  d\  der  in  seiner  Hauptfläche  schwingt,  gezeigt,  daß  man 
Beine  Dichte  Q  durch  Q  -\-  itq/ ä'j^ä  ersetzen  muß,  wo  ^'  die  Dichte 
der  Flüssigkeit  ist. 

Von  dem  Problem  der  durch  eine  Flüssigkeit  strömenden  Kugel 
nicht  wesentlich  verschieden  ist  das  einer  ruhenden  Kugel  in  einem 
gleichförmigen  Flüssigkeitsstrome ;  man  braucht  nur  dem  ganzen  System 
Ton  Kugel  und  Flüssigkeit  noch  eine  Zusatzgeschwindigkeit  von  — v 
za  erteilen;  das  Geschwindigkeitspotential  wird  dann 


<P  =  t;(r  +  ■^^)cosß. 


Handelt  es  sich  nicht  um  eine  Kugel,  sondern  um  einen  unbegrenzten 
Kreiszylinder  in  einer  nach  allen  Seiten  unbegrenzten  tropfbaren  Flüssig- 
keit, so  wird  das  Problem  in  dem  Falle,  wo  er  sich  senkrecht  zur 
Azenrichtung  bewegt,  besonders  einfach;  die  Zusatzmasse  ist  hier  ein 
ganzer  Flüssigkeitszylinder  von  der  Größe  des  festen.  In  diesem  Falle 
ist  die  Kontinuitätsgleichung 

oder,  wenn  r  der  Abstand  eines  Flüssigkeitspunktes  von  der  Zylinder- 
axe  and  Q  der  Winkel  der  durch  r  und  die  Axe  bestimmten  Ebene  mit 
der  durch  die  Bewegungsrichtung  und  die  Axe  bestimmten  Ebene  ist: 
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Die  Geschwindigkeit  eines  Oberflächenpnnktes  des  Zylinders  (r  =  a) 
ist  auch  hier  vcosO;  man  hat  daher  dem  Geschwindigkeitspotential  (p 
nnd  der  Stromfunktion  t^  die  Werte 

^  cosd       ,  ,  sVn  Ö 

m  =r  va»  ,     ^  =  —  t?a*  

r  r 

beizulegen.     Damit  wird  für  r  =  a: 

gm 

^  cn 

und  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  pro  L&ngeneinhdt  des 
Zylinders : 

0 

d.  h.,  sie  ist  auch  in  diesem  Falle  gleich  der  eines  ganzen  Flussigkeita- 
zylinders;  in  Formel,  wenn  ü'  wieder  die  gesamte  kinetische  Energie, 
M  und  m  die  Massen  des  festen  bezw.  des  flüssigen  Zylinders  pro  L&Dgen- 
einheit  bedeuten: 

ü'  =  \  {M  +  m)vK 

Durch  Superpositionen  einer  Geschwindigkeit  —  V  erhält  man  auch  hier 
den  Fall  eines  stationären  Flüssigkeitsstromes,  der  auf  ein  querzylindri- 
sches  Hindernis  stöiSt,  und  es  ist  alsdann 

(p  =:  vir  +  a^ j,      ij}  =  vir jsmd. 

Für  anders  geformte  Körper  als  Kugel  und  Zylinder  ist  die  Za- 
satzmasse  ein  anderer  Bruchteil  der  Flüssigkeitsmasse  Yon  der  Größe 
des  festen  Körpers,  und  es  entsteht  die  für  die  Schiffahrt  wichtige 
Frage  nach  derjenigen  Gestalt,  für  welche  dieser  Zusatz  ein  Minimum 
wird.  Es  ist  einleuchtend,  daß  dies  für  einen  vorn  keilförmigen  Körper 
eintreten  wird;  jedoch  kann  auf  die  Einzelheiten  der  Untersuchnsgen 
hier  nicht  eingegangen  werden. 

SchlieiSlich  sei  bemerkt,  daß  zu  dem  hydrodynamischen  Widerstände 
noch  der  hier  gänzlich  außer  acht  gelassene  Reibungswiderstand  hinso- 
kommt,  der  unter  Umständen,  z.  B.  wenn  der  Körper  eine  im  Yerh&ltnifl 
zu  seiner  Masse  große  Oberfläche  hat,  recht  beträchtlich  werden  kann. 
Im  übrigen  ist  das  Problem  solcher  scheibenförmiger  Körper  schon  oben 
in  §  378  bis  380  berührt  worden. 


390.     Gleichgewichtsgleichungen  einer   Flüssigkeit     Zum 

Schlüsse  dieses  Kapitels  wollen  wir  noch  die  Grundlagen  des  Gleich- 
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gewichtes  der  Flüssigkeiten  feststeUen,  während  der  speziellen  Be- 
trachtung dieses  Gebietes  von  Erscheinungen  das  folgende  Kapitel 
gewidmet  ist. 

Die  Grundgleichungen  für  das  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit  er- 
geben sich  ohne  weiteres  aus  den  Gl.  (12),  indem  man  die  Beschleuni- 
gangskomponenten  null  setzt.     Sie  lauten  demnach: 

nnd  sagen  einfach  aus,  daß  die  äußeren  Kräfte  auf  einem  Flüssigkeits- 
faden  durch  die  Druckdifferenz  an  den  Enden  gerade  ausbalanciert 
werden  muß.  Sind  die  äußeren  Kräfte  null,  so  ist  der  Druck  überall 
der  gleiche. 

Lassen  sich  die  Kräfte  X,  Y,  Z  von  einem  Kräftepotential  V  ab- 

(ft  17*  * 

X  =  —  -^  u.  s.  w.  j,  so  nehmen  unsere  Gleichungen  die  Form 

an.  Addiert  man  die  mit  dx^  dy^  dz  multiplizierten  GL  (71)  zuein- 
ander, so  erhält  man: 

dp  =  Q{Xdx  -f  Ydy  +  Zdz) (73) 

eine  Gleichung,  die  man  auch  direkt  aus  einfachen  Betrachtungen  ge- 
winnen kann. 

391.  Fall,  in  dem  der  Druck  eine  Funktion  der  Koordi- 
naten ist.  Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  der  Druck  eine  einwertige 
Funktion  Yon  Koordinaten  ist,  die  einem  in  der  Flüssigkeit  festen 
System  angehören.  Dann  ist  nach  §  191  die  linke  Seite  ein  Yollstän- 
diges  Differential,  die  rechte  folglich  ebenfalls,  und  dies  ist  nur  der 
Fall,  wenn  die  Beziehungen 

f(pZ)  ;;_  d{QY)  ^  ^     d{QX)  _  d{QZ)  ^  Q      • 

^y  dz  *        dz  'dx  ' 


d{QY)_d{QX)  ^  0 
dx  dy 


(74) 


erfüllt  sind.  Multipliziert  man  diese  Gleichungen  mit  X,  Y,  Z  und 
addiert  sie,  so  erhält  man: 

<l-Mf)  +  ^(i-ID  +  Klf -!!)=»■•<"> 

Zieht  man  durch  den  Punkt  Xf  y,  z  nun  die  Kraftlinie,  so  sind  deren 
Richtnngskosinus  proportional  mitX,  X,  Z;  die  Faktoren,  die  in  Gl.  (75) 
mit  Xy  y,  Z  multipliziert  sind,  müssen  daher  (yergl.  §  24)  proportional 
sein  mit  den  Richtungskosinus   eitier  auf  der  Kraftlinie  senkrechten 
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Linie  durch  x^y^z;  und  die  Werte  jener  Faktoren  lassen  leicht  erkennen, 
daß  die  sämtliohen  Kraftlinien  von  einem  gewissen  System  von  Fliehen 
senkrecht  geschnitten  werden.  Denn  es  sei  F(x,  y,js)  =  c  die  Gleichung 
dieser  Schar;  dann  müssen  die  Richtungskosinus  der  Normale  der  m. 
ihr  gehörigen,  durch  x,  y,  z  gehenden  Fl&che  proportional  mit  X,  F,  Z 
sein,  d.  h.  es  ist 

cx  8y  8jp 

wo  h  ein  Faktor  ist,  der  aber  im  allgemeinen  eine  Funktion  der  Koordi- 
naten ist;  dies  gibt  aber  8(AZ)/Sy  =  d{hY)/dz  u.  s.  w.,  und  das  führt 
wieder  auf  Gl.  (76). 

392.  Die  Flächen  gleichen  Drucks  sind  auch  FlSchen  gleichen 
Potentials.  Wie  die  Gl.  (73)  zeigt,  ist  die  Dichte  Q  ein  integrierender 
Faktor  der  Größe  Xdx  +  Y^y  +  Zdz,  d.  h.  sie  yerwandelt  diesen 
Ausdruck  in  ein  Tollständiges  Differential.  Ist  Q  konstant,  d.  h.  ist  die 
Flüssigkeit  inkompressibel,  so  ist  Xdx  -{-  Ydy  -\-  Zde  selbst  ein  voll- 
ständiges Differential  {dp\  d.  h.  X,  Y,  Z  lassen  sich  aus  einer  Potential- 
funktion ableiten,  d.  h.  inkompressible  Flüssigkeiten  können  nur  im 
Gleichgewichte  sein,  wenn  die  Kräfte  ein  Potential  haben. 

In  jedem  Falle,  ob  nun  Q  konstant  ist  oder  nicht,  gilt  bei  Existeos 
eines  Potentials  der  Kräfte  die  Gleichung 

dp  =  ^  QdV (76) 

Die  Flächen  gleichen  Drucks  sind  also  auch  Flächen  gleichen  Potentials; 
denn  für  dp  =  0  ist  auch  d  F  =  0.  Aber  auch  q  ist  in  einer  Fläche 
gleichen  Drucks  konstant;  denn  wenn  dp  der  konstante  Dracknnter- 
schied  von  einer  Fläche  gleichen  Druckes  zur  nächsten  ist ,  so  ist  d  F 
die  konstante  Potentialdifferenz  zwischen  denselben  beiden  Flächen,  and 
folglich  muß  Q  konstant  sein  in  jeder  der  Flächen. 

Wenn  die  einzige  äußere  Kraft  die  Schwerkraft  ist,  sind  die  Flachen 
gleichen  Drucks  senkrecht  zur  Lotlinie,  also  horizontal. 

393«  Die  Flächen  gleichen  Drucks  schneiden  die  Kraftliiüeii 
senkrecht.  Daß  dies  der  Fall  ist,  wird  durch  die  Gleichgewichts- 
gleichungen  direkt  ausgesagt.  Denn  p  ist  eine  Funktion  der  Koordinaten, 
f{x,  y,  e)\  f{Xj  y,  z)  =z  p^  wo  p  ein  konstanter  Druckwert,  ist  daher 
eine  Fläche  gleichen  Drucks.  Die  Richtungskosinus  ihrer  Normalen 
sind  nun  offenbar  proportional  mit  dp/cx,  dp/dy^  dp/dz,  diese  Großen 
aber  nach  den  Gl.  (71)  proportional  mit  X,  Z,  Z,  woraus  folgt,  daß 
die  Resultante  von  X,  T,  Z  auf  den  Flächen  gleichen  Drucks  überall 
senkrecht  steht. 

Wenn  die  Kräfte  kein  Potential  haben,  sind  die  Flächen  gleichen 
Drucks 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0 (77) 
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und  die  Flächen  gleicher  Dichte 

|£..+  |£.,  +  |£..  =  „    ....   „e, 

im  aUgemeinen  yerschieden,  und  nar  ihr  Schnitt  ist  eine  Linie  zugleich 
gleichen  Drucks  und  gleicher  Dichte.  Dieser  Fall  hietet  indessen  kaum 
Interesse  dar,  da  wir  es  in  allen  praktischen  Fällen  mit  Kräften  zu  tun 
haben,  die,  vollständig  dargestellt,  ein  Potential  besitzen. 

394.  Kompressible  Flüssigkeit  im  Kraftfelde.  Im  Falle  einer 
kompressiblen  FltLssigkeit ,  also  praktisch  eines  Gases,  ist  die  Dichte 
eine  Funktion  des  Drucks  und  der  Temperatur,  und  zwar,  wenn  man 
letztere  als  sogenannte  absolute  Temperatur  0  (vergl.  Bd.  II)  angibt, 
von  der  Eigenschaft,  daß 

Q 
ist,  wo  B  eine  Konstante  bedeutet.     Damit  werden  die  Gleichgewichts- 
gleichnngen 

i^_J_Y    l^-_Lr    i?f-J-y  ,7<i^ 

pCx~Bti     '    pdy^Bd     '    pde~Be        "    "    '    '    ^     ' 

and  die  znr  Bestimmnng  des  Drucks  dienende  Gleichung  ist: 

^  =  ^(Xdx+  Ydy-\-  Zdjs) (80) 

oder,  wenn  ein  Eräftepotential  F  existiert: 

Integriert  kann  diese  Gleichung  nur  werden,  wenn  die  Verteilung  der 
Temperatur  in  dem  Gase  bekannt  ist;  ist  sie  z.  B.  überall  dieselbe,  so 
wird: 

?^!7J^  =  -  ^  F  +  C (82) 

wo  C  eine  Eonstante  ist;  oder  auch,  wenn 

e^  =  c,         RO  =  k 
gesetzt  wird: 

_v 

p  =  ce    ^ (83) 

Der  Druck  sinkt  hiernach  in  geometrischer  Progression,  wenn  V 
in  arithmetischer  Progression  wächst.  In  der  Atmosphäre  ist  z.  ß., 
wenn  die  positive  Richtung  nach  oben  gewählt  wird,  V  positiv  und 
ändert  sich  wie  die  Höhe  ilber  dem  als  null  zu  wählenden  Niveau. 
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Spezielle  Statik  der  Flüssigkeiten  und  Gase. 


395.  Elementare  Theorie  des  Gleichgewichtes  einer  Flüssig- 
keit.   Der  Druck  in  einem  Punkte  ist  in  allen  Richtungen  derselbe. 

Man  kann  das  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit,  und  speziell  einer  unter 
der  Wirkung  der  Schwere  stehenden  FlOssigkeit,  auch  in  der  folgenden, 
mehr  elementaren  Weise  behandeln.  Man  kann  erstens  zeigen,  d&ß  in 
jedem  Punkte  der  Flüssigkeit  der  Druck  in  allen  Richtungen  derselbe 
ist,  ein  Satz,  der  für  alle  wirklichen,  wenn  auch  noch  so  zähen  Flüssig- 
keiten gilt,  wenn  sie  im  Gleichgewichte  sind. 

Betrachten  wir  ein  kleines  reguläres  Tetraeder  der  Flüssigkeit, 
Fig.  225  zeigt  ein  solches  Flüssigkeitselement,  wie  es  einem  Beschauer, 

der  es  in  einer  Richtung  senkrecht  zur 
einen  Fläche  Yom  entgegengesetzten  Schei- 
telpunkte aus  betrachtete,  erscheinen 
würde.  Alle  vier  Flächen  sind  gleich- 
seitige Dreiecke.  Dieser  Teil  der  Flüssig- 
keit wird  im  Gleichgewicht  erhalten  unter 
der  Wirkung  zweier  Kraftsysteme,  die  auf 
die  in  ihm  enthaltene  Materie  wirken: 
1.  die  äußeren  wirksamen  Kräfte,  deren 
Komponenten  X,  Y,  Z  sind;  2.  die  über 
die  Dreiecksflächen  wirksamen  Druck- 
kräfte. Entsteht  keine  BewegungsgröiSe  des  Tetraeders  oder  eines  seiner 
Teile,  so  ist  das  Gleichgewicht  dasselbe,  wie  das  eines  Stückes  starrer 
Materie  von  derselben  Gestalt,  GröiSe  und  Dichte,  durch  das  das  Flüssig- 
keit st  et  raeder  unter  demselben  Kräftesjstem  ersetzt  werden  könnte. 

Wenn  s  die  Kantenlänge  J.^  des  Tetraeders  ist,  so  ist  sein  Volumen 
72  V^ .  s^  und  der  Inhalt  jeder  Fläche  ist  J  ^3  .s».  Die  äußere  Kraft  in 
der  a?- Richtung  ist  daher  ^2  s^QX/l2t  und  die  Druckkraft  über  eine 
Fläche  ist  y  3  s^p/^.     Das  Verhältnis  der  ersteren  zur  letzteren  ist 

f2      QsX 
3V3        P 
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Nan  werde  s  bis  ins  unendliche  verkleinert,  dann  nimmt  das  soeben 
gefundene  Verhältnis  nach  dem  Nullwerte  zu  ab  und  kann  durch  die 
Wahl  eines  genügend  kleinen  8  beliebig  yerringert  werden.  Es  hat  also 
die  auf  die  Masse  wirkende  Kraft  die  Tendenz,  im  Vergleich  zu  der 
auf  die  Fläche  wirkenden  Druckkraft  zu  verschwinden,  sehr  begreiflich, 
da  Jene  unendlich  klein  von  der  dritten,  diese  nur  von  der  zweiten 
Ordnung  wird.  Darum  können  für  ein  sehr  kleines  Element  die  äußeren 
wirksamen  Kräfte  im  Vergleich  mit  den  Druckkräften  vernachlässigt 
werden,  und  das  mit  immer  größerer  Annäherung  an  vollkommene 
Richtigkeit,  Je  kleiner  und  kleiner  das  Element  genommen  wird. 

Wenn  man  also  nur  die  Druckkräfte  auf  das  Tetraeder  betrachtet, 
so  ist  es  klar,  daß  sie  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  gleiche  Kräfte  sein 
müssen.  Der  mittlere  Druck  p  ist  demnach  derselbe  über  jede  Fläche, 
and  im  Grenzwert  hat  man  das  Ergebnis ,  daß  der  Druck  im  Zentrum 
des  Tetraeders  in  allen  vier  Richtungen  senkrecht  zu  den  Flächen  der 
gleiche  ist. 

Wenn  man  jetzt  unter  Festhaltung  der  Lage  einer  der  Flächen 
sich  ein  neues  Tetraeder  denkt  in  der  Lage,  die  das  vorige  haben  würde, 
wenn  es  um  einen  Winkel  um  eine  zur  Ebene  Jener  Fläche  senkrechte, 
etwa  durch  den  Schwerpunkt  gelegte  Aze  gekippt  würde.  Man  erhält 
das  gleiche  Resultat  für  die  unverändert  verbliebene  Richtung  und  so 
für  die  drei  Richtungen  senkrecht  zu  den  Lagen  der  drei  anderen 
Flächen.  Durch  Wiederholung  dieses  Vorganges  kann  man  diesen  Satz 
der  Reihe  nach  für  alle  Gruppen  v(^  vier  Richtungen  senkrecht  zu  den 
Flächen  beweisen  und  so  zeigen,  daß  der  Druck  im  Mittelpunkte  des 
Flüssigkeitselementes  in  allen  Richtungen  der  gleiche  ist. 

Ist  dieser  Beweis  erbracht,  so  sieht  man  ohne  weiteres  durch  Be- 
trachtung des  Gleichgewichtes  eines  als  Prisma  gestalteten  Flüssigkeits- 
elementes ein,  daß  der  Druck  in  allen  Punkten  der  Flüssigkeit  der 
gleiche  ist,  wenn  keine  äußeren  Kräfte  angreifen. 

396.  Eine  Flüssigkeit  unter  der  Wirkung  der  Scliwere. 
Flachen  gleichen  Druckes  sind  horizontal.  Man  betrachte  jetzt 
eine  unter  der  Wirkung  der  Schwere  stehende  Flüssigkeit  von  gleich- 
förmiger Dichte. 

Zunächst  kann  bewiesen  werden,  daß  der  Druck  in  allen  Punkten 
einer  horizontalen  Fläche  derselbe  ist.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir 
ein  dünnes  Flüssigkeitsprisma,  dessen  Längsrichtung  horizontal  ist  und 
dessen  Endflächen  vertikal  sind.  Ist  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht, 
80  ist  das  Prisma  nach  jeder  Richtung  hin  im  Gleichgewicht  und 
erfährt  deshalb  nach  keiner  Richtung  eine  Beschleunigung.  Nun  sind 
die  auf  es  wirkenden  Kräfte  1.  die  äußeren  Gravitationskräfte,  die 
Tertikai  nach  unten  auf  die  Flüssigkeitsteilchen  wirken,  2.  die  durch 
die  umgebende  Flüssigkeit  auf  seine  Grenzoberfläche  wirkenden  Druck- 
kräfte.    Die  letzteren  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  nämlich  die  auf  die 
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Längsseiten    und    die    auf    die    Endflächen    des    Prismas    wirkenden 
Kräfte. 

Betrachten  wir  die  Beschleanignng  des  Prismas  in  seiner  Längs- 
richtung. Weder  die  Massenkräfte,  die  vertikal  sind,  noch  die  Druck- 
kräfte auf  die  Seiten  können  irgend  einen  Einfluß  haben,  eine  solche 
Beschleunigung  zu  erzeugen  oder  zu  yerhindern,  da  ihre  Richtungen 
senkrecht  zur  Länge  des  Prismas  sind.  Es  bleiben  also  nur  die  Druck- 
kräfte auf  die  Enden  übrig.  Von  diesen  treibt  eine  das  Prisma  in 
einer,  die  andere  in  der  entgegengesetzten  Richtung;  sie  müssen  also  gleich 
sein,  da  es  sonst  eine  Beschleunigung  geben  würde;  und  da  der  Druck 
in  irgend  einem  Punkte  in  allen  Richtungen  derselbe  ist,  so  ist  auch 
der  Druck  in  jeder  Richtung  in  einem  Punkte  einer  horizontalen  Ebene 
gleich  dem  Drucke  in  jeder  Richtung  in  einem  anderen  Punkte  der 
horizontalen  Ebene. 

397.  Druckänderimg  mit  dem  Niyeau.  Betrachten  wir  ferner 
ein  dünnes  Prisma  mit  vertikaler  Längsrichtung  und  den  Eodflachen 
in  zwei  horizontalen  Ebenen,  die  um  den  Abstand  h  voneinander  eot- 
fernt  sind.  Hinsichtlich  der  Beschleunigung  in  vertikaler  Richtung 
haben  die  Druckkräfte  auf  die  Seiten  keinen  Einfluß,  es  bleiben  nur  die 
Druckkräfte  auf  die  Enden  und  die  Gravitationskräfte  übrig.  Wenn 
p  der  Druck  in  der  unteren  Ebene ,  p'  der  in  der  oberen  und  a  der 
Querschnitt  des  Prismas  ist,  so  wirkt  auf  das  Prisma  eine  Druckkraft 
nach  oben  gleich  pa  und  eine  Dru9kkraft  nach  unten  p'a.  Nach  unten 
wirkt  außerdem  die  Schwerkraft,  und  ihre  Wirkung  betragt  in  absoluten 
Einheiten  ggah.  Die  Kraft  nach  oben  muß  die  gesamte  Kraft  nach 
unten  aufheben,  und  es  ist  folglich 

pa  =  p'a  +  gQoh 
oder 

P  =  p'  +  gQh (1) 

d.  h.  der  Druck    in  der  unteren  horizontalen  Fläche  übertrifft  also  den 
in  der  oberen  um  ggli,  oder  im  Gewichtsmaß  um  Qh. 

So  ist  z.  B.  das  Gewicht  einer  Wassersäule  von  5  m  Tiefe  und 
1  qm  Querschnitt  gleich  5000  kg ,  anderseits  ist  der  Druck  der  Atmo- 
sphäre auf  1  qm  gleich  10330  kg;  somit  ist  auf  dem  Grunde  eines  5  m 
tiefen  Teiches  der  Gesamtdruck  pro  Quadratmeter  15330  kg. 

398.  Behältnis  mit  yerschiedeneii  unvermischbaren  Flfissig- 
keiten.  Es  sei  bemerkt,  daß,  da  ein  System  von  Körpern  nur  dann  im 
stabilen  Gleichgewichte  ist,  wenn  seine  potentielle  Energie  ein  Minimum 
ist,  sich  eine  Anzahl  verschiedener  Flüssigkeiten,  die  verschiedene  Dichte 
haben  und  sich  nicht  vermischen ,  in  einem  gemeinsamen  Gefäße  nach 
der  Dichte  anordnen  werden,  mit  der  dichtesten  Flüssigkeit  zu  unterst 
Nur  bei  dieser  Anordnung  kann   die  potentielle  Energie  des  aus  der 
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aaziehenden  Erde  und  den  FlOssigkeiten  im  Gefäße  (dessen  Lage  als 
gegeben  angenommen  wird)  bestehenden  Systems  ein  Minimum  sein. 

•199.  Die  Trennungsoberfläche  zweier  Flüssigkeiten  ist  hori- 
zontal. Kommunizierende  Röhren.  Es  kann  jetzt  gezeigt  werden, 
daß  die  Trennungsfläche  zweier  aneinanderstoßender  Flüssigkeiten 
horizontal  ist.  Denn  denken  wir  uns  zwei  horizontale  Flächen -4  ^,  OD 
(Fig.  226),  eine  in  jeder  Flüssig- 
keit; der  Druck  ist  in  jeder  in 
allen  Punkten  der  gleiche.  Zwei 
schmale  Yertikale  Prismen  stehen 
mit  ihren  unteren  Enden  in  der 
unteren,  mit  den  oheren  in  der 
oberen  Oherfl&che.  Ihre  Längen 
sind  gleich ;  aber  wenn  die  Tren- 
Dungsfläche  EF  nicht  horizontal 

wire,  könnten  sie  in  solcher  Stellung  sein,  daß  ihre  Längen  in  den 
oberen  und  unteren  Flüssigkeiten  nicht  für  beide  gleich  sind.  Es  seien 
alsdann  ^,  h^  die  Längen  der  Prismen  in  der  unteren  Flüssigkeit, 
h\,  h'^  ihre  Höhen  in  der  oberen ,  Q,  Q*  die  Dichten  der  Flüssigkeiten 
und  p,  p'  die  Drucke  in  der  unteren  und  oberen  Fläche.  Nach  GL  (1) 
bat  man 

P=P'  +  9(Qh,  +  Q'h[)  =p'  -\-  g(9h  +  Q^h'J, 

Folglich  ist 

Qhi  +  q'K  =  Qh.2  +  g'h',. 
Ebenso  ist 


ib.: 


Daraas  ergibt  sich  durch  Subtraktion: 

K(q-q')  =  K(q  -9'), 


;.;  =  /.;, 


oder:  die  in  den  oberen  Flüssigkeiten  stehen- 
den Prismen  sind  von  gleicher  Länge.  Folg- 
licb  ist  diese  und  auch  jede  weitere  Tren- 
nimgsfläche  horizontal. 

In  einem  Gefäße,  das  aus  einer  oberen 
and  einer  unteren  Kammer  besteht,  die  durch 
Röhren  von  yerschiedener  Größe  und  Gestalt 
miteinander  zusammenhängen  (Fig.  227), 
seien  zwei  Flüssigkeiten  enthalten;  befindet 
sich  die  eine  Flüssigkeit  im  unteren  Baume 
und  einem  Teile  der  Verbindungsröhren,  die 
andere  im  oberen  Räume  und  dem  übrigen  Röhrenraume,  so  zeigt  sich, 
daß  das  Niveau  der  Trennungsfläche  in  allen  Yerbindungsröhren  gleich  ist. 


448  Zehntes  Kapitel. 

Ein  spezieller  Fall  ist  der  ans  Fig.  228  ersichtliche;  dort  sind  der 
UDtere  Raum  and  die  unteren  Teile  der  "rerfichieden  gestalteten,  mit 

Fig.  228. 


ihm  kommunizierenden  Rohren  mit  Wasser,  der  obere  Teil  der  Röhren 
aber  sowie  der  gesamte  Raum,  in  den  ihre  oberen  Enden  münden,  mit 
Luft  gefüllt;  in  sämtlichen  miteinander  zusammenhängenden  Röhren 
steht  das  Niveau  gleich  hoch. 

Der  wissenschaftliche  Beweis  für  die  hier  beschriebene  Tatsache 

nach  hydrostatischen  Prinzipien  ist  überaus  einfach.      Man  betrachte 

in  Fig.  229  das  horizontale  Prisma  mit  den  Enden  Ä  und  B  im  unteren 

Teile  der  Flüssigkeit;  B  sei  ein  Punkt  einer  Yon  der  freien  Oberfliche 

Fig.  229.  Fig.  230. 


^-D 


M 


aus  gezogenen  Senkrechten  EB,  aber  Ä  möge  außerhalb  jeder  soleben 
Linie  liegen.  Der  Druck  ist  in  Ä  derselbe  wie  in  B^  und  der  Dnick 
in  B  ist  um  gQh  gröISer  als  der  inE.  Ferner  betrachte  man  das  obere 
Prisma  CD.  Dann  ist  wieder  der  Druck  in  D  derselbe  wie  in  C,  wo 
er  um  gQh'  größer  ist  als  in  E.  Somit  muß  die  Höhe  der  freien  Ober- 
fläche über  D  gleich  h'  sein. 

Denken  wir  uns  zwei  Flüssigkeiten,  z.  B.  Wasser  und  Quecksilber, 
in  Berührung  miteinander  in  einer  U-förmigen  Röhre  wie  in  Fig.  230. 
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Es  sei,  wenn  sie  in  atmosphärische  Luft  eingetaucht  werden,  P  der 
Atmosphärehdrack  am  oberen  Ende  der  rechten  Sänle,  h  und  h!  die 
Höhen  der  rechten  nnd  linken  Sänle  über  AB^  dem  Niveau  der  Tren- 
nungsfiäche,  Q,  q'  die  Dichten  der  Flüssigkeiten  und  Qa  die  Dichte  der 
Loft.  Der  Druck  im  Niveau  AB  \&i  auf  der  rechten  Seite  P  4~  99^^ 
auf  der  linken  P-]r9Qa{h  —  Ä')  -f-  gQ'h*.  Diese  Drucke  müssen  gleich 
sein,  und  man  hat  daher 

{Q  -  (fa)h  =  {q'  -  Qa)h' (2) 

Die  Dichten  Q  —  ^a«  Qi  —  Qa  sind  daher  umgekehrt  proportional 
den  Höhen  A,  h!  über  der  gemeinsamen  Trennungsfläche.  Wird  Qa 
Ternachlässigt,  oder  bringt  man  das  System  ins  Vakuum,  so  ist  einfacher 

^  =  T ••<»*) 

Es  wird  dem  Leser  auffallen,  dalS  die  Querschnitte  der  Röhren 
nichts  damit  zu  tun  haben.  Die  beiden  Schenkel  können  in  der  Tat 
beliebige  relative  Querschnitte  haben,  die  nur  groß  genug  sein  müssen, 
nin  die  Wirkungen  der  Kapillarität  aufzuheben. 

400.  Störung  der  Homontalitiit  der  Oberfläche  durch  die 
KapiUaritSt.  Es  muß  hier  etwas  erwähnt  werden,  worauf  später  näher 
eingegangen  werden  wird,  nämlich,  daß  die  Horizontalität  der  Treu- 
nungsfläche  zweier  Flüssigkeiten  nur  in  einer  durch  die  Erfahrung  fest- 
gefletzten  Entfernung  von  den  Wandungen  des  Gefäßes  gilt.  Das  in 
einer  Kapillarröhre  von  1  mm  oder  weniger  Durchmesser  stehende 
Wasser  ist  nirgends  horizontal,  außer  in  einem  Punkte.  Wenn  das 
Wasser  das  Gefäß  netzt,  so  ist  die  Oberfläche  nach  oben  konkav,  und 
diese  Konkavität  führt  zu  einer  Erhebung  der  Oberfläche  über  den 
Stand,  den  sie  haben  würde,  wenn  sie  eben  wäre. 

Anderseits  ist  Quecksilber  in  einer  engen  Glasröhre  konvex,  und 
die  Oberfläche  hat  einen  niedrigeren  Stand ,  als  sie  haben  würde,  wenn 
sie  eben  wäre. 

Man  kann  sagen,  daß  in  Röhren  von  2  cm  oder  mehr  Durchmesser 
kein  merkliches  Steigen  oder  Fallen  von  Flüssigkeiten  stattfindet.  An 
den  Wänden  wird  sich  allerdings  eine  entweder  konkave  oder  konvexe 
Biegung  der  flüssigen  Oberfläche  finden. 

Jedermann  kann  die  Auf  wärts Wölbung  von  Tee  um  den  Tassenrand 
berum  beobachten,  oder,  indem  er  ein  Glas  mit  Wein  zwischen  sein 
Auge  und  ein  Licht  hält,  den  Meniskus  sehen,  den  der  Wein  bildet. 
Die  konvexe  Wölbung  der  Quecksilberoberfläche  im  Barometer  ist  all- 
bekannt; sie  wird  benutzt,  um  zu  konstatieren,  ob  die  Oberfläche  der 
Säule  im  Steigen  oder  im  Fallen  ist.  Steigt  das  Quecksilber  in  der 
Röhre,  so  schleppt  der  durch  die  Röhre  zurückgehaltene  Rand  der  Säule 
etwas  nach,  wohingegen  die  Mitte  entsprechend  stärker  steigt,  so  daß 
•ie  die  Konvexität  über  ihren  mittleren  Stand  bei  völliger  Ruhe  der 

Orfty,Phy«ik.    I.  29 
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Säule  übersteigt.  Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  die  Oberflache 
f&llt;  dann  ist  die  Eonyexität  kleiner  als  im  Mittel. 

401.   Druckübertragimg.    Hydrostatisches  Paradoxon.   Aos 

dem  Gesagten  folgt,  daß,  wenn  eine  Flüssigkeit  in  einem  Ton  festen 
Wänden  umgebenen  Räume  enthalten  ist ,  jeder  ihr  an  irgend  einem 
Punkte  der  Wandung  erteilte  Druck  der  gesamten  Flüssigkeit  mit- 
geteilt wird.  Denn  die  aus  den  Niveauunterschieden  herrabrenden 
Druckunterschiede  müssen  dieselben  bleiben,  so  daß  der  Druck  aberall 
um  denselben  Betrag  erhöht  worden  ist. 

Dies  führt  zu  einem  sehr  wichtigen  Ergebnis,  dem  sogenannten 
hydrostatischen  Paradoxon,  das  in  Fig.  231   Yeranschaulicht  i:it 

Das  gefüllte  Gefäß  besteht  aus  zwei,  wie  man  sieht,  kommnni- 
zierenden  Zylindern ,  deren    einer  einen  kleinen ,  deren  anderer  einen 


Fig.  231. 
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Yerhältnismäßig  großen  Durchmesser  hat;  ihre 
Querschnitte  seien  /  und  JP.  Die  Zylinder  sind 
mit  Stempeln  versehen,  die  als  wasserdicht  und 
reibungslos  angesehen  und  der  Einfachheit  wegen 
als  vertikal  angenommen  werden. 

Wenn  jetzt  ein  Gewicht  von  P  kg  angewandt 
wird,  um  den  kleineren  Stempel  herunterzu- 
drücken, so  wird  der  große  Stempel  herauf- 
gedrückt werden,  und  es  wird  ein  Gewicht 
G  =  FF  ff  gebraucht  werden ,  um  ihn  in  der- 
selben Lage  wie  vorher  zu  erhalten.  Denn  *— 
wenn  von  der  geringfügigen  Änderung  des  durch  die  Flüssigkeit  ein- 
genommenen Raumes  abgesehen  wird  —  der  Druck  der  Flüssigkeit 
gegen  die  untere  Fläche  des  kleineren  Stempels  hat  um  P/f  zugenommen. 
Der  Druck  gegen  die  untere  Fläche  des  großen  Stempels  hat  also  um 
denselben  Betrag  zugenommen,  und  die  auf  ihn  ausgeübte  ganze  Druck- 
kraft ist  FF/ f.  Daß  die  durch  den  kleinen  Stempel  auf  die  Flüssig- 
keit ausgeübte  Kraft  F  eine  durch  die  Flüssigkeit  auf  den  großen 
Stempel  ausgeübte  Kraft  FF/f  ergeben  soll ,  ist  als  paradox  angesehen 
worden. 

Es  ist  aber  nichts  Paradoxes  dabei,  wenn  man  die  Sache  im  Lichte 
des  Arbeitsprinzips  anschaut.  Wenn  der  kleine  Stempel  um  eine 
Strecke  h  heruntergetrieben  wird,  so  ist  die  durch  die  Kraft  F  geleistete 
Arbeit  Fh,  Wenn  aber  das  Volumen  der  Flüssigkeit  dasselbe  bleiben 
soll  wie  vorher,  so  muß  der  große  Stempel  steigen,  und  zwar  um  so  viel, 
daß  der  Raum  um  genau  so  viel  vergrößert  wird,  als  er  durch  das  Ein- 
dringen des  kleinen  Stempels  geschmälert  worden  war;  letzterer  Betrag 
ist  aber  fh\  folglich  steigt  der  große  Stempel  um  eine  Entfernung 
H  =  fh/F.  Die  durch  Hebung  des  Gewichtes  G  geleistete  Arbeit  ist 
alsdann  Gfh/F.  Nun  ist  aber  G  =  FF/f,  so  daß  die  Arbeit  G/h'F 
gleich  Fh  ist;  d.  h.  die  beim  Herunterdrücken  des  kleinen  Stempels 
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Yerbrauchte  Arbeit  ist  genau  dieselbe,  wie  die  beim  Heben  des  großen 
Stempels  geleistete. 

In  der  Praxis  ist  —  infolge  der  Reibung  —  die  bei  der  Hebung 
des  großen  Stempels  geleistete  Arbeit  niemals  so  groß  als  die  zum 
Binnnterdrücken  des  andern  aufgewendete. 


402.  Hydraulische  Presse.  Fig.  232  veranschaulicht  das  Prinzip 
der  hydraulischen  Presse,  die  von  dem  großen  Physiker  und  Philosophen 
Pascal  erfunden  worden  ist.  Der  Druck  wird  auf  das  in  dem  kleinen 
ZjUnder  befindliche  Wasser  dadurch  ausgeübt,  daß  man  den  Taucher  C 
durch  den  Hebel  D  hin-  pi     232. 

unterzwingt.  Der  Auf- 
wärtsbewegung des 
großen  Stempels  N 
widersetzt  sich  ein  Kör- 
per, der  zwischen  die 
au!  dem  großen  Stempel 
ruhende  „Ramme''  und 
einen  darüber  befind- 
hchen  Balken  gebracht 
ist.  Zu  einer  praktischen 
Maschine  wurde  die 
Presse  umgestaltet  durch 
Bramah,  der  die  be- 
deutende Schwierigkeit 
fiberwand,  die  Stempel 
wasserdicht  zu  machen, 
indem  er  sie  mit  dem 
Ledergürtel  von  ü- för- 
migem Querschnitt  um- 
gab, der  in  der  Figur 
extra  und  außerdem  im 

Durchschnitt  am  oberen 

Ende  des  Rammzylinders 

abgebildet  ist.  Das  Wasser  tritt  in  den  ringförmigen  Raum  zwischen 
den  beiden  R&ndem  des  Leders  ein  und  drückt  den  inneren  Rand 
gegen  den  Zylinder.  Andere  aus  dieser  nach  einem  alten  Holz- 
schnitt gegebenen  Darstellung  der  Presse  nicht  ersichtliche  Details 
finden  sich  bei  den  modernen  Formen  des  Apparates.  Es  wird 
Wasser  unter  genügend  hohem  Druck  in  einem  darunter  befindlichen 
Reservoir  gehalten  und  fließt  durch  eine  Klappe,  die  sich  im  Boden 
des  kleinen  Zylinders  nach  oben  öffnet,  wenn  der  Druckstempel  ge- 
hoben wird.  Ein  starkes  Kupferrohr  von  feinem  Lumen  verbindet 
jetzt  meistens  den  Druckstempelzy linder  mit  dem  Rammzylinder.  In 
der  Abbildung  ist  der  Kanal  in  einen  Metallblock  eingeschnitten  und 

29* 
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mit  einem  Federventil  V  Tenehen ,  das  sich  gegen  den  Bammzylinder 
öSnet. 

Hat  man  ein  geschlossenes  Gef&ß  mit  daran  befestigten  Zylindern, 
in  denen  Yerschiedene  Stempel  arbeiten,  wie  in  Fig.  233 1  so  kann, 
wenn  ein  hoher  Druck  im  Gefäß  erbalten  wird,  auf  diese  yerschiedenen 
Stempel  durch  den  Drack,  den  sie  alle  Yon  der  FlOssigkeit  erhilten, 
Arbeit  geleistet  werden.  Dies  ist  in  der  Praxis  Yerwirklicht  durch  den 
hohen  Druck  in  Ean&len,  die  Kraft  für  arbeitende  Aufzflge  oder  andere 
hydraulische  Maschinen  liefern. 

Die  hydraulische  Kraft  wird  heutzutage  für  viele  Zwecke  benutzt, 
s.  B.  um  die  Tore  der  Docks  zu  öffnen  und  zu  schließen,  für  den  Be- 
P*     233.  ^^^^  ^^'^  Aufzügen,  um  Eisen-  und  Stahl- 

platten zu  nieten,  auf  Schiffen,  um  die 
Kanonen  zu  richten,  zur  Hebung  von 
Lokomotiven  usw.  Auch  wird  die  hydran- 
lische  Kraft  oft  mit  Hilfe  eines  sogenannten 
Akkumulators  verwandt.  Dieser  besteht 
—  aus  einem  schweren  Gewicht,  das  einen 
Druckstempel  herunterpreßt  und  so  den 
nötigen  Druck  liefert.  Dieses  Verfahren 
ist  sehr  angebracht,  wo  die  Kraft  nicht 
fortwährend  gebraucht  wird,  wie  z.  R 
zum  öffnen  der  Tore  von  Docks;  denn  der  Akkumulator  kann  durch 
eine  in  der  Zwischenzeit  arbeitende  Maschine  von  v^h&ltnismäßig  ge- 
ringer Kraft  allmählich  wieder  heraufgepumpt  werden. 

Die  durch  die  Maschine  gelieferte  Energie  wird  in  dem  gehobenen 
Gewichte  aufgespeichert,  oder  vielmehr  in  dem  trotz  ihrer  gegenseitigen 
Anziehung  getrennten  System  von  Erde  und  Gewicht,  und  kann  in  ver- 
hältnismäßig  kurzer  Zeit  verbraucht  werden.  In  der  Elektrizität  erfüllen 
den  entsprechenden  Zweck  die  Akkumulatorenbatterien;  ganz  allmählich 
durch  chemische  Umsetzungen  in  einer  Batterie  aufgespeicherte  Energie 
kann  so  schnell,  als  irgend  wünschenswert  ist,  verausgabt  werden. 

403.  Druckkräfte.    Druck  auf  eine  ebene  Flache.    Es  sei  dt 

ein  so  kleines  Flächenelement,  daß  der  Druck  (der  als  von  Punkt  zu 
Punkt  stetig  sich  ändernd  angenommen  wird)  in  ihm  als  gleichförmig 
angesehen  werden  kann.  Das  Produkt  pdf  wird  häufig  der  ^ganie 
Druck **  über  das  Element  oder  „Flächendruck^  genannt,  und  dieSomme 
^(pdf)  solcher  Produkte  für  die  ganze  Fläche  oder  einen  Teil  von  ihr 
heißt  „ganzer  Druck *"  über  die  Fläche  oder  den  betreffenden  Teil  von 
ihr.  Es  ist  aber  genau  zu  unterscheiden  zwischen  den  Begriffen:  Druck 
schlechthin  oder  Einheitsdruck  einerseits  und  Druckkraft,  ganzer  Drnck 
oder  Flächendruck  anderseits;  letzterer,  also  pd/t  ist  von  der  Dirnen* 
sion  einer  Kraft,  ersterer  von  der  einer  durch  eine  Fläche  difidierten 
Kraft  (also  bezw.  LT-^M  und  X"»  T"^M). 
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Ist  die  Fläche  eine  Ebene,  so  ist  jS(pdf)  der  gesamte,  durch  die 
Flüssigkeit  auf  die  Flache  ausgeübte  Flächendmck.  Ist  die  Fläche 
nicht  eben,  so  ist  JS(pdf)/£dfy  die  Summe  der  auf  die  Elemente  aus- 
geübten Drucke,  dividiert  durch  den  Flächeninhalt,  der  mittlere  Druck 
auf  die  Oberfläche ;  und  wenn  6  die  Neigung  der  Normalen  von  df  zu 
einer  gewählten  Richtung  ist,  so  ist  jSpcosOdf  der  ganze  Druck  auf 
die  Fläche  in  dieser  Richtung. 

Die  Berechnung  der  auf  eine  ebene  Fläche  ausgeübten  Druck- 
kraft ist  für  manche  praktische  Zwecke  von  Wichtigkeit,  z.  B.  für 
die  innerhalb  und  außerhalb  eines  Schleusentors  durch  das  Wasser  aus- 
geübten ganzen  Drucke* 

Wenn  man  die  auf  eine  ebene  Fläche  ausgeübte  Druckkraft  mitP 
beceichnet,  so  ist 

P  =  fpdf (3) 

wo  p  der  Druck  im  Element  df  ist  und  die  Integration  über  die  ganze 
Fliehe  zu  nehmen  ist. 

Ist  die  Flüssigkeit  von  gleichförmiger  Dichte  und  rührt  der  Druck 
▼OD  der  Schwere  her,  so  ist 

-P  =  /(Po  +  9Qh)df (3a) 

▼0  |)o  der  Druck  in  der  freien  Oberfläche  und  K  die  Tiefe  von  df  unter 
ihr  ist.  Um  p^  in  die  Rechnung  einzubeziehen ,  braucht  man  nur  den 
Flächeninhalt  mit  Po  ^^  multiplizieren ;  alsdann  kann  man  von  p^  ab- 
sehen und  braucht  nur  f  gghdf  zu.  berechnen. 

Als  erstes  Beispiel  sei  eine  dreieckige  Platte  betrachtet,  die  so  ein- 
getaucht ist,  daß  ihr  Scheitelpunkt  in  der  Oberfläche  und  ihre  Basis 
mit  der  Oberfläche  parallel  liegt.  Die  Neigung  der  Platte  gegen  die 
Vertikale  sei  mit  0,  die  Entfernung  des  Scheitelpunktes  von  der  Basis 
mit  b  und  die  Länge  der  Basis  mit  a  bezeichnet.  Der  Flächeninhalt 
eines  Streifens  in  der  Entfernung  h  vom  Scheitel  und  von  der  Breite 
dh  ist  ahdh/h,  und  der  Druck  ist  gQhcosOf  da  die  senkrechte  Tiefe 
des  Streifens  h  cos  0  ist     Somit  ist 

h 

a   C  1 

p  =  gQcosO  -z-     h^dh  =  jggab^cosO  ....     (4) 

0 

Dies  ist  die  Größe  der  Resultante  der  Druckkräfte  auf  die  Plattenele- 
mente. Sie  ist  das  Produkt  von  gg  und  dem  Volumen  ^ab^cosO  des 
Prismas,  das  dadurch  gebildet  wird,  daß  man  von  BC  die  Linien  BD^ 
CE  (Fig.  234,  a.  f.  S.)  senkrecht  zur  Ebene  des  Dreiecks  ABC  und 
80  lang,  wie  die  Tiefe  von  B  C  unter  der  Oberfläche  ist,  ziaht. 

404.  Druckkraft  auf  den  Bodeu  eines  Gefäßes.  Experiment 
mit  denPasealschenGef&ßen.  Pascal  hat  gezeigt,  daß  die  gesamte 
Drockkraft  auf  die  Böden  von  mit  Flüssigkeit  gefüllten  Gefäßen  verschie- 
dener Gestalt,  wie  in  Fig.  235  (a.  f.  S.),  denselben  Wert  hat.     Dies  folgt 
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gans  natürlich  aus  der  Wirkong  des  hydrostatischen  Dracki;  es  kann 
aber  aach  experimentell  bewiesen  werden,  indem  man  das  (zuDächst 
unten  offene)  Gef&ß  für  sich  unterstützt,  die  als  Boden  dienende  Scheibe 
dagegen  mittels  eines  Drahtes  an  einer  Wage  aufhangt  und,  nach  Fül- 
lung mit  Wasser,  abwägt.      Es  zeigt  sich,  daß  in   allen  Fällen  das 

Fig.  235. 


Fig.  234. 


Gegengewicht  dasselbe  ist,  nändich  gleich  dem  Gewichte  der  Scheibe  mit- 
samt dem  Gewichte  der  auf  ihr  ruhenden  zylindrischen  Flüssigkeitssäole. 

Man  hat  dieses  Ergebnis  für  paradox  angesehen,  aber  seine  Er- 
klärung liegt  auf  der  Hand.  Was  bei  dem  weitmündigen  Gefäße  an 
Gewicht  hinzukommt,  wird  von  den  Gefäßwänden  getragen;  in  dem 
engmündigen  Gefäße  ist  das  ganze  Gewicht  geringer  als  der  Bodendruck, 
aber  die  gesamte  von  der  Flüssigkeit  nach  unten  ausgeübte  Druckkraft 
ist  der  Bodendruck  minus  der  auf  die  inneren  schrägen  Gefäßwände 
ausgeübten  Druckkraft  nach  oben;  und  diese  Kraft  nach  unten  ist  gerade 
das  Gewicht  der  Flüssigkeit.  Denn  die  Druckkraft  nach  oben  ist  gerade 
das  Gewicht  derjenigen  Flüssigkeit,  welche  im  letzteren  Falle  von  außen 
erforderlich  ist,  um  den  Flüssigkeitszylinder  zu  yerTollständigen ,  wie 
durch  die  punktierten  Linien  in  der  dritten  Figur  von  Fig.  235  an- 
gegeben ist. 

Immerhin  ist  dieses  Verhalten  durchaus  charakteristisch  für  den 
flüssigen  Zustand  der  Materie ;  läßt  man  das  zu  dem  Versuche  benutzte 
Wasser  in  den  Gefäßen  zu  Eis  erstarren,  so  kommt  (vorausgesetzt,  daß 
keine  AdhäsioD  an  die  Gefäßwände  stattfindet)  sofort  das  Gewicht  der 
wirklichen  Massen  zur  Geltung,  ausgenommen  den  Fall  des  weiten  Ge- 
fäßes ,  dessen  Wände  einen  mehr  oder  weniger  beträchtlichen  Teil  der 
festen  Masse  tragen  werden. 

405.  Oruckzentrum.  Offenbar  wird  eine  eingetauchte  ebene 
Platte  einen  Punkt  haben,  in  dem  ein  Zug  vom  Betrage  gQfhdf,  wenn 
er  senkrecht  angreift,  die  Resultante  der  Druckkräfte  auf  die  Elemente 
der  einen  Seite  der  Ebene  aufheben  wird.  Um  diesen  Punkt  zu  finden, 
wählt  man  zwei  beliebige,  nicht  parallele  Beziehungslinien  in  der  Ebene 
und  setzt  x  und  y  für  die  Entfernungen  von  df  von  ihnen. 
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Fflr  die  Summen  Mi  und  M^  der  Momente  der  Druckkräfte  um 
diese  Beziehungslinien  gilt,  wenn  p^  =z  0  ist,  der  Ausdruck 

^i  =  gQ/hxdf,  Mi  =  gQfhydf, 

und,  wenn  |  und  ri  die  Entfernungen  der  Wirkungslinie  der  Resultante 
▼on  denselben  Linien  bezeichnet: 

_   fhxdf  _  fhydf 

^~    fhdf   '        ''-  fhdf  ^°^ 

WO  die  Integrale  über  die  Platte  genommen  sind. 

Der  so  gefundene  Punkt  ist  der  Schwerpunkt  einer  Materienyer^ 
teilong  über  die  Fläche  von  einer  mit  /(,  der  Tiefe  des  Punktes  unter 
der  freien  Oberfläche,  proportionalen  Flächendichte.  Er  heißt  das 
Druckzentrum  der  Platte  für  die  hier  angenommene  Druckverteilung. 

Für  die  dreieckige  Platte  in  der  oben  beschriebenen  Lage  nimmt 
man  nur  eine  Bezugslinie,  die  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der  freien 
Oberfläche.  Eine  zweite  Linie  in  der  Platte  ist  unnötig,  da  offenbar  die 
Wirkungslinie  der  Resultante  in  diesem  Falle  durch  einen  Punkt  der 
den  Scheitelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Basis  verbindenden  Linie 
hindurch  muß.     Es  ist  daher,  wenn  Pq  =  0  ist: 

fh^dh 

S  =  % =  1^ (6) 

fh^dh 

0 

Hätte  das  Dreieck  seine  Basis   in  der  freien  Oberfläche,  so  würde 

man  für  die  Länge  eines  mit  der  Basis  parallelen  Streifens,  der  um 

den  Betrag  h  von  der  Basis  entfernt  wäre,   den  Wert  a(h  —  h)/b 

haben,  und  demnach 

b 

P  =  gg  ^  cosO  \(b  —  h)hdh   -=  —  ggah^cosQ   .    .    (7) 

0 

oder  die  Hälfte  des  früheren  Ergebnisses  aus  Gl.  (4). 

Das  Druckzentrum  ist  in  diesem  Falle,  wie  leicht  zu  ermitteln  ist, 
in  der  Entfernung  \  h  von  der  Basis.  Man  sieht  dies  ohne  Rechnung 
ein,  durch  die  Erwägung,  daß  die  Druckkräfte  auf  Streifen  in  beider- 
seits gleichen  Entfernungen  von  der  Mitte  von  ÄF  offenbar  gleiche 
Momente  um  die  Basis  haben. 

406.    Druckzentrum  für  eine  beliebige  ebene  Fläche.    Für 

eine  beliebige  ebene  Fläche,  in  einer  gleichförmigen  Flüssigkeit  unter 
der  Wirkung  der  Schwere  ist,  wie  wir  sahen,  der  Druck  in  einem  Punkte 
mit  der  Tiefe  dieses  Punktes  unter  der  freien  Oberfläche  proportional, 
wenn  der  Oberflächendruok  als  null  angenommen  wird.  Daraus  folgt, 
daß  der  Druck  mit  der  Entfernung  des  Punktes  von  der  Schnittlinie 
AB  der  Ebene  mit  der  freien  Oberfläche  proportional  ist.     Wenn  x 
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und  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  P  in  der  ebenen  Flache,  auf 

Axen  in  der  Ebene  bezogen,  sind,  und  a  der  Winkel  ist,  den  eis  ?om 

Anfangspunkt  auf  eine  mit  A  B  parallele  Linie  durch  P  gefllltes  Lot 

mit  derx-Axe  bildet,  so  ist  der  senkrechte  Abstand  des  Anfangspunktes 

Ton  der  Linie  offenbar  xcosa  4-  y  sin  ce.     Wenn  dann  ä  der  Abstand 

des  Anfangspunktes  von  AB  ist,  hat  man  für  den  Abstand  ?on  P 

Ton  AB: 

ö  —  xcosa  —  ysinoL 

Folglich  ist  für  die  Koordinaten  des  Druckzentrums,  wenn  man  über 
die  eingetauchte  Fläche  integriert: 

j. /a;(c5  —  xcosa  —  ysina)df 

/((D  —  xcosa  —  ysina)df' 

/y((o  —  xcosa  —  ysina)  df 

/(c5  —  xcosa  —  ysina)  df 

Wird  nun  der  Koordinaten -Anfangspunkt  im  Schwerpunkte  ge- 
wählt und  sind  die  Axen  die  Hauptträgheitsaxen  an  dieser  Stelle,  so 
ist  nach  §§  U7  und  168  :  fxdf=  0,  fydf=  0,  fxydf=  0,  so 
daß  sich  ergibt: 


(8) 


(9) 


Nun  sind  aber  fx^df^  fv^äf  die  Trägheitsmomente  der  Fläche  um 
die  rc-  bezw.  y-Axe.  Bezeichnet  man  diese  mit /a^  bezw. /b',  wo  a 
und  h  mit  den  Reziproken  der  Halbaxen  der  Momentenellipse  för  die 
Ebene  proportional  sind,  so  ergibt  sich: 

1  = rcoso,      1?  = z-stna.     .    .    .    (10) 

Somit  sind  wir  instand  gesetzt,  die  Gleichung  der  Linie  iiB,  die 
xcosa  -{-  ysina  —  cö  =  0  lautet,  in  der  Form 

a+i?+>=<' 0.. 

zu  schreiben,  so  daß  die  Linie  AB  die  Polare  Ton  —  £,  — 17  mit  Bezug 
auf  die  Ellipse  ^ 

—  +  —  =  1 
aa  ^  5« 

ist;  d.h.,  I  und  17  sind  die  sogenannten  Antipole  der  Linie  J.J?  in  hezug 
auf  diese  Ellipse. 

Ist  die  Ebene  so  gelegt,  daß  eine  Hauptaxe  der  Ellipse,  etwa  die 
x-Axe,  horizontal  ist,  so  ist  cosaz=0  und  sma  =  l,  so  daß  |  =  Ouod 

o 

wird.  Der  Mittelpunkt  des  Drucks  liegt  dann  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  nach  der  Linie  AB  gezogenen  Senkrechten. 
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Wenn  der  Druck  in  der  Oberfläche  po  nicht  null  ist,  so  braucht 
man  nur  c5  um  den  der  Tiefe  eines  Flüssigkeitsstreifens,  der  po  heryor- 
brmgen  wOrde,  entsprechenden  Betrag  zu  steigern. 

407.  Druckzentrum  eines  Dreiecks  mit  in  beliebigen  Tiefen 
gelegenen  Ecken.  Als  Beispiel  möge  die  Tiefe  des  Druckzentrums  eines 
Dreiecks  Tom  Flächeninhalt  F  gefunden  werden,  dessen  Ecken  A,  B,  C 
in  den  Tiefen  /,  g^  h  liegen,  und  das  im  übrigen  so  gelegen  ist,  daß  eine 
Hsaptaxe  der  Momentenellipse  horizontal  läuft.  Die  x-Ax^  sei  hori- 
zontal; die  Ebene  des  Dreiecks  darf  als  vertikal  angenommen  werden, 
ohne  daß  dadurch  eine  Lagenänderung  des  Druckzentrums  relativ  zum 
Dreieck  stattfindet. 

Nun  ist  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  um  eine  horizontale 
Axe  in  seiner  Ebene  durch  die  Ecke  Ä : 

j[(9-/)*  +  i9-/)(h-f)  +  (h -/)»]■ 

Die  Tiefe  des  Schwerpunktes  unter  der  Ecke  Ä  iat  ^  (g  -j-  h  —  2/), 
und  folglich  ist  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  um  eine  durch  den 
Schwerpunkt  gelegte  horizontale  Axe  in  seiner  Ebene: 

J  [(<?-/)»  +  (5-/)  (Ä  -f)  +  (h-f)»-j(9  +  h-2m 

=  YQF(ß-t-  g*  -\-hi-fg-gh-  hf). 

Somit  ist,  dh  ö  =  \(/  +  g  -\-  h)  ist,  der  Abstand  des  Schwerponktea 
nnter  der  Oberfl&che: 

^^„-y^  +  ff'  +  f^'-fff  -gh-hf 

—  StnU  = --— - — ; ; i-r 

»  6(f  +  9  +  h) 

^    1    (f-gy  +  (g-h)f  +  (h  -ff 

12  /+<;  +  * 

Die  Tiefe  des  Dmckmittelpmiktes  unter  der  Oberfläche  ist  also 

^         4  /+17  +  Ä  ^'^^ 

408.  Druckkraft  in  einer  gegebenen  Riclitung  auf  eine  ge- 
krümmte Oberfläclie.  Die  ganze  Druckkraft  in  irgend  einer  Richtung 
über  eine  gekrümmte  Fläche  wird  gefunden,  indem  die  Druckkraft  über 
jedes  Flächenelement  genommen  und  dieser  mit  dem  Kosinus  des  Win- 
kels 6  zwischen  der  Normalen  zu  df  und  der  verlangten  Richtung 
Qinltipliziert  wird.     Wenn  man  das  über  die  ganze  Oberfläche  addiert, 

Bo  ergibt  sich : 

P  =  fpcosOdf (13) 

Wenn  p  konstant  über  die  ganze  Oberfläche  ist,  so  ist 

F  =  p/cosß,df (14) 
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Nun  ist  aber  f  cosQ  ,df  die  Projektion  der  von  der  Grenzlinie  der  ge- 
krümmten Oberfläche  eingeschlossenen  ebenen  Fläche  an!  eine  sa  der 
▼erlangten  Richtung  senkrechte  Ebene.  Nennt  man  diese  Projektions- 
fläche  /),  so  ist 

P  =  pU 

Istp  nicht  konstant,  so  kann  man  eine  Größe  pa  finden,  welche  die 
Gleichung 

Pz=  fpcose.df  =  paf (15) 

erfüllt;  pa  heißt  alsdann  die  mittlere  Druckkomponente  in  der  ver- 
langten Richtung. 

Der  mittlere  Druck  selbst  über  die  Oberfläche  ist  nicht  dieser, 
sondern 

f_pdf 
F     ' 
wo  F  der  gesamte  Flächeninhalt  ist. 

409.  Der  zur  Trennung  der  Magdeburger  Halbkugeln  not- 
wendige Zug.  Als  Beispiel  möge  eine  Kugel  dienen,  die  ans  zwei 
Halbkugeln  vom  äußeren  Radius  r  besteht,  die  durch  Flanschen  nm 
einen  größten  Kugelkreis  verbunden  sind;  das  Innere  der  Kugel  soll 
luftleer  sein.  Es  handelt  sich  darum ,  festzustellen ,  welche  Kraft  d&zo 
gehört,  um  gegen  den  äußeren  Luftdruck  die  Halbkugeln  voneinander 
zu  reißen.  Der  Apparat  ist  unter  dem  Namen  der  Magdeburger 
Halbkugeln  (nach  dem  Bürgermeister  von  Magdeburg,  Otto  v.  Gne- 
ricke,  der  sie  zur  Veranschaulichung  des  Luftdrucks  erfand)  allbekannt 

Wenn  die  äußere  Dicke  der  Flanschen  h  und  der  äußere  Druck  P 
ist,  80  ist  die  notwendige  Kraft  nF{r  +  b)%  da  die  Proiektion  der 
unter  der  Wirkung  stehenden  Oberfläche,  senkrecht  zur  Zugrichtong 
ein  Kreis  vom  Radius  r  -{-  h  ist.  Es  wäre  also  für  Magdeburger  Halb- 
kugeln vom  Radius  10  cm  und  einer  Flanschendicke  von  3  cm  die 
erforderliche  Kraft  etwa  22/7  X  1,03  X  169,  also  rund  550  kg  oder 
1 1  Zentner.  In  einem  alten  Holzschnitte  zur  Illustrierung  von  Luft- 
pumpenezperimenten  sieht  man  zwei  Gespanne  von  Pferden  zwei 
Magdeburger  Halbkugeln  von  nicht  sehr  bedeutender  Größe  vergeblich 
auseinander  zerren. 

410.  Archimedisches  Prinzip.  Denken  wir  uns  einen  Körper 
in  eine  unter  der  Wirkung  der  Schwere  stehende  Flüssigkeit  eingetaucht 
und  nehmen  wir  an,  der  durch  die  Flüssigkeit  auf  die  Körperoberfl&che 
wirkende  Druck  sei  in  jedem  Elemente  derselbe,  wie  er  auf  das  ent- 
sprechende Element  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Masse  der  Flüssig- 
keit stattfinden  würde,  die  man,  ohne  die  umgebende  Flüssigkeit  irgend 
zu  stören,  an  Stelle  des  Körpers  setzte.  Unter  dieser  Annahme  sind  die 
vertikalen  Komponenten  der  Druckkraft  auf  die  verschiedenen  Ober- 
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flächenteile  der  den  Körper  ersetzenden  Flüssigkeit  genau  die  gleichen 
wie  die  auf  den  Körper.  Aber  die  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübte  resul- 
tierende Druckkraft  nach  oben  ist  gleich  der  Schwere  der  den  Körper 
ersetzenden  Flüssigkeit,  folglich  wird  auf  den  Körper  eine  resultierende 
Druckkraft  nach  oben  von  genau  dem  gleichen  Betrage  ausgeübt.  Da- 
her verliert  der  Körper  beim  Eintauchen  scheinbar  an  Gewicht  so  viel, 
wie  die  durch  ihn  verdrängte  Flüssigkeit  wiegt. 

411.   Experimenteller  Beweis  des  archimedischen  Prinzips. 

Dieses  EIrgebnis  kann  durch  den  in  Fig.  236  abgebildeten  Apparat  leicht 


Es  wird 


eine  Wage   auf- 
massiyen   Kupfer-    oder 


geprüft  werden, 
gestellt  mit  einem 

Messingzylinder,  der  über  sich  einen  Hohl- 
zjiinder  hat,  dessen  inneres  Volumen  dasselbe 
wie  das  Volumen  des  massiven  Zylinders  ist. 
Nachdem  die  Zylinder  durch  Gewichte  in  der 
anderen  Wagschale  aufgewogen  sind,  wird 
ein  Gefäß  mit  Wasser  derart  unter  den  mas- 
siTen  Zylinder  gebracht,  daß  dieser  ein- 
getaucht wird.  Das  Gleichgewicht  der  Wage 
wird  durch  den  auf  den  eingetauchten  Zylinder 
wirkeDden  Druck  nach  oben  gestört  und 
durch  Füllung  des  Hohlzylinders  mit  Wasser 
wieder  hergestellt. 

Es  sei  hier  bemerkt,  daß,  wenn  das  Ge- 
fäß mit  Wasser  auf  eine  Schale  einer  anderen 
Wage  gestellt  wird,  das  Eintauchen  des 
massiTen  Zylinders  eine  scheinbare  Zunahme 
des  Gewichtes  von  Wasser  und  Gefäß  ver- 

arsacht.  Dies  rührt  von  der  größeren  Tiefe  des  Wassers  im  Gefäße 
her,  die  einen  größeren  Bodendruck  als  vorher  durch  das  Gewicht  des 
Tom  Zylinder  verdrängten  Wassers  erzeugt  So  findet  sich  also  das 
scheinbar  verloren  gegangene  Gewicht  des  Zylinders  in  dem  Gewichts- 
zawachs  des  Wassergefäßes  wieder.  Das  archimedische  Prinzip  kann 
auch  dadurch  erhärtet  werden,  daß  man  einen  Körper  von  regulärer 
Gestalt  wägt,  dessen  Dimensionen  man  vorher  genau  gemessen  und 
dessen  Volumen  F  in  Kubikzentimetern  man  berechnet  hat.  Der  Körper 
wird  alsdann  gewogen  und  sein  scheinbarer  Gewichtsverlust  im  Wasser 
festgestellt ;  er  muß  Vg  betragen ,  da  ja  1  ccm  Wasser  sehr  annähernd 
1  g  ist. 

412.  Anwendung  des  Prinzips  zur  Entdeckung  der  Fälschung 
Ton  Gold«  Das  vorliegende  Prinzip  wurde  von  Archimedes  gefunden, 
den  Hieron,  der  König  von  Syrakus,  beauftragt  hatte,  festzustellen, 
ob  eine  für  ihn  gemachte  Krone,  die  aus  reinem  Gold  sein  sollte,  durch 
irgend  ein   geringeres  Metall  gefälscht  worden  wäre.     Je  größer  der 
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eingetauchte  Körper  ist,  desto  größer  ist  die  snm  Ersatz  des  Körpen 
notwendige  Flassigkeitsmenge,  und  desto  größer  ist  daher  auch  die  auf 
den  Körper  ausgeübte  Dmckkraft  nach  oben.  Nun  würde  ein  be- 
stimmtes Gewicht  einer  Mischung  von  Gold  und  Silber  oder  Gold  and 
Kupfer  ein  größeres  Volumen  haben  als  das  gleiche  Gewicht  reioen 
Goldes.  Es  würde  also  die  Mischung  einen  größeren  scheinbaren  Ge- 
wichtsverlust durch  das  Eintauchen  in  Wasser  erleiden  als  das  reine 
Gold;  und  es  konnte  auf  diese  Weise  die  Echtheit  der  Krone  geprüft 
werden.  Man  brauchte  nur  ein  Goldgewicht  von  der  gewünschten 
Feinheit  und  entweder  genau  vom  Gewicht  der  Krone  oder  in  bekanntem 
Verhältnis  2U  diesem  zu  prüfen  und  den  GewichtsTerlust  durch  Ein- 
tauchen in  Wasser  in  beiden  Fällen  zu  bestimmen. 

Die  Tradition  behauptet,  der  Gedanke,  die  Frage  auf  diese  Weite 
zu  entscheiden,  sei  Arohimedes  beim  Baden  gekommen,  als  er  an 
seinem  eigenen  Körper  die  tragende  Kraft  des  Wassers  spürte. 

413.  Wftgungskorrektion  für  yerdräugte  Luft  Auftrieb. 
Das  Prinzip  gilt  für  alle  Fluida,  auf  welche  die  Schwere  eine  merkliebe 
Wirkung  hat.  So  erfährt  ein  gänzlich  in  Wasser  eingetauchtes  Stück 
Holz  einen  nach  oben  gerichteten  Druck,  der  durch  das  Gewicht  des 
Yerdrängten  Wassers  gemessen  wird,  eine  Kraft,  die  tatsächlich  größer 
ist  als  das  Gewicht  des  Holzes  und  den  Körper  steigen  macht,  wenn 
keine  andere  Kraft  wirkt.  Auf  einen  Ballon  wirkt  eine  nach  oben 
gerichtete  Kraft,  die  dem  Gewicht  der  yerdrängten  Luft  gleichkommt; 
sie  kann  größer  sein  als  das  Gewicht  des  Ballons  mit  seinen  Anhängeeln 
und  daher  das  Aufsteigen  des  Ballons  verursachen.  Man  nennt  diese 
nach  oben  gerichtete  iCraft  den  Auftrieb. 

Daraus  folgt,  daß  man  bei  genauer  Wägung  Ton  Körpern  das 
Gewicht  sowohl  der  durch  den  Körper,  als  der  durch  die  Gewichte  in 
der  anderen  Wagschale  yerdrängten  Luft  mit  in  Rechnung  ziehen  muß. 
Dadurch  hat  man  eine  praktische  Methode,  die  spezifische  Gewichte  der 
Körper  oder,  mit  anderem  Worte,  ihre  Dichten  (§  135)  zu  yergleichen. 
Wir  werden  demnächst  hierauf  zurückkommen. 

414.  Die  durch  Eintauchen  eines  Körpers  auf  eine  Flfissig* 
keit  geleistete  Arbeit«  Beispiel  dafür.  Das  archimedische  Prinzip 
kann  folgendermaßen  aus  dem  Energieprinzip  abgeleitet  werden.  Ein 
Körper  vom  Volumen  F  werde  in  eine  Flüssigkeit  tou  der  Dichte  Q 
vollkommen  eingetaucht.  Legt  man  den  Schwerpunkt  des  Volumens  F 
um  einen  Betrag  x  tiefer,  so  ändert  sich  die  Lage  der  freien  Oberfläche 
nicht,  und  die  Änderung  in  der  Verteilung  der  Flüssigkeit  ist  genau 
dieselbe,  wie  wenn  man  ein  Volumen  V  der  Flüssigkeit  um  eine  Strecke x 
gehoben  hätte.  Folglich  ist  die  auf  die  Flüssigkeit  geleistete  Arbeit 
in  Gravitations- Arbeits-Einheiten  qVx,  d.  h.  der  durch  die  Flüssigkeit 
dem  Körper  erteilte  Auftrieb  ist  Q  V  in  Grayitationseinheiten.     Es  ist 
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also  Q  Vx  der  durch  die  Lagenänderung  des  Körpers  in  diesem  Falle 
Teronachte  Energiesawachs  der  Flüssigkeit. 

Wird  der  Körper  nur  teilweise  eingetaucht  und  wird  das  Flüssig- 
keitsvolumen  von  V  auf  V  -\-  v  erhöht,  so  ist  die  an!  die  Flüssigkeit 
geleistete  Arbeit  gleich  derjenigen  bei  der  Hebung  des  Schwerpunktes 
der  ?erdrängten  Flüssigkeit  um  die  Strecke,  durch  die  der  Schwer- 
punkt des  früheren  Volumens  V  sich  gesenkt  hat,  plus  derjenigen  beim 
Heben  eines  Volumens  v  der  Flüssigkeit  über  die  frühere  freie  Ober- 
fläche in  den  den  Körper  umgebenden  Raum.  Diese  Arbeit  ist  qvx\ 
wenn  x'  die  Strecke  ist,  um  die  der  Schwerpunkt  dieser  Flüssigkeits- 
menge  gehoben  worden  ist. 

Es  seien  nun  a  und  a'  die  Querschnitte  des  Körpers  bezw.  des 
Gefäßes  an  der  freien  Oberfläche,  und  der  Körper  möge  ohne  jede 
andere  Lagenänderung  um  eine  kleine  Strecke  x  hernntersinken.  VITürde 
nur  das  schon  vorher  unter  der  freien  Oberfl&che  befindliche  Volumen  V 
tiefer  eingetaucht,  so  wäre  die  auf  die  Flüssigkeit  geleistete  Arbeit, 
nach  dem  eben  gefundenen  Ergebnis ,  g  Vx,  Dann  würde  die  Flüssig- 
keit dieselbe  freie  Oberfläche  haben  wie  vorher,  und  diese  würde  in  der 
Höbe  X  über  dem  höchsten  Punkte  des  Volumens  V  stehen. 

Die  Hinzufügung  einer  Länge  x  zu  dem  Teil  des  Volumens  F  wird 
die  Flüssigkeit,  die  also  darüber  steht,  zu  einer  Schicht  von  der  Dicke 
ax/{a!  —  a)  über  die  frühere  freie  Oberfläche  erheben.  Der  Schwer- 
punkt dieser  Flüssigkeitsmenge  steigt  also  um  eine  Höhe 

1         .     l       ax 


2  ""  "^   2  a'  -  a 
oder 

1      a'x 


2  a'—  a 

Die  geleistete  Arbeit  ist  das  Produkt  davon  mit  gax,  d.  L: 

g    aa'x^ 
~2  a' —  a  ' 

Die  ganze  auf  die  Flüssigkeit  geleistete  iirbeit  J.  wird  daher  durch  den 
Ausdruck 

A  =  qVx^\  Qx*a  -r^ (16) 

gegeben.  Für  die  durch  den  festen  Körper  auf  die  Flüssigkeit  und 
durch  die  Flüssigkeit  auf  den  festen  Körper  ausgeübte  mittlere  Kraft  K 
haben  wir  also  in  Gravitationseinheiten 

K=Qr  +  ^Qxa-r^ (17) 

Das  zweite  GHed  kann  vernachlässigt  werden,  wenn  x  unendlich  klein 
und  folglich  die  Kraft  g  V  ist  wie  vorher. 
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Als  ein  Beispiel  kann  gezeigt  werden,  daß,  wenn  eine  Kugel  vom 
Radius  r  in  ein  zylindrisches  Gefäß  mit  Wasser  Yom  Radius  R  gerade 
eben  eintancht  und  langsam  aus  dem  Wasser  gehoben  wird,  der  Verlast 
des  Wassers  an  potentieller  Energie 


^'"0-15) 


ist,  wenn  G'  das  Gewicht  des  durch  die  Kugel  verdrängten  Wassers  ist 

Wenn  die  Kugel  bis  zu  einer  Strecke  h,  von  ihrem  tief sten  Punkte 

bis  zur  freien  Oberfläche  gemessen,  eingetaucht  und  dann  im  wirklichen 

Niveau  um  eine  Strecke  dx  gehoben  wird,  so  nimmt  die  Tiefe  h  um 

einen  Betrag  , 

a  dx 

dh  :=  —. 


ab.     Es  ist  aber 

o^—  g  _  R^  —  2rh  +  h^ 
d      ~  R^ 

so  daß 

ist.  Wenn  man  dx  für  x  in  Gl.  (16)  und  für  V  seinen  Wert 
lnh^{3r  —  h)  einsetzt,  erhält  man  für  die  ganze,  durch  das  Wasser, 
wenn  es  um  eine  Strecke  dh  ah  der  Kugel  fällt,  verlorene  potentielle 
Energie 

dA=l'XQ  —  "7  '*  (^^  —  2r/j  +  h^)h^dh. 

ö  Xi* 

Das  letzte  Glied  in  Gl«  (16)  ist  zu  vernachlässigen,  da  es  dx'^  enthält 
und  wir  dx  hier  unendlich  klein  nehmen.  Die  gesamte  dem  Wasser 
verloren  gegangene  potentielle  Energie  ist  also: 

V%  j  (^'  -  2'-Ä  +  Ä«)  (3 r  -  Ä)Ä«dÄ  =  I  «pr«  (l  -| ^) 

was  zu  beweisen  war. 

Die  gesamte  Niveauänderung  x  der  Kugel  ist  femer: 

ar 

^  =  h\  (^'  -  2»-A  +  '")'»*  =  M  (^*  - 1 4 

0 

Folglich  ist  die  von  der  festen  Kugel  im  Aufsteigen  gewonnene  poten- 
tielle Energie,  wenn  G  das  Gewicht  der  Kugel  ist: 


2Gr 


(i---V 

\  3  ÄV 
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415«  Mittelpunkt  des  Auftriebs.  Die  yertikalen  Komponenten 
der  Druckkraft  haben  eine  Resultante ,  die  in  einer  bestimmten  Verti- 
kaleu  im  Körper  wirkt.  Denn  denken  wir  uns  den  Körper  weggenommen 
und  das  Gleichgewicht  durch  Auffüllen  des  leeren  Raumes  mit  der- 
selben Flüssigkeit,  in  der  der  Körper  schwamm,  aufrecht  erhalten,  ohne 
die  Anordnung  der  umgebenden  Flüssigkeit  irgendwie  zu  stören.  Die 
Gravitationskräfte  auf  die  den  Körper  solcherart  ersetzende  Flüssigkeit 
haben  eine  Resultante,  die  nach  unten  durch  den  Schwerpunkt  der 
ersetzenden  Flüssigkeitsmenge  wirkt,  und  es  wird  angenommen,  daß 
die  durch  die  umgebende  Flüssigkeit  auf  den  Körper  wirkenden 
Drackkräfte  dieselben  waren  wie  die  jetzt  auf  die  Oberfläche  der  ihn 
ereetzeoden  Flüssigkeitsmenge  wirkenden.  Der  auf  diese  Flüssig- 
keit und  folglich  auch  auf  den  Körper  wirkende  Auftrieb  muß  durch 
ebendiesen  selben  Schwerpunkt  hindurchwirken.  Derjenige  Punkt 
des  Yon  dem  Körper  in  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Raumes, 
welcher  also  mit  dem  Schwerpunkte  der  ersetzenden  Flüssigkeit  zu- 
sammenfallen würde,  heißt  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs  des  Kör- 
pers in  dem  Zustande  des  völligen  oder  partiellen  Eintauchens,  den  er 
eben  hat 

Es  folgt  aus  dem  Obigen,  daß  der  Auftrieb  für  einen  schwimmenden 
Körper  gleich  dem  Gewicht  des  Körpers  ist.  Man  sagt  von  einem 
schwimmenden  Körper,  daß  er  eine  Reserveschwimmkraft  oder  Auf  tri  eb- 
reserve  hat,  die  davon  abhängt,  mit  welchem  Betrage  der  Körper  über 
die  Flüssigkeitsoberfläche  hervorragt.  Das  Freibord  oder  die  Höhe 
der  Schiffsseiten  über  der  Wasserlinie  bezeichnet  die  Reserveschwimm- 
kraft des  Schiffes. 

An  Jedem  britischen  —  neuerdings  auch  jedem  deutschen  —  Schiffe 
▼on  mehr  als  80  Tonnen  Wasserverdrängung  muß  außen  eine  „Lade- 
lioie*^  (die  oberste  Kante  einer  zollbreiten,  horizontalen  Linie)  auf- 
gemalt sein,  über  die  hinaus  das  Schiff  nicht  ins  Meerwasser  einsinken 
darf.  Sie  sichert  dem  Schiffe  eine  Auftriebreserve  von  einem  Viertel 
seines  gesamten  Auftriebs.  Der  Auftrieb  mit  jeder  beliebigen  Ladung 
ist  genau  das  Gewicht  des  Wassers ,  das  das  Schiff  mit  dieser  Ladung 
verdrängt;  man  versteht  unter  Auftrieb  aber  häufig,  besonders  bei 
Bojen  und  Rettungsgürteln,  die  Auftriebreserve  des  Körpers,  wenn  er 
schwimmt,  für  sich  allein. 

Wenn  man  die  Schiffe  mit  wasserdichten  Räumen,  den  sogenannten 
Schotten,  baut,  kann  eine  Reserveschwimmkraft  erhalten  bleiben,  selbst 
nachdem  sich  infolge  eines  Zusammenpralls  ein  oder  mehrere  Räume 
des  Schiffes  mit  Wasser  gefüllt  haben.  Der  verlorene  Auftrieb  rührt 
natürlich  nur  davon  her,  daß  sich  Räume,  die  vorher  ohne  Ladung 
varen,  mit  Wasser  gefüllt  haben. 

Wenn  ein  schwimmender  Körper  vom  Gewicht  6r,  völlig  ein- 
getaucht, ein  Gewicht  Wasser  G'  verdrängt,  so  ist  die  Auftriebreserve 
(}'—  G  oder  G(G'IG  —  1).     Das  Verhältnis  GjG'  ist  das  scheinbare 
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spesifische  Gewicht  des  Körpers  und  ^rd  häufig  durch  s  beseichnet 

Somit  ist  der  ReserTeauftrieb  G  ( 1  V 

416.    Austausch  yon  Auftrieb  und  AuftriebreserTe.     Ein 

homogener  Körper  Tom   spezifischen  Gewichte  8  möge  mit  einer  be- 
gtimmten  Wasserlinie  schwimmen.     Der  Auftrieb  ist  G  und  die  An!- 

triebreserve  Gl 1  j.    Nun  möge  sich  das  spezifische  Gewicht  taf 

1  —  8  Andern,  so  wird  der  Auftrieb  G  (l  —  8)/S  und  die  Auftrieb- 


reserye 


«^[r^.-4 


also  G  werden.  Durch  die  Änderung  des  spezifischen  Gewichtes  sind 
Auftrieb  und  Auftriebreserye  ausgetauscht  worden.  Folglich  wird  der 
Körper  nach  der  Änderung  des  spezifischen  Gewichtes,  wenn  er  am- 
gekehrt  wird,  mit  derselben  Wasserlinie  wie  vorher  schwimmen. 

Überdies  wird  der  Körper  in  der  umgekehrten  Lage  dasselbe  Rich- 
tungsmoment für  denselben  Kielwinkel  haben.  Betrachten  wir  xom 
Nachweis  dessen  die  beiden  Teile  des  Körpers  auf  beiden  Seiten  der 
durch  die  Wasserlinie  gebildeten  Ebene.  Die  Schwerpunkte  der  Volu- 
mina dieser  beiden  Teile,  die  die  Mittelpunkte  des  Auftriebs  für  die 
beiden  Lagen  des  Körpers  sind,  müssen,  da  der  Körper  homogen  ist, 
auf  einer  Linie  durch  P  liegen  und  in  Entfernungen  yon  P,  die  flieh 
umgekehrt  wie  die  Volumina  der  Teile  verhalten.  Nun  verhalten  sich 
die  Auftriebe  in  den  beiden  Lagen  direkt  wie  diese  Volumina;  also  ist 
der  Satz  bewiesen. 

417.  Aufrichtungsmoment«  Der  Begriff  des  Mittelpunktes  des 
Auftriebs  ist  für  das  richtige  Verständnis  der  GleichgewichtsbedingungeD 
eines  in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  Körpers  notwendig.  Die  ?oo 
der  Schwere  erzeugte  resultierende  Kraft  nach  unten  auf  den  Körper 
wirkt  in  einer  Vertikalen  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  die 
Resultante  der  Druckkräfte  nach  oben  auf  die  Körperoberflache  wirkt 
in  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Auftriebs  hindurchgehenden  Verti- 
kalen. Wenn  Gleichgewicht  herrschen  soll,  müssen  diese  beiden  Kräfte 
gleich  sein  und  in  derselben  Vertikalen  wirken.  Wird  der  Körper  um 
einen  kleinen  Winkel  aus  der  Lage ,  in  der  diese  Bedingung  erfüllt  ist, 
verrückt,  so  wirken  die  beiden  Kräfte  nicht  mehr  in  derselben  Verti- 
kalen ,  sondern  bilden  ein  Kräftepaar ,  das  den  Körper  entweder  nach 
der  (Gleichgewichtslage  hin  oder  von  ihr  weg  dreht.  Im  ersten  Falle 
ist  das  Gleichgewicht  stabil,  im  zweiten  unstabil.  Das  von  dem  Kräfte- 
paar für  irgend  eine  gegen  die  Gleichgewichtslage  geneigte  Lage  des 
Körpers  ins  Spiel  gebrachte  Moment  heißt  „Aufrichtungsmoment^ 
oder  „Kippungsmoment^,  je  nachdem  es  den  Körper  in  die  Gleich- 
gewichtslage  zu  bringen  oder  von  ihr  abzuwenden  bestrebt  ist 
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418.  Metazentrum.  Metazentrische  Höhe.  StabilitätskurYen.^ 

Jetzt  möge  sich  ein  im  Gleichgewichte  schwimmender  Körper  so  um 
einen  heliebigen  Winkel  neigen,  daß  er  dieselbe  Verdrängung  beibehält 
Das  Anftriebzentram  und  der  Schwerpunkt  des  Schiffes  werden  dann 
im  allgemeinen  nicht  mehr  in  einer  Vertikalen  liegen.  Die  Senkrechte 
durch  die  neue  Lage  des  Auftriebzentrums  wird  die  Linie  durch  den 
Schwerpunkt  des  Fahrzeugs,  die  in  der  Gleichgewichtslage  senkrecht 
ist,  in  einem  Punkte  itf  treffen ;  dieser  Punkt  heißt  das  Metazentrum. 
Von  der  Lage  des  Metazentrums  relativ  zum  Schwerpunkte  des  Schiffes 
bangt  die  Stabilität  oder  Unstabilität  des  Gleichgewichtes  ab. 

Fig.  237. 
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Fig.  237  stellt  den  Querschnitt  eines  Schiffes  dar,  das  um  den 
zwischen  den  beiden  Wasserlinien  LL\  L\IJ\  angegebenen  Winkel  0 
gekippt  ist;  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs  sei^',  während  J9  der  Punkt 
sei,  der  mit  dem  Mittelpunkte  des  Auftriebs  zusammentreffen  würde, 
wenn  das  Schiff  kielrecht  stünde.  Auch  sei  jP  der  Schwerpunkt  des 
Schiffes.  Ist  die  Wasserverdrängung  durch  das  Kippen  nicht  verändert 
worden,  so  hat  sich  der  Querschnitt  um  eine  durch  0,  den  Schwerpunkt 
der  Schwimmebene  oder  der  Ebene  der  Wasserlinie  des  Schiffes, 
hindurchgehende  Aze  gedreht,  wie  der  Leser  beweisen  mag. 

Wenn  das  Gewicht  oder  „Deplacement*^  des  Schiffes  6r  ist,  so  ist  ^, 
sein  Richtungsmoment,  G  X  Entfernung  zwischen  P  und  der 
Linie  B'My  d.  h. 

N=  G.(MP)sind  =  aH„,sind, 

wenn  H^  die  Größe  (MP)  bezeichnet.  Also  ist  das  Richtungsmoment 
ftr  einen  gegebenen  Ausschlagwinkel  um  so  größer,  je  größer  die  Höhe 
^m  des  Metazentrums  über  dem  Schwerpunkte  des  Schiffes  ist.  Offen- 
bar muß  zur  Erzielung  von  Stabilität  M  über  P  liegen;  das  Gleich- 
gewicht ist  unstabil,  wenn  M  unter  P  liegt.  Also  ist  das  Gleichgewicht 
stabil  oder  nicht,  je  nachdem  die  metazentrische  Höhe  Hm  positiv  oder 
negativ  ist. 

Die  Lage  des  Metazentrums  ändert  sich  mit  dem  Werte  von  0  und 
wird  nicht  selten  bei  Schiffen,  wo  0  einen  hohen  Wert  erreicht,  sehr 
klein  oder  selbst  negativ.    In  solchen  Fällen  muß  das  Schiffskommando 
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alle  Sorgfalt  darauf  verwenden,  zu  Terhindero,  daß  das  SchiS  sieh  breit- 
Beit  gegen  Wellen  stellt,  die  nahezu  dieselbe  Periode  haben,  mit  wdcher 
das  Schiff  frei  rollt,  damit  nicht  eine  so  große  Weite  6  der  Schlinger- 
welle erzeugt  werde,  daß  sie  den  Punkt  überschreitet,  wo  Hm  v«^ 
schwindet.  Kommt  das  SchiS  in  ein  Rollen  von  solcher  Amplitude, 
80  muß  es  umkippen,  wenn  nicht  schleunigst  Maßregeln  dagegen 
ergriffen  werden,  wie  die,  eine  Abteilung  Leute  quer  auf  die  andere 
Seite  des  Decks  zu  beordern,  um  auf  diese  Weise  ein  die  Aufrichtang 
des  Schiffes  unterstützendes  Moment  hereinzubringen. 

Die  Lage  von  M  für  einen  unendlich  kleinen  Ausschlagwinkel 
wird  manchmal  als  Metazentrum  und  der  zugehörige  Wert  von  Hm  &1> 
metazentrische  Höhe  definiert  In  diesem  Sinne  ist  die  metazentrische 
Höhe  ein  genaues  Maß  der  Stabilit&t  des  Schiffes,  wenn  es  aufrecht 
oder,  wie  man  sagt,  kielrecht  steht. 

Wenn  sich  das  Schiff  um  eine  durch  C  hindurchgehende,  zu  dem 
in  Fig.  288  dargestellten  Querschnitt  senkrechte  Linie  wiegt,  so  bewegt 
sich  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs  der  Reihe  nach  in  verschiedenen 
Lagen  J^i,  ^2  •••>  ^^®  ^^^  einer  „Anftriebskurve*'  genannten  Kurte 
liegen. 

Gewöhnlich  ist  die  Stabilität  eines  Schiffes  für  kleine  Ausschlag- 
winkel gering,  weil  (MP)  für  solche  Deplacements  klein  ist.  Infolge- 
dessen besitzt  das  Schiff  für  mittlere  Winkel  eine  lange  Schwingung^- 
periode  und  daher  sehr  ruhigen  Gang.  In  solchen  Fällen  wächst  (MP) 
sehr  schnell  mit  0,  so  daß  das  Schiff  für  bedeutende  Neigungen  durchaus 
stabil  ist.  Ein  Schiff,  dessen  metazentrische  Höhe  für  kleine  Neigungen 
groß  ist,  nennt  man  steif.  Der  Steifigkeit sgrad  für  yerschiedene  Nei- 
gungen kann  in  einer  Kurve  dargestellt  werden,  deren  Abszissenwerte 
die  Ausschlagwinkel  und  deren  Ordinaten werte  die  zugehörige  meta- 
zentrischen  Höhen  sind. 

Eine  Kurve,  in  der  statt  der  metazentrischen  Höhen  die  Momente 
der  aufrichtenden  Kräftepaare  verzeichnet  sind,  heißt  die  Kurve  der 
statischen  Stabilität.  Noch  eine  andere  Kurve,  die  der  dyna- 
mischen Stabilität,  wird  gezeichnet;  in  dieser  sind  die  Ordinaten- 
werte  den  Beträgen  an  Arbeit  proportional,  die  geleistet  werden  mflsBen, 
wenn  mau  das  Schiff  langsam  aus  der  vertikalen  Stellung  in  die  ge- 
neigten Lagen  umkippt  Es  ist  klar,  daß  jeder  Ordinaten  wert  dieser 
Kurve  dem  Flächeninhalt  der  Kurve  der  statischen  Stabilität  vom  An* 
fangspunkte  herauf  zur  entsprechenden  Ordinate  der  letzteren  Karre 
proportional  ist. 

419.  Longitudinales  Metazentrum,  Auftriebsflfiche.  MeU« 
zentrische  Höhen.  Ein  Schiff  kann  sich  aber  auch  um  eine  hori- 
zontale Aze  senkrecht  zu  einem  Längsschnitt  durch  P  und  den  Kiel 
drehen,  so,  wenn  es  „stampft*^,  wenn  es  mit  der  Spitze  auf  die  Wellen 
trifft  oder  auf  irgend  welche  Weise  verschiedenen  Tiefgang  an  Bog 
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und  Steuer  hat.  Für  diese  Neigung  gibt  es  ebenfalls  ein  Metazentmm, 
daB  sogenannte  longitudinale  Metazentrum.  Für  dieses  ist  äugen- 
Bcheinlich  die  metazentrische  Höhe  viel  größer  als  die  gewöhnliche  oder 
transTersale  metazentrische  Höhe.  Das  Richtungsmoment  hat  einen 
dem  schon  gefundenen  entsprechenden  Ausdruck. 

Infolgedessen  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs,  wenn  die 
SchiSsbewegnng  sich  aus  Rollen  und  Stampfen  zusammensetzt;  durch 
eine  Reihenfolge  Ton  Punkten,  die  alle  auf  einer  Fläche  liegen;  diese 
Fläche  wird  die  Auftriebs  fläche  genannt. 

Beide  metazentrische  Höhen  werden  für  jedes  Schiff  experimentell 
bestimmt,  indem  man  ein  Gewicht  an  Deck  entlang  bewegt  und  die 
Ton  ihm  in  verschiedenen  Lagen  erzeugte  Neigung  beobachtet,  oder 
indem  man  die  Bote  auf  den  beiden  Seiten  des  Schiffes  abwechselnd  mit 
einem  vorher  bekannten  Gewicht  Wasser  füllt  Dies  wird  für  ver- 
schiedene Deplacements  des  Schiffes  wiederholt,  so  daß  man  die  Stabilität 
unter  verschiedenen  Bedingungen  kennen  lernt. 

Das  Gewicht  sei  g  und  werde  durch  eine  Strecke  h  über  Deck  be- 
wegt. Wenn  dann  6r  die  Wasserverdrängung  des  Schiffes  und  0  der 
Neigungswinkel  ist,  so  gilt  für  das  Gleichgewicht  der  Ausdruck 
ghcosd  =  G.(PZ)  =  GEntSinO  oder 

gb=  GHmtge, 

Nnn  ist  aber  H^tgB  die  Strecke,  um  welche  der  Schwerpunkt  des 
Schiffes  in  derselben  Richtung  relativ  zum  Schiff  wie  g  verrückt  worden 
ist  denn  wenn  diese  Strecke  mit  (PPi)  bezeichnet  wird,  so  ist 

(Pi^i)  9  ' 

Wenn  dann  die  Wasserverdrängung  G  des  Schiffes  bekannt  ist  und  0 
mit  Hilfe  eines  Elinometers  (eines  im  Schiffe  aufgehängten  mit  graduier- 
tem Kreisbogen  versehenen  Pendels,  um  die  Winkelablenkung  des 
Schiffes  von  einer  in  ihm  festen  Linie  durch  den  Aufhängepunkt  zu 
messen)  beobachtet  wird,  so  wird  der  Wert  gh/G  oder  (PPi)  berechnet, 
and  daraus  erhält  man  Hm  als 

tgü 

420.  Eintauchender  und  auftauchender  KeiL  Wenn  ein  Schiff 
kippt  wie  in  Fig.  237,  so  wird  ein  Keil  des  Schiffes  CLLi  ins  Wasser 
getaucht,  während  ein  anderer  Keil  von  gleichem  Volumen  GVL\  auf- 
taucht. Der  erste  heißt  der  eintauchende  Keil,  der  zweite  der 
anftauchende  Keil.  Das  von  diesen  Keilen  herrührende  aufrichtende 
Krftftepaar  li  ist  die  Summe  der  um  die  Längslinie  durch  G  genom- 
menen Momente  des  Auftriebs  des  eintauchenden  und  des  negativen 
Auftriebs  des  auftauchenden  Keils;  sie  ergeben  zwei  Momente  in  der- 
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•dben  Biehtnng.  Eb  am  dm  ein  beliebiges  Yolamen  des  eintaaehendeD 
Keils,  X  seine  horizontale  Entfernung  Yon  der  Linie  dorcb  C,  nndpdo 
sei  das  Gewicht  des  da  füllenden  Wassers.  Dieselben  Zeichen  mit 
Strich  gelten  ffir  den  anftanehenden  KeiL     Dann  ist 

L  =  /Qxdä  +  /Qx'da' (18) 

wo  die  Integrale  über  die  ganzen  KeDe  genommen  sind. 

Nehmen  wir  zwei  nm  dy  Yoneinander  entfernte  Querschnitte  und 
w&hlMi  wir  0  klein.  Dann  ist  für  ein  Raumelement  zwischen  ihnen 
da  =  xddxdy. 

Nun  ist  aber  dxdy  eine  Flache  dA^  parallel  mit  dem  Wasser- 
spiegel, in  Wahrheit  also  ein  Element  der  sogenannten  Schwimm- 
ebene  des  Durchschnittes  des  Schiffes  durch  den  Wasserspiegel  Id- 
folgedessen  kann  man,  wenn  man  alle  so  gefundenen  Scheiben  des 
Keiles  addiert,  nach  GL  (18)  schreiben: 

L  =  ifd  (Jx^dA  +  /x'M^'] (19) 

Die  Größe  auf  der  rechten  Seite  ist  das  Trägheitsmoment  eines 
mit  der  Schwinunebene  zusammenfallenden  ebenen  Stückes  Materie 
Yom  Betrage  qQ  pro  Flächeneinheit  um  die  Längslinie  durch  C.  Wenn 
A  der  ganze  Inhalt  der  Schwimmebene  und  h  ihr  Trägheitsradios  nm 
die  Längslinie  durch  C  ist,  so  ist 

X  =  ^eAh^ (20) 

Wenn  die  Schwerpunkte  der  beiden  Keile  gefunden  und  mit  ss' 
bezeichnet  sind,  so  muß  offenbar  die  Linie  (ss')  der  Linie  (BBf) 
(Fig.  237),  die  die  Mittelpunkte  des  Auftriebs  für  die  beiden  Lagen 
des  Schiffes  miteinander  yerbindet,  parallel  sein.  Auch  ist,  wenn  T 
das  Volumen  eines  Keils,  V  das  ganze  eingetauchte  Volumen,  g  die 
Länge  der  Projektion  yon  (ss*)  auf  die  Wasserlinie  in  der  Verrücknnga- 
lage  und  p  die  Länge  des  von  B  auf  {B'M)  gefällten  Lotes  ist,  offen- 
bar q  =  pV/ü.  Wenn  nun  0  unendlich  klein  ist,  so  ist  (5s')  gan» 
nahezu  horizontal  und  daher  {BB')  ebenfalls.  Dann  ist  also  die  Tan- 
gente an  die  Kurve  des  Auftriebs  in  B  parallel  zur  Wasserlinie. 

Durch  die  eben  aufgestellte  Beziehung  zwischen  p  und  q  ergibt 
sich  für  das  Richtungsmoment: 

G .  (PZ)  =  G(p  —  (PB)  sin  Ü) 


G^  (y  g  ~  (PB)  sind)  =  Q(üq  -^  V.(PB)sin 


ö). 


Die  letztere  Beziehung  ist  als  Atwoodsches  Theorem  bekannt 

Das  Glied  g  Üq  ist  einfach  das  Ton  dem  auftauchenden  und  ein- 
tauchenden Keil  herrührende  Kräftepaar  {L  =  gOAk^).  Das  gesamte 
Richtungsmoment  muß  daher  für  einen  beliebigen  Fall  eines  schwim- 
menden Körpers  durch  Berechnung  von  Q  6  Ak^  für  die  Schwimmebene 
und  Subtraktion  des  Wertes  von  G .  (PB)  sin  6  vom  Resultate  bestimmt 
^werden.       So  ist    für    einen    homogenen    geraden  Kreiszylinder  vom 
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Radius  r  und  der  Höhe  2%,  der  mit  yertikal  stehender  Aze  und  his 
zur  Tiefe  i  eingetaucht  schwimmt,  bei  kleinem  % 

QeÄk^=  j  ^öarr*,  G.(PB)sinO  =  QTtrH  (h  —  jt\  0, 

80  daß  sich  als  Richtongsmoment  ergibt: 

Das  Gleichgewicht  ist  nur  dann  unstabil,  wenn  Äk^  <C  V,iPB) 
ist  Folglich  ist  es  in  dem  vorliegenden  FaUe  nur  unstabil,  wenn 
<*  —  2Ä*  +  |r«  <  0  ist,  und  ist  durchaus  stabil,  wenn  §  r»  >  ä«, 
d.  L  Ä  <  r/Y2  ist,  da  dies  gewährleistet,  daß  <«  —  2Äf  +  J  r«  oder 
(<  —  Ä)2  +  I  r^  —  h^  für  jedes  t  positiv  sein  muß. 

Wird  der  Körper  vollständig  eingetaucht,  so  ist  der  Mittelpunkt 
des  Auftriebs  im  Körper  fest,  da  sich  die  Gestalt  des  von  ihm  in  der 
Flüssigkeit  eingenommenen  Raumes  keineswegs  ändert.  Schon  durch 
das  bloße  Zeichnen  einer  Figur  sieht  man  ein ,  daß  für  stabiles  Gleich- 
gewicht der  Mittelpunkt  des  Auftriebs  B  über  dem  Mittelpunkte  der 
Schwere  P  liegen  muß.  Das  Richtungsmoment  für  eine  Neigung  ti  ist 
augenscheinlich  G .  (PB)  sin  ö. 

421.  Schwankungen  eines  schwimmenden  Körpers.      Für 

kleine  Schwankungen  eines  schwimmenden  Körpers,  wie  eines  Schiffes, 
kann  man  einen  annähernden  Ausdruck  nach  §  53  erhalten,  wenn  man 
die  Bewegung  des  Wassers  vernachlässigt.  Wenn  man  GK^  das  Träg- 
heitsmoment des  Schiffes  um  die  horizontale  Linie  durch  0  und  T  die 
Periode  nennt,  so  ergibt  sich 

T=2jr|/g (21) 

Je  größer  also  das  Richtungsmoment,  desto  kleiner  ist  die  Schlinger- 
oder Rollperiode.  Die  Größe  GHm  kann  als  Maß  der  in  §  418  ein- 
geführten Steifigkeit  des  Schiffes  gelten. 

Die  Theorie  der  Schiffsschwankungen  ist  ein  sehr  wichtiger  Teil 
der  angewandten  Mechanik  und  kann  hier  nicht  auseinandergesetzt 
werden.  Der  Leser  muß  dafür  auf  Lehrbücher  über  die  Stabilität  von 
Schiffen  verwiesen  werden. 

422.  Durch  die  Schiffsschraube  beim  Schraubendampfer 
erzeugtes  Yomübemeigen.  Ein  Schraubendampfer  wird  durch  die 
Reaktion  des  Wassers  auf  die  Schraube  gekippt,  ein  Segelschiff  durch 
die  Wirkung  der  Segel,  die  ebenfalls  die  Neigung  hat,  den  Bug  zu 
tauchen  und  das  Steuer  zu  heben.  Im  ersteren  Falle  ist  das  gesamte, 
der  Schraube  durch  die  Maschinen  erteilte  Moment  das  Maß  des  Mo- 
mentes N  der  durch  das  Wasser  ausgeübten  Gegenwirkung.      Diese'* 
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Arbeit  wird  durch  das  Überkippen  des  Schiffes  um  einen  Winkel  h  in 
der  entgegengesetzten  Richtung  zn  derjenigen,  in  welcher  die  M&scliiiien 
die  Schraube  drehen,  aufgehoben.  Wenn  die  von  den  Maschinen  an 
der  Schraube  ausgegebene  Pferdest&rke  ü  ist,  und  wenn  ferner  n  die 
Umdrehungszahl  der  Schraube  in  der  Minute,  also  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  Schraube  in  Bogenmaß  pro  Minute  2  3rn,  ist,  so  ist,  ds 
eine  Pferdekraft  in  der  Minute  4500  mkg  ausmacht: 

4500  ü=2nn  X  N     oder      N=  15??^. 

2nn 

Wenn  Hm^  wie  bisher,  die  metazentrische  Höhe  in  Metern  und  0  der 
erzeugte  Eäppwinkel  ist,  so  ist 

4500  17 


2nn 

oder  bei  kleinem  0: 


=  WHn,sine, 


_         4500  17  

2000  nnWHn,  ^ 

wo  TT  in  Tonnen  (1 1  =^  1000  kg)  zu  nehmen  ist 

Für  ein  Kriegsschiff  Yon  12000  Tonnen  und  Vs^u  metazentriscber 
Höhe,  dessen  Maschinen  eine  Kraft  yon  12  000  Pferdestärken  entwickeln 
und  dessen  Schraube  80  Umdrehungen  in  der  Minute  macht,  wird  Her- 
nach die  Neigung  in  Graden: 

_      4500.57,3      _ 

2000.80.1/8«         ^  V^ii««!^, 

dasselbe  Resultat  kommt  offenbar  bei  beliebigem  Gewichte  W  heranst 
wenn  nur  die  Maschinenkraft  in  PS  gerade  so  groß  ist  wie  das  Gewicht 
in  t\  denn  nur  auf  das  Yerh&ltnis  beider  kommt  es  an. 

Die  Wirkung  der  Reaktion  des  Wassers  auf  die  R&der  eines  Rad- 
dampfers geht  dahin,  auf  dieselbe  Weise  die  Lastyerhältnisse  des 
Schiffes  zu  ändern  —  nämlich  den  Bug  zu  heben  und  das  Steuerende 
herabzudrücken.  Dem  entgegengesetzten  Effekt  der  Windwirkung  auf 
die  Segel  eines  Segelschiffes  wird  bis  zu  einem  gewissen  Grade  durch 
das  „Hängen"  der  Masten  gegen  das  Steuer  entgegengewirkt 

£s  ist  hier  kein  Raum,  um  die  Frage  des  Gleichgewichtes  schwim- 
mender Körper  weiter  zu  behandeln,  wie  wichtig  sie  auch  vom  prak- 
tischen Standpunkte  aus  sein  möge.  Der  Leser  mul3  hierfftr  auf  die 
Lehrbücher  der  Hydrostatik,  allenfalls  auch  auf  die  Werke  überSchifis- 
baukunst  verwiesen  werden. 


423.  Spezifisches  Gewicht.  Bestimmung  des  speziUschen 
Gewichtes  fester  Körper.  Beziehung  zwischen  speziflstihem  Ge- 
wicht und  Dichte.  Wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  ist  eine  hoch- 
wichtige Anwendung  des  archimedischen  Prinzips  die  zur  Bestimnuog 
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spezifiBcher  Gewichte.  Das  spezifische  Gewicht  eines  Körpers  ist  (vergl. 
§  136)  das  Verhältnis  seines  wahren  Gewichtes  (Gewicht  im  Vakuum) 
xnm  wahren  Gewicht  eines  gleichen  Volumens  Wasser  von  derjenigen 
Temperatur,  bei  welcher  es  die  größte  Dichte  hat  (Wasser  von  der 
Temperatur  des  schmelzenden  Eises  zieht  sich  bei  der  Erwärmung  zu- 
erst zusammen ,  bis  die  Temperatur  von  4^  C.  erreicht  ist ,  worauf  es 
•ich  mit  steigender  Temperatur  ausdehnt.) 

Diese  Gewichte  sind  annähernd  zu  bestimmen,  wenn  man  den 
Körper  in  Luft  wägt  und  dann  den  Gewichtsverlust  feststellt,  den  er 
bei  der  Wägung  in  Wasser  erleidet.  Die  erstere  Wägung  wird  aus- 
geführt, indem  man  den  Körper  an  einem  feinen  Faden  an  der  Wag- 
Bchale  am  einen  Balkenende  aufhängt  und  eine  gleiche  Fadeolänge  mit 
den  Gewichten  in  die  andere  Schale  legt.  Dann  wird  ein  Gefäß  mit 
Wasser  in  das  Gehäuse  der  Wage  hereingebracht  und  so  weit  gehoben, 
bis  der  Körper  TÖllig  eingetaucht  ist.  Es  sind  aber  zur  Gewinnung 
eines  genauen  Resultates  mehrere  Korrektionen  notwendig.  Erstens 
maß  das  wahre  Gewicht  des  Körpers  durch  Einbeziehung  der  durch 
den  Körper  und  der  durch  die  Gewichte  verdrängten  Luft  korrigiert 
werden,  dann  muß  das  Gewicht  des  Körpers  in  Wasser  ebenso  korrigiert 
werden;  es  muß  femer  die  Temperatur  des  Wassers  beobachtet  und 
eine  Korrektion  gemacht  werden  infolge  des  Ums^andes,  daß  das  Wasser, 
worin  der  Körper  gewogen  wurde,  nicht  die  maximale  Dichte  hatte. 

Die  folgenden  Vorsichtsmaßregeln  sind  bei  der  Ausführung  der 
Experimente  notwendig :  Dem  Wasser  muß  durch  Kochen  alle  Luft  ent- 
zogen worden  sein;  Luftblasen,  die  von  den  eingetauchten  Körpern  mit 
hineingenommen  werden  und  sich  an  sie  ansetzen,  müssen  von  außen 
her  durch  Berührung  mit  einem  gut  gereinigten  Stifte  entfernt  werden. 
Der  Körper  darf,  wenn  er  im  Wasser  gewogen  wird,  nirgendwo  die 
Wand  des  Gefäßes  berühren  oder  ihr  auch  nur  sehr  nahe  kommen. 

Einzelheiten  in  betreff  der  Wägungs-  und  Korrektionsmethoden 
für  den  Auftrieb  der  Luft  werden  im  Kap.  XVI  über  „Messungen 
and  Instrumente"  gegeben  werden,  liier  soll  nur  die  Feststellung 
der  spezifischen  Gewichte  der  festen  Körper  und  Flüssigkeiten  einiger- 
maßen besprochen  werden,  während  die  Bestimmung  der  Gasdichten 
der  Behandlung  im  zweiten  Teile  vorbehalten  bleibt. 

424.  Bestimmung  des  spezifischen  Gewichtes  eines  Körpers, 
der  leichter  ist  als  Wasser.  Hat  ein  fester  Körper  ein  geringeres 
spezifisches  Gewicht  als  Wasser,  so  muß  man  einen  Sinker,  d.  h.  ein 
Gewicht,  das  ihn  zum  Untersinken  bringt  —  am  besten  aus  Kupfer- 
oder Messingdraht  —  an  ihm  befestigen,  um  das  Gewicht  eines  gleichen 
Yolnmens  Wasser  feststellen  zu  können.  Das  wahre  Gewicht  des  Sin- 
kerg braucht  nicht  bekannt  zu  sein,  nur  sein  Gewicht  in  Wasser.  Denn 
wenn  das  wahre  Gewicht  des  festen  Körpers  TT,  das  des  festen  Körpers 
und  des  Sinkers  zusammen  im  Wasser  W^ ,  das  des  Sinkers  allein  in 
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Wasser  W^  ist  und  dann  für  einen  Augenblick  W'  als  wahres  Gewicht 
des  Sinkers  gesetzt  wird,  so  ist  das  Grewicht  des  Wassers  vom  Yolnmen 
des  Körpers  und  Sinkers  zusammen :  W  -i-  W*  —  T^^.  Das  Gewicht 
des  durch  den  Sinker  yerdrängten  Wassers  ist  W  —  W^.  Somit  ist 
das  Gewicht  des  durch  den  festen  Körper  verdr&ngten  Wassers 

W+  W*  -"  Wi—{W  —  Wi)=  W—  W^  +  F,; 

W'  ist  also  herausgefallen.     Folglich  ist 

'>=w-Z+w, ^'^' 

Bei  der  Bestimmung  der  spezifischen  Gewichte  einer  Anzahl  tod 
Stoffen,  die  spezifisch  leichter  sind  als  Wasser,  kann  derselbe  Sinker 
aus  Eupferdraht  benutzt  und  gleich  im  Wasser  gelassen  werden.  Der 
Körper  kann,  sobald  es  nötig  ist,  leicht  daran  befestigt  werden. 

Bei  der  Bestimmung  der  spezifischen  Gewichte  Yon  Körpern ,  die 
im  Wasser  löslich  sind  oder  von  ihm  chemisch  angegriffen  werden,  muß 
man  den  festen  Körper  in  einer  anderen  Flüssigkeit,  gegen  die  er  un- 
empfindlich ist,  wftgen  und  dann  das  spezifische  Gewicht  dieser  Flüssig- 
keit nach  einer  geeigneten  Methode  bestimmen.  Wenn  W  das  Gewicht 
des  Körpers  und  Wj  sein  Gewicht  in  der  Flüssigkeit  ist,  so  ist  das, 
was  man  das  spezifische  Gewicht  des  Körpers,  bezogen  auf  die  betreffende 
Flüssigkeit,  nennen  kann: 

W 

-==-r^ <"' 

Wenn  sich  nun  das  Gewicht  eines  Volumens  der  Flüssigkeit  als  Wt  und 
das  desselben  Volumens  Wasser  als  w  herausstellt,  so  wird  ein  Yokmen 
Wasser,  das  dem  des  festen  Körpers  gleich  ist,  das  Gewicht 

TT—  W, 
fff 

haben,  oder  wenn  6  das  spezifische  Gewicht  w^/u?  der  Flüssigkeit  ist, 
wird  dieses  Volumen  Wasser 

W  -  Wj 
6 

wiegen.     Somit  ist  das  wahre  spezifische  Gewicht 

,=.      W6        _         

TT—  TT,        ^  ^ 

425.  Pyknometer.  Die  Dichte  von  festen  Körpern  sowohl,  als 
Ton  Flüssigkeiten  kann  mit  Hilfe  des  Pyknometers  bestimmt  werden. 
Es  ist  dies  eine  kleine  Glasflasche,  in  deren  Hals  ein  Glasstöpsel  so  ein- 
geschliffen ist,  daß  er  immer  genau  bis  zur  selben  Stelle  hineingeht. 
Der  Stöpsel  ist  der  Lftnge  nach  durchlocht,  so  daß  Luft  und  Flüssigkeit 
durch  ein  enges  Röhrchen  entweichen  können ,  wenn  der  Stöpsel  ein« 
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getrieben  wird ;  man  kann  also  die  Flasche  bis  genau  zum  Stöpsel  füllen 
(Fig.  238a. b, cd). 

Das  wahre  Gewicht  der  Flasche  und  des  Wassers,  das  sie  enthält, 
Bind  vorher  festgestellt  worden,  dann  wird  sie  gut  getrocknet,  völlig 


Fig.  238  b. 


Fig.  238  d. 


exakt  gefallt  und  das  Gewicht  der  in  ihr  enthaltenen  Flüssigkeit  unter 
Anwendung  der  nötigen  Korrektionen  gefunden.  Wenn  W^  und  W 
die  Gewichte  der  Flüssigkeit  bezw.  des  Wassers,  die  die  Flasche  faßt, 
sind,  so  ist 

w 


s  = 


(28) 


Um  das  spezifische  Gewicht  eines  festen  Körpers,  z.  B.  einiger 
Kömchen  eines  seltenen  Metalles  oder  eines  unlöslichen  Pulvers,  zu 
bestimmen,  wird  das  Gewicht  Wq  des  festen  Körpers  festgestellt,  dann 
wird  er  in  die  Flasche  gebracht,  diese  wird  mit  Wasser  gefüllt  und  das 
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Gewicht  W*  des  gesamten  Inhaltes  gefondeo.  Das  Gewicht  des  WaBsen 
mitsamt  der  festen  Substanz  in  der  Flasche  ist  jetzt  W*  —  TFo.  Bas 
Gewicht  eines  dem  festen  Körper  gleichen  Volumens  Wasser  ist  daher 
>r  —  (W  —  Wq)=  W+   Wo—  W.    Somit  ist 


W  -f  Wo—  w 


(29) 


426*  Tolumeiiometer.  Das  Volumen  eines  Körpers  und  daraoB 
sein  spezifisches  Gewicht  kann  mit  Hilfe  eines  Volumenometers  oder, 
wie  es  auch  manchmal  heißt,  eines  Stereometers  festgestellt  werden. 
Es  ist  von  einem  französischen  Offizier  namens  Say  zur  Bestimmung 
des  spezifischen  Gewichtes  des  Schießpulvers  erfunden  worden. 

Eine  Form  des  Instrumentes  ist  in  Fig.  239  dargestellt  AB  sind 
zwei  Teile  eines  durch  einen  kurzen  Hals  zusammenh&ngenden  GefäJSes. 


Fig.  239. 


Der  untere  Teil  B  setzt  sich  fort  in  dem  einen 
Schenkel  einer  U-Röhre,  deren  anderer  Schenkel 
mit  zwei  Zapfhähnen,  einem  über,  einem  anter 
der  Verbindungsstelle,  versehen  ist.  Das  untere 
Ende  des  zweiten  Schenkels  C  kann  frei  hleiben 
oder  auch  an  ein  biegsames  Rohr  angeschlossen 
werden,  das  mit  einem  Quecksilber  enthaltenden 
Bassin  yerbunden  ist,  durch  welches  Quecksilber 
bis  zu  jedem  beliebigen  Stande  in  der  U-Böhre 
gehoben  werden  kann.  Der  obere  Rand  des 
Gefäßes  A  ist  so  geschliffen,  daß  eine  eingefettete 
Glasplatte,  die  man  darauf  schiebt,  es  luftdicht 
verschließt. 

Das  Instrument  wird  zunächst  folgende^ 
maßen  kalibriert.  Das  untere  Ende  des  Schen- 
kels C  wird  frei  gelassen,  der  Zapfhahn  Tj  ist 
geschlossen,  der  andere  geöffnet.  Dann  wird 
in  die  Öffnung  von  C  Quecksilber  eingegossen, 
bis  es  zum  oberen  Rande  des  Gefäßes  A  ge- 
stiegen ist,  das  darauf  mit  der  Glasplatte  ge- 
schlossen wird',  wobei  das  Miteinschließen  Ton 
Luft  streng  zu  vermeiden  ist.  Dann  wird  T^  geschlossen  und  Tj 
geöffnet  und  das  bis  zur  Marke  a  aus  A  ausgelaufene  Quecksilber  ge- 
wogen. Dies  ergibt  das  Volumen  von  A^  es  sei  Vi  genannt.  Dann 
wird  das  Quecksilber  bis  zur  Marke  h  herausgelassen  und  gewogen 
und  ergibt  so  das  Volumen  V^  von  B. 

Bei  einer  Bestimmung  mit  dem  Instrumente  wird  das  bewegliche 
Gefäß  aus  praktischen  Gründen  angeschlossen ,  obgleich  es  nicht  von 
wesentlicher  Wichtigkeit  ist,  und  das  Quecksilber  wird  auf  demNiTesu 
von  a  gehalten ,  während  beide  Röhrenenden  oben  offen  sind.  Dftnn 
wird  die  Platte  über  A  geschoben  und  das  Bassin  so  weit  tiefer  gestellt, 
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bis  der  Spiegel  des  Quecksilbers  auf  h  gefallen  ist.  Dadurch  wird  der 
Druck  der  in  AB  eingescHlosBenen  Luft  um  so  yiel  unter  Atmosphären- 
druck  verringert,  als  der  vertikale  Abstand  der  Höhe  der  Quecksilber- 
säule in  C  von  h  anzeigt  Diese  Höhe  sei  h,  dann  gilt,  wenn  der  Druck 
in  Quecksilberhöhe  berechnet  wird  und  H  die  Höhe  der  Barometersäule 
ist,  für  den  Druck  m  ÄBE  —  h.  Dann  wird  das  Quecksilber  wieder 
auf  a  gebracht  hei  geöffnetem  Ä\  alsdann  wird  der  Körper,  dessen 
Volumen  bestimmt  werden  soll,  in  A  gebracht,  die  Platte  wieder  auf- 
gelegt und  nochmals  das  Bassin  gesenkt,  bis  der  Spiegel  des  Queck- 
silbers im  linken  Rohr  auf  h  sinkt.  Jetzt  wird  der  vertikale  Abstand 
V  der  S&ule  in  C  von  h  abgelesen. 

Die  Berechnung  des  Volumens  t;  des  Körpers  wird  alsdann  folgender- 
maßen ausgeftlhrt:  Nach  dem  Boy  leschen  Luftdruckgesetze  (§  431) 
ergibt  sich  nach  der  ersten  Bestimmung  des  Drucks: 

H  -  h  ^        F, 

und  nach  der  zweiten: 

H  —  h'  V^  —  V 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

«  =  *-^(F.  +  F,)  =  ^fF..     .     .    .     (30) 

Wenn  man  so  v  gefunden  hat  und  nun  noch  das  Gewicht  W  des 
Körpers  feststellt,  so  findet  man  ohne  weiteres  die  Dichte: 

W 

^  =  T <'^> 

Selbstverständlich  ist  es  nötig,  daß  h  und  h'  groß  genug  sind,  um 
genau  bestimmt  werden  zu  können. 

Der  Apparat  neigt  zu  Ungenauigkeiten  infolge  der  Feuchtigkeit 
der  Luft,  Undichte  der  Platte  und  Änderung  der  Temperatur. 

Ändert  sich  der  Luftdruck,  so  muß  man  das  Barometer  ablesen, 
wenn  das  Quecksilber  bei  a  steht  und  wenn  h  und  h'  beobachtet  werden, 
und  die  gefundenen  Werte  in  einer  Formel  verwenden,  die  ohne  An- 
nahme konstanten  jETs  gebildet  ist,  um  Irrtümer  aus  dieser  Quelle  zu 
▼ermeiden. 


427«  Wattsches  Hydrometer.  Die  spezifischen  Gewichte  von 
Flüssigkeiten  können  durch  einen  von  James  Watt  erfundenen,  in 
Fig.  240  (a.  f.  S.)  angegebenen  Apparat  verglichen  werden.  In  zwei  die 
zu  vergleichenden  Flüssigkeiten  enthaltenden  Gläsern  stehen  zwei  Glas- 
röhren, A  und  B^  die  unten  offen  und  oben  durch  ein  gebogenes  Rohr 
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verbanden  sind,  an  dem  ein  Röhrchen  T  angebracht  ist,  durch  das  man 
die  Luft  ans  beiden  Röhren  absaugen  kann.  Das  Röhrchen  kann,  wenn 
nötig,  durch  einen  Quetschhahn  an  einem  Stückchen  Grummiflchlaacht 
das  das  Ende  von  T  bildet,  geschlossen  werden. 

Wenn  durch  T  die  Luft  abgesaugt  wird,  steigen  die  FlüssigkeiteD 
in  den  Röhren  über  den  Stand  in  den  Gläsern  hinaus.  Die  beiden 
Höhen  über  diesen  Spiegeln  in  A  und  B  seien  h  und  h! ;  P  möge  den 
Atmosphären  druck ,  p  den  Druck  in  dem  gebogenen  Röhrenstack  über 
den  Säulen  (unter  Vernachlässigung  der  Druckdifferenz  in  der  Luft  ans 
der  Niveauverschiedenheit  in  den  Säulen)  und  Q  und  Q*  die  Dichten 
der  Flüssigkeiten  beseichnen.     Dann  ist 

P  —  p  =  gQh  =  gQ'h\ 

so  daß  sich  ergibt: 

^,  =  'j (32) 

d.  h.,  die  spezifischen  Gewichte  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Steig- 
höhen. 

Fig.  241. 


Fig.  240. 


428.   Spezifisches  Gewicht  Ton  Flüssigkeiten.     Hydrometer 
von  wechselnder  Immersion.     Graduierung.     Das  spezifische  Ge- 
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wicht  einer  Flüssigkeit  kann  durch  Feststellung  des  scheinbaren 
Gewichtsrerlustes  eines  eingetauchten  Körpers  von  bekanntem  Volumen 
festgestellt  werden.  Beträgt  der  Verlust  ic  g  und  das  Volumen  des 
Körpers  Fccm,  so  ist  das  gesuchte  spezifische  Gewicht  to/V. 

Wenn  keine  große  Genauigkeit  erfordert  wird,  bestimmt  man  die 
spesifischen  Gewichte  der  Flüssigkeiten  durch  Hydrometer.  Es  gibt 
deren  zwei  Arten,  nämlich  solche  mit  yeränderlicher  und  solche  mit 
koDstanter  Immersion.  Ein  Hydrometer  mit  wechselnder  Immersion 
(Fig.  241)  besteht  aus  einem  hohlen  Körper  an  einer  gleichmäßig  gra- 
duierten dünnen  Stange.  Der  untere  Teil  des  Hohlkörpers  wird  mit 
Schrot  oder  Quecksilber  so  belastet,  daß  das  Ganze  in  der  betreffenden 
Flüssigkeit  mit  senkrecht  stehender  Stange  schwimmt.  Die  freie  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  reicht  bis  zu  einem  bestimmten  Grade  der  Stange, 
und  da  der  Stab  von  kleinem  Querschnitte  ist,  ist  das  Instrument  an- 
nähernd ein  völlig  eingetauchter  Körper  und  unterliegt  annähernd  den 
gleichen  Stabilitätsbedingungen. 

Es  ist  klar,  daß  der  in  die  freie  Oberfläche  fallende  Punkt  des 
Stabes  um  so  tiefer  liegen  wird,  Je  größer  das  spezifische  Gewicht  der 
Flüssigkeit  ist,  so  daß  die  Lage  dieses  Punktes  genügt,  um  das  spezi- 
fische Gewicht  einer  Flüssigkeit,  in  die  das  Hydrometer  getaucht  wird, 
zu  bestimmen.  Das  spezifische  Gewicht  kann  gefunden  werden  aus 
der  Kenntnis  des  Volumens  des  Hohlkörpers  im  Instrumente  bis  zu 
irgend  einem  Punkte  des  Stabes,  des  Gewichtes  des  Instrumentes  und 
der  Dicke  des  Stabes.  Diese  Größen  können  folgendermaßen  bestimmt 
werden:  Zuerst  wird  das  Instrument  gewogen;  dann  wird  es  in  eine 
Flüssigkeit  getaucht,  deren  spezifisches  Gewicht  man  auf  andere  Weise 
genau  kennt.  Der  mit  der  freien  Oberfläche  zusammenfallende  Quer- 
schnitt wird  auf  dem  Stabe  verzeichnet.  Das  Volumen  des  Instrumentes 
bis  za  diesem  Zeichen  ist  gleich  dem  Flüssigkeitsvolumen  vom  Gewichte 
des  Hydrometers,  und  dieses  Volumen  kann  aus  dem  schon  bekannten 
Gewichte  des  Instrumentes  und  dem  spezifischen  Gewichte  der  Flüssig- 
keit festgestellt  werden. 

Der  Querschnitt  des  Stabes  kann  entweder  darch  Ausmessung  des 
Durchmessers  an  verschiedenen  Stellen  mit  Hilfe  einer  Meßschraube 
oder  eines  Dickenmessers  (s.  Kap.  XVI)  oder  dadurch  gefunden  werden, 
daß  man  das  Instrument  in  eine  zweite  Flüssigkeit  von  ebenfalls  be- 
kanntem spezifischen  Gewicht  bringt.  In  diesem  letzteren  Falle  wird 
das  Instrument  bis  zu  einem  anderen  Querschnitt  des  Stabes  einsinken, 
and  es  ist,  wenn  V  das  in  die  erste  Flüssigkeit  eingesunkene  Volumen, 
V  +  V  das  in  die  zweite  Flüssigkeit  eingesunkene  Volumen  ist  und  s 
und  s'  die  spezifischen  Gewichte  der  beiden  Flüssigkeiten  sind,  die 
Volumendifferenz  offenbar  gleich  mit 

Wenn  die  Stablänge  l  zwischen  den  beiden  Querschnitten  ausgemessen 


478  Zehntes  Kapitel. 

ist,  80  ist  der  Qaerschnitt  vll^  so  daJß  bei  bekanntem  Stabqaencbnitt 
das  Volumen  Jedes  Stabstückes  natürlich  ebenfalls  bekannt  ist 

Um  das  Instrument  zu  graduieren,  geht  man  folgendermaßen  Yor. 
Zunächst  stellt  man  das  spezifische  Gewicht  fest,  das  einem  Strich,  der 
sls  unterster  Punkt  der  Stange  angesehen  wird,  entspricht;  zu  diesem 
Zwecke  wird  das  Volumen  des  Instrumentes  bis  zu  diesem  Querschnitte 
berechnet.  Das  spezifische  Gewicht  einer  Flüssigkeit,  in  der  das  In- 
strument bis  zu  diesem  Striche  steht,  ist  offenbar  (  Wi  Fp«-),  wo  W  das 
Gewicht,  V  das  Volumen  des  Instrumentes  (ohne  Stab)  und  p«.  der  — 
je  nach  der  Temperatur  von  1  etwas  abweichende  —  Zahlenwert  der 
Dichte  des  Wassers  ist 

Femer  ist  das  spezifische  Gewicht  einer  Flüssigkeit,  in  der  da^ 
Instrument  in  einer  Höhe  x  über  dem  untersten  Striche  steht: 

W 

(F  -f-    XC)Qu>' 

wo  c  der  Querschnitt  des  Stabes  ist.  Nun  sei  V  gleich  7c,  8o  daß  / 
gewissermaßen  die  Länge  eines  Stabes  ist,  welcher  F  an  Yolnmen 
gleich  wäre.    Dann  ist  das  spezifische  Gewicht  dieser  Flüssigkeit  gleich 

W 

Bezeichnet  man  dieses  x  zugehörige  spezifische  Gewicht  mit  y,  so  hat 
man  die  Gleichung 

W 

Legt  man  dann  von  einem  Anfangspunkte  0  in  der  x-Axe  eine  Strecke 
l  -{-  X  zurück  und  von  dem  so  gefundenen  Punkte  und  senkrecht  zu 
jener  Strecke  eine  andere  Strecke 

irr 

^1  Fig    242.  y  = 


und  führt  dies  für  verscbiedeDe 
Werte  yon  x  aus,  so  erhält  man 
eine  Reihe  Yon  Punkten,  die  eine 
Kurve  bilden.  Die  Ordinateo 
dieser  Kurve  sind  die  spezifischen 
Gewichte  der  den  verschiedenen 
Werten  von  x  zugehörigen 
Flüssigkeiten.  Die  Kurve  ist 
..qrrr:-r-"-i--'-V-lJp.  offenbar  eine  gleichseitige Hypei^ 

^— ;j — g '         j- j    bei,    auf    ihre    Asymptoten   als 

Koordinatenazen  bezogen,  ^ 
in  Fig.  242  abgebildet.  Es  ist  also  nur  nötig,  eine  gleichseitige 
Hyperbel  für  den  konstanten  Parameter  {Wjcg^)  zu  zeichnen,  dann 
hat  man  die  vollständige  Graduierung  des  Instrumentes. 
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Es  werden  Werte  von  y  gewählt,  die  durch  einfache  Zahlen  aus- 
gedrückt sind  und  in  arithmetischer  Progression  aufeinander  folgen; 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  werden  durch  Querlinien  auf  der  Skala 
lings  des  Stabes  vermerkt.  Wie  aus  der  Kurve  zu  ersehen  ist,  sind 
die  Zwischenräume  AB^  BC,  CD  zwischen  den  in  arithmetischer  Pro- 
gression Yorschreitende  j^ -Werte  darstellenden  Linien  desto  kleiner,  je 
kleiner  die  Werte  von  x  sind ,  d.  L  Je  größer  das  spezifische  Gewicht 
ist  Daher  wird  die  Gradteilung  des  Stabes  nach  der  Spitze  des  In- 
strumentes zu  immer  weiter. 

OM  stellt  l  -f~  cler  Stangenlänge  vom  untersten  bis  zum 
obersten  Strich  dar;  die  Ordinate  MP  bei  M  ist  das  kleinste  spezi- 
fische Gewicht,  das  das  Instrument  noch  angibt.  Um  den  Punkt  auf 
dem  Stabe  für  irgend  ein  durch  das  Instrument  meßbares  spezifisches 
Gewicht  zu  finden,  kann  man  sich  folgender  Konstruktion  bedienen. 
Von  F  wird  eine  Linie  Pp  parallel  mit  OM  gezogen.  Längs  MP 
wird  das  spezifische  Gewicht,  dessen  Punkt  ermittelt  werden  soll,  ab- 
getragen, es  BBiMQ.  0  Q  wird  verbunden,  so  daß  es  Pp  inq  schneidet, 
und  die  Ordinate  durch  q  trifft  OX  in  C  Dann  ist  MC  die  Ent- 
fernung des  Punktes  vom  obersten  Teilstrich  des  Hydrometers. 

Man  könnte  ein  Instrument  von  jeder  gewünschten  Spielweite 
machen,  indem  man  den  Stab  genügend  lang  machte;  es  würde  aber 
^\iT  unhandlich  sein,  und  man  ordnet  daher  lieber  eine  Reihe  von 
Instrumenten  durch  Veränderung  des  BaUastes  und  des  Hohlkörpers 
»0  an,  daß  die  Gradreihe  eines  Stabes  dort  unten  anfängt,  wo  die  des 
Torigen  oben  aufgehört  hatte. 

Bei  dem  häufig  benutzten  „TwaddellschenHydrometer'*  sind  die 
an  den  Teilstrichen  des  Stabes  verzeichneten  Zahlen  nicht  die  diesen 
Strichen  entsprechenden  spezifischen  Gewichte  selbst;  wenn  n  eine  der 
Zahlen  ist,  so  ist  das  betreffende  spezifische  Gewicht:  1  +  5  n/1000 
oder  1  -f"  '»/^OO.  Bei  den  meisten  Typen  jedoch,  insbesondere  bei  den 
weitverbreiteten  Aerometem  und  Alkoholometern,  liest  man  unmittelbar 
das  spezifische  Gewicht  ab. 

429.  Hydrometer  mit  konstanter  Immersion.  Nicholson- 
sches  Hydrometer.  Ein  Hydrometer  mit  konstanter  Immersion  besteht 
aas  einem  i Johlkörper  mit  feinem  Stabe  nach  oben,  der,  um  Stabilität 
zu  haben,  unten  belastet  ist,  aber  oben  am  Stabe  eine  Wagschale  zur 
Aufnahme  von  Gewichten  trägt.  Auf  dem  Stäbchen  ist  ein  einziger 
Strich  verzeichnet,  bis  zu  dem  das  Instrument  in  alle  FlAssigkeiten 
eingesenkt  wird  unter  Benutzung  von  Gewichten,  die  oben  in  die  Wag- 
Bch&Ie  gelegt  werden  (s.  Fig.  243,  a.  f.  S.). 

Wenn  W^  das  Gewicht  des  Hydrometers  und  Wi  das  in  der  Wag- 
schale nötige  Gewicht  ist,  um  das  Instrument  bis  zum  Strich  in  Wasser 
einzusenken,  so  ist  das  Gewicht  des  in  diesem  Falle  verdrängten  Was- 
sers Wo  +   Wi. 
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Nun  sei  W^  das  Gewicht,  das  in  die  Wagschale  gelegt  werden 
mniS,  um  das  Hydrometer  bis  zum  Strich  in  eine  Flüssigkeit  einzu- 
senken, deren  spezifisches  Gewicht  bestimmt  werden  solL  Das  Gewicht 
der  durch  das  Hydrometer  yerdrängten  Flüssigkeit  ist  Wq  +  W^* 
Folglich  ist,  wenn  s  das  spezifische  Gewicht  ist: 


8  = 


(33) 


Wo  +   W, 
Wie  man  sieht,  ist  das  Instrument  bis  zu  einer  gewissen  Grenze 

Wo  +   Wi 

auch  auf  Flüssigkeiten  anwendbar,  die  spezifisch  leichter  sind  als  Wasser. 

Es  ist  auch  tunlich,  mit  diesem  Hydrometer  das   Gewicht  eines 

nicht  zu  schweren  Körpers  ann&hemd  zu  bestimmen ;  man  legt  ihn  in 

Fiff.  243.         ^^^    obere  Wagschale    unter  Hinzufügung    ¥on  £r- 

^  gänzungsgewichten,  um  das  Instrument  bis  zum  Strich 

einzusenken.     Dann  wird  der  Körper  durch  Gewichte 

ersetzt,  die  die  gleiche  Wirkung  haben. 

Beim  Nicholson  sehen  Hydrometer  wird  dem 
eben  beschriebenen  Instrumente  noch  eine  Wagschale 
am  unteren  Ende  beigefügt,  mit  deren  Hilfe  man  das 
spezifische  Gewicht  eines  nach  der  soeben  besprochenen 
Art  gewogenen  Körpers  bestimmen  kann.  Der  Körper 
wird,  nachdem  er  in  der  oberen  Wagschale  gewogen 
worden  ist ,  in  die  untere  gebracht ,  und  das  in  der 
oberen  Wagschale  notwendig  gewordene  Erganznngs- 
gewicht,  um  das  Instrument  wiederum  bis  zum  Strich 
einzutauchen,  wird  hinzugefügt 

Das  Gewicht  des  Instrumentes  sei  Wo,  das  des 

Körpers  W  und  die  notwendigen  Ergänzungsgewicbte 

für  den  Körper  in  der  oberen   und  in  der  unteren 

Wagschale  seien   Wi  und  W^*     Das  Gewicht  des  im 

ersten  Falle  verdrängten  Wasssers  ist  Wq  +  W+  Wi, 

'  '  '     im  zweiten  ist  es  Wq  -f"   ^j  H~    ^ 

Das  Gewicht  des  im  zweiten  Falle  von  dem  Körper  verdrängten 

Wassers    ist    demnach    {Wq    +   W^   +    W)  —  (Wo  +   W  +  W,} 

=  W2  —  Wi-     Das  spezifische  Gewicht  des  Körpers  ist  daher 

W 


W^  —  W, 


(34) 


Die  Empfindlichkeit  des  Nicholsonschen  Hydrometers  ist  um  so 
größer,  je  dünner  der  Stab  an  der  Marke  ist,  die  so  angebracht  ist, 
daß  sie  an  der  FlQssigkeitsoberfläche  steht.  Denn  offenbar  wird  dann 
jedes  Ergänzungsgewicht,  das  in  die  Wagschale  gelegt  oder  heraus- 
genommen wird,  ein  heftiges  Fallen  oder  Steigen  des  Instrumentea  ver- 
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Ursachen,  da  das  einsinkende  oder  auftauchende  Volumen  gleich  dem 
Querschnitt  des  Stäbchens  mal  dem  in  Frage  stehenden  Fallen  oder 
Steigen  ist  Die  zu  große  Dicke  des  Stabes  ist  bei  vielen  der  üblichen 
Instrumente  geradezu  zweckwidrig.  Ein  vom  Verfasser  konstruiertes 
Instrnment  besteht  nur  ans  Glas  und  Platin  (außer  der  oberen  Wag- 
schale) und  hat  ein  St&bchen  von  nur  1  mm  Durchmesser. 

Das  kapillare  Ansteigen  des  Wassers  um  das  Stäbchen  des  Hydro- 
meters erzeugt  eine  Kraft  nach  unten;  der  von  ihr  ausgehende  Fehler 
wird  dadurch  äußerst  verkleinert,  daß  man  den  Stab  so  klein  wie  mög- 
lieh macht. 

430.  Periode  der  vertikalen  Schwingungen  eines  Hydro- 
meters. Die  vertikale  Schwingung  eines  solchen  Hydrometers  ist  leicht 
zu  untersuchen,  wenn  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  vernachlässigt 
wird.  Das  Instrument,  das  mit  der  Marke  in  Oberflächenhöhe  schwimmt, 
möge  um  eine  weitere  Strecke  x  eingesenkt  werden.  Das  neu  ein- 
taachende  Volumen  ist  xc,  wenn  c  der  Querschnitt  ist  Die  nach  oben 
wirkende  Kraft  ist  jetzt  in  absoluten  Einheiten  (TTq  -|~  Q^c)9i  wenn 
9  die  Dichte  der  Flüssigkeit  ist,  und  diese  Kraft  ergibt  über  die  Auf- 
hebang  der  Schwerkraft  hinaus  eine  beschleunigende  Kraft  nach  oben 
Qxcg,  Die  Beschleunigung  nach  oben  ist  also  Qxcg/Wo,  Folglich 
ergibt  sich  als  Schwingungsperiode  T: 

T=2jt]/^ (35) 

Die  Länge  des  äquivalenten  einfachen  Pendels  ist  also  W/(qc) 
und  desto  größer,  je  kleiner  c  und  je  kleiner  Q  ist  Ein  in  diesem 
Sinne,  sehr  empfindliches  Nicholson sches  Hydrometer  wurde  von 
Milne  und  Gray  zu  Beobachtungen  der  vertikalen  Bewegungen  des 
Erdbodens  bei  Erdbeben  benutzt.  Da  das  Instrument  eine  sehr  lange 
Scbwingungsperiode  hat,  reagiert  es  nicht  auf  die  schnell  wechselnden 
vertikalen  Bewegungen  seiner  Unterlage  und  bildet  einen  feststehenden 
Punkt,  auf  den  diese  Bewegungen  bezogen  und  so  beobachtet  werden 
können. 


431.  Druck  in  Gasen  (Boylesehes  Gesetz).  Ein  Gas  ist,  wie 
vir  gesehen  haben,  ein  Fluidum,  das  sich  in  jedem  Räume,  der  sich 
ihm  darbietet,  verbreitet,  selbst  wenn  dieser  Raum  schon  von  einem 
anderen  Gas  erfüllt  ist.  Auch  strömen  zwei  Mengen  von  demselben 
^'&8  tatsächlich  ineinander.  Es  stellt  sich  indessen  ein  Gleichgewichts- 
zustand her,  in  welchem  Druckänderungen  an  allen  Stellen  im  Gas, 
das  aber  den  Elementargesetzen  des  Drucks  in  einer  unter  der  Wirkung 
der  Schwere  stehenden  Flüssigkeit  unterworfen  ist,  sich  gegenseitig 
ausgleichen. 

Für  die  ausführliche  Erörterung  der  Gasgesetze  mit  Einschluß  der 
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Diffusiooserscheinungen,  insofern  sie  Begriff  und  Messung  der  Tempera- 
tur enthalten,  muß  der  Leser  auf  den  zweiten  Band  verwiesen  werden. 
Wir  müssen  uns  hier  begnügen,  die  Lehre  vom  Gasdruck  unter  der 
Bedingung  der  zeitlichen  Konstanz  und  raumlichen  Gleichmäßigkeit  der 
Temperatur,  ferner  unter  der  Bedingung  der  NichtÜbertragong  der 
Wärme  kurz  zu  behandeln,  wobei  für  den  letzterwähnten  Kall  die  Be- 
ziehung zwischen  Druck  und  Volumen  vorgreifend  als  bekannt  an- 
genommen werden  soll. 

Es  wurde  oben  §  426  das  Boyle  sehe  Gesetz  vorausgesetzt,  welches 
besagt,  daß  bei  konstant  erhaltener  Temperatur  der  Druck  in  einem 
Gas  sich  umgekehrt  wie  das  Volumen  verhält,  das  es  einnimmt  Dieses 
Fig.  244.      Gesetz  wurde  von  dem  Engländer  Robert  Boyle  und  bald 
darauf  von  dem   Franzosen  Mario tte    aufgefunden  und 
heißt  nach  ihnen  Boylesches  oder  Mariottesches  Gesetz. 
Die  Beschreibung,  die  Boyle  von  seinem  bezüglichen  Ver- 
suche macht,  möge  hier  wiedergegeben  werden.    Voraus- 
zuschicken ist,  daß  man  damals  die  Frage  erörterte,  ob  das 
Stehen  des  Quecksilbers  im  Barometer  oder,  wie  man  da- 
mals sagte,  in  der  Torricellischen  Röhre    eine  Folge  des 
Druckes  der  atmosphärischen  Luft  wäre.     Die  HerstelloDg 
der  Torricellischen  Röhre  geschah  auf  demselben  Wege, 
auf  dem  man  bis  zum  heutigen  Tage  die  Quecksilberbaro- 
meter herstellt. 

Eine  reine  Glasröhre  von  etwa  3  Fuß  oder  90  bis 
100  cm  Länge  und  über  Vs  ^^^^  bezw.  5  mm  innerem  Darch- 
messer  wird  an  einem  Ende  zugeschmolzen.  Dann  wird 
sie  mit  dem  geschlossenen  Ende  nach  unten,  bis  zu  etwa 
ein  Zoll  unter  dem  oberen  Ende  mit  Quecksilber  gefüllt 
und,  indem  das  obere  Ende  mit  dem  Finger  zugehalten  wird,  gestürzt. 
Die  Luftblase  aus  dem  leer  gebliebenen  Räume  läuft  nach  oben  unter 
Mitnahme  der  meisten  der  kleinen  Luftblasen  von  den  Röhrenwänden. 
Dann  wird  die  Röhre  zurückgeneigt,  und  die  Luft  kehrt  nach  dem 
offenen  Ende  zurück,  indem  sie  immer  weiter  das  Quecksilber  von  darin 
enthaltener  Luft  befreit.  Dies  wird  zwei-  oder  dreimal  wiederholt 
dann  wird  der  leere  Raum  mit  Quecksilber  gefüllt,  der  Fingergegen 
das  offene  Ende  gedrückt,  die  Röhre  umgestürzt  und  das  offene  Ende, 
ehe  der  Finger  weggezogen  ist,  in  ein  offenes  G^fäß  mit  Quecksilber 
unter  die  Oberfläche  eingetaucht.  Dann  zeigt  sich,  daß  die  Quecksilber- 
säule zwar  ein  Stück  herunterfällt,  daß  aber  ihr  oberes  Ende  in  einer  Höhe 
von  ungefähr  30  Zoll  oder  76  cm,  etwas  mehr  oder  weniger,  über  dem 
Stande  des  Quecksilbers  in  dem  offenen  Gefäße  stehen  bleibt  (Fig.  244). 
Die  Ausführung  des  Instrumentes  kann  vervollkommnet  werden, 
indem  man  das  Quecksilber  in  der  Röhre  kocht,  um  die  Luft  aassu- 
treiben;  dies  muß  aber  äußerst  vorsichtig  gemacht  werden.  Zuerst 
wird  nur  2  bis  3  Zoll  hoch  Quecksilber  eingefüllt,  dann  wird  mittel« 
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einer  Lampe  am  unteren  Ende  Wärme  zngeführt,  w&hrend  die  Bohre 
in  geneigter  Lage  geh  alten  wird.  Man  l&ßt  zuerst  das  Quecksilber  am 
Grande  kochen  und  treibt  Quecksilberdampf  und  Luft  heraus,  dann 
stellt  man  die  Lampe  etwas  höher,  so  daß  das  Quecksilber  weiter  oben 
kocht  u.  s.  w.  bis  zu  ^U  Zoll  von  der  Oberfl&che  hinauf.  Um  Oxydation 
des  Quecksilbers  zu  vermeiden,  darf  es  nicht  an  der  Oberfläche  kochen* 
Dann  werden  wieder  ein  paar  Zoll  nachgefüllt,  und  das  Kochen  wird 
weitergeführt,  bis  die  Röhre  fast  ganz  gefüllt  ist.  Nachdem  man  das 
Quecksilber  sich  hat  in  Ruhe  abkühlen  lassen,  wird  die  Röhre  aufgefüllt 
und,  wie  beschrieben,  verkehrt  in  das  offene  Gef&ß  gestellt 

Daß  diese  S&ule  durch  den  Luftdruck  gehalten  würde,  war  von 
Torricelli  behauptet  und  von  Pascal  bewiesen  worden,  der  im  Jahre 
1648  ein  Barometer  auf  einen  30  m  hohen  Turm  in  Paris  trug  und 
dabei  an  der  Höhe  der  S&ule  eine  Abnahme  von  3  mm  konstatierte. 
Pascal  war  es  auch,  der  das  im  selben  Jahre  vorgenommene  Experi- 
ment anregte,  daß  ein  Quecksilberbarometer  auf  einen  Berg,  Y\tt,2Ah 
den  Puy  de  Dome,  getragen  wurde,  wobei  man  beobachtete, 
daß  in  dem  Maße,  in  dem  mit  der  Erhebung  der  Druck  ab- 
Dahm,  auch  die  Höhe  der  Säule  geringer  wurde. 


1 


432.  Boylesches  Experiment  über  die  „Spannkraft 
der  Luft'«  Eine  ausführliche  Erörterung  des  barometrischen 
Prinzips  und  verschiedener  Barometerformen  wird  weiter  unten 
gegeben  werden.  Hier  folgt  Doyles  eigener  Bericht  über 
seine  wichtigen  Experimente  „in  betreff  des  Maßes  der  Spann- 
kraft Eusammengepreßter  und  ausgedehnter  Luft^. 

„Wir  nahmen  alsdann  ein    langes  Glasrohr,  das   durch 
eine  geschickte  Hand  mit  Hilfe  einer  Lampe  derart  am  Ende 
gekrümmt  worden  war,  daß  der  nach  oben  gewendete  Teil  dem 
übrigen  Teile  des  Rohres  fast  parallel  war;  nachdem  die  Öff- 
nung dieses  kürzeren  Armes  des  Hebers  (wenn  ich  das  ganze 
Instrument  so  nennen  darf)  hermetisch  versiegelt  war,  wurden 
beide  Schenkel  in  Zolle  eingeteilt  (dereü  jeder  wiederum  in  acht 
Teile  geteilt  wurde)  durch  zwei  gerade  Streifen  Papier,  die, 
mit  diesen  Einteilungen  versehen,  sorgfältig  der  Länge  nach 
auf  sie  aufgeklebt  wurden.    Dann,  nachdem  wir  so  viel  Queck- 
silber eingefüllt  hatten,  wie  notwendig  war,  den  Bogen  oder 
gebogenen  Teil  des  Hebers  zu  füllen,  so  daß  das  Quecksilber-       Ij 
ni?ean  in  dem  einen  Arm  gerade  das  untere  Ende  des  Papier-       'jf 
Btreifens  und  im  anderen  Arm  genau  dieselbe  Höhe  oder  hori- 
zontale Linie  erreichen  konnte,  trugen  wir  Sorge  durch  häu- 
figes Neigen  des  Rohrs ,  so  daß  die  Luft  frei  an  den  Seiten       i ,'  j 
des  Quecksilbers  vorbei  von  einem  Arme  in  den  anderen  ge-        v^ 
langen  konnte  (ich  sage  wir  trugen  Sorge),  daß  die  schließlich  in  dem 
Itürzeren  Zylinder  eingeschlossene  Luft  von   gleicher   Dichte   mit   der 
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übrigen  darum  herum  befindlichen  Luft  sein  möchte.  Daraal  b^annen 
wir  Quecksilber  in  den  l&ngeren  Ueberarm  einzufüllen,  welches,  indem 
es  durch  sein  Gewicht  das  im  kürseren  Arm  befindliche  heranfdrückt«, 
nach  und  nach  die  in  ihm  eingeschlossene  Luft  zusammenpreßte;  und 
während  wir  fortfuhren,  Quecksilber  einzugießen,  bis  die  Luft  im 
kürzeren  Arm  durch  Kondensation  auf  den  halben  Raum,  den  sie 
▼orher  eingenommen  (ich  sage  eingenommen,  nicht  ausgefällt)  hatte, 
reduziert  war,  warfen  wir  den  Bück  auf  den  l&ngeren  Arm  des  Glases 
und  bemerkten  nicht  ohne  Freude  und  Genugtuung,  daß  das  Queck- 
silber in  diesem  längeren  Teile  des  Rohres  um  29  ZoU  höher  stand  als 
im  anderen.  Nun  wird  jeder,  der  auf  unsere  Lehre  achtgibt,  leicht 
erkennen,  daß  die  Beobachtung  mit  unserer  Annahme  übereinstimmt 
und  sie  bestätigt;  und  Herrn  Pascals  und  unserer  englischen  Freunde 
Experimente  tun  dar,  daß,  je  größer  das  Gewicht  ist,  das  auf  der  Luft 
lastet,  desto  heftiger  ihr  Ausbreitungsbestreben  und  folglich  ihre 
Widerstandskraft  ist  (wie  auch  andere  Federn  desto  stärker  sind,  mit 
je  größeren  Gewichten  sie  belastet  werden).  Denn  mit  Rücksicht  hier- 
auf wird  der  Versuch  von  guter  Übereinstimmung  mit  der  Hypothese 
erscheinen,  daß,  sowie  in  Übereinstimmung  mit  ihr  die  Luft  in  JeDem 
Grade  von  Dichtigkeit  und  entsprechender  Widerstandskraft,  zu  der 
das  Gewicht  der  aufliegenden  Atmosphäre  sie  gebracht  hatte,  imstande 
war,  den  Druck  eines  Quecksilberzylinders  von  ungefähr  29  Zoll 
Quecksilber  aufzuwiegen  und  ihm  zu  widerstehen,  wie  uns  das  Torri- 
cellische  Experiment  lehrt;  so  hier  dieselbe  Luft,  wenn  sie  zu  ungefähr 
dem  doppelten  Dichtigkeitsgrade,  den  sie  vorher  hatte,  gebracht  wird, 
eine  doppelt  so  große  Spannkraft  als  vorher  erhält;  wie  dadurch  sor 
Erscheinung  kommt,  daß  sie  fähig  wird,  einen«  Zylinder  von  29  Zoll 
in  der  längeren  Röhre  mitsamt  dem  Gewichte  des  Luftzylinders,  der 
auf  diesen  29  Zoll  Quecksilber  lastete,  auszuhalten  oder  ihm  Wider^ 
stand  zu  leisten,  und  also,  wie  wir  eben  aus  dem  Torri cellischen 
Experiment  schlössen,  ihnen  äquivalent  war. 

„Wir  wurden  durch  zufälliges  Zerbrechen  des  Rohres  damals  an 
der  Fortsetzung  der  Versuche  verhindert.  Da  aber  ein  exaktes  Experi- 
ment dieser  Art  von  großer  Wichtigkeit  für  die  Lehre  von  der  Spann- 
kraft der  Luft  sein  würde  und  bis  jetzt  (soviel  ich  weiß)  noch  von 
niemandem  gemacht  worden  ist,  weil  es  auch  heikler,  als  man  denkt, 
zu  machen  ist  in  Ansehung  der  Schwierigkeit  sowohl  der  Beschafiung 
zweckdieulicher  gekrümmter  Röhren,  als  auch  richtiger  Schätzung  der 
wahren  Stelle  der  überragenden  Quecksilberoberfläche;  so  vermute  ich, 
es  wird  dem  Leser  nicht  unwillkommen  sein,  zu  erfahren,  daß  nach 
einigen  anderen  Versuchen,  deren  einer  mit  einem  Rohr  unternommen 
wurde,  dessen  längerer  Arm  senkrecht,  dessen  anderer,  die  Luft  ent- 
haltender aber  horizontal  war,  wir  uns  zuletzt  ein  Rohr  von  der  in  der 
Zeichnung  dargelegten  Form  verschafften;  welches  Rohr,  obgleich  von 
ziemlicher  Dicke,  so  lang  war,  daß  der  Zylinder,  aus  dem  der  kürzere 
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Arm  beatand,  noch  einen  PapLerstreifen  zuließ,  der  Yorher  ia  12  Zolle 
und  ihre  Viertel  eingeteilt  worden  war,  während  der  andere  Arm  einen 
anderen  Streifen  Papier  von  mehreren  Fnß  L&nge  und  derselben  Ein- 
teilung Eoließ.  Nachdem  nun  so  viel  Quecksilber  eingegossen  war,  um 
den  gebogenen  Teil  des  Glases  zu  füllen,  so  daß,  wie  wir  vor  kurzem 
sagten,  seine  Oberfläche  in  jedem  Arm  bei  derselben  horizontalen  Linie 
stand,  wurde  mehr  und  mehr  Quecksilber  in  das  längere  Rohr  eingefüllt; 
und  indem  aufmerksam  beobachtet  wurde,  wie  hoch  das  Quecksilber  in 
dem  längeren  Rohr  gestiegen  war,  wenn  es  zu  einem  neuen  Teilstrich  in 
dem  kürzeren  aufgestiegen  erschien,  so, ergaben  die  verschiedenen  Beob- 
achtungen, die  so  der  Reihe  nach  gemacht  wurden,  die  folgende  Tabelle: 
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ine 

Tabelle  der  Laftverdichtang. 

A.  1   A.         B. 

0. 

D. 

K 
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00 

29%. 

29%. 
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33%, 

in  dem  kfirzeren  Arm,  die  dem 

44   n 

02'Vi. 
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31'%, 
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42  1  loy, 

04%. 

83%. 

38'/, 
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40  :io 

06V.. 
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85 

B.  Die  H6he  des  Qaeckailberzylin' 

38     »y. 
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87 
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39%. 
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34      8% 
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*1'%. 

41%7 
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32      8 

15%. 

*♦%. 

43"/., 
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28 1    7 

21%. 
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50 
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S 
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die   eingeschlossene    Lnft    aus- 

22 .   5V, 

34'%. 
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gehaltenen  Druck   darstellend. 
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37'%. 

67%, 
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£.  Die   Werte,    die   dieser  Druck 
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70 

nach   der  Hypothese,   wonach 
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45 
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18      4'/, 
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100'/,. 
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Die  obige  Versuchsreihe  liefert  nur  Drucke,  die  größer  sind  als  der 
Atmosphärendruck.  Um  das  Verhalten  auch  bei  kleineren  Spannungen 
tu  prüfen,  nahm  Boyle  eine  dünne,  an  beiden  Enden  offene  Röhre, 
drückte  sie  vertikal  hinunter  in  ein  tiefes  Bassin  mit  Quecksilber,  bis 
■ie  nur  noch  etwa  einen  Zoll  weit  herausragte,  und  verschloß  das  obere 
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Ende  mit  Siegellack.  Er  erhielt  auf  diese  Weise  ein  Quantum  Luft 
das  unter  Atmospfaärendrack  ungefähr  einen  Zoll  der  Röhre  füllte. 
Dann  hob  er  die  Röhre  auf  ein  etwas  höheres  Nireau,  so  daß  die  Luft  ein 
größeres  Stück  der  Röhre  einnehmen  konnte,  und  bemerkte,  daß  das 
Quecksilber  in  der  Röhre  höher  als  im  Bassin  stieg.  Der  Luftdruck  m 
der  Röhre  war  dabei  nach  §  397  gleich  dem  Atmosph&rendruck  weniger 
ggh,  wo  A  die  Höhe  des  oberen  Endes  der  Quecksilbersäule  in  der 
Röhre  über  der  Quecksilberoberfläche  im  Bassin  und  q  die  Dichte  des 
Quecksilbers  war.  Daher  machte  Doyle  durch  Heben  der  Röhre  in 
verschiedene  Höhen  und  Messung  der  Werte  Ton  h  eine  Reihe  tob 
Experimenten  bei  geringerem  als  Atmosphärendruck,  die  seine  froheren 
Ergebnisse  bestätigten. 

Somit  erhalten  wir  das  Gesetz:  Volumen  und  Spannung  einer 
gegebenen  Luftmasse  stehen  in  umgekehrtem  Verhältnisse  zueinander, 
oder  anders  ausgedrückt:  Das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen  ist 
konstant,  in  Formel: 

pv  =  COflSt. 

Dabei  ist  aber  yorausgesetzt ,  daß  die  Temperatur  iu  allen  Versachs- 
fällen dieselbe  sei. 

Statt  des  Volumens  der  gegebenen  Gasmasse  kann  man  oEenbar 
auch  ihr  Reziprokes,  die  Dichte  q  einführen  und  erhält  dann 

P 

-  =  const, 

Q 
d.  h.  Druck  und  Dichte  eines  Gases  sind  (bei  konstanter  Temperatur) 
einander  proportional. 
_  Wenn  man  die  Drucke 

^'^-  ^^^'  als  Ordinaten  einer  Kurve 

nimmt,  deren  Abszissen  die 
entsprechenden  Volumina 
der  Luftmasse  sind,  so  wird 
der  Zustand  des  Gases  durch 
Punkte  auf  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel  (Figur  246) 
dargestellt,  die  deshalb  der 
graphische  Ausdruck  des 
Boy  leschen  Gesetzes  ist 
Eine  Kurre,  die  so  die 
Beziehung     zwischen    dea 

Drucken    und    den   korre- 

0  Volumen  X     spendierenden      Volumina 

eines  Gases  bei  konstanter 
Temperatur  zeigt,  heißt  eine  isothermische  Kurve  oder  Isotherme 
desselben.  Sie  gilt  für  eine  bestimmte  Temperatur,  bei  einer  anderen 
erhält  man  eine  andere  gleichseitige  Hyperbel  u.  s.  w. 
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Die  übliche  experimentelle  AnordnuDg  zum  Beweisen  des  Boyle- 
Bcben  Gesetzes  für  Drucke  sowohl  über,  als  unter  Atmosphärendruck 
ist  die  in  Fig.  247  gegebene.  Die  Röhre  links  ist  geschlossen  und 
enthält  Luft,  die  rechts  ist  offen,  und  sie  ist  es,  welche  den  Druck 
mißt     Beide  Röhren    sind  hinsichtlich    der  Höhe  Yia,  247. 

verstellbar,  und  der  der  Luft  über  Atmosph&ren- 
druck  hinaus  erteilte  Druck  ist  gleich  der  Höhe 
de»  Quecksilberspiegels  in  der  rechten  Röhre  über 
dem  Spiegel  in  der  linken. 


H  h 


in  -'J 


433.  Bestätigung  des  Boy  1  eschen  Ge- 
setzes. Experimente  von  Regnault  und 
Amagat«  Die  Genauigkeit,  mit  welcher  die  Gase 
dem  Boyleschen  Gesetze  folgen,  bildet  den 
Gegenstand  einer  wichtigen  Untersuchung  von 
Regnault  und  einer  späteren  von  Amagat, 
der  die  Regnault  sehen  Versuche  auf  eine  yiel 
größere  Reihe  von  Drucken  ausdehnte. 

Es  ist  wesentlich,  daß  die  zusammengepreßte 
Luft  immer  in  derselben  Temperatur  erhalten 
werde.  Dies  wurde  in  den  Regnaultschen  Ex- 
perimenten auf  das  sorgfältigste  sicher  gestellt 
durch  ein  den  Raum,  worin  das  Gas  komprimiert 
wurde,  umgebendes  Wasserbad.  Der  Apparat  war 
eine  Boyle  sehe  Röhre,  deren  kurzer  Arm  3  m  lang 
und  genau  kalibriert  worden  war;  zwei  Marken 
auf  ihm  gaben  Volumina  an,  die  sich  wie  1 :  2  ver- 
hielten. Der  andere  Arm  war  ungefähr  36  m  lang 
uud  so  angebracht,  daß  er  die  Anwendung  ver- 
schiedener Drucke  zuließ  und  ein  genaues  Maß 
dieser  Drucke  gab.  Das  Rohr  war  außerdem  so 
konntruiert,  daß  der  Arm,  worin  das  Gas  kompri- 
miert wurde,  beliebig  mit  einem  Gasreservoir  ver- 
bunden und  mit  dem  Gas  unter  jedem  beliebigen 
Druck  gefüllt  werden  konnte.  Der  Gasraum  im 
Hohr  wurde  zuerst  mit  dem  Gas  unter  einem  im 
Reservoir  herrschenden  Druck,  der  aufgeschrieben 
wurde,    gefüllt    (der    erste   gewählte  Druck    war  ^ 

Atmosphärendruck),  dann  wurde  das  Gas  auf  den  halben  Raum  zu- 
sammengepreßt und  der  dazu  nötige  Druck  beobachtet.  Alsdann 
wurde  das  Rohr  mit  Gas  unter  etwa  zwei  Atmosphären  gefüllt  und 
das  Volumen  wieder  unt«r  Beobachtung  des  Druckes  auf  etwa  die 
Hälfte  des  Volumens  reduziert.  Dasselbe  Experiment  wurde  mit 
Gas,  das  anfänglich  unter  dem  Druck  von  vier  Atmosphären  stand, 
gemacht  u.  s.  w. 
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Diese  Methode  yermied  die  Schwierigkeit,  Experimente  bei  aelir 
hohen  Drucken  zu  machen,  wenn  man,  wie  bei  Boyles  eigener  Methode, 
die  ursprünglich  unter  Atmosph&rendmck  stehende  Luft  auf  einen  so 
kleinen  Raum  reduzierte,  daß  seine  Messung  mit  auch  nur  entfernter 
Genauigkeit  wenn  nicht  ganz,  so  doch  nahezu  unmöglich  wurde. 

Das  allgemeine  Ergebnis  war,  dalS  das  Produkt  pp  fär  Luft, 
Stickstoff  und  Kohlensäure  mit  steigendem  Druck  etwas  abnahm;  d.  L, 

Fig.  248. 
46r 


80        120       160       900       840 
Dnicke  in  AtmoaphAren 


280     320 


dalS  diese  Gase  bei  konstanter  Temperatur  etwas  kompressibler  waren, 
als  nach  dem  Boyl eschen  Gesetz  zu  erwarten  wäre,  während  das 
Gegenteil  für  Wasserstoff  der  Fall  war.  Indessen  konnte  Regnault 
keine  höheren  Drucke  als  etwa  45  Atmosphären  erzielen,  und  das  eben 

Fig.  243.      ' 
46  r 


40 


120       160       300       240 
Drucke  in  Atmosphären 


aso 


390 


mitgeteilte  Ergebnis  wurde  von  A  magst  (der  mit  viel  höherem  Druck 
arbeitete)  als  sehr  unvollständig  den  Tatsachen  entsprechend  gefunden. 
Amagats  Apparat  war  im  Prinzip  derselbe  wie  der  Regnaultsche. 
Nur  befand  sich  sein  Kompressionsrohr  in  einem  Gang  eines  Stein- 
kohlenbergwerks, wo  natürlich  die  Temperatur  nahezu  konstant  war, 
während  sein  Druckrohr  aus  Stahl  am  Schacht  der  Grube  aufstieg  und 
300 m   lang  war.     Eine  Anzahl    von   Seitenrohren,    deren  jedes  eine 
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Klappe  an  sich  und  eine  am  Haaptrohr  hatte,  war  derart  an  der  Röhre 
angebracht,  dalS  der  Brack  durch  Öffnen  der  Seitenklappe  und  Schließen 
der  Hauptrohrklappe  fixiert  werden  konnte.  Quecksilber  wurde  mit 
einer  Kraftpumpe  heraufgepumpt,  bis  es  zu  dem  den  Druck  fixierenden 
Seitenrohr  auslief. 

Sorgfältige  Untersuchungen  wurden  zuerst  an  Stickstoff  mit 
Drucken,  die  von  etwa  30  bis  zu  420  Atmosphären  aufstiegen,  an- 
gestellt Infolge  dieser  Versuche  war  es  möglich,  das  Verhalten  anderer 
Gase  mit  dem  des  Stickstoffes  zu  vergleichen,  indem  man  sie  Seite  an 
Seite  in  yerschlossenen  Röhren,  die  unter  derselben  Druckquelle 
standen,  komprimierte,  wie  es  als  erster  Pouillet  getan  hatte. 

Die  allgemeinen  Ergebnisse  aus  den  Am agat sehen  Experimenten 
sind  für  Stickstoff  und  Wasserstoff  in  den  Fig.  248  und  249  gegeben« 
worin  die  Ordinaten  Werte  von  pv  und  die  Abszissen  Werte  des  Druckes 
in  Atmosphären  sind.  Nach  dem  Boy  leschen  Gesetz  müßten  die 
pv-KuTYen  horizontal  sein,  nach  Regnaults  Versuch  müßten  sie  von 
Unks  nach  rechts  fallen.  Man  sieht  aber,  daß  dieser  Abfall  beim  Stick- 
stoff, z.  B.  in  der  Kurve  von  der  Temperatur  17,7<^C.,  schon  bei  einem 
Druck  von  etwa  40  Atmosphären  sich  in  einen  Anstieg  verwandelt, 
daß  also  für  höhere  Drucke  das  Gas  weniger  kompressibel  ist,  als  es 
nach  dem  Boy  leschen  Gesetz  sein  müßte.  Also  ist  nur  bei  dem 
Drucke  von  40  Atmosphären,  d.  h.  beim  kleinsten  Wert  von  pv,  das 
Boylesche  Gesetz  genau  erfüllt. 

Der  Punkt,  in  dem  das  Boylesche  Gesetz  zur  genauen  Erfüllung 
kommt,  tritt,  wie  man  bemerken  wird,  bei  immer  geringerem  Druck 
ein,  je  höher  die  Temperatur  ist,  für  welche  die  Kurve  gilt 

Ähnliche  Resultate  wurden  für  Luft,  Kohlensäure,  Sumpfgas  und 
Äthylen  beobachtet. 

Die  Abnahme  von  pv  auf  ein  Minimum  und  darauf  folgende 
Steigerung  mit  steigendem  Druck  zeigt  sich  sehr  auffallend  beim 
Äthylen  und  der  Kohlensäure;  es  muß  aber  eine  vollständige  Erörterung 
der  Kurven  für  den  zweiten  Teil  vorbehalten  bleiben ,  wo  auch  ein 
Bericht  über  die  klassischen  Untersuchungen  von  Andrews  über 
Kohlensäure  zu  finden  sein  wird. 

Für  Wasserstoff  waren  die  Am  agat  sehen  Kurven  für  alle  Tempe- 
rataren gerade  schräge  heraufgehende  Linien,  wie  in  Fig.  249a,  so  daß 
er  also  geringere  Kompressibilität  zeigt,  als  das  Boylesche  Gesetz  ver- 
langt. Beachtenswert  ist  die  große  Ärmlichkeit  der  Wasserstoffkurven 
mit  den  Hochdrnckteilen  der  Stickstoffkurven. 

Bei  hohen  Drucken,  wo  die  Kurven  für  Stickstoff  nahezu  gerade 
Linien  sind,  und  für  Wasserstoff  so  weit,  als  die  Beobachtungen  über- 
haupt gehen,  ist  die  Gleichung  der  Kurven  sehr  annähernd 

piv—h)  =  c (36) 

Für  die  Erfüllung  des  Boyl eschen  Gesetzes  bei  niedrigen  Drucken 
sind  keine  sehr  zuverlässigen  Ergebnisse  gefunden  worden.     Bei  sehr 
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niedrigem  Druck  entsteht  eine  große  Schwierigkeit  durch  die  Konden- 
sation des  Gases  an  den  Röhren  wänden.  Das  allgemeine  Ergebnis  geht 
dahin,  eine,  wenn  Überhaupt,  nur  sehr  schwache  Abweichung  vom 
Boy  leschen  Gesetz  zu  erweisen. 

434.  Daltonsches  Gesetz  der  Gasmischung.  Ein  anderes 
das  Boolesche  einschließendes  Gesetz  gilt  für  ein  Gemisch  von  Gasen. 
Wenn  eine  Anzahl  verschiedener  Gase  gemeinsam  ein  bestimmtes 
Volumen  bei  einer  bestimmten  Temperatur  einnimmt,  so  ist  der  Druck 
die  Summe  derienigen  Drucke,  welche  die  Gase  ergeben  würden,  wenn 
sie  einzeln  den  ganzen  Raum  bei  der  gegebenen  Temperatur  erfüllten. 
Dieses  Gesetz  ist  zwar  nur  annähernd  richtig,  kann  aber  für  aUe  prak- 
tischen Zwecke  als  genügend  angesehen  werden.  Auch  dieses  Gesetz 
wird  im  zweiten  Teil  erörtert  werden. 

435.  Isothermen  eines  Gases.  Wenn  das  Boylesche  Gesetz 
als  genau  gültig  für  ein  Gas  angesehen  wird,  so  wird  man,  wie  in 
§  432  bemerkt  wurde,  sehen,  daß  die  sogenannte  isothermische 
Kurve,  d.  h.  diejenige  Kurve,  welche  entsteht,  wenn  man  die  Drucke 
als  Ordinaten  und  die  entsprechenden  Volumina  als  Abszissen  nimmt, 
eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  deren  Asymptoten  die  Axen  des  Druckes 
null  und  des  Volumens  null  sind.  Für  verschiedene  Temperaturen 
erh&lt  man  verschiedene  Kurven ;  in  Wahrheit  ist  der  Parameter  c  in 
der  Gleichung  der  Kurve  pv  =  c  mit  der  absoluten  Temperator, 
(s.  zweiten  Band)  direkt  proportional.  Fig.  246  zeigt  die  Form  der 
Kurve.  Der  Parameter  ist  das  Quadrat  der  Ordinate  desjenigen  Ponktes, 
in  welchem  die  Symmetrieaxe ,  d.  h.  die  den  rechten  Winkel  XOT 
schneidende  Linie,  die  Kurve  schneidet. 

436.  Lotmasehine.  Tiefenmessung.  Bei  Lord  Kelvins  Lot- 
maschine, die  jetzt  vielfach  benutzt  wird,  um  schnelle  Tiefenlotnngen 
ausführen  zu  können ,  wenn  man  sich  bei  nebligem  Wetter  der  Küste 
nähert ,  wird  eine  Röhre ,  die  innen  mit  Silberchromat  bestrichen  und 
am  einen  Ende  geschlossen  ist ,  mit  dem  offenen  Ende  nach  unten  mit 
dem  Senkblei  heruntergelassen.  Das  eindringende  Seewasser  kompri- 
miert die  darin  enthaltene  Luft  und  entfärbt  bis  zu  der  Höbe,  ZQ 
der  es  eingedrungen  ist,  die  Röhre,  so  daß  es  auf  diese  Weise  eine 
Tiefenmessung  zurückläßt.  Durch  Anlegen  der  Röhre  an  einen  mit 
geeigneter  Graduierung  versehenen  Maßstab  kann  man  im  Augenblick 
die  Tiefen  in  Fadenlängen  ablesen. 

Die  Graduierung  des  Stabes  liefert  ein  Beispiel  für  das  Boylesche 
Gesetz.  Anfänglich  hat  die  Luft  Atmosphärendruck,  und  wenn,  m 
Faden  ausgedrückt,  die  Höhe  einer  Säule  von  Seewasser,  die  an  ihrer 
Basis  Atmosphärendruck  liefert,  ^ist,  so  steigert  die  Senkung  bis  m 
eine  Tiefe  T  den  Druck  im  Verhältnis  (TI  +  T)  if.  Wenn  /  die  Linge 
der  Röhre  und  h  die  Höhe  ist,  bis  zu  der  das  Seewasser  in  ihr  steigt, 
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äo  ist  das  Verhältnis  des  anfänglichen  zum  schließlichen  Luftvolumen 
J  (l  —  h).  Xach  dem  Boy  leschen  Gesetz  hat  man  (H  +  T)(l  —  h)  =  Hl, 
und  folglich  ist  T  =  Hh/(l  —  h)  die  Tiefe  in  Faden.  Um  den  Maßstab 
zu  graduieren,  braucht  man  nur  auf  ihm  an  Punkten  in  yerschiedenen 
Entfernungen  h  von  dem  Ende,  an  das  das  offene  Röhren  ende  angelegt 
werden  soll,  die  entsprechenden  Werte  von  T  zu  verzeichnen,  die  durch 
die  Formel  Hh/(l  —  h)  gegeben  sind.  Dies  ergibt  natürlich  die  Tiefe 
der  Spitze  der  Wassersäule  in  der  Röhre,  diese  ist  aber  mit  einer  für 
alle  praktischen  Zwecke  genügenden  Genauigkeit  die  Tiefe  des  Wassers 
bei  dem  Schiff. 

In  dieser  Darlegung  ist  die  Wirkung  der  Kapillarität  yemach- 
lässigt,  sie  wird  aber  bei  der  Graduierung  des  Maßstabes  berück- 
sichtigt. Selbstverständlich  beeinflußt  die  Kapillarität  die  Gestalt  der 
Wasseroberfläche  in  der  Röhre  und  hindert  die  freie  Oberfläche,  hori- 
zontal zu  werden,  wenn  sich  die  im  Kielwasser  des  Schiffes  folgende 
Röhre  gegen  die  Vertikale  neigt.  Immerhin  ist  die  Höhe,  bis  zu  der 
das  Wasser  steigt,  immer  gut  bestimmt. 

Die  Wirkung  dieser  Röhre  ist  dieselbe  wie  die  der  früher  viel  zur 
Untersuchung  untergegangener  Schiffe  oder  sonst  unter  Wasser  befind- 
licher Gegenstände  viel  benutzten  Taucherglocke.  Wie  die  Glocke,  die 
schwer  und  mit  tief  liegendem  Schwerpunkt  konstruiert  war,  mit  der 
Öffnung  nach  unten  tiefer  ins  Wasser  sank,  wurde  in  den  oberen  Teil 
mehr  und  mehr  Luft  eingepreßt  Es  ist  nicht  schwierig,  den  Druck 
für  jede  beliebige  Tiefe  nach  dem  Boyl eschen  Gesetz  zu  berechnen. 
—  Nun  wurde  aber  fortwährend  Yon  einem  oben  befindlichen  Boot  aus 
Luft  in  diesen  Raum  eingepumpt,  um  die  Atmung  des  Tauchers  zu 
unterstützen,  so  daß  der  Druck  nicht  notwendig  der  durch  die  obige 
Berechnung  für  die  Lotmaschine  gegebene  war.  Indessen  benutzen 
heutzutage  die  Taucher  fast  ausschließlich  den  Fleuß  sehen  Tauch- 
panzer, eine  luftdichte  Hülle,  in  die  durch  eine  Röhre  von  oben  Luft 
emgepumpt  wird.  Der  Taucher  kann  daher,  soweit  die  Wirksamkeit 
der  Röhre  reicht,  sich  frei  auf  dem  Wrack  oder  Meeresgrund  herum - 
bewegen. 

437.  Theorie  der  Pipette.  Ein  an  beiden  Enden  offenes 
Röhrchen  wird  bis  zu  einer  Tiefe  h  in  eine  Flüssigkeit  getaucht,  dann 
wird  der  Finger  auf  das  obere  Ende  gehalten  und  das  Röhrchen 
gehoben;  die  Aufgabe  ist,  die  Länge  der  in  dem  Röbrchen  gehobenen 
Säule  zu  finden.  Diese  Länge  sei  x,  und  l  sei  die  Länge  des  Röhrchens; 
der  Druck  in  der  darüber  befindlichen  Luft  ist  P  —  ggx,  wenn  P  der 
Atmosphärendruck  und  ^  die  Dichte  der  Flüssigkeit  ist.  Das  Volumen 
der  Luft  hat  im  Verhältnis  von  l  —  x  z\x  l  —  h  zugenommen.  Also 
hat  man  nach  dem  Boy  leschen  Gesetz 

(P--  gQX)(l  -X)  =  P(Z  —  ^X 
was  für  X  die  quadratische  Gleichung: 
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ggx^  —  (P  +  99l)x  +  Pä  =  o    .    .    .    .    (37) 

ergibt.     Die    Lösung    des    Problems    ist   die   kleinere  Wurzel  dieser 
Oleichang. 

Dasselbe  Prinzip  kann  zur  Erklärung  der  Wirkung  der  Pipette 
herangezogen  werden ,  in  welcher  man  (entweder  indem  man  sie  tief 
genug  eintaucht  oder  durch  Saugen  am  oberen  Ende)  die  Flüssigkeit 
in  einen  erweiterten  mittleren  Teil  aufsteigen  l&ßt.  In  der  obigen 
Lösung  ist  die  Kapillarität  yernachlässigt. 

438.  Barometer.  Messung  des  Luftdrucks.  Die  Eonstroktion 
des  Barometers  ist  oben  §431  beschrieben  worden;  in  der  Praxis  wendet 
man  gewöhnlich  verschiedene  Hilfsmittel  zur  genauen  Bestimmung  des 
Druckes  an.  Ehe  wir  darauf  eingehen,  diese  zu  besprechen,  sei  hier 
eine  sehr  falsche  Erklärung  der  Wirkung  des  Barometers  erwähnt, 
die  manchmal  in  populären  Vorträgen  als  gut  geeignet  für  das  Ve^ 
ständnis  von  Laien  oder  Anfängern  gegeben  wird.  Es  wird  n&mlich 
behauptet,  daß  das  Grewicht  der  auf  der  Quecksilberoberfläche  in  dem 
offenen  Schenkel  bezw.  in  dem  Gefäß  außerhalb  der  Röhre  stehenden 
Luftsäule  dem  Gewicht  der  Quecksilbersäule  in  der  Röhre  die  Wage 
hält.  Die  Absurdität  dieser  sogenannten  „Erklärung*'  springt  in  die 
Augen,  wenn  man  bedenkt,  daß  das  Gewicht  der  Säule  von  der  Be- 
ziehung zwischen  dem  Flächeninhalt  der  der  Luft  ausgesetzten  Ober- 
fläche und  dem  Flächeninhalt  des  Röhrenquerschnitts  gänzlich  nnab- 
hängig  ist  Man  könnte  den  Inhalt  der  Quecksilberoberfläehe  im 
offenen  Gefäß  oder  „Bassin*'  von  1  oder  2qcm  bis  zur  Größe  eines 
halben  Morgens  steigern,  ohne  die  Höhe  der  Yon  ihr  getragenen  Queck- 
silbersäule irgend  merklich  zu  ändern,  während  das  Gewicht  der  unter- 
stützten Luftsäule  um  gerade  so  viele  Male,  als  der  Inhalt  der  früheren 
Oberfläche  in  dem  der  neuen  enthalten  ist,  zugenommen  hätte.  Alfio 
ist  die  Behauptung  von  dem  Gleichgewicht  dieser  beiden  Gewichte 
gänzlich  irrig. 

Die  Gleichheit  besteht  natürlich  zwischen  den  hydrostatischen 
Drucken,  d.  h.  zwischen  der  Kraft  pro  Flächeneinheit,  die  von  der 
Luft  auf  die  freie  Quecksilberoberfläche  wirkt,  und  dem  Druck  im 
gleichen  Niveau  im  Rohre. 

Der  Druck  in  der  Atmosphäre  ändert  sich  von  Stunde  zu  Stunde 
und  von  Tag  zu  Tag,  weicht  aber  in  allen  seinen  Fluktuationen  (ab- 
gesehen von  ungewöhnlichen  Vorkommnissen)  nie  um  mehr  als  5  oder 
6  Proz.  von  seinem  mittleren  Wert  ab.  Aber  jede  Verringerung  x  der 
Säulenhöhe  bedingt  ein  Steigen  des  Qaecksilbemiveaus  im  Gefäß  bezw. 
offenen  Schenkel  vom  Betrage  xa/A^  wo  a  und  A  die  Querschnitt- 
flächen der  Säule  am  oberen  Ende  und  der  Quecksilberoberfläehe  im 
Gefäß  sind.  Wenn  x  von  einer  Skala  am  oberen  Teil  der  Röhre  ab- 
gelesen wird,  so  ist  der  wahre  Abfall  der  Höhe  der  Säule  x{l  -f  o'-^)- 
Wenn  die  Höhe  der  Säule  etwa  für  die  Lage  des  oberen  Säulenendes, 
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Fig.  250. 


wenn  x  =  0  ist,  bekannt  ist,  so  ist  die  Höhe  der  Saale  nach  dem 
Niveauabfall  x  gleich  h  —  x{l  +  a/A).  Die  Größe  xajA  wird 
manchmal  die  Kapazit&tskorrektion  genannt  Ist  x  eine  Erhöhung, 
80  lautet  die  Formel  natürlich  Ä  +  a?  (1  +  ajA.) 

Dadurch,  daß  man  die  Gradteilungen  im  Verhältnis  AI{A  -|-  a) 
kürzer  macht,  als  sie  in  Wahrheit  sind,  kann  der  Abfall  ohne  weiteres 
am  oberen  S&ulenende  Yon  der  Skala  abgelesen  werden.  Schiffsbaro- 
meter werden  in  dieser  Weise  graduiert,  und  überdies  wird  ein  Stück 
Rohr  mitten  zwischen  oberem  und  unterem  Ende  mit  engem  Lumen 
versehen,  um  zu  yerhindem,  daß  das  Quecksilber  durch  die  Schwan- 
knngen  des  Schiffes  in  heftige  Schwingungen  ger&t. 

Eine  Form  des  Barometers  ist  von  Huygens  vorgeschlagen  worden 
snm  Zwecke  der  Vergrößerung  der  Bewegungsweite  der  Spitze  der 
Quecksilbersäule.  Das  Quecksilber  sollte  obenauf  eine  Wassersäule 
tragen,  wie  in  Fig.  250  gezeigt  ist.  Das  Rohr  sollte  sich  am  oberen 
Ende  des  Quecksilbers  erweitern,  und  die  Spitze  der  Wasser- 
säule sollte  verhältnismäßig  eng  sein.  Eine  schwerer  be- 
wegliehe Flüssigkeit,  wie  Glycerin  oder  Schwefelsäure,  würde 
sich  besser  dafür  eignen  als  Wasser,  dessen  Dampfdruck 
über  der  Säule  ganz  beträchtlich  ist  und  sich  schnell  mit 
der  Temperatur  ändert. 

Es  sei  h  die  Höhe  des  Quecksilbers,  h!  die  Höhe  der 
darüber  befindlichen  Flüssigkeitssäule,  Q  und  q'  die  Dichten 
der  Flüssigkeiten.  Wenn  dann  P  der  Druck  ist,  so  haben 
wir  in  Gravitationseinheiten  P  =  gh  +  Q'h\  Der  Druck 
möge  sich  in  Pi  ändern  und  die  Höhen  der  Säulen  in  hi 
bezw.  h[.     Dann  ist  P^  =  ghi  +  Q'h'i.     Demnach  ist 

Pi  —  P  =  Q(h,  -  Ä)  +  Q\h[  —  V). 

Wenn  aber  A  die  Größe  der  Quecksilberoberfläche, 
a  die  der  Flüssigkeitsoberfläche  ist ,  so  ist  (unter  Vernach- 
läBsigung  der  Kapazitätskorrektioh)  A  {hi  —  h)  =  a  {h\ — Ä'), 
90  daß  das  Wachstum  der  Flüssigkeitssäule  durch  den 
Ausdruck 

h[  —  h!  =  (Äi  —  Ä)  ~ 


gegeben  ist. 
ist  somit 


Die  gesamte  Steigerung  der  Höhe  der  Flüssigkeitssäule 


ä;  —  A'  +  Äi  —  Ä  =  (Äi  —  Ä) 


A  +  a 


(38) 


und  der  Höhenzuwachs  des  Quecksilbers  ist  im  Verhältnis  (A  -\-  a)la 
gesteigert. 

Die  in  Fig.  251  (a.  f.  S.)  abgebildete  Form  des  Barometers  heißt 
Heberbarometer.  Die  Röhre  ist,  statt  in  ein  Gefäß  zu  tauchen,  unten 
Qm-  und  wieder  heraufgebogen ;  der  untere  Teil  des  langen  Schenkels  ist 
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zurückgebogen,  um  zu  ermöglichen,  daß  die  oben  und  unten  notwendige 
Skala  in  einer  Vertikalen  liegen. 

Für  gewöhnlich  aber  verwendet  man  als  Normalinstrument  ein 
Barometer,  in  dem  der  Stand  des  Quecksilbers  im  Gefäß  in  eine  in  bezog 
auf  das  Instrument  feste  Lage  gebracht  wird.  Eine  häufig  benutzte 
Form  ist  die  unter  dem  Namen  des  Fortin  sehen  Barometers  bekannte. 
Das  Gref&ß  wird  mit  nachgiebigem  Boden  versehen,  der  durch  Vorwärts- 
oder  Rückw&rtsdrehen  einer  Schraube  unter  dem  Instrumente  gehoben 


Fig.  251. 


oder  gesenkt  werden  kann,  so  daß  das  Volumen  des  Gefäßes  ter- 
kleinert  oder  vergrößert  wird.  Ein  Metallgehäuse  umgibt  das  Bohr 
und  erweitert  sich  unten  zu  einem  das  Gefäß  umgebenden  offenen 
Kasten  mit  Glaswänden,  die  die  Quecksilberoberfläche  Sichtbarwerden 
lassen.  Die  Anordnung  des  Gefäßes  u.  s.  w.  wird  man  sich  nach  Fig.  252 
vorstellen  können. 

Aus  einem  horizontalen  Deckel  über  dem  Gefäße  ragt  eine  Elfen* 
beinspitze  p  nach  unten  hervor,  welche,  wenn  das  Barometer  sich  in 
vertikaler  Lage  befindet,  durch  Auf-  oder  Abbewegen  des  biegsamen 
Bodens  mit  dem  Quecksilber  zur  Berührung  gebracht  wird.  Diese  Be- 
rührung kann  man  sehr  genau  zuwege  bringen ,  indem   man  das  nach 
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oben  gewandte  Bild  der  Elfenbeinspitze  in  der  Qaecksilberoberfläche 
beobachtet  und  den  scheinbaren  Spalt  zwischen  den  beiden  entgegen- 
gesetzten Enden  gerade  zum  Verschwinden  bringt 

Die  vertikale  Lage  des  Barometers  erreicht  man  durch  Aufhängung 
an  einem  Ringe,  der  am  besten  gleich  mit  an  der  Spitze  des  Metall- 
gehäuses angebracht  wird  unter  gleichzeitiger  Beachtung,  daß  die  verti- 
kale Schraube  im  Boden  im  Mittelpunkte  eines  festen  horizontalen 
Ringes  c  unter  dem  Gefäße  zu  stehen  kommt.  Dann  können  drei  hori- 
zontale Schrauben  in  dem  Ringe  benutzt  werden,  um  das  Instrument 
in  seiner  Lage  festzuklammern.  Ein  Fenster  vorn  und  eins  hinten 
im  Metallgehäuse  läßt  die  Spitze  der  Quecksilbersäule  sichtbar  werden. 

Der  Stand  des  Quecksilbers  wird  von  einer  Skala  abgelesen,  deren 
Nullpunkt  genau  in  der  so  eingestellten  Quecksilberoberfläche  liegt. 
Um  gleich  zahlenmäßig  exakt  ablesen  zu  können,  wird  ein  Nonius 
benutzt,  der  es  ermöglicht,  die  Teilstriche  der  Skala  wiederum  zu  teilen; 
eine  Beschreibung  hiervon  findet  man  in  Kap.  XYI.  Dieser  Nonius 
ist  auf  dem  Stück  V  (Fig.  252b)  eingegraben,  das  von  einem  Rohr 
getragen  wird,  welches  mittels  einer  Schraube  auf-  oder  abbewegt 
werden  kann  bis  in  die  Lage,  worin  die  Spitze  der  Quecksilbersäule 
gerade  in  gleicher  Höhe  mit  der  Vorder-  und  Plinterecke  des  Bodens 
des  gleitenden  Noniusrohres  zu  sehen  ist,  wie  bei  d  (Fig.  252  b). 

439.  Korrektionen  des  Barometers.  Normaler  Atmosphären- 
dmck.  Die  so  abgelesene  Höhe  der  Säule  erfordert  eine  Korrektion, 
um  auf  diejenige  Höhe  zurückgeführt  zu  werden,  welche  Yon  einem 
idealen  Barometer  angezeigt  werden  würde,  das,  von  Temperatur  oder 
Kapillarität  unbeeinflußt,  unter  einem  bestimmten  Normalwerte  der 
Gravitation  stünde. 

Die  wichtigsten  Korrektionen  sind  die  für  die  Temperatur.  Mit 
steigender  Temperatur  dehnt  sich  das  Quecksilber  aus,  und  eine  Säule 
von  gegebener  Höhe  entspricht  alsdann  einem  kleineren  Druck;  aber 
das  Rohr  dehnt  sich  gleichfalls  aus,  und  folglich  wird,  da  die  Graduie- 
rong  auf  dem  Rohre  steht,  die  abgelesene  Höhe  geringer  sein  als  die 
wirkliche,  wenn  die  Temperatur  höher  ist  als  diejenige,  für  welche  die 
Skala  genau  richtig  ist.  Darum  ist,  wenn  die  normale  Temperatur  fOr 
Quecksilber  und  Skala  0^  C.  und  die  tatsächliche  Temperatur  höher  ist, 
eme  subtraktive  Korrektion  für  die  Ausdehn ungswirkung  des  Queck- 
silbers und  eine  additive  für  die  Ausdehnung  des  Rohres  notwendig. 
Gewöhnlich  bezieht  man  sich  auf  eine  Quecksilbersäule  bei  der  Tem- 
peratur des  schmelzenden  Eises.  Die  abgelesene  Säulenlänge  muß  auf 
diejenige  umgerechnet  werden,  welche  von  einem  genauen  Maßstabe 
gewonnen  werden  würde;  ein  solcher  ist  die  auf  dem  Metallgehäuse 
emgravierte  Skala  nicht,  wenn  die  Temperatur  höher  oder  niedriger  ist 
als  die,  bei  denen  die  Grade  ihre  genau  richtigen  Längen  haben. 

Es  sei  die  Temperatur  i^  C.  und  die  abgelesene  Höhe  h.      Dann 
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dehnt  sich  das  Quecksilber  für  1^  Temperaturerhöhung  um  0,000181 
seines  Volumens  aus.     Die  Dicht«  des  Quecksilbers  wird  daher 

9=  '' 


1  +  0,000181  t 
werden,  wenn  Qq  die  Dichte  bei  O^G.  ist,  und  es  wird 

99  9Qo  j  ^  0,000181  t 

werden.     Die  auf  diese  Weise  für  die  Ausdehnung  des  Quecksilbers 
korrigierte  Höbe  ist  demnach 


(1  +  0,0001810 
oder  sehr  ann&hemd 

V  =  (l  —  0,000 181  0^. 
Femer  hat  sich,  wenn  die  Skala  bei  0^  G.  genau  stimmt,  jede  Ein- 
heit der  Messingskala  you  1   auf   1  -|-  0,000019  <  ausgedehnt,  darum 
ist  die  abgelesene  Höhe  h  in  Wahrheit: 

(1  +  0,000019  0«». 
Daher  ist  die  Höhe,  wie   sie  ein  Barometer  mit  Quecksilber  tod  der 
Temperatur  des  Eises  und  mit  einer  genau  graduierten,  der  Ausdehnung 
unfähigen   Skala  anzeigen  würde,    sehr  ann&hemd  (1  —  0,0001  SU 
+  0,000019 0^  oder: 

(1  —  0,000 162  0«». 
Ist  die  Skala,  wie  dies  meistens  der  Fall  ist,  für  eine  andere  Tem- 
peratur als  0®  C.,  etwa  ft^C.,  genau,  so  wird  die  korrigierte  Höhe  den 
Wert 

&"  =  [1  —  0,000181 1  +  0,000019  {t  —  Ö)J  h 
oder 

b"  =  (1  —  0,000162«  —  0,000019  0)6 

haben.    Die  Korrektion  wird  in  diesem  Falle  genau  null  betragen,  wenn 

—  _  0^00019 
~        0,000 162 
ist. 

Außer  der  Korrektion  für  die  Temperatur  gibt  es  eine  für  die 
Veränderung  der  Schwere.  Sind  die  Beobachtungen  am  Meeresspiegel 
in  der  Breite  k  gemacht  worden,  so  können  sie  auf  die  Angaben  eines 
Barometers  am  Meeresspiegel  in  irgend  einer  Normalbreite  L  um- 
gerechnet werden. 

Als  Ergebnis  der  in  der  ganzen  Welt  gemachten  Pendelbeobach* 
tungen  findet  sich  für  das  Verhältnis  des  GraYitationswertes  gi  in  der 
Breite  A  zu  seinem  Werte  in  der  Breite  L  die  Gleichung 

gi   1  —  0,0026  cos  2  k  .^^^ 

'gl  ~  1  —  0,ÖCi26cös2X 
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Nimmt  man,  was  manchmal  gesoliielit,  als  Normalbreite  45®,  so 
lautet  die  Gleichnng: 

•^=  1  —  0,0026  cos  2  A (40) 

In  cm -sec- Einheiten  ist  der  Wert  Yon  g  in  der  Breite  von  45®  nahezu 
980,6. 

Werden  die  Beobachtungen  in  einer  Höhe  h  cm  über  dem  Meeres- 
Bpiegel  gemacht,  so  ist 

-^  =  1  —  0,0026  cos  2  A  —  0,000000003 1 Ä    .     .     (41) 

Zar  Redaktion  muß  man  also  mit  dem  Faktor  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  multiplizieren. 

Wenn  h  und^  in  Zentimetern  genommen  sind,  so  stellt  das  Glied 
0,0000000031  h  den  Ausdruck  2Ä/-B  ifi  der  Erdradius)  vor,  der,  wie 
der  Leser  beweisen  mag,  die  der  Höhe  h  über  der  Erdoberfl&che  zu- 
gehörige Abnahme  der  Schwere  ist. 

Eine  weitere  Korrektion  ist  für  die  Kapillarit&t  notwendig.  Diese 
hängt  vom  inneren  Rohrdurchmesser  und  der  Höhe  des  gewölbten  oberen 
Endes  des  Quecksilbers,  des  sogenannten  Meniskus,  ab.  Je  nachdem 
die  Quecksilbersäule  steigt  oder  fällt,  ist  ihre  Kuppe  stärker  oder 
schwächer  als  im  Mittel  gewölbt,  und  dies  hat  einen  merklichen  Einfluß 
auf  den  Betrag  der  kapillaren  Depression.  In  physikalischen  Hand- 
büchern wird  eine  Korrektionstabelle  gegeben,  doch  erübrigt  sie  sich 
für  eine  Quecksilbersäule  Yon  über  V4  ^^^^  Darchmesser;  als  Normal- 
barometer sollte  stets  ein  derartiges  Barometer  benutzt  werden. 

Schließlich  ist  eine  kleine  Korrektion  für  den  Druck  des  Queck- 
silberdampfes  in  dem  Räume  über  dem  Quecksilber  notwendig.  Diese 
kann  durch  Hinzufügung  (wenn  die  Höhe  in  Zentimetern  ausgedrückt 
und  die  Temperatur  i^  G.  ist)  yon  0,0001  t  zur  Höhe  gemacht  werden* 

Es  sei  hier  bemerkt,  daß  für  viele  Zwecke  in  der  Physik  ein  so- 
genannter normaler  Atmosphären  druck  benutzt  wird;  dieser  wird 
auf  Terschiedeoe  Weise  definiert.  Er  kann  als  der  Druck  einer  Queck- 
silbersäule von  76  cm  Höhe  und  durchweg  von  der  Temperatur  des 
schmelzenden  Eises  an  einem  Orte  von  45^  Breite  am  Meeresspiegel 
gesetzt  werden. 

Manchmal  setzt  man  in  der  Definition  an  Stelle  Yon  „an  einem 
Orte  unter  45<^  Breite"  „in  Paris". 

Noch  andere  haben  den  Vorschlag  gemacht,  75cm  statt  76  zu 
wählen.  In  Dynen  ausgedrückt  ist  nämlich  der  76  cm -Atmosphären- 
druck gleich  1013000,  für  75  cm  wird  er  also  gerade  1 000  000  Dynen, 
d.  h.  eine  Megadyne,  was  in  manchen  Fällen  sehr  bequem  ist. 

440«  Änderung  des  Druckes  mit  der  Höhe  in  der  Atmosphäre* 
Höhe  der  homog;enen  Atmosphäre.    Zunächst  werde  die  Temperatur 

Gray,  Phyilk.    I.  32 
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als  gleichförmig  uod  der  Wert  Ton  g  als  unabhftngig  von  der  Höbe 
angenommen.  Wenn  Q  die  Dichte  und  p  der  Luftdruck  in  einer  Höhe  i 
über  dem  Meeresspiegel  ist,  so  ist  der  Druck  in  einem  um  dx  höheren 
Punkte  p  —  gg  dx.  Folglich  ist  dp  =  --gQ  dx.  Nun  ist  aber  nach 
dem  Boyleschen  Gesetz  p/Q  =  Pq/Q^  und  mithin  Q  =  PqJpq,  wo  mit 
pQ  und  ^0  Druck  und  Dichte  am  Meeresspiegel  gemeint  sein  soll  Dem- 
nach ist 

dp  =  _  ££!1P  äx. 

Po 
Durch  Integration  erhält  man,  da  j?  =  po  ist,  wenn  x  =  0  ist: 

log  p  —  log  po  =  —  —  X (42) 

Po 

oder,  was  dasselbe  ist:  g^^ 

P=Poe    ""'       (43) 

Ganz  ebenso  wie  der  Druck  yerhält  sich  nach  dem  Boylescben 
Gesetze  (§  432)  die  Dichte  der  Luft     Man  hat  also  ebenso: 

P  =  Po«  *"" (43a) 

(s.  auch  §  394). 

Die  letzten  Gleichungen  zeigen,  daß  mit  in  arithmetischer  Pro- 
gression zunehmender  Höhe  sowohl  der  Druck,  als  auch  die  Dichte  der 
Luft  in  geometrischer  Progression  abnimmt. 

Die  Größe  Po /^ Po  heißt  die  Höhe  der  „homogenen  Atmosphäre^ 
für  einen  Ort,  wo  der  Druck  p^  und  die  Dichte  ^o  ist.  Bezeichnet  man 
dies  mit  ITo,  so  ist: 

p=p^e-"^ (44) 

Für  praktische  Logarithmen  und  L&ngen  in  Metern  wird  (b  der 
Barometerstand): 

Jon  h  —  log  bn  =   ,^  ,^^  ■ 

Wie  man  sich  leicht  ausrechnet,  nimmt  hiernach  der  Luftdruck  nahe 
der  Erdoberfläche  für  je  10  bis  lim,  je  nach  der  Temperatur,  um 
1  mm  ab ;  in  größerer  Höhe  ist  die  Abnahme  langsamer. 

441.    Barometrische  Höhenmessung.     Wie  man  aus  Gl.  {^^) 

ersieht,  ist  die  Höhe  H  der  „homogenen  Atmosphäre^  für  jeden  be- 
liebigen Punkt,  in  dem  der  Druck  p  und  die  Dichte  Q  ist,  durch  die 
Formel 

Ho  =  ^ 
99 

gegeben.     Dies  ist  offenbar  nach  dem  Boyleschen  Gesetz  dasselbe  für 

alle  Punkte  in  derselben  Vertikalen  und  ist   überdies  unabhängig  von 

Veränderungen  des  Luftdrucks,  wie  sie  das  Barometer  anzeigt 
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Biaher  ist  die  Temperatur  als  nicht  yeranderlich  aDgenommen 
worden;  aber  jede  Temperatnränderung  beeinfluISt  die  Dichte  q,  ohne 
den  Druck  zu  berühren,  wenn  die  Luft  sich  ungehindert  ausdehnen 
kann.  So  nimmt,  wenn  die  Temperatur  yon  0^  G.  auf  t^  C.  erhöht 
wird,  die  Dichte  ab  (s.  zweiten  Teil)  in  dem  Verhältnis  1/(1  +  t/273), 
und  80  wird  die  Höhe  der  homogenen  Atmosphäre  H  bei  0^  G.  zu 
^(1  +  t/27S)  heitre. 

£s  wird  beim  „Schall*^  gezeigt  werden,  daß,  wenn  V  die  Ge- 
schwindigkeit ist,  die  ein  Körper  beim  Durchfallen  einer  Höhe  \  H 
unter  konstanter  Schwere,  derjenigen  des  Ortes,  woH  bestimmt  worden 
ist,  erlangt,  die  Geschwindigkeit  der  Schallausbreitung  annähernd  V^y 
i^  wo  y  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärme  der  Luft  bei  konstan- 
tem Druck  zur  spezifischen  Wärme  der  Luft  bei  konstantem  Volumen  ist. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  nach  dieser  Auffassung  die  Geschwindig- 
keit des  Schalles  in  Luft  vom  Druck  unabhängig  ist.  Dies  scheint  aber 
doch  nicht  der  Fall  zu  sein,  da  von  Witkowski^)  nachgewiesen  wor- 
den ist,  daß  eine  Erhöhung  des  Drucks  yon  1  auf  100  Atmosphären 
die  Schallgeschwindigkeit  um  etwa  7  Proz.  vermehrt. 

Die  Höhen  verschiedener  Orte  über  dem  Meeresspiegel  können  mit 
beträchtlicher  Genauigkeit  bestimmt  werden,  indem  man  ein  Barometer 
nach  den  Orten  hinbringt  und  den  Druck  daselbst  bestimmt  (wenn 
nötig  mit  Anbringung  von  Korrektionen  für  Temperaturunterschiede). 
Die  Höhe  x  ist  durch  die  Gl.  (42)  gegeben,  die  in  der  Form 

x  =  ^(logpo-1ogp)  =  Elog^     ....     (45) 

geschrieben  werden  kann,  wo  H  die  Höhe  der  homogenen  Atmosphäre 
bei  Qo  C.  ist.  H  ist  annähernd  8000  m  für  Luft  beim  Gefrierpunkte 
des  Wassers. 

Die  Größen  po  und  Qq  können  sich  auf  Jede  beliebige  zur  Grund- 
lage gewählte  Lage  beziehen ;  x  ist  alsdann  die  Höhe  der  Schicht,  worin 
der  Druck  p  und  die  Dichte  Q  herrscht,  über  der  betreffenden  Bezugs- 
schicht. 

Wenn  die  Temperatur  des  tiefer  gelegenen  Ortes  t^  C.,  die  des 
höher  gelegenen  t^  G.  ist,  0,004  als  Ausdehnungskoeffizient  gewöhn- 
licher Luft  gilt,  Xi  und  X2  die  Höhen  der  Orte  und  die  beobachteten 
Drucke  pi  und  j?3  sind,  so  ist,  bei  (ti  -f  ^2)/2  als  Lufttemperatur,  bei 
Hedaktion  auf  die  Breite  von  4b^  und  den  Gefrierpunkt  des  Wassers 
wie  in  §  439,  aber  unter  Vernachlässigung  der  Änderung  von  g  mit 
der  Höhe 

ij  -  Xi  =  18400  (1  +  0,0026  cos2k)[l+  0,002  (t^  +  t,)]  log  -     (46) 

Pi 
in  Metern  mit  praktischen  Logarithmen;  der  Faktor  18400  log  (Pf/pi) 

steht  für 

8000  log  natipjpi). 

0  Bull.  Intern,  de  TAcad^mie  des  Sciences  de  Cracovie.    Mars  1899. 
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442«  Aneroidbarometer«    Für  die  HöhenbeBtimmung  nach  dieser 
Methode  and  im  allgemeinen  für  Luftdrnckbeobachtnng  Ton  Reisenden 


Fig.  253. 


wird  last  aasBchließlich  das 
A  n  e  r  o  i  d  barometer  benutzt 
Der  Teil,  der  direkt  an!  Drack- 
Änderung  reagiert,  ist  eine 
flache ,  zylindrische  Metall- 
büchse,  aus  der  die  Luft  aus* 
gepumpt  ist.  Der  Deckel  der 
Büchse  ist  durch  WeUong  des 
Metalles  verstärkt  und  steigt 
und  l&llt  mit  dem  Luftdruck. 
Diese  durch  ein  System  von 
Hebeln  yergrößerten  Bewegun- 
gen werden  auf  einen  Zeiger 
übertragen,  der  sich  auf  einer 
Scheibe  dreht,  auf  der  Drucke 
und  entsprechende  Höhen  Ter- 
zeichnet sind.  Der  Mechanis- 
mus ist  am  besten  am  wirklichen  Instrumente  zu  erkennen. 


443.  Konyektiyes  Gleich^wicht  der  Temperatur  in  der 
Atmosphäre«  Tatsächlich  ist  die  der  obigen  Rechnung  zugrunde  ge- 
legte Bedingung  —  die  Gleichförmigkeit  der  Temperatur  —  nicht 
erfüllt.  Es  findet  sich,  daß  im  allgemeinen  mit  zunehmender  Höhe  ein 
leichter  Abfall  der  Temperatur  verbunden  ist  Nach  Lord  Kelfin 
(Mem.  Manch.  Phil.  Soc.  March  1865)  kommt  das  Gleichgewicht  der 
Temperatur  durch  rasche  Bewegung  der  Luft  zustande,  die  Wärme- 
zufuhr ist  von  geringem  EinfluIS,  so  daß  die  Bedingung  nahezu  die 
adiabatische  ist,  die  durch  die  Formel  pv^  =  c  oder  p/Q^  =pf^!Qjf  aus- 
gedrückt ist,  wo  y  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen  (s.  zweiten 
Band)  ist. 

Dieser  Bedingung  entsprechend,  ist  mit  Rücksicht  auf  dp  =—gQdx: 

P_  _Q^ 

Po         91 
Substituiert  man  aus  dem  zweiten  dieser  Ausdrücke  in  den  ersten  und 
integriert,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

_y_  (  PÜl  _  A  =  _  ^ (46.) 

wo  ^0  die  Höhe  der  homogenen  Atmosphäre  für  den  Boden  ist  (denn 
H  ist  nicht  mehr  dasselbe  für  Punkte  in  derselben  Vertikalen).  Für 
Q  =  0  ergibt  dies  x  =  Hoy/iy  —  1),  d.  h.  es  gibt  eine  theoretische 
Grenze  für  die  Höhe  der  Atmosphäre,  nämlich  (wenn  y  =-  lA  ^^) 
3,44  X  ^0-     Nun  ist  aber  für  Luft  von  der  Temperatur  des  Gefrier- 


[Luftpumpe. '  601 

Punktes  in  Paris  sehr  ann&hemd  ^o  =  8000  m.  Folglich  ist  die  theo* 
retiBche  Höhe  der  Atmosphäre  ungef&hr  28000  m  oder  28  km. 

Man  hat  guten  Grand  anzunehmen,  daiS  diese  Höhengrenze  nicht 
existiert,  und  ist  sogar  sicher,  daß  die  adiabatische  Bedingung  nicht 
genau  erfüllt  ist.  Die  Frage  vom  Gleichgewicht  und  der  Permanens 
der  Atmosphäre  eines  Planeten  wird  in  der  kinetischen  Gastheorie 
im  zweiten  Teile  behandelt  werden. 

Auch  wird  daselbst  gezeigt  werden,  daß  dieses  sogenannte  kon- 
Tektive  Gleichgewicht  mit  zunehmender  Höhe  einen  langsamen  gleich- 
förmigen Temperaturabfall  ergibt. 

444.  Anwendungen  des  Boy le sehen  Gesetzes.  Luftpumpen. 
Theoretische  Luftleere.  Es  bleibt  kaum  Platz,  um  die  wichtigeren 
Anwendungen  des  Boyl eschen  Gesetzes  zu  erörtern,  so  daß  wir  uns 
auf  kurze  Beschreibungen  der  Wirkungen  verschiedener  Arten  von 
Luftpumpen  und  der  Theorie  des  Luftballons  beschränken  werden. 

Man  kann  als  sicher  annehmen,  daß  die  Luftpumpe  von  Otto 
T.  Guericke  erfunden  und  Ton  Boyle  für  viele,  für  Jene  Zeit  höchst 
erstaunliche  Experimente  benutzt  worden  ist.  Aber  Guericke  füllte 
saerst  den  zu  leerenden  Raum  mit  Wasser  und  pumpte  das  Wasser 
mit  einer  gewöhnlichen  Saugpumpe  aus,  und  möglicherweise  ver- 
dankt man  erst  Hauksbee,  Boyle  und  Hooke  die  Erfindung  der 
jetzigen  Form  der  Luftpumpe;  denn  in  den  Grund-  -p^^^  254. 
zögen  der  Konstruktion  hat  sich  die  gewöhnliche 
Zylinderluftpumpe  seit  Boyles  Tagen  nur  wenig 
geändert  Ein  Zylinder  ist  am  einen  Ende  offen  und 
hängt  am  anderen  Ende  durch  ein  Rohr  mit  dem  leer 
zn  pumpenden  Gefäße  zusammen.  In  diesem  Zylinder 
wird  ein  gut  passender  Stempel  ss  mittels  einer  durch 
eine  Kurbel  bewegten  Stange  hin  und  her  bewegt. 
In  dem  Stempel  ist  eine  Klappe  Ä,  die  sich  nach  außen 
öffnet,  und  an  der  Verbindungsstelle  des  Kommuni- 
kationsrohres mit  dem  Zylinder  eine  andere  Klappe« 
die  sich  in  den  Zylinder  hinein  öffnet.  Die  Klappen 
lind  in  Fig.  254  schematisch  gezeichnet  und  haben  in 
der  Wirklichkeit  verschiedene  Formen.  Sie  sind 
manchmal  ölgetränkte  Seidenlappen,  die  an  zwei  entgegengesetzten 
^iten  flach  an  einer  Platte  anliegen,  so  daß  die  Luft  unter  ihnen  auf 
den  beiden  anderen  Seiten  ausströmt,  wenn  diese  leicht  gelüftet  werden; 
manchmal  sind  sie  konische  Stopfen,  genau  eingepaßt  in  Öffnungen,  von 
denen  sie  entfernt  und  in  die  sie  zurückversetzt  werden ,  sei  es  durch 
Luftdruck  oder  durch  Stäbe,  die  im  geeigneten  Moment  durch  den  die 
Pvmpe  treibenden  Mechanismus  in  Bewegung  gesetzt  werden. 

Um  die  Wirkung  zu  verstehen,  braucht  man  sich  nur  den  Stempel 
vom  äußeren  Zylinderende  zum  inneren  getrieben  zu  denken.     Dabei 
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wird  die  Luft  vor  dem  Stempel  hergetrieben  und  komprimiert,  so  daß 
aie  die  Klappe  B  fest  zudrückt,  dagegen  durch  Ä  entweichen  kann.  So 
wird  der  Stempel  bis  zum  Ende  des  Zylinders  hingetrieben  und  beginnt 
nun  zurückzukehren.  Das  Vordringen  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung veranlaßt  die  Schließung  der  Klappe  ii,  und  dadurch  läßt  der 
Stempel  einen  fast  luftleeren  Raum  hinter  sich.  Nun  öffnet  sich  infolge- 
dessen die  Klappe  B,  und  es  strömt  Luft  aus  dem  Gefäße  in  den 
Zylinder;  wenn  der  Stempel  seine  erste  Lage  wieder  erreicht  hat,  so 
ist  die  Luft,  die  vorher  das  Gefäß  erfüllte,  über  das  Gefäß  und  den 
Zylinder  verteilt,  so  daß,  wenn  V  und  v  die  Volumina  dieser  sind,  die 
Dichte  im  Verhältnis  V/(V  -{-  v)  vermindert  worden  ist 

Nun  wird  der  eben  beschriebene  Stoß  des  Stempeb  wiederholt. 
Wenn  er  anfängt,  öffnet  sich  Ä  und  schließt  sich  B^  und  die  den  Zy- 
linder erfüllende  Luft  wird  auf  der  ersten  Hälfte  des  Stoßes  der  freien 
Atmosphäre  zugeführt.  Beim  zweiten  Halbstoß  schließt  sich  Ä  und 
öffnet  sich  B,  und  die  Luft  im  Gefäße  verteilt  sich  wiederum  üher 
Gefäß  und  Zylinder.  Ihre  Dichte  nimmt  auf  V/(V  -\-  v)  ihres  früheren 
Betrages  ab,  also  auf  [V/(V  4-  t;)]"  ihres  anfänglichen  Betrages,  ihr 
Druck  natürlich  ebenfalls. 

Dieser  Prozeß  wird  bis  zu  n  Pumpenstößen  wiederholt ;  und  wenn 
man  annimmt,  daß  die  Leerung  in  immer  gleicher  Weise  fortschreitet, 
und  daß  p^,  f  oi  Pm  Qn  den  Druck  und  die  Dichte  im  Anfang  bzw.  nach 
n Stößen  darstellen,  so  hat  man  die  Formeln: 

i'-  =  (F+-i;)"^<>'    p"  =  (r^-^)"«"   •••(*') 

445.  Wirkung  des  schädlichen  Raumes.  Grenzen  der  Pomp- 
Wirkung.  Wenn  es  einen  frei  gebliebenen,  vom  Stempel  nicht  be- 
rührten Raum  S  am  Ende  des  Zylinders  gibt,  so  ist,  wenn  sich  der 
Stempel  aus  dieser  Lage  im  ersten  Stoß  entfernt,  ein  mit  Luft  unter 
Atmosphäre  ndriick  erfüllter  Raum  S  vorhanden.  W^enn  der  Stempel 
nach  dem  anderen  Ende  zurückgezogen  worden  ist,  so  hat  die  dn^ 
Gefäß  und  den  Zylinder  erfüllende  Luft  —  das  ist  das  Volumen  F  +  «' 
und  hat  am  Ende  des  ersten  Stoßes  die  Dichte  Qi  —  die  Ma^'<e 
(F  +  r)  (>,,  welche  der  Masse  {V  -\-  S)  Q  gleich  ist,  wenn  Q  die  atmo- 
sphärische Dichte  ist.  Am  Ende  des  zweiten  Stoßes  ist  die  Dichte  P]< 
und  es  ist  (F  -^  v)  Q^  =  Vqi  -f  Sp,  so  daß 

^8  -  9  [jv-Tvy  +  VT'v] 

ist.     Auf  diese  Weise  ergibt  sich  schließlich 


yr.-i(74.S)       r/    y    Y"^    /    F    X«-« 


(F+t-r 
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Fig.  255. 


/T^ 


Der  Raum  S  wird  schädlicher  Raum  genannt.  Er  kann  da- 
durch unschädlich  gemacht  werden,  daß  man  ihn  mit  Quecksilber  füllt, 
wie  bei  der  Kravogl sehen  Pumpe,  oder  mit  Öl,  das  man  vorher  von 
Luft  gereinigt  hat,  wie  bei  neueren  Formen  der  Luftpumpe.  Zur  Er- 
zielung stärkster  Yakua  erweist  sich  allerdings  immer  noch 
eine  oder  die  andere  Form  der  Quecksilberluftpumpe  am 
leistungsfähigsten. 

Die  Theorie  ist  von  sehr  geringem  praktischen  Nutzen, 
da  schließlich  der  Druck  der  Luft  nicht  die  Klappen  in 
Bewegung  setzen  kann,  und  da  alsdann  die  Pumpe  auf- 
hören wird,  die  Luftverdünnung  zu  steigern.  Ein  anderer 
Grund  für  die  Wirkungsgrenze  ist  die  von  dem  Öl  der 
Klappen  auf  der  einen  Seite  an  die  luftleere  Kammer  ab- 
gegebene, von  der  anderen  eingesogene  Luft. 

Die  Luftverdünnung  wird  durch  ein  Meßglas  von  der 
Art  des  in  Fig.   255   dargestellten  gemessen.     Anfänglich, 
unter    Atmosphärendruck,    füllt    das    Quecksilber    den    geschlossenen 
Schenkel  vollständig  und   steht  im  anderen  tiefer.     Ist  der  Raum  so 

Fig.  256. 


4 


weit  ausgepumpt,  daß  der  Druck  die  anfängliche  NiveaudifEerenz  der 
(Quecksilbersäulen  ausmacht,  so  beginnt  das  Meßrohr  zu  arbeiten;  das 
Quecksilber  fällt  in  dem  geschlossenen  Schenkel  und  steigt  im  offenen, 
mehr  und  mehr  sich  der  Niveaugleichheit  nähernd. 
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Man  baut  die  Luftpumpe  auch  häufig  mit  zwei  Zylindern,  in  denen 
sich  die  Stempel  gleichzeitig  in  entgegengesetzten  Richtungen  be- 
wegen, 80  dalS  sich  die  Aaspumpungsgeschwindigkeit  yerdoppeli  Es 
wird  behauptet,  dalS  dies  den  Zweck  habe,  ein  Gleichgewicht  des  Luft- 
druckes über  den  Stempeln  herzustellen.  Indessen  hat  man  dayon  bei 
gewöhnlichen  Pumpen  infolge  der  Reibung  nur  geringen  YorteiL  Bei 
einer  yon  B abinet  erfundenen,  im  übrigen  höchst  sinnreichen  Form 
der  Pumpe  sind  die  Zylinder  yon  Glas,  die  Stempelkörper  aus  Messing; 
wenn  die  Pumpe  einige  Zeit  gearbeitet  hat,  hat  sich  durch  die  von 
der  Erwärmung  erzeugte  ungleiche  Ausdehnung  so  yiel  Reibung  ent- 
wickelt, daß  es  fast  unmöglich  ist,  die  Pampe  überhaupt  im  Betriebe 
zu  erhalten.  Fig.  256  (a.  y.  S.)  stellt  ein  Schema  der  zweistiefeügen 
Pumpe  yor. 

446.  Luftkompressionspumpen.  Wird  die  Wirkung  der  Klappen 
in  Fig.  254  umgekehrt,   so  daß  die  Stempelklappe  und  die  Klappe  am 

Fig.  258. 
Fig.  257. 


B 


Boden  sich  beide  nach  unten  öffnen,  so  wird  durch  die  Abwärts- 
bewegung des  Stempels  Luft  in  den  Empfänger  hineingezwungen  und 
durch  Schließung  der  Klappe  B  am  Wiederaustritt  gehindert  werden, 
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wahrend  der  Stempel  zum  Anfang  des  Zylinders  zurückkehrt  und  den 
Zylinder  durch  öfEnang  der  Klappe  A  in  Vorbereitung  des  neuen  Stoßes 
mit  Luft  füllt. 

Eine  einfachere  Form  der  Kompressionspumpe  ist  in  Fig.  257  dar- 
gestellt Hier  ist  die  Klappe  im  Stempel  weggelassen  und  in  der  Seite 
des  Zylinders  ein  Loch  gelassen,  wie  bei  A  zu  ersehen  ist.  Wird  der 
Stempel  zurückgezogen,  so  passiert  er  das  Loch  bei  A^  durch  welches 
dann  der  Zylinder  mit  Luft  unter  Atmosphärendruck  gefüllt  wird. 
Diese  Luft  wird  dann  in  den  £mpf&nger  gezwängt,  wenn  der  Stempel 
den  nächsten  Halbstoß  ausführt. 

So  ist  die  tatsächliche  Wirkung  bei  einer  gewöhnlichen  Fahrrad- 
Inftpumpe.  Die  Klappe  B  ist  am  Radreifen  befestigt  und  besteht  aus 
einem  Stückchen  Gummiröhre,  das  aus  der  Pneumatik  herausragt  und 
das  bis  auf  ein  Loch  in  einer  Seite  geschlossen  ist.  Dies  ist 
Ton  einem  Metallröhrchen  umgeben,  an  das  die  Pumpe  angeschraubt 
wird  und  gegen  das  die  Gummiröhre  immer  geschlossen  ist,  außer  wenn 
durch  die  Pumpe  Luft  hineingedrängt  wird.  Diese  Klappe  schließt 
am  so  dichter,  je  höher  der  Luftdruck  in  der  Pneumatik  ist. 

Der  Yerdichtungsgrad ,  der  durch  n  Stöße  erreicht  wird,  kann  auf 
dieselbe  Weise  berechnet  werden,  die  oben  für  die  Luftyerdünnungs- 
pnmpe  benutzt  wurde.  Die  Formeln  sind  ebenfalls  durch  den  schäd- 
lichen Raum  modifiziert,  und  die  Theorie  ist  infolge  der  in  der  Praxis 
anvermeidlichen  Undichte  nur  grob  anwendbar. 

Kompressionspumpen  sind  in  der  Technik  von  großem  Nutzen. 
Komprimierte  Luft  wird  zum  Bohren  in  Minen,  zur  Beförderung  von 
Rohrpostbriefen,  zum  Füllen  der  Pfeilerkästen  beim  Brückenbau,  wie 
der  Taucherglocken  benutzt;  femer  beim  Bau  von  Deichen  und  der 
Reparatur  Ton  Schiffen,  um  Maschinen  zu  treiben,  und  zu  vielen  anderen 
Zwecken.  Wegen  der  Wirksamkeit  von  Kompressionspumpen  und  der 
Maschinen  mit  komprimierter  Luft  im  allgemeinen  muß  auf  die  Lehr- 
bücher der  angewandten  Mechanik  verwiesen  werden. 

447.  Quecksilberluftpumpen.  Töpl ersehe  Pumpe.  Queck- 
silberluftpumpen  werden  für  die  erforderlichen  hochgradigen  Luft- 
Verdünnungen  für  Glühlampen,  Röhren  für  Röntgenstrahlen  u.  s.  w. 
benutzt  £s  mögen  hier  zwei  Formen  kurz  beschrieben  werden,  die 
Greißler  sehe  Pumpe  in  der  Töpl  er  sehen  Modifikation  und  die 
Sprengeische  Pumpe. 

Die  in  Fig.  258  dargestellte  Töpl  er  sehe  Luftpumpe  hat  keine 
Stopfhähne  und  ist  in  hohem  Grade  geeignet  zum  Gebrauch,  obgleich 
sie  einen  ziemlich  beträchtlichen  Platz  einnimmt,  v  ist  das  auszu- 
pumpende Gefäß;  es  ist  (wenn  es  von  Glas  ist,  mittelst  des  Lötrohres 
oder,  wenn  dies  unmöglich  ist,  durch  ein  von  Quecksilber  umgebenes 
Gelenk)  mit  der  Pumpe  verbunden  durch  ein  Glied  tt'  von  der  Form 
eines  umgekehrten  U.     Das  linke  Rohr  t'  ist  weiter  als  das  andere,  es 
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ist  über  das  Rohr  s  gestülpt  uod  steht  mit  seiner  Mündung  in  einem 
Napfe  c  mit  Quecksilber,  durch  den  s  hindurchgeht.  Der  yon  /'  um- 
gebene Teil  von  s  ist  höher  als  die  barometrische  Höhe.  Mit  Queck- 
silber wird  auch  die  Krümmung  des  Rohres  r  gefüllt,  das,  wenn  die 
Verdickung  h  ausgepumpt  ist,  ein  Heberbarometer  bildet,  da  die  Krüm- 
mung n  genügend  hoch  ist ,  um  Quecksilber  am  Überlaufen  aus  r  zu 
hindern. 

Das  Quecksilberbassin  a  ist  durch  einen  starken  Gummischlauch 
mit  dem  senkrechten  Hauptrohre  m  verbunden,  das  gegen  die  Schwan- 
kungen des  quecksilbergefüllten  Rohres  dadurch  geschützt  ist,  daß  die 
Yerbindungsstelle  und  ein  Stück  des  Gummischlauches  in  ein  Kftstchen 
mit  Gips  eingebettet  sind. 

Die  Wirkung  der  Pumpe  findet  folgendermaßen  statt :  Das  Bassin  a 
wird  so  weit  gehoben,  daß  das  Quecksilber  gezwungen  wird,  bis  zur 
oberen  Grenze  der  Kugel  h  zu  steigen ,  aus  der  die  Luft  in  den  langen 
Schenkel  von  r  eingepreßt  wird,  so  daß  sie  durch  das  Quecksilber  in 
der  Biegung  hindurchbrodelt.  Wenn  das  Quecksilber  durch  (  auf- 
steigt, geht  es  auch  in  das  Seitenrohr  /  über  und  schneidet  die  Ver- 
bindung mit  dem  Gef&ß  V  ab  und  teilt  sich  dann,  indem  es  einerseits 
im  Rohre  h  aufsteigt,  während  der  Rest  um  das  Rohr  g  herum  in  das 
durch  die  Kugel  aufsteigende  Quecksilber  einmündet. 

Jetzt  wird  das  Bassin  gesenkt,  und  das  Quecksilber  fällt  und  leert 
dabei  die  Kugel  b ,  in  die ,  infolge  des  Steigen s  des  Quecksilbers  in  r 
Ton  der  Biegung  aus,  die  Luft  nicht  zurückkehren  kann.  Das  Queck- 
silber fällt  auch  in  h  und  ^,  und  sobald  die  Verbindungsstelle  dieser 
beiden  Rohre  passiert  ist,  stürzt  die  Luft  aus  t;  herein  und  verteilt  sieh 
auf  V  und  h.  Gleichzeitig  steigt  aus  dem  Näpfchen  c  zwischen  s  und  f 
Quecksilber  auf  und  verhindert  den  Eintritt  Ton  Luft  aus  der  um- 
gebenden Atmosphäre  in  i;. 

Von  neuem  wird  das  Bassin  gehoben  und  die  jetzt  in  h  befindliche 
Luft  herausgelassen  und  durch  r  herausgezwängt  wie  Torhin;  dann 
wird  wiederum  das  Bassin  gesenkt,  und  die  nach  dem  ersten  Gange  in 
V  verbliebene  Luft  verteilt  sich  auf  v  und  5. 

Dieser  Prozeß  wird  so  oft  wiederholt,  bis  die  Luftverdünnung  in  v 
weit  genug  gediehen  ist.  Das  Gefäß  v  kann  von  dem  aus  der  Feuch- 
tigkeit im  Quecksilber  aufsteigendem  wässerigen  Dampfe  durch  irgend 
einen  austrocknenden  Stoff,  wie  Phosphorsäure,  in  dem  Kügelchen  e 
genchützt  werden.  Auch  kann  der  Quecksilberdampf  abgefangen 
werden,  indem  man  einen  Teil  des  nach  t  führenden  Rohres  mit  Blatt- 
gold stopft. 

Der  Grad  der  erreichten  Luftverdünnung  kann  durch  Beobachtung 
desjenigen  Druckes  (der  aus  der  Höhe  des  Bassins  a  über  dem  Stande 
des  Quecksilbers  in  r  zu  berechnen  ist)  geschätzt  werden,  welcher  nötig 
ist,  um  die  das  Gefäß  h  erfüllende  Luft  in  eine  Blase  in  der  Biegung  n 
zusammenzupressen. 
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448.  Sprengeische  Pumpe.  Giminghamsehe  Modifikation. 

Eine  andere  bei  der  Herstellung  yon  Vakuumröhren  und  Glühlampen 
Tiel  verwandte  Form  der  Luftpumpe  ist  die  Sprengeische  in  der  ihr 


Fig.  259. 


Yerbindaog 
nhd.  Oefift 


hanpts&chlich  von  Gimingham  Ter* 
liehenen  Modifikation,  wie  sie  in 
Fig.  259  dargestellt  ist.  Aus  einem 
hochgestellten  Bassin  fließt  Queck- 
silber im  Rohre  a  herab  und  in  h 
herauf,  an  dessen  oberem  Ende  etwa 
in  ihm  enthaltene  Luftblasen  in  eine 
Falle  t  übergehen;  dann  fließt  es 
im  Rohre  e  herab  und  in  d  herauf 
und  fällt  an  der  Biegung  tropfen- 
weise in  das  „Fallrohr"  /,  das  nur 
etwa  2  mm  Durchmesser  hat.  Diese 
Tropfen  nehmen  beim  Herabgleiten 
im  Fallrohre  die  Luftblasen  mit, 
die  durch  das  Rohr  e  oben  von  dem 
aaszupumpenden  Gefäße  heraus- 
getrieben werden.  Die  Höhe  des 
oberen  Fallrohrendes  über  dem 
Qaecksilber  im  Abgabegefäße  v  ist 
mehr  als  Barometerhöhe. 

Die  Zuflußrohre  sind  unten 
durch  starke  schwarze  Gummi- 
Bchlauchstücke,  die  noch  durch  Lein- 
wand yerstärkt  sind,  verbunden. 
Diese  sind  mit  Qnetschh&hnen  y er- 
sehen, um  den  Zufluß  des  Queck- 
silbers zu  regeln. 

Ist  die  Pumpe  zweckmäßig  ge- 
arbeitet, so  führt  der  Fall  des  Queck- 
silbers stetig  die  Luft  in  immer 
kleiner  werdenden  Blasen  heraus,  bis 
das  höchste  mögliche  Vakuum  erzielt 
ist.  Die  Annäherung  an  diesen 
Zustand  gibt  sich  durch  den  metalli- 
schen Hammerklang  der  ins  Vakuum 
fallenden  Quecksilbertropfen,  durch 
die  Bildung  einer  ununterbrochenen 
Quecksilbersäule  im  Fallrohre  und  durch  das  Auf  tropfen  des  Queck- 
silbers oben  auf  die  Säule,  ohne  sichtbare  Luftblasen  einzuschließen, 
kund. 

Der  Trichter  über  dem  Fallrohre  hat  einen  sorgfältig  geschliffenen 
Hals,  in  den  ein  Stöpsel  g  eingeschliffen  ist.     Um  den  Stöpsel  herum 
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in  den  Trichter  eingegossenes  Quecksilber  gibt  einen  völlig  dichten 
Abschluß  gegen  den  Eintritt  yon  Luft  ab.  Der  Zweck  des  Trichters 
ist,  eine  hinreichende  Methode  zur  Reinigung  des  Fallrohres  zu  ge- 
währen, was  dadurch  geschieht,  daß  man  den  Zufloß  des  Quecksilben 
durch  den  Quetschhahn  abschneidet,  wobei  man  das  Zuflußrohr  bis  zur 
Fallbiegung  gefüllt  l&ßt,  und  dann  von  dem  Trichter  aus  etwas  kon- 
zentrierte Schwefelsäure,  die  zur  Beseitigung  fliegender  Staubteilcben 
Torher  mit  Ammoniumsulfat  gekocht  worden  ist,  einlaufen  l&ßt  Man 
läßt  das  Fallrohr  etwa  eine  Stunde  mit  der  Säure  gefüllt  stehen,  die 
dann  herausgelassen  wird.  Um  zu  vermeiden,  daß  etwas  von  der  an! 
diesem  Wege  nach  t'  beförderten  Säure  in  die  Pumpe  gelangt,  sollte 
das  Quecksilber  aus  v  mittels  eines  nicht  ganz  bis  auf  den  Boden 


•  Fig.  260. 


reichenden  Hebers  abgezogen  werden,  so  daß  nur  reines  Quecksilber 
abgezogen  und  in  a  überführt  wird. 

Man  stellt  auch  Pumpen  mit  zwei  oder  drei  Fallrohren  her.  Manch- 
mal macht  man  dies  so,  daß  man  das  durch  ein  Rohr  (wie  in  Fig.  259) 
zufließende  Quecksilber  sich  bei  der  Biegung  des  Fallrohres  teilen 
läßt  in  so  viel  Ströme,  als  Rohre  da  sind;  da  aber  die  Tauglichkeit  der 
Pumpe  von  der  genauen  Regulierung  des  Abfalls  durch  jedes  Bohr 
abhängt,  tut  man  gut,  die  Anordnung  von  Zuflußrohr  und  Biegung 
mit  Elärtrichter  und  Fallrohr  ebenfalls  zu  verdoppeln  oder  zu  rerdrei- 
fachen.  Sämtliche  Zuflußrohre  sind  mit  einem  einzigen  Zufluß  ron  a 
bei  h  yerbunden.  Verzweigungen  yon  e  aus  gehen  nach  den  verschie- 
denen Fallrohrbiegungen. 

Das  Rohr  p  enthält  Phosphorsäureanhydrid  zum  Zwecke  der  Ans» 
trocknung,  wie  schon  bei  der  Töpl er  sehen  Pumpe  vorkam,  nnd  in 
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derselben  Weiae  wie  dort  ist  auch  eine  Falle  für  Quecksilberciampf 
Toigesehen. 

Durch  eine  von  Smith  angegebene  Anordnung  (Fig.  260)  kann 
das  Quecksilber  Ton  v  wieder  nach  a  zurückbefördert  werden.  Durch 
einen  WasBerstrahl  L  wird  Luft  in  H  konzentriert  (während  das  Wasser 
durch  MN  entweicht).  Von  H  gelangt  die  Druckluft  durch  die  Trocken- 
kammer Q  zum  EHevatorrohre  C  B^  in  welchem  es  das  Quecksilber  yon 
R  nach  B  mitführt,  yon  wo  es  schließlich  nach  Ä  zurückfließt. 

449.  Gemeine  Saugpumpe.  Die  Zylinderluftpumpe  von  Hauks- 
bee  ist  weiter  nichts  als  die  zur  Luftübertragung  verwendete  gemeine 
Säugpumpe.  Tatsächlich  wirkt  die  gewöhnliche  Pumpe  im  ersten 
Moment  als  Luftpumpe.  Die  durch  die  Klappe  B  in  Fig.  254  mit  dem 
Zylinder  kommunizierende  Röhre  sei  ein  langes  senkrechtes  Rohr,  das 
mit  seinem  unteren  ofEenen  Ende  in  eine  Flüssigkeit  eintaucht,  deren 
Oberfläche  unter  Atmosphärendruck  steht;  dies  nennen  wir  eine  Saug- 
pampe. Wenn  der  Stempel  einen  Stoß  ausführt,  wird  aus  dem  Räume 
über  der  Flüssigkeit  im  Rohre  Luft  abgezogen,  und  die  daraus  folgende 
Dmckverminderung  veranlaßt  die  Flüssigkeit,  auf  ein  höheres  Niveau 
zu  steigen,  um  die  Bedingung  zu  erfüllen,  daß  die  Drucke  in  der 
Flüssigkeit  außerhalb  und  innerhalb  des  Rohres  bei  gleichem  Stande 
die  gleichen  sein  müssen.  Wiederholte  Stöße  werden,  wenn  das  Saug- 
rohr nicht  zu  lang  ist,  die  Flüssigkeit  in  das  Saugrohr  hinauf,  durch 
die  Klappe  B  und  schließlich  durch  die  Klappe  A  bringen,  bis  eine 
Flüssigkeitssäule  über  dem  Stempel  steht.  Dann  schließt  sich  hei  jedem 
Stoß  aufwärts  die  Klappe  Ä^  und  es  wird  eine  Flüssigkeitsmenge  bis 
zar  Höhe  eines  unter  dem  oberen  Zylinderende  befestigten  Abflusses 
gehoben  und  ausgegossen. 

Beim  ersten  Stoße  möge  die  Flüssigkeit  um  eine  Höhe  o^  über  das 
Zuflußniveau  steigen.  Wenn  H  hier  den  Stand  eines  Barometers  be- 
deutet, das  mit  der  Flüssigkeit  aus  der  betrachteten  Pumpe  hergestellt 
ist,  so  wird  der  Druck  im  Saugrohre  nach  dem  ersten  Hube  im  Ver- 
hältnis von  H  —  Xi  zu  H  abnehmen.  Somit  ergibt  sich  nach  dem 
Boy  leschen  Gesetze,  wenn  ^o  die  ursprüngliche  Luftdichte  im  Rohre 
ond  Qi  die  Dichte  nach  dem  ersten  Hube  ist: 

Durch  den  Hub  wird  die  Luft,  die  im  Saugrohre  und  im  schäd- 
lichen Räume  des  Zylinders  war,  auf  diesen  schädlichen  Raum,  auf  den 
ganzen  benutzten  Raum  im  Zylinder  und  eine  verkürzte  Länge  des 
Saugrohres  verteilt.  Wenn  wir  den  Querschnitt  der  Saugpumpe  s,  den 
des  Zylinders  S,  die  Höhe  der  Spitze  des  Saugrohres  über  dem  Zufluß- 
niveau  a  und  die  Höhen  der  höchsten  und  tiefsten  Lage  der  niederen 
Seite  des  Gefäßes  über  den  Saugrohrklappen  b  und  c  nennen,  so  ist 

pi  [Sb  +  8  (a  —  Xi)]  =  Po  {Sc  +  sa). 
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^iminiert  mau  also  den  Bruch  Qi/Qo  zwiBclien  deu  beiden  ge- 
fundenen Gleichungen,  so  erhält  man 

•^1        ^  Sh  -i-  s(a  — X,)  ^^ 

Die  Flüssigkeit  wird  daher  beim  ersten  Hube  bis  zur  Spitze  des 
Saugrohres  aufsteigen,  wenn  x^  =  o  ist,  d.  h. 

—  =  Q  ^  ~  ^ 
H  sH  +  Sb' 

Im  allgemeinen  lauten,  nachdem  ft Stöße  ausgeführt  worden  sind, 
die  die  Luftdichten  Qn—i  und  Qn  und  die  Flüssigkeitshöhen  im  Sang- 
röhre  vor  und  nach  dem  nten  Stoße  x^  und  Xn— i  verbindenden  Glei- 
chungen : 

Qn  (H  —  Xn~i)  =  Qn-1  (H  —  X«) 

Qn  [s  (a  —  x„)  +  Sh]  =  Qn-is  (a  —  x„_i)  -f  QqSc 

JJ 

=  Qn-lS  {a  —  Xn~i)    +    Qn  \. Sc    .      .      .      lÖO) 

11   —  Xn 

da  QnH  =  Qq  (H  —  Xn)  ist. 

Dies  ergibt  eine  quadratische  Gleichung  für  x„  in  Gliedern  von 
Xn— ii  deren  positive  Wurzel  der  Wert  von  x«  ist. 

Wenn  x«  =  x«—!  ist,  so  hat  die  Flüssigkeit  aufgehört,  höher  im 
Saugrohre  zu  steigen,  und  es  ist  nach  Gl.  (50),  da  |etzt  Qn  =  ^n-i  ^^ 


=-(■-1) 


(ÖH 


Daher  wird  die  Flüssigkeit  nicht  bis  zur  Spitze  des  SaugrohreB 
aufsteigen,  wenn  a  ]>  x^  ist,  also  in  dem  Falle  der  Ungleichung 

a>  h(\  —^    oder    H  <  — ^—     ....    (bi\ 

Wenn  es  keiuen  schädlichen  Raum  c  gibt,  so  wird  die  Pumpe  da» 
Wasser,  falls  a  =  H  ist,  gerade  bis  zur  Spitze  des  Saugrohres  heben; 
gibt  es  einen  schädlichen  Raum,  so  ist  die  Grenzgleichung: 


»  =  -0-t)- 


Eine  gewöhnliche  Saugpumpe  versagt  manchmal  gänzlich  infolge 
des  nicht  genügend  gut  dem  Zylinder  angepaßten  Eimers.  Jede  Un- 
dichte am  Zusammenschluß  macht  natürlich  die  Theorie  unanwendbar. 
Man  kann  aber  den  Eimer  luftdicht  machen  und  so  die  Pumpe,  die 
sonst  unbenutzbar  wäre,  doch  noch  in  Aktion  setzen,  indem  man  Wasser 
in  den  Zylinder  über  dem  Eimer  eingießt. 

450.  Druckpumpe.  Bei  der  in  Fig.  261  abgebildeten  Druck- 
pumpe ist  der  Stempel  ein  einfacher  Taucher;  eine  Klappe,  die  sich 


Saug-  und  Druckpumpe. 
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nach  außen  öffnet,  ist  aber  an  der  Yerbindangsstelle  des  Seitenrohres 
angebracht,  durch  welches  die  Flüssigkeit  auf  das  gewünschte  Niveau 
frehoben  wird,  und  eine  andere,  nach  oben  sich  öffnende       pj     gei 
an  der  Mündung  des  untersten  Rohres.    Die  Flüssigkeit 
wird  also  durch  den  Stoß  nach  unten  in  das  Seitenrohr 
getrieben  und  im  Stoß  nach  oben  vom  Zuflußniveau  aus 
gehoben.       Darum    müssen    Bergwerkspumpen    Druck- 
pumpen sein,  die  nahe  am  Grunde  des  Schachtes  auf- 
gestellt sind,  wodurch  die  Verwendung  langer  kommuni- 
zierendes Stempel  notwendig  wird,  um  sie  zu  treiben, 
was  durch   eine  an  der  Einfahrt  aufgestellte  Maschine 
geschieht. 


JP 


451*  Luftballon.  Das  Aufsteigen  eines  Ballons 
in  die  Luft  gewährt  ein  Beispiel  für  das  Boy  lösche 
Gesetz  ebenso  wie  für  das  archimedische  Prinzip.  Er 
besteht  aus  einem  großen  Sack  aus  Seide,  der  mit  Wasser- 
stoff oder  Leuchtgas  gefüllt  ist  und  eine  Gondel  für 
die  Luftschiffer  samt  Ballast,  Nahrungsmitteln,  Instru- 
menten u.  s.  w.  trägt.  Da  das  Gas  spezifisch  leichter  ist 
als  Luft,  so  wird  er  nach  dem  archimedischen  Prinzip 
eine  aufwärts  treibende  Kraft  gleich  dem  Gewicht  der  durch  das  Gad 
und  das  Material  des  Ballons  und  seiner  Anhängsel  (einschließlich  der 
Luftscbiffer  und  Mitfahrenden)  verdrängten  Luft  erfahren.  Ist  dies 
großer  als  das  Gesamtgewicht  des  Ballons  mit  allem,  was  dazu  gehört, 
60  erfährt  der  Ballon  eine  Beschleunigung  vom  Betrage  der  Differenz, 
dividiert  durch  die  Masse  des  Ballons  und  seiner  Anhängsel. 

Es  sei  W  das  Gesamtgewicht  der  Seide,  Gondel,  darin  befindlichen 

Menschen  u.  s.  w.,  TV"  das  Gewicht  der  durch  sie  verdrängten  Luft, 

P  das  Gewicht  des  Gases,  Q  die  Luftdichte  und  QJn  die  Dichte  des 

Gases,  dann  ist  das  Gewicht  der  durch  das  Gas  verdrSngten  Luft  nF^ 

und  das  Gasvolumen  U  ist  nP/g,     Daher  gilt  für  Gleichgewicht  der 

Ausdruck 

W  +  P  =  W  +  nP 

und 

U=       -  = oder   P  = — -    •    •    (o3) 

9  **  ..        t 


n  —  1  Q  n  —  1 

Wenn  W  —  W*=l  und  das  Gas  Wasserstoff  ist,  so  daß  n=  14 
ist,  so  ist  also  P=  1/13,  d.  h.  ein  Gewicht  (W  —  W)  von  einer  Tonne 
würde  durch  Vi 3  Tonne  Wasserstoff  gehoben  werden,  was  bei  Atme- 
aphärendruck  und  O^C.  ungefähr  1000  cbm  einnehmen  würde. 

Für  Leuchtgas  pflegt  man  n  =  2,  neuerdings  auch  n  =  3  zu 
setzen,  die  Steigkraft  ist  dann  entsprechend  kleiner. 

Wenn  auch  nur  ein  geringer  Überschuß  der  Auftriebkraft  (n  —  1)  P 
Über  das  Gesamtgewicht  W  —  W  vorhanden  ist,  d.  h.  wenn  es  eine 
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positive  Steigkraft  Tom  Betrage  (n  —  1)  P  —  (W  —  W)  gibt,  wird 
der  Ballon  aufsteigen;  das  ist  der  Zog  an  den  Ankerseilen  eines  Fessei- 
ballons. Wenn  der  Ballon  im  Anfang  nicht  ganz  gefüllt  ist,  so  wird 
er  sich  beim  Aufstieg  ausdehnen,  bis  der  Druck  im  Innern  dem  ver- 
ringerten äußeren  Druck  gleichkommt,  und  die  einsige  Größe,  die  sich 
ändert,  wird  W*  sein,  das  indessen  verhältnismäßig  klein  ist.  Das 
Volumen  des  Gases  wird  V  werden,  und  die  Dichte  der  Luft  wird 
Uq/V  werden,  während  n  unverändert  bleibt.  Also  wird  aus  W 
die  Größe  Wü/V  werden.  Die  Steigkraft  wird  alsdann  (»  —  1)  P 
—  (W —   W)  Ü/V,  was  praktisch  dasselbe  ist  wie  vorher. 

Um  ein  Sicherheitsventil  gegen  unvorhergesehene  Ausdehnung  des 
Gases,  plötzlichen  Übergang  in  die  Strahlen  der  Sonne  und  darauf 
folgende  Zunahme  des  inneren  Druckes  über  den  äußeren  und  mög- 
liches Platzen  der  Seidenhülle  zu  beschaffen,  bleibt  ein  Stückchen  des 
Ballonhalses  offen,  so  daß  beim  Aufsteigen  des  Ballons  Gas  aosstrdmi 

Wieviel  Gas  auch  immer  dem  Ballon  entströmt  sein  möge,  die 
Steigkraft  in  einer  Höhe  e^  in  der  die  Dichte  der  Luft  Qg  und  das 
Volumen  des  Gases  V  ist,  ist 

Dies  ist  null  für  den  Fall 

g,  = ^ ^ (54) 

wo  Q=VQ/n  ist,  d.  h.  die  Gasmasse,  die  den  Ballon  vom  Volumen  T 
auf  dem  Erdboden  füllen  würde. 

Die  Masse  des  Gases  im  Ballon  ist  jetzt  VQg/n  =  QQmIQj  ^'  ^' 

___     QW 

(n  -  1)  C  +   W" 
so  daß,  wenn  der  Ballon  bei  der  Abfahrt  auf  das  Volumen  V 
war,  der  Verlust  vom  Betrage 

Q  W 

^ " (^r=^i)  Q+  w 

oder,  wenn  bei  der  Abfahrt  P  =  Q  war,  vom  Betrage 


^V     (» -  1)  e  -1-  w'\ 


gewesen  ist. 

Ein  freier  Ballon  kann  durch  Auswerfen  von  Ballast  zum  Steigen 
oder  durch  Auströmen  von  Gas  infolge  Öffnens  eines  Ventils  an  der 
Spitze  zum  Sinken  gebracht  werden.  Er  ist  aber  immer  entweder  in 
steigender,  oder  in  fallender  Bewegung,  und  um  diese  steigende  oder 
fallende  Bewegung  ruhiger  zu  machen ,  wird ,  wenn  der  Ballon  tiel 
genug  ist,  ein  langes  Seil  ausgeworfen,  das  auf  dem  Boden  hinter  ihm 
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herschleppt.  Wenn  nun  der  Ballon  steigt,  wird  ein  Teil  des  Seiles 
vom  Boden  gehoben  und  erteilt  auf  diese  Weise  einen  Zug  nacb  unten, 
während  beim  Sinken  des  Ballons  der  in  der  Luft  befindliche  Teil  des 
Seiles  verkürzt  und  der  Zug  nach  unten  dadurch  verringert  wird. 

452.  Heber.  Das  mit  dem  Namen  Heber  bezeichnete  Instrument 
zur  Übertragung  von  Flüssigkeiten  aus  einem  Gefäße  ins  andere  mag 
hier  beschrieben  werden.     Es  besteht  in  Yig,  262. 

seiner  gebräuchlichsten  Form  aus  einem 
wie  in  Fig.  262  gebogenen  Rohre,  das 
wie  in  der  Abbildung  mit  dem  einen 
Schenkel  in  die  zu  übertragende  Flüssig- 
keit eintaucht.  Nehmen  wir  an,  es  befinde  A 
sich  ein  Stopfhahn  S  an  dem  Schenkel 
außerhalb  des  Gefäßes  unter  dem  Niveau  Ä; 
S  werde  geschlossen,  wenn  der  Heber  voll 
Flüssigkeit  ist.  Wenn  S  nicht  zu  hoch 
über  der  Mündung  des  Rohres  liegt  (die 
barometrische  Höhe  für  die  betreffende 
Flüssigkeit  ist  die  Grenze),  so  wird  die 
Flüssigkeit  unter  dem  Stopf hahne  durch 
den  Luftdruck  in  ihrer  Lage  erhalten 
werden;  dann  herrscht  in  A  und  B 
Atmosphärendruck,  während  der  Druck  unter  dem  Stopfhahne  kleiner 
als  Atmosphären  druck  ist.  Wird  dann  der  Stopf  hahn  geöffnet,  so 
wird  die  Flüssigkeit  durch  ihn  hindurchströmen  und  ohne  Unterbrechung 
weiter  strömen,  bis  das  Niveau  im  Gefäße  auf  B  gefallen  ist  oder  alle 
Flüssigkeit  ausgelaufen  ist. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  die  Flüssigkeit  im  Gefäße  und  im 
Heberrohre  (sowie  Gefäß,  Heberrohr  u.  s.  w.  selbst)  rings  von  Atmosphäre 
umgeben  sind. 

Betrachten  wir  einen  Heber,  der  eine  Flüssigkeit  von  der  Dichte  Q 
von  einem  Gefäße  in  ein  anderes  überträgt,  während  der  ganze  Apparat 
in  eine  andere  Flüssigkeit  von  der  Dichte  q'  eingetaucht  ist  und  beide 
Heberschenkel  in  die  Flüssigkeit  eintauchen.  Es  sei  h  die  Höhe  des 
oberen  Spiegels  über  dem  unteren  und  z  die  Entfernung  des  Hahnes 
vom  unteren  Spiegel;  der  Hahn  sei  geschlossen.  Wenn  Pi  der  Druck 
im  umgebenden  Medium  am  unteren  und  p  am  oberen  Niveau  ist,  so 
ist  Pj  —  p  =  g  Q'h.  Der  Druck  gerade  unter  dem  Hahne  ist  jj^  —  gQZ 
und  gerade  über  ihm  p  ^  g  Q  {h  —  z)-  Der  Überschuß  des  Druckes 
über  dem  Hahne  über  den  Druck  unter  ihm  ist  daher  p  —  p^  -h  9Q^ 

—  9(Q  —  Q')  h. 

Wenn  also  der  Hahn  geöffnet  wird,  tritt  Strömung  durch  ihn 
bindurch  in  der  Richtung  von  oben  nach  unten  ein,  wenn  Q  ^  q'  ist. 
Ist  dagegen    Q  <C  q\   so  tritt   die  Strömung  in   der   entgegengesetzten 

Gray,  Physik.     I.  33 


ÖU 
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Richtung  ein,  und  die  Flüssigkeit  wird  aus  dem  unteren  in  das  obere 
Gefäß  geführt.  So  kann  in  Luft  Wasserstoff  mit  dem  Heber  aus  einem 
Gefäße  in  ein  anderes  höher  gelegenes  übertragen  werden.  Natürlich 
wird  die  Strömung  gleich  null,  wenn  h  =  0  ist,  d.  h.  wenn  beide 
Spiegel  auf  gleicher  Höhe  sind. 

Um  einen  Heber  in  Tätigkeit  zu  setzen,  muß  man  ihn  mit  der  zu 
übertragenden  Flüssigkeit  füllen,  die  offenen  Schenkelenden  Ter- 
schließen,  ihn  in  die  richtige  Lage  bringen  und  dann  die  Enden  öffnen. 
Die   Strömung   wird    sofort    beginnen    und  mit    einer   allmählich  ab- 


Fig.  263. 


nehmenden  Geschwindigkeit  fortdauern  bis  auf 
null,  wenn  das  Niveau  bis  zur  Mündnng  des 
Schenkels  in  dem  Gefäße,  aus  dem  die  Flüssig- 
keit abgezogen  wird,  gefallen  ist  oder  bis  der 
Niveauunterschied  bis  aof  null  zurückge^ran- 
gen  ist. 

Gewöhnlich  benutzt  man  die  Finger,  qdi 
die  Enden  des  Hebers  zu  schließen;  für  die 
Überleitung  vieler  Flüssigkeiten  (z.  B.  Säuren) 
aber  wird  ein  Heber  von  der  in  Fig.  263  ab- 
gebildeten Gestalt  benutzt.  Der  Heber  wird 
leer  in  seine  Lage  gebracht  und  wird  darch 
Ansaugen  bei  A  in  Tätigkeit  versetzt,  während  das  Ende  B  durch 
einen  Wattebausch  verschlossen  ist.  Sobald  die  Flüssigkeit  den  Bausch 
eri'eicht,  wird  die  Öffnung  frei  und  die  Strömung  nimmt  ihren  Fortgang. 
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453.  Potential  einer  homogenen  Kugelschale.  Die  zwischen 
▼erschiedenen  Teilcben  wirksamen  Gravitationskräfte  sind  schon  im 
vierten  Kapitel,  ans  Anlaß  der  Betrachtung  von  Arbeit  und  Energie* 
gestreift  worden.  Wir  wollen  sie  jetzt  ausführlicher  behandeln.  Die 
Resultate  unserer  Untersuchung  finden  zun&chst  Anwendung  auf  die 
Erscbeinnngen  gravitierender  Natur  auf  unserer  Erde  sowie  auf  die 
Mechanik  der  Himmelskörper,  sodann  aber  auch  auf  die  wichtigsten 
Grundfragen  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus,  und  es  ist  gut, 
wenn  wir  uns  jetzt  schon  darauf  vorbereiten,  um  nicht  später  die  spe- 
zifisch elektrischen  und  magnetischen  Betrachtungen  zu  oft  störeod 
unterbrechen  zu  müssen. 

In  §  198  wurde  gezeigt,  daß  eine  homogene  Kugelschale  auf  einen 
äußeren  Punkt  P  ein  Potential  ausübt  gleich  kMr,  wo  k  die  sogenannte 
Gravitationskonstante,  M  die  Masse  der  Schale  und  r  die  Entfernung 
des  Punktes  P  von  ihrem  Mittelpunkte  ist.  Die  von  der  Schale  auf  ein 
Teilchen  von  der  Masse  1  ausgeübte  Anziehungskraft  ist  daher  kM/r^< 
Denn  die  Arbeit  beim  Verschieben  des  Teilchens  um  dr,  der  Anziehungs- 
kraft entgegen,  ist 


Lr  r  +  dr  \ 


also  kMdr lr^\  läßt  man  hierin  den  Faktor  dr,  mit  dem  die  Arbeit 
proportional  ist,  fort,  so  erhält  man  als  Kraft  den  Wert  kM/r^,  Als 
positive  Kraftrichtung  pflegt  diejenige  gewählt  zu  werden,  welche  die 
Entfernung  vergrößert,  also  vom  Zentrum  nach  außen.  Wir  wollen 
die  Kraft  auf  ein  Teilchen  von  der  Masse  1  im  Punkte  P  die  Feld- 
stärke in  P  nennen  und  mit  F  bezeichnen;  dann  gelten  also  die 
Gleichungen: 

Wenn  man  in  dieser  Weise  definiert,  wird  also  die  Kraft  der  posi- 
tive Änderungsgrad  des  Potentials,  während  sie,  wie  wir  im  Abschnitt 

33* 
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Arbeit  und  Energie  sahen,  das  Gefälle,  also  der  negative  Änderungs- 
grad  der  potentiellen  Energie  ist.  Man  muß  sich  in  jedem  Falle  über 
diese  Zeichenfestsetzung  klar  werden,  da  sonst  leicht  Widersprücbe  auf- 
treten. 

Es  ist  ein  wichtiges  Ergebnis  der  Erfahrung,  daß  die  Kräfte,  mit 
denen  die  verschiedenen  Teile  eines  Körpers  ein  Teilchen  anziehen, 
voneinander  unabhängig  sind,  so  daß  die  Gesamt  an  zieh  ung  einfach  die 
Resultante  der  einzelnen  ist  —  eine  Tatsache,  welche  man  als  das 
Prinzip  der  Superposition  der  Anziehungen  bezeichnet.  Es  wird  all- 
gemein als  richtig  angenommen,  und  die  Übereinstimmung  der  aus 
ihm  abgeleiteten  Resultate  mit  der  Erfahrung  rechtfertigt  jene  Annahme 
glänzend. 

Bis  jetzt  haben  wir  nur  die  Wirkung  der  Schale  auf  einen  äußeren 
Punkt  betrachtet;  nunmehr  wollen  wir  annehmen ,  daß  der  Punkt  P 
im  Inneren,  d.  h.  in  dem  von  der  Schale  umschlossenen  Hohlranme 
liegt  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  das  Potential  ftLr  alle  Punkte  in  diesem 
Hohlräume  denselben  Wert  hat.  Die  Schale  sei  unendlich  dünn,  vom 
Radius  a  und  von  der  Masse  Ö  pro  Flächen- 
einheit. Wir  betrachten  eine  unendlich  schmale 
Zone  EE'  senkrecht  zum  Radius  CPA,  Fig.  264. 
CP  werden  mit  5,  PE  mit  /,  der  Winkel  ECP 
mit  0  bezeichnet.  Die  Breite  der  Zone  ist  adt). 
ihr  Radius  DE  ist  a Sinti,  ihre  Masse  also 
2n0a^  sin  tidO  und  ihr  Potential  auf  den 
Punkt  P  gleich  2nk0a^  sin  OdO //,  Für  die 
ganze  Schale  ergibt  sich  somit: 


oder,  da 
und  folglich 
oder  endlich 


V  =  2nk6a^ 


sin  Ode 

f       ' 


P 


=  rt2  _^  62  __  2ahcos0, 
fdf  =  ahsinOdO, 


sinOdO  =  -rrfdf 
ah 


ist,  was  man  oben  einsetzen  kann: 


V=  27ck6 


Anköa 


[2) 


Hierin  kommt  die  Lage  des  Punktes  gar  nicht  vor,  das  Potential  i^t 
also  für  alle  Punkte  im  Hohlräume  dasselbe. 

Ist  die  Schale  nicht  unendlich  dünn,  sondern  von  endlicher  Dicke, 
so  muß  man ,  wenn  Q  die  Volumendichte  im  Abstände  x  vom  Zentnin» 
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ist,  über  x  vom  inneren  Radius  Oq  bis  zum  äußeren  a  integrieren  und 
erhält: 


=  43rÄ  [ 


Qxdx (3) 


was  sich  nur  ausführen  läßt,  wenn  man  die  Art  und  Weise  kennt,  in 
der  Q  von  innen  nach  außen  sich  ändert;  ist  Q  konstant,  also  die 
Kagelschale  homogen,  so  wird 

V=27tkQ(a^  —  a^-) (4) 

also  wieder  für  alle  Punkte  im  Hohlräume  gleich  groß. 

Aus  der  Konstanz  des  Potentials  folgt  aber  weiter,  daß  in  dem 
Hohlräume  die  Feldstärke  null  ist ;  es  gleichen  sich,  wie  auch  der  Punkt 
liegen  möge,  die  von  den  einzelnen  Teilen  der  Eugelschale  auf  ihn  aus- 
geübten Anziehungen  gerade  aus;  er  schwebt,  wo  er  sich  auch  befinde» 
im  Gleichgewicht 

454.  Potential  einer  YoUkugel.  Wir  wollen  jetzt  die  Anziehung 
einer  Yollkugel  betrachten ,  deren  Dichte  symmetrisch  um  den  Mittel- 
punkt verteilt  ist,  d.  h.  die  aus  homogenen  Kugelschalen  aufgebaut 
gedacht  werden  kann,  deren  jede  eine  andere  Dichte  hat;  die  Dichte 
soll  also  nur  von  dem  Abstände  vom  Mittelpunkte,  nicht  aber  von  dem, 
was  man  in  Entlehnung  eines  Bildes  von  der  Erde  die  geographische 
ßreite  und  I^änge  nennen  kann,  abhängig  sein. 

Wir  müssen  jetzt  die  Fälle  unterscheiden,  in  denen  der  Punkt, 
aof  welchen  die  Kugel  wirkt,  im  äußeren  Räume  oder  in  ihrem  Inneren 
liegt,  also  einer  ihrer  eigenen  Punkte  ist^ 

Im  ersteren  Falle,  also  für  einen  äußeren  Punkt,  superponieren 
sich  einfach  die  Wirkungen  aller  Schalen,  aus  denen  die  Kugel  zu- 
sammengesetzt ist ,  und  es  ergibt  sich ,  wenn  M  die  Masse  der  ganzen 
Kugel  ist,  wieder 

V  =  »f,  f  =  -*$ (5, 

d.  h.  die  Wirkung  einer  Yollkugel  auf  einen  äußeren  Punkt  ist  so  groß, 
als  ob  ihre  ganze  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Im  zweiten  Falle,  d.  h.  wenn  der  Punkt  P  in  der  Kugelmasse  liegt, 
muß  man  die  Kugel  in  zwei  Teile  zerlegen,  nämlich  in  eine  Kugel,  auf 
deren  Oberfläche,  und  in  die  übrigbleibende  Hohlkugel,  auf  deren 
innerer  Oberfläche  der  Punkt  liegt.  Ist  der  Abstand  des  betrachteten 
Punktes  vom  Mittelpunkte,  also  der  Radius  der  kleineren  Kugel  &,  ihre 
Masse  m,  so  ist  also  das  Gesamtpotential  in  P: 


=  k(4  Jt  I   Qxdx  -\-  -r)' 


b 

Im  einfachsten  FaUe,  wenn  die  Kugel  homogen,  d.  h.  (»  =  const  ist, 
hat  man  also: 
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V=  2  3tkQ  (a^  ■"  4"  ^0' 


und 

die  Kraft  ist  also  vom  Kugelradius  unabhängig,  dagegen  mit  dem  Ab- 
stände des  Punktes  vom  Mittelpunkte  proportional ;  sie  ist  also  in  der 
Oberfläche  am  größten,  nimmt  nach  innen  ab  und  wird  im  Mittel- 
punkte null. 

Wenn  dagegen  die  Kugel,  statt  homogen  zu  sein,  eine  von  außen 
nach  innen  sich  ändernde  Dichte  hat,  liegt  die  Sache  wesentlich  anders. 
Es  sei  nämlich  Qm  die  mittlere  Dichte  der  Kugel  vom  Radius  h  und  q 
die  oberflächliche  Dichte  der  Kugel.     Dann  ist 

4  JT 
F  =  -   ^  hQ„b. 

Läiit  man  nun  den  Radius  um  dh  wachsen,  so  wird  die  mittlere  Dichte: 


^  (b  4-  dby 

also: 

Qm  +  3(p  —  «>«)y 

Alsdann  ist: 

F  +  dF  = 

4  a;     r                               db 
—  y  *  [p«  +  3  (p  —  9„)  y 

also: 

1  (b  +  dh\ 


dF=^—47tk(^Q    -   |(>m) 


db. 


Es  ist  also  dF  negativ,  falls  ^  >  |  Pm»  d-  h.  die  Feldstärke  nimmt 
nach  innen  ab.  Ist  also  die  Massenverteilung  derart,  daß  durchweg 
9m  <C  f  P  ist,  so  nimmt  die  Kraft  nach  innen  fortwährend  ab ;  dagegen 
nimmt  sie  zu,  wenn  Pm  >  f  (>  ißt. 

Für  die  Erde,  deren  oberflächliche  Dichte  2,6,  deren  mittlere  Dichte 
5,5  ist  (vergl.  1 3.  Kapitel),  ist,  wie  man  sieht,  beim  Hinabsteigen  in  die 
Tiefe  zunächst  der  zweite  Fall  verwirklicht,  d.  h.  die  Kraft  nimmt  zu; 
da  aber  Q  viel  rascher  wächst  als  Qmi  wird  sehr  bald  der  erste  FsU 
eintreten,  und  von  dieser  Tiefe  ab  nimmt  die  Kraft  wieder  ab. 

Endlich  kann  man  die  obigen  Formeln  für  einen  Punkt  in  der 
Masse  einer  Kugelschale  verallgemeinem  und  erhält  (a,  ao  Radien  der 
Schale,  b  Abstand  vom  Mittelpunkte): 

h  a 

F=  — r—    I    Qx^dx  -\-  ^7tk   \    QxdXj 


Potential  der  Erde.    Kugelschale. 


und,  wenn  die  Schale  homogen  ist: 

b       \  3  ^ 

4JtkQ  b^  —  a^ 


i") 


F=  — 


6» 
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In  allen  Fällen,  wo  es  sich  nm  das  Potential  im  Inneren  eines 
massiTen  Körpers  handelt,  entsteht  eine  Schwierigkeit  infolge  des  Um- 
standes,  daß  man,  um  die  Wirkung  experimentell  zu  ermitteln,  an  den 
betreffenden  Ort  ein  Teilchen  bringen  und  zu  diesem  Zwecke  den  Körper 
daselbst  aushöhlen  muß,  und  es  fragt  sich,  ob  dadurch  nicht  der  Fall 
wesentlich  verändert  wird,  ob  nicht  die  Wirkung  des  entfernten  Teiles 
des  Körpers  in  Betracht  kommt.  Denn  wenn  dieser  Teil  auch  unend- 
lich klein  ist,  so  ist  doch  auch  seine  Entfernung  von  dem  betrachteten 
Punkte  unendlich  klein.  Gibt  man  nun  dem  Hohlraum  die  Gestalt 
einer  kleinen  Kugel  um  den  Punkt  als  Mittelpunkt  und  bedenkt  man, 
daß  man  innerhalb  dieser  kleinen  Kugel  die  Dichte  (wenn  sie  sich  nicht 
gerade  sprungweise  ändert)  als  konstant  betrachten  kann,  so  hat  man 
oach  GL  (4)  V  =  2nkQa^,  und  dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn 
die  Kugel  kleiner  und  kleiner  wird;  die  Herstellung  eines  kleinen 
kugelförmigen  Loches  in  einem  Körper  von  stetiger  Dichte  hat  also  auf 
das  Potential  des  Körpers  an  der  betreffenden  Stelle  keinen  Finfluß. 

455.  Raumwinkel.  Eine  Größe,  welche  bei  der  Berechnung  von 
Potentialen  und  Anziehungskräften  eine  wichtige  Rolle  spielt,  ist  der 
Raumwinkel  oder  körperliche  Winkel,  auch  Kegelecke  genannt. 
Man  versteht  darunter ,  i  wenn  ein  Punkt  P  und  eine  geschlossene 
Karve  C  gegeben  ist,  das  Flächenstück,  welches  der  Inbegriff  der  sämt- 
lichen von  P  nach  den  Punkten  von  C  gezogenen  Strahlen  aus  der 
Kugelfläche  ausschneidet,  welche  um  den  Punkt  P  mit  dem  Radius  1 
geschlagen  wird.    Es  ist  einleuchtend,  daß  durch  den  Raumwinkel  das- 


Fif?.  265 


jenige  gemessen  wird,  was 
man  die  scheinbare  Größe 
einer  von  der  Kurve  C  ein- 
geschlossenen Fläche ,  vom 
Punkte  P  aus  gesehen,  nennt. 
In  Fig.  265  ist  P  der  Punkt, 
C  die  Kurve ,  F  eine  von  ihr 
eingeschlossene  Fläche,  K  die 
Einheitskugel  und  /  das  von  den  Kegelstrahlen  aus  ihr  ausgeschnittene 
Flächenstück. 

Als  Einheit  des  Raumwinkels  dient  bei  dieser  Definition  offenbar 
das  Quadrat  des  Kugelradius,  gerade  wie  als  Einheit  von  Linienwinkeln 
der  Kreisradius  dient.  Für  letzteren  gibt  es,  wie  wir  wissen,  noch  eine 
andere  Einheit,  den  Grad,  und  man  kann  aus  ihm  eine  entsprechende 
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Einheit  für  Raumwinkel,  den  Quadratgrad,  ableiten,  indem  man  von 
dem  Punkte  P  eine  Tierfleitige  Pyramide  ausgehen  läßt,  deren  yier  Winkel 
daselbst  je  einen  Grad  messen.  Nur  besteht  dabei  ein  wichtiger  Unter- 
schied: Der  ganze  Kreis  enthält  genau  360  Grade,  die  Kugelfläche  bin- 
gegen  enthält  keine  ganze  Anzahl,  sondern  41252,96..  Qaadratgrade. 
Kehren  wir  von  diesem  Maße  zu  dem  ursprünglichen  zurück,  bo 
können  wir  in  einigen  einfachen  Fällen  den  Raumwinkel  ohne  weiteres 
angeben.  So  ist,  von  Jedem  Punkte^ im  Inneren  einer  beliebigen  |ire- 
schlossenen  Fläche  aus  gesehen,  deren  scheinbare  Große  gleich  4«. 
nämlich  gleich  der  ganzen  Oberfläche  der  Einheitskugel.  Umgekehrt 
ist  die  scheinbare  Größe  irgend  einer  ebenen  Fläche,  von  einem  äußeren, 
in  dieser  Ebene  gelegenen  Punkte  gesehen,  gleich  null.  Der  Ranm- 
winkel  von  einem  Punkte  nach  dem  scharfen  Rande  einer  beliebig 
großen    um  ihn  geschlagenen  Halbkugel  ist  2^;  rückt  man  dagegen 


Fig.  267. 


Fig.  266. 


mit  dem  Punkte  weiter  ab,  so  wird  der  Raumwinkel  kleiner  und  kiemer. 
Ebenso  ist  der  Raumwinkel  eines  Kugelquadranten  vom  Mittelpunkte 
aus  gleich  ;r,  eines  Kugeloktanten  gleich  3c/2  (gleichviel  ob  dieser 
Oktant  eine  45  gradige  Zone  von  Pol  zu  Pol  oder  die  Hälfte  einer 
90  gradigen  Zone  von  Pol  zu  Äquator,  also  ein  gleichseitig  rechtvinke- 
liges  Kugeldreieck  ist)  u.  s.  w. 

Es  sei  beiläufig  bemerkt,  daß  der  Raumwinkel  einer  Kurve  und 
die  scheinbare  Größe  einer  von  ihr  begrenzten  Fläche  doch  nicht  immer 
identisch  ist;  nämlich  dann  nicht,  wenn  die  Fläche,  von  dem  Pmikte 
aus  gesehen,  über  die  Kurve  sozusagen  überhängt,  wie  in- Fig.  266 
angedeutet  iat;  man  denke  etwa  an  eine  phrygische  Mütze  oder  ein 
Schmetterlingsnetz.  Dann  ist  nämlich  der  Raumwinkel  der  Kurve  durcb 
ÄFB,  die  scheinbare  Größe  der  Fläche  aber,  wenigstens  wenii  man 
nicht  näher  auf  die  Sache  eingeht,  durch  APC  dargesteUt  Indessen 
muß  man  beachten,  daß  man  innerhalb  des  Kegels  ÄFB  die  Fläcbe 
nur  einmal,  und  zwar  ihre  Innenseite,  in  Kegel  BPC  hingegen  doppelt 
hintereinander  sieht,  und  zwar  einmal  von  der  Vorder-,  das  andere  Mal 
von  der  Innenseite.     Um   diesen  Gegensatz  auszudrücken,  kann  mao 
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die  beiden  Seiten  der  Fl&che  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  ver- 
sehen, z.  B.  die  Innenseite  positiv,  die  Außenseite  negativ  rechnen;  die 
beiden  in  bc  zusammenfallenden  Fl&ohenprojektionen  heben  sich  dann 
auf,  and  es  bleibt  nur  ah  übrig.  In  dieser  Weise  muß  man  z.  B.  in 
der  Lehre  vom  Magnetismus  und  Elektromagnetismus  verfahren ,  wo 
der  Begriff  der  scheinbaren  Größe  eine  wichtige  Rolle  spielt. 

456.  Ailgemeiner  Ausdruck  für  den  Raumwinkel.    Um  nun 

ganz  allgemein  den  Raumwinkel  zu  finden,  betrachten  wir  eine  ganz 
kleine  und  somit  als  eben  anzusehende  Fl&che  df  und  ziehen  von  allen 
ihren  Randpunkten  Strahlen  nach  dem  Punkte  F  (Fig.  267);  alle  diese 
Strahlen  werden  mit  der  auf  df  errichteten  Normalen  n  ungefähr  den- 
selben Winkel  0  bilden.  Die  Projektion  von  df  auf  die  zur  Sehrich- 
tuog  senkrechte  Ebene  ist  alsdann  dfcos  6 ;  dies  ist  der  Ausschnitt,  den 
der  Kegel  aus  einer  mit  dem  Radius  r  umP  geschlagenen  Kugel  macht, 
wenn  r  die  Entfernung  zwischen  P  und  c?/ bedeutet ;  folglich  wird  der 
Aasschnitt,  den  derselbe  Kegel  aus  der  Kugel  mit  dem  Radius  1  macht, 
gleich  dfcos  0/r^  sein.  Von  diesem  Werte,  den  man  mit  dS  bezeichnen 
kann,  kommt  man  nun  durch  Integration  zum  Raumwinkel  für  eine 
endliche  Kurve  bezw.  zur  scheinbaren  Größe  S  einer  endlichen,  ebenen 
oder  gekrümmten  Fläche: 

dfcos  6 


=1 


£&  bleibe  dem  Leser  überlassen,  sich  Beispiele  für  diese  Formel  durch- 
zurechnen. Nur  sei  noch  bemerkt,  daß  sich  die  entgegengesetzten 
Vorzeichen  in  Fällen  wie  Fig.  266  aus  dieser  Formel  dadurch  ergeben, 
daß  0,  wenn  die  Normale  n  immer  nach  außen  gerichtet  wird,  das  eine 
Mal  stumpf,  das  andere  Mal  spitz,  der  cos  also  dort  — ,  hier  -j-  ist. 

457.  Kraftströmung  oder  Oberflächenintegral  der  Normal- 
kraft.  Kehren  wir  Jetzt  zur  anziehenden  Kugel  zurück  und  schlagen 
wir  um  ihren  Mittelpunkt  eine  Kugel,  welche  durch  den  äußeren  Punkt  P 
geht.  Die  Feldstärke  F  in  P  ist  nach  §  453  gleich  —kM/r^  also  ist 
das  Produkt  aus  Feldstärke  und  Kugelfläche  durch  P  gleich  —  4  7CkM. 
Es  läßt  sich  ein  allgemeiner  Satz  ableiten,  von  dem  diese  Formel  ein 
spezieller  Fall  ist 

Es  sei  in  dem  Kraftfelde  eine  geschlossene  Fläche  gegeben,  in 
ihrem  Elemente  df  Bei  die  Feldstärke  F,  und  0  sei  der  Winkel  zwischen 
F  und  der  nach  außen  gezogenen  Normale  von  df     Dann  ist 

dV 
'  '  F.dfcosO  oder  tt-  df 

öti 

das  Kraftintegral  über  d/ oder,  wie  man  es  nennt,  die  Kraftströmung 
durch  df  Durch  Integration  über  irgend  einen  endlichen  Teil  der 
Fläche  oder  schließlich  über  die  ganze  Fläche  erhält  man  die  ent- 
sprechende Kraftströmung. 
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458.   6a ttß scher  Satz.     Unser  Satz  lautet  nun  folgendermaßen: 
Die  Eraftströmung    durch    eine    geschlossene   Fläche    im  Felde  einer 
Pjg   268  ."*  ™^*    ^®™   Quadrat    der  Ent- 

fernung umgekehrt  proportio- 
nalen Massenansiehong  ist 
gleich  der  mit  —  4 «  und  der 
(Travitationskonstanten  multi- 
plizierten Masse  innerhalb  der 
Fläche. 

In  Fig.  268  sei  /  die  ge- 
schlossene Fläche,  die  Masse 
hestehe  aus  einzelnen  Massen - 
punkten  A,  A\  A!*  ...  mit  den 
Massen  m,  m',  »i"  .  . .,  von 
denen  einige  innerhalb,  einige 
außerhalb  der  Fläche  liegen 
mögen.  Von  A  als  Scheitel 
ziehe  man  einen  schmalen 
Kegel,  welcher  A  mit  den 
Puokten  einer  kleinen  geschlossenen  Kurve  c  durch  gerade  Linien  ver- 
bindet. Dieser  Kegel  wird  in  ^,  F,  6r,  //  kleine  Flächenstücke  ans 
der  gegebenen  Fläche  herausschneiden,  etwa  die  Flächen  dfx^  dt], 
df^f  dfi,  in  den  Abständen  Tj,  r2,rs,r4  von  J.,  also  mit  den  Feldstärken 
—  km!r^,  —  km/r^  u.  s.  w.  Auf  allen  vier  Schnittflächen  errichte  man 
die  Normalen  ni,  Wj  u.  s.  w.,  nach  außen,  die  mit  r  die  Winkel  O^,  Ö«.. 
bilden.  Dann  sind  die  betreffenden  normalen  Kraftströmungen: 
—  kmdfi  cos  öl       —  kmdfz  cos  Q^ 


Fig.  269. 


—./c^"-'  A 


Das  sind  aber  nach  §  455  die  mit 
—  km  multiplizierten  scheinbaren 
Größen  der  vier  Schnittflächen. 
Diese  scheinbaren  Größen  sind  aber 
wegen  des  gemeinsamen  Kegels  alle 
vier  dieselben,  nur  daß  die  Werte 
für  die  von  der  Außenseite  gesehe- 
nen Flächen  1  und  3  wegen  der 
Stumpfheit  der  Winkel  (ii  und  /ij 
negativ,  die  beiden  anderen  positiv 
zu  nehmen  sind.  Es  heben  sich  also 
immer  je  zwei  Werte  auf;  und  da 
der  Kegel  von  dem  Außenpunkte  A 
aus  die  gegebene  Oberfläche  jedenfalls  eine  gerade  Anzahl  von  Malen 
schneidet,  nämlich  entweder  gar  nicht  oder  zweimal  oder  viermal  u.s.  w., 
80  kommt  null  heraus.  Äußere  Massen  tragen  also  zur  Kraftströmung 
nichts  bei. 
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Anders  ein  Kegel  von  dem  Innenpunkte  A!  aus,  Fig.  269;  er  hat 
steta  zwei  Austrittstellen  mehr  als  Eintrittstellen,  z.  B.  in  der  Figur 
die  drei  Austrittstellen  E^  F,  H  und  nur  die  eine  Eintrittstelle  G\ 
es  bleihen  also,  wenn  sich  auch  6r  und  H  gegeneinander  fortheben, 
noch  E  und  F  übrig.  Zieht  man  nun  alle  Kegel  von  A'  aus,  so  erhält 
man  auf  diese  Weise  die  scheinbare  Größe  einer  geschlossenen  Fl&che 
▼on  einem  inneren  Punkte  aus,  also  nach  §  455  den  Wert  4:r.  Die 
Kraftströmung  erhält  also  von  dem  Innenpunkte  A*  mit  der  Masse  m* 
den  Beitrag  — ^ithrn!.  Dasselbe  gilt  für  alle  Innenpunkte;  ist  also  die 
Gesamtmasse  im  Inneren  Jf,  so  ist  die  Kraftströmung,  d.  h.  das  Ober- 
Bichenintegral  der  Normalkraft  gleich  —  4  nkMy  wie  oben  angegeben* 

Dieser  wichtige  Satz  ist  vonGauß  entdeckt  worden ;  erläßt  außer- 
ordentlich viele  Anwendungen  zu,  und  zwar  in  den  verschiedensten 
(iebieten  der  Physik.  Die  in  §  454  enthaltenen  Formeln  für  die  Feld- 
stärken bezw.  Potentiale  von  Kugeln  oder  Kugelschalen  für  äußere  oder 
innere  Punkte  folgen  aus  ihm  z.  B.  ganz  unmittelbar,  so  daß  die  Ab- 
leitung dem  Leser  überlassen  bleiben  kann. 

459.  Potential  von  Linien  und  Streifen.  Wir  wollen  nun  eine 
Reihe  von  Fällen,  die  von  praktischer  Wichtigkeit  sind,  betrachten  und 

Fig.  270. 
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^               1 

.'^;, 

^  B 

:  a  A''    ,-''  Lä:'''^' 


beginnen  mit  dem  Potential  einer  längs  einer  geraden  Linie  AB 
(Fig.  270)  gleichförmig  verteilten  Masse. 

Von  dem  Punkte  P,  in  dem  das  von  der  Linie  herrührende  Poten- 
tial ermittelt  werden  soll,  fälle  man  ein  Lot  auf  AB^  der  Fußpunkt 
sei  C.  Ferner  werde  das  Streckenelement  FF  der  Linie  mit  ds,  die 
lineare  Dichte,  d.  h.  die  auf  die  Längeneinheit  entfallende  Masse  mit  6t 
also  die  Masse  von  ds  mit  6ds  bezeichnet;  endlich  sei  r  die  Entfernung 
zwischen  P  und  ds. 

Das  Potential  in  P  hat  alsdann,  soweit  es  von  dem  Element  ds 
herrührt,  den  Wert 

r 
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Um  diesen  Ausdruck  in  eine  für  gewisse  Schlüsse  geeignetere  Form  zu 
bringen,  fälle  man  von  E  auf  PF  das  Lot  EG  und  bezeichne  den 
Winkel  CPE  mit  a,  also  den  kleinen  Zuwachs  dieses  Winkels  beim 
Fortschreiten  von  E  nach  F,  d.  h.  den  Winkel  EPF  mit  da;  dann 
ist  rda/ds  =  cosu,  oder  ds/r  =  da/cos  a.  Der  Wert  von  V  hängt 
also  nur  von  den  Werten  von  a  und  da  ab,  er  bleibt  also  ungeändert, 
wenn  die  Wirkung  nicht  von  JE? F,  sondern,  bei  gleicher  linearer  Dichte, 
von  irgend  einem  anderen ,  mit  EF  parallelen ,  von  den  Strahlen  PE 
und  PF  bezw.  von  ihren  Verlängerungen  eingeschlossenen  Linienele- 
mente, z.  B.  von  EfF'  herrührt.  Das  gleiche  gilt  nun  für  sämtliche 
Elemente,  die  Wirkung  bleibt  ungeändert,  wenn  man  AB  durch  Ä'B* 
ersetzt,  und  man  erhält  den  Satz:  Das  Potential  auf  einen  Punkt  P  hat 
denselben  Wert  für  alle  mit  P  in  einer  Ebene  liegenden,  untereinander 
parallelen  und  gleicht  dicht  mit  Masse  belegten  Linien,  deren  Endpunkte 
auf  denselben  beiden,  von  P  ausgehenden  Strahlen  liegen. 

460.    Potential  von  Dreiecksstreifen  auf  dem  Scheitel.    Aus 

dem  Gefundenen  folgt  ohne  weiteres,  daß  die  Potentiale  zweier  paralleler 

Fig.  271. 
Ol  D 


Dreiecksstreifen,  wie  ABB' M  und  A^B^B^ A^  in  Fig.  271,  auf  die 
Spitze  P  des  Dreiecks  mit  ihren  Breiten  proportional,  also  bei  gleichen 
Breiten  gleich  sind.  Hieraus  kann  man  mit  Leichtigkeit  Schlüsse  ziehen 
in  Bezug  auf  das  Potential  homogener  Dreiecke  auf  ihre  Ecken.  Übri- 
gens gelten  die  Resultate  offenbar  auch  dann,  wenn  die  Dichte  längs 
einer  Linie  oder  eines  Streifens  variiert;  sie  muß  es  nur  für  alle  in 
derselben  Weise  tun,  d.  h.  es  darf  6  lediglich  eine  Funktion  des  Win- 
kels a  sein. 


461.    Potential  eines  homogenen  Stabes.      Kehren  wir  jetzt 
zum  Potential  der  gleichförmigen  Linie  AB  zurück,  so  haben  wir: 


=-1^ 
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Nun  ist  aber,  wenn  s  die  variable  Strecke  CE  (Fig.  270)  und  x  die 
senkrechte  Entfernung  PC  des  Punktes  von  der  Linie  ist: 

r  =  \s^  +  a;2; 
folglich  erhalt  man: 

J  Vs«  +  x^ 
Unbestimmt  integriert  gibt  dies: 

log  (s  +  Vs«  +  x^), 
bestimmt  integriert  wird  also : 

}   ==  ]c6  log ^-^^  -==z  =  kö  log   ,   ^  ^    ,    ^  ,     .   .   (7) 

•^  CÄ+  YCÄ^  + PC^  ^±CA  +  PÄ  ^^ 

wo  das  — Zeichen  gilt,  wenn  A  und  B  auf  verschiedenen  Seiten  von  C 
liegen  (Fig.  270  links),  das  -f  Zeichen,  wenn  sie  auf  derselben  Seite 
liegen. 

Hieraus  ergibt  sich  ohne  weiteres  die  Wirkung  einer  homogenen 
rechteckigen  Platte  in  der  Ebene  des  Punktes. 

Führt  man  die  Winkel  CPÄ  =  «j  und  CPB  =  u^  ein,  so  nimmt 
V  die  Form  an 

r=kölog^'^^P^l (8) 

COS  «2(1  +  smOi) 

Gelegentlich  sei  bemerkt,  daß  hieraus  eine  wichtige  Integralformel  folgt; 
da  nämlich,  wie  wir  sahen,  ds/r  =  doc/cosa  ist,  so  hat  man  (wenn  nicht 
cosa  zwischen  cc^  und  «2  i^^H  wird): 

cosa  cos  «2(1  +  sinui) 

Nun  erstrecke  sich  die  Linie  von  C  aus  nach  beiden  Seiten 
(Fig.  270  links),  und  es  sei  CA  =  a,  CB  =  5,  dann  ist: 

F=ifc«%V^fi  +  -^ (10) 

ya-*  +  x^  —  a 

Wenn  a  und  h  groß  sind  im  Vergleich  mit  a;,  so  erhält  man: 

«•  +  25  +  ^ 
F=feö% , (11) 

a  +  --a 
also  entwickelt: 

7=2Ä(J?o<,?->^ (12) 

X 


a 

1. 


526  Elftes  Kapitel. 

462.  Feldstärke  eines  gleichförmigen  Stabes.    In  dem  eben 
betrachteten  Falle  eines  langen,   von  C  aus  nach  beiden  Seiten  sich 

erstreckenden  Stabes  ist  die  Korn- 
^'  "    '  ponente  der  Kraft  in  der  Richtung 

L _^ A     E      F B       von P  nach  C  gleich  —dVcx  oder 

C  Ajjy     /  y^        2kö/x^  sie  iat  also  mit  dem  Ab- 

/    /  /Ss.  y^  stand  PC,  <L  h.  mit  x  umgekehrt 

/  /  /         \.y/^  proportional-       Die  Anziehung  des 

1  /  /         y/\^  Stabes  auf  ein  Einheitsteilchen  in  P 

/ //      y/^  ist  also  dieselbe,  wie  sie  stattfinden 

j I  /   y^  würde,  wenn  in  G  sich  ein  Teilchen 

// /  von  der  Masse    2  6  befände,  und 

y^  wenn  die  Anziehung  mit  der  ersten 

Potenz  der  Entfernung  umgekehrt 
proportional  wäre. 
Die  Anziehung  der  endlichen,  geradlinigen  und  gleichförmigen 
Massenverteilung  AB  (Fig.  272)  auf  ein  Teilchen  in  P  ist  femer  die- 
selbe wie  die  eines  Kreisbogens  CD,  mit  dem  Mittelpunkte  in  P,  Ton 
derselben  Liniendichte  (5,  durch  dieselben  Strahlen  P^  und  P^  be- 
grenzt wie  AB  und  so  gelegen,  daß  er  die  Verlängerung  von  ^i  in 
dem  Fußpunkte  L  des  von  P  gefällten  Lotes  berührt.  Denn  die  An- 
ziehung des  Linienelementes  jEJ^  auf  ein  Einheitsteilchen  in  P  ist 
'k6ds-r'^\  nun  ist  aber 

rda         r^cla 
ds  =  =    —     , 

cos  a  X 

und  folglich:  ,     ,  ,        , 


6xda'\B\,  aber  die  Masse  des  entsprechenden  Kreisbogenelementes  (rif 
und  x  ist  seine  Entfernung  von  P;  die  Anziehungen,  die  EF  und  GH 
ausüben,  sind  also  gleich  groß,  und  dasselbe  gilt  somit  von  den  ganzen 
Linien. 

463.   Kraftlinien  und  Niveauflächen  eines  homogenen  Stabes. 

Unmittelbar  ergibt  sich  jetzt,  daß  die  Feldstärke  in  P  die  Richtung 
der  Linie  von  P  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreisbogens  CD,  also  die 
Richtung  der  den  Winkel  APB  halbierenden  Linie  hat.  Beschreibt 
man  also  eine  Eklipse  in  der  Papierebene  mit  A  und  B  als  Brenn- 
punkten, so  ist  in  jedem  Punkte  dieser  Ellipse  die  Feldstarke  nach 
der  in  ihm  auf  der  Ellipse  errichteten  Normalen  gerichtet  Es  ist 
nicht  schwer  zu  beweisen,  daß  der  geometrische  Ort  von  P  eine  Ellipse 
ißt,  wenn 

LB  +  PB 

LA   +  PA  ^  '''''' 
ist  [vergl.  Gl.  (7)]. 
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Ferner  ist  die  Richtung  der  Feldstärke  in  P,  da  sie  den  Winkel 
ÄPB  halbiert,  diejenige  der  in  P  an  eine  Hyperbel,  die  Ä  und  B  zu 
Brennpunkten  hat,  gelegten  Tangente.  Ein  Teilchen  von  der  Massen- 
einheit  würde  sich  also  unter  der  anziehenden  Wirkung  von  AB  längs 
der  Hyperbel,  die  durch  es  hindurchgeht,  mit  einer  der  Anziehung 
gleichen  Beschleunigung  fortbewegen.  Die  Hyperbel  ist  hiemach  in 
diesem  Falle  eine  Kraftlinie,  d.  h.  eine  Linie,  die  derart  durch  das 
Feld  gezogen  ist,  daß  die  Kraft  oder  die  Feldstärke  in  jedem  ihrer 
Pnnkte  die  Richtung  der  daselbst  an  sie  gelegten  Tangente  hat.  Wir 
werden  solche  Kurven  später  ausfuhrlicher  behandeln. 

Ebenso  ergibt  sich  aus  dem  Gesagten,  daß  die  Flächen  gleichen 
Potentials,  Äquipotentialflächen  oder  Niveauflächen,  d.  h.  die  Orte  von 
Punkten,  für  welche  das  Potential  V  denselben  Wert  hat,  in  unserem 
Falle  um  ^f  als  Axe  mit  AB  als  Brennpunkten  beschriebene  ver- 
längerte Rotationsellipsoide  sind.  Auch  hierauf  wird  später  ausführ- 
lich eingegangen  und  es  wird  dann  auch  gezeigt  werden,  daß  die 
Kraftlinien  auf  den  Niveauflächen  überall  senkrecht  stehen  —  eine  Tat- 
sache, die  sich  im  vorliegenden  Beispiele  darin  zeigt,  daß  die  Feld- 
richtung in  P  den  Winkel  zwischen  den  Linien  AP  und  BP  halbiert. 


464.  Potential  und  Feldstärke  einer  langen  zylindrischen 
Rohre.  Das  in  GL  (12)  enthaltene  Resultat  kann  nun  benutzt  werden, 
um  das  Potential  einer  langen,  geraden,  zylin-  Fig.  273. 

ansehen  Röhre  oder  Schale  von  überall  gleicher, 
anendlich  kleiner  Dicke  und  gleichförmiger 
Flächendichte  zu  bestimmen. 

Wir  betrachten  einen  unendlich  langen 
geraden  Streifen  F  des  Zylinders,  Fig.  273;  sein 
senkrechter  Abstand  von  dem  Punkte  P,  auf  den 
sich  das  Potential  beziehen  soll,  sei  x,  der  Radius 
sei  c  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  Axe 
sei  r,  der  Winkel  zwischen  dem  von  P  nach  J^ 
gezogenen  Strahl  und  dem  Radius  CF  sei  0 
(▼ergL  die  untere  Zeichnung).  Endlich  sei  cdd 
die  Breite,  r  die  Dicke  des  Streifens  und  q  die 
Raumdichte  des  Materials;  die  Masse  des 
^^treifens  für  die  Längeneinheit  ist  alsdann 
ö  =  Qzcdd.  Nach  Gl.  (12)  ist  nun  das  Poten- 
tial des  Streifens,  wenn  angenommen  wird,  daß 
er  sich  nach  den  beiden  Seiten  bis  in  die  beiden  Entfernungen  a,  h 
▼on  F  erstrecke,  gleich 

2kQtcdOhg2  '--• 

Nun  ist  aber 

X«  =  r»  +  ca  —  2rccos0, 
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und  folglich  wird  obiger  Ausdrack 


'h 


2hQXcdeiog2\'  ^^ 


Somit  ist  das  Potential  der  ganzen  Röhre 


V=21CQXC 


2x  1/t 

log(2\'äh)  {de  —  ^  {log  (r«  +  c»  —  2  rem Ö)  dß 


^=hQtc 


4nIog(2  Yah)—  Uogfl  +  '^  ~  2  -cos0\d0—2hgc  l 


de 


(13) 


Das  erste  Integral  ist  4nlog(r/c)  oder  nuU,  je  nachdem  r^c  oder 
r  <C  c.     Hier  handelt  es  sich  um  den  ersteren  Fall,  es  ist  also: 

V  =  kQXc\4:ilog(2)ah)  —  4n1og 4»2opc 

oder  vereinfacht 

V  =  4nkQTclog -  — - (14) 

Das  Potential  ist  hiernach  so  groß,  als  wenn  die  ganze  Masse  des 
Zylinders  in  der  Axe  vereinigt  wäre,  woselbst  sie  alsdann  die  Linien- 
dichte  2XQTC  hätte. 

Für  die  Feldstärke  in  P  erhält  man: 

dV 4nkQxc 

er  ^  r 

Liegt  der  Punkt  P  im  Innern  der  Röhre,  so  tritt  der  zweite  der 
obigen  Fälle,  r<Co,  ein.  Das  erste  Integral  in  (13)  ist  dann  doII 
und  es  wird  , — 

F=4«fcptc%^ ('S) 

Da  dieser  Ausdruck  von  r  unabhängig  ist,  erhält  man  das  Resultat 
daß  das  Potential  in  jedem  Querschnitte  des  Hohlraumes  der  Röhre 
konstant,  die  Kraft  innerhalb  jedes  Querschnittes  also  null  ist. 

465.    Potential    einer  zylindrischen    Röhre   von    endlicher 

Dicke.  Wir  können  nun  zu  einer  Röhre  von  endlicher  Dicke  über- 
gehen und  ihr  Potential  für  einen  äußeren  Punkt  bestimmen;  die  Radien 
sollen  Cj  (innen)  und  C-j  (außen)  sein.  Es  ist  einleuchtend,  daß  man 
diese  Röhre  in  dünne  koaxiale  Schichten  teilen  kann,  von  deren  jeder 
das  obige  Resultat  gilt.  P'ür  die  ganze  Röhre  hat  man  daher  nur 
2  7ir.x  in  Gl.  (U)  durch  2  7t.  '^(Ci  +  C^)(C'2  —  Ci),  d.  h. 


r^  2nk(r^  —  cDqIoo 


?1^ (16) 


Zylindrische  Bohre. 
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Liegt  anderseits  der  Punkt  P  innerhalb  der  Röbrenmasse,  ist  also 
r>-Ci,  aber  r  <^  Cj,  so  muß  man  das  Potential  Vi,  das  Yon  der  Masse 
bis  zum  Radius  r  herrührt,  und  das  Potential  V^  der  übrigen  Masse 
getrennt  betrachten  und  erhält: 

2iah 
r 


Fl  =  2  7tkQ(r^  —  cf)log' 


Fj  =  4n]c(j\ 


cdclog 


2)^  ah 


(17) 
(18) 


also  durch  Ausführung  der  Integration  und  Addition: 

r=  r,+r,  =  2«Ä:p[c/%  ^  -  c»%  -^^" -  +  ^  (c,^  -  r')]-    (19) 

Ist  der  Zylinder  massiv,  also  C|  =  0,  so  tritt  an  Stelle  von  (16) 

2\'äb 


V  =  27ikQc^log 


an  die  Stelle  von  (19): 

V  =  2ycJcQ\i 


c^^logl2^+^{c:j^r^)] 


^2\ah 


466.    Potential  einer  gleichförmigen  Kreislinie. 

tigkeit  ist  auch  das  Potential  einer  homogenen  Kreislinie. 


Fig.  274. 


(20) 


.      .      (21) 

Von  Wich- 
Die  Linien- 


dichte  sei  6,  der  Badius  c,  AB 

die  Schnittlinie  des  Kreises  mit 

derjenigen    auf   seiner  Ebene 

senkrechten    Ebene ,      welche 

durch  F  und   C  geht;  ferner 

ieih  die  senkrechte  Entfernung 

des  Punktes  P  von  der  Ebene 

und  2  <p  der  Winkel  zwischen 

CA  und  dem  Radius  C^  nach 

irgend  einem  Punkte  i5  des  Kreises,  also  2d(p  der  Winkel  i5CF  zwischen 

den  Radien  nach  den  Endpunkten  eines  Elementes  EF  der  Kreislinie; 

endlich  sei  EP  =  r.     Verbindet  man  E  mit  D,  so  hat  man  r^  =  h^ 

+  ED^  oder,  wenn  CD  mit  /  bezeichnet  wird, 

r2  =/2  4-  c2  +  Ä2  —  2cfcos2(p. 
Ferner  ist,  wenn  PA  mit  a,  PB  mit  h  bezeichnet  wird, 

a2=/2  +  c2  +  7*2  —  2cf 

h^=P  +  02  +  ui  _|.  2c/, 
und 
r2  =  (/2  -f  c2  4-  Ä2)(cos2  ^  -f  siii^  (p)  —  2  cf(cos'^  q>  —  sin'^if) 
=  a2  cos^  9  -f-  62  s/n2  y. 

Gray,  Physik.    I.  34 
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7t 


(22) 


Es  ist  za  beachten,  daß  der  Wert  dieses  Integrals  durch  Yertauschang 
von  a  und  h  nicht  yerändert  wird;  denn  wenn  man  g>  durch  ^  -|-  :r  ^ 
ersetzt,  wird  das  Integral 

+  /r/a  n 

C  dilf  _  f  dttf 

—  /r/a  0 

also  das  ursprüngliche  mit  vertauschtem  a  und  b.  Folglich  kann 
man  schreiben: 


F=  2 


=  2 


Ä:<yc 


Ä:(Jc 


d<jp 


1/ cos *^<jP  -H  (")   S/»2qp 


d(p 


l/cö.s^g,  +  (r)  *''"^9 


(23) 


Bodaß  also  das  Integral  als  F(h/a)  oder  auch  als  F(a/h)  aufgefaßt 
werden  kann,  wo  F  eine  bestimmte  Funktion  ist;  im  ersten  Falle  ent- 
hält aber  V  vor  dem  Integral  noch  den  Faktor  1/a,  im  zweiten  den 
Faktor  l/h. 

Nun  beschreibe  man  durch  P  einen  auf  der  Ereisebene  senkrechten 
Kreis,  Fig.  275,  der  die  Linie  AB  in  zwei  Punkten  Gr,  H  schneidet, 

Fig.  276. 
K  ^ -^ 


welche  dieselbe  innerlich  bezw.  äußerlich  im  Verhältnis  a:b  teilen; 
dann  stehen  bekanntlich  auch  die  von  irgend  einem  Punkte  Q  des 
neuen  Kreises  nach  Ä  und  B  gezogenen  Strahlen  im  Yerhältnisse  a :  fc. 
Daraus  folgt,  daß  man  den  Wert  von  F  f ür  P  findet,  wenn  man  das 
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531 


Integral  für  G  oder  H  auswertet;  mit  anderen  Worten:  Das  Problem 
ist  auf  die  Ermittelung  des  Potentials  einer  Kreislinie  auf  Punkte 
ihrer  eigenen  Ebene  zurückgeführt. 

Wir  woUen  für  die  Berechnung  den  Punkt  Q  wählen,  setzen 
EG  =  r,  CG  =  8y  Fig.  276;  letzteres  ist  eine  aus  dem  Radius  c  und 
den  Abständen  a,  h  sich  ergebende,  also  bekannte  Eonstante;  der 
Winkel  £CG  Bei  wieder  2q>.     Dann  ist  das  Potential  F,  in  6r: 


dq) 


ycos^q>  +  (--^— )  sin^q> 


(24) 


Nun  ist  aber,  wenn  Ö  den  Winkel  ÄGE  bezeichnet, 

^F  _       dd      _       de 
r     ~  ~sinEFG~  cos  CFG' 
und  femer: 


sin  CFG 


Folglich  ist: 


sinO 


=  -,  cos  CFG  =     Vc^  —  s^sin^O, 
c  c  ' 


Vg  =  2köc 


^sin^O 


C  dO 

!  I . 

2  köc     , 

j'^c^cos^O  4-  (c2  —  s^)si\ 


(25) 


Stellt  man   jetzt  (24)  und  (25)  zusammen  und  bezeichnet  mit  F  eine 
gewisse  Funktion,  so  hat  man: 


^  C  —  S  \C  —  S/  ^  C  / 


(26) 


dabei  ist  zu  beachten,  daß,  wenn  6  >  a  angenommen  wird, 

c  4-  s ft 

c  —  8        a 
ist. 

Nun  bezeichnen  wir  c  —  s  mit  Oi,  c  -\-  s  mit  &|  und  bilden  eine 
Folge  Ton  Größen  o^,  h^j  03,  2)j,  a^,  b^  in  der  folgenden  Weise: 

a,=>^..    l>,=^.±^,    a,=V^,,    b,=-.^-^'... 

Dann  ist 

j  3 

(bi  —  Ol)  —  (62  —  öa)  =  2  ^1  +  V«i^i  —  2  ^1  -^  ^' 

weil  bi  >  ai  ist;  folglich  ist 

bi  —  ttj  >  ba  —  tta ; 

34* 
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und  da  man  dies  fortsetzen  kann,  erhält  man  die  Folge  von  Ungleichungen 

i^i  —  «1  >  &2  —  »j  >  ^3  —  Os  >  ^4  —  «4  >  -  •  • 
Wie  man  sieht,   nehmen   die  Differenzen  mehr  und  mehr  ab,  und  für 
unendlich  großes  n  wird  hn  ==  ^n*    Nun  lautet  (26),  wenn  man  c  —  s 
und  c  -\-  s  durch  aj  und  b^  ersetzt: 


V,= 


2köc 
«1 


es  ergibt  sich  somit 

eil       KaJ        a.2      \a2/  a„       \a„y 

Damit  wird  das  Integral  ohne  weiteres  ausfuhrbar,  gibt  ^,  und  man 
erhält: 

2vckiSc 


F. 


V9  = 


«n 


{27} 


worin  man  statt  On  im  Nenner  natürlich  auch  hn  schreiben  könnte. 

Der  hier  durchgeführte  Rechnungsprozeß  rührt  von  Gauß  (Werke, 
Band  III,  S.  357)  her;  die  Größe  ün  oder  hn  heißt  nach  ihm  das  arith- 
metisch-geometrische Mittel  aus  den  Größen  a  und  h.  Tatsächlich  ist 
die  Methode  eine  Anwendung  der  bekannten  Landen  sehen  Trans- 
formation, durch  welche  ein  elliptisches  Integral  der  ersten  Art,  bezogen 
auf  einen  gegebenen  Modul,  in  ein  anderes  derselben  Art,  bezoireD 
auf  einen  anderen  Modul  umgewandelt  wird.  Wir  hätten  Vg  direkt 
aus  der  bekannten  Reihe  für  das  vollständige  elliptische  Integral  erster 
Art,  wie  es  in  den  obigen  Formeln  vorkommt,  finden  können;  die 
Ermittelung  durch  successive  Annäherung,  wie  geschehen,  ist  aber 
interessanter. 

467.  Potential  einer  homogenen,  dünnen,  kreisförmigen 
Scheibe  auf  einen  Punkt  der  Axe.  Unter  Axe  ist  die  im  Mittel- 
punkte der  Ereisscheibe  errichtete  Nor- 
male zu  verstehen,  der  Punkt  auf  ibr, 
auf  den  sich  das  Potential  beziehen  soll, 
sei  P,  Fig.  277. 

Der  Radius  der  Scheibe  sei  a,  der 
Radius  eines  schmalen  konzentrischen 
Ringstreifens  x^  also  seine  Breite  dx, 
die  gleichförmige  Flächendichte  Ö,  also 
die  in  dem  Ringstreifen  enthaltene 
Masse  2ycöxdx  und,  wenn  h  der  Ab- 
stand des  Punktes  P  von  der  Scheibe 
ist,  das  Potential  des  Streifens 


Fig. 


Vx  =  27ik(S'—^ 


xdx 


Vä«  +  X« 
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dann  wird  durch  Integration  das  Potential  der  ganzen  Scheibe 


Die    unbestimmte    Integration    liefert    ^h^  +  rc^    und    folglich    die 

bestimmte  

F=  2ää;(j(Vä<  +  a'^  —  h) (28) 

Speziell  wird,  wenn  h  klein  gegen  a  ist: 

V=  2  7tk6a (29) 

also  nicht  unendlich  groß,  sondern  endlich,  auch  wenn  P  in  den  Mittel- 
punkt der  Scheibe  rückt;  und  zwar  so  groß,  als  ob  statt  der  Scheibe 
eine   Halbkugel    um    P    Yorhanden    wäre    mit    der   Flächendichte    ö 

(nämlich   V  =  -•43ro*.Ä0/a j;  oder  auch  so  groß,  als  ob  eine  Masse 

mit  der  Liniendichte  Öa  gleichförmig  auf  der  Randlinie  verbreitet  wäre 

Die  Anziehung  der  Scheibe  auf  ein  Einheitsteilchen  in  einem 
beliebigen  Axenpunkte  P  ist  die  Arbeit ,  welche ,  der  Anziehung  ent- 
gegen, geleistet  wird,  indem  P  um  die  Strecke  öh  entfernt  wird, 
dividiert  durch  diese  Strecke,  d.  h.  es  ist  die  Feldstärke 

^        dV  (  ^        \ 

für  sehr  kleines  h  wird  also 

F=—2Jtk6 (31) 

also  von  dem  Radius  der  Scheibe  ganz  unabhängig.  Es  ist  zu  beachten, 
daß,  wenn  man  zwei  Punkte  betrachtet,  deren  einer  dicht  über,  deren 
anderer  dicht  unter  der  Scheibe  liegt,  beide  mit  dieser  Kraft  nach  der 
Scheibe  hingezogen  werden.  Rechnet  man  also  JP  in  beiden  Fällen  in 
gleichem  Raumsinne,  so  hat  man  für  den  einen  Punkt  —  2nk6,  für 
den  anderen  +  2  7tkiSj  die  Kraft  erfährt  also  beim  Durchgange  des 
Punktes  durch  die  Scheibe  von  unten  nach  oben  einen  Sprung  von 
—  4nkÖ,  Das  Potential  hingegen,  welches  keine  Richtungsgröße  ist, 
bleibt  dabei  stetig. 

Diese  Resultate  sind  von  großer  Bedeutung  und  werden  weiterhin 
vielfache  Anwendung  finden. 

468.  Feldstärke  in  einem  Punkte  der  Axe  einer  Kreisseheibe 
von  endlicher  Dicke.  Hat  die  Scheibe  endliche  Dicke  und  die  gleich- 
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förmige  Raumdichte  p,  so  daß  anter  dm  die  Masse,  unter /die  Flkhe 
einer  Schicht  von  der  Dicke  dh  verstanden, 

m  =  Qfdh  =  6 ./, 

also  ö  =  Qdh  iBt,  so  hat  man  für  die  tod 
dieser  Schicht  herrührende  Feldstärke: 


F=  —  27ckQdh 


(■- 


h 


und  wenn  man  dies  über  alle  Schichten  der 
Scheibe ,  die  von  PA  =  Ä^  bis  PB  =  hf 
reichen  möge  (Fig.  278),  integriert,  so  hat 
man  für  die  ganze  Feldstärke: 


F=  —  2nkQ 


p 


\dh 


(321 


=  -2nkQ[(k,-  Vä|TTO  -  (a.  -  Vä;-  +  «•)] 

Es  lassen  sich  nun  folgende  Spezialfälle  unterscheiden: 

1.  Sind  hl  und  /is  sehr  klein  gegen  a,  was  nur  der  Fall  sein 
kann,  wenn  die  Scheibe  sehr  flach  im  Vergleich  zu  ihrer  Fläche  ist, 
80  ergibt  sich,  wie  zu  erwarten  war, 


F  =  —  2n1cQ{h2  —  hl) 


(33) 


2.  Ist  hl  klein  gegen  ^^2  ^^<^  ^«  ^^^g^  P  also  sehr  nahe  über  der 
Oberseite  der  dicken  Scheibe,  so  ist 


F=  —  2yckQ[h^  4-  a  —  y^i^  +  a«] 


(33a) 


3.  Ist  hl  klein  gegen  h^   und  h^  klein  gegen  a,  so  wird  (durch 
Spezialisierung  entweder  von  Fall  2  oder  von  Fall  3): 


F  =  —  2nkQhi    .    .     .     . 

4.  Ist  h^  groß  gegen  a  und  ist  hy  endlich,  so  ist: 

F=—27ckQ(ihfT^—h)    .    . 

5.  Ist  /12  groß  gegen  a  und  h^  klein  gegen  a,  so  ist: 

jP  =  —  27tkQa 


(34) 


(34«) 


(35) 


6.  Sind  hl  und  ^2  S^^^  gegen  a,  so  muß  man  beide  Wurzeln  in 
(32)  binomisch  entwickeln  und  erhält: 


F=  —  2ytkQ 


2  \hi    ii^j 


(35s) 


Scheibe,  Zylinder,  Linie. 

Einige  dieser  Fälle  sind  in  Fig.  279  und  280  dargestellt 

rig.  280. 


>hi 
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x--^ —                 -^                     ^ 

^-^-^          Ar        ä  _^^^ 

^                ^'              ^Z^ 

P 

^£^ 

,p 


469.  Gleichheit  der  axialen  Feldstärke  für  einen 
langen  Zylinder  nnd  des  Potentials  einer  dünnen 
Scheibe.  Die  Formeln  (34  a)  und  (28)  sind  bis  auf  den 
Ersatz  Ton  0  durch  Q  identisch;  daraus  folgt,  daß  die  durch 
einen  langen  Zylinder  in  einem  Punkte  der  Axe  erzeugte 
Feldstärke  ebenso  groß  ist  wie  das  Potential  der  das  Ende 
des  Zylinders  bildenden  dünnen  Schicht,  falls  diese  die 
Raumdichte  des  Zylinders  zur  Fiächendichte  hat.  Dasselbe 
gilt  von  den  speziellen  Gleichungen  (35)  und  (29).  Der 
Satz  ist  natürlich  auch  ohne  Rechnung  einleuchtend.  Er 
bildet  ein  Beispiel  für  die  häufig  vorhandene  Möglichkeit,  das  Potential 
eines  Gebildes  durch  Differentiation  des  Potentials  eines  anderen  Ge- 
bildes zu  erhalten ;  wir  werden  solche  Fälle  später  näher  kennen  lernen. 

470.  Potential  und  Feldstärke  einer  linearen  Massenver- 
teilung.  Wir  finden  den  in  §  469  aufgestellten  allgemeinen  Satz  gleich 
noch  einmal  wieder  bei  der  Betrachtung  des  Potentials  eines  dünnen 
Stabes  auf  einen  in  seiner  Verlängerung  gelegenen  Punkt.  Die  Linien- 
dichte (Masse  für  die  Längeneinheit)  sei  fi,  dann  ist  das  Potential 
eines  Stabelementes  dx  im  Abstände  x  von  P  gleich  kfiäx/X]  und 
folglich  das  der  ganzen  Linie: 

hl 


K 


(36) 


wo  hl  und  h^  die  Abstände  des  Punktes  vom  nahen  und  entfernten 
Ende  der  Linie  sind.  Für  ^i  =  0,  d.  h.  wenn  sich  der  Punkt  der 
Linie  unendlich  nähert,  wird  V  logarithmisch  unendlich. 

Wenn  ein  Einheitsteilchen  in  P  um  dhi  von  dem  Stabe  entfernt 
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wird,  18t  die  Arbeit  —  Fdhi,  und  um  den  gleichen  Betrag  dV  wird 
sich  dabei  V  herabmindern.     Nun  ist  aber,  da  dh2  =  dh^  ist: 


-äV=k,äH.Q^-l} 


Die  Größe  rechter  Hand  ist  positiv  und  stellt  den  Cberechuß  des 
Potentials  der  Masse  k(idhi  ün  Punkte  P  am  Stabende  A  über  das 
Potential  derselben  Masse  im  anderen  Ende  B  dar.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Arbeit  bei  der  Bewegung  des  Teilchens  um  dhi  von  Ä  aus, 
oder  die  Arbeit  bei  der  Bewegung  des  Stabes  von  dem  Teilchen  fort 
um  dhi  ist  gleich  der  Arbeit  bei  der  Bewegung  der  Masse  ^dhi  durch 
die  ganze  Strecke  AB. 

Für  die  Feldstärke  in  P  ergibt  sich 

d.  h.  die  Feldstärke  in  P  ist  gleich  der  Differenz  der  Potentiale,  die 
durch  zwei  Massenteilchen  fi  an  den  beiden  Stabenden  in  P  herror- 
gerufen  werden.  . 

Ist  Äj  =  X ,  so  wird  die  Arbeit  bei  der  Vergrößerung  von  Ai  um 
dhi  gleich  k^dhi  hi,  also  die  Feldstärke,  herrührend  von  einer 
unendlich  langen  gleichförmigen  Linienmasse 

F='-k^ (38) 

K 

d.  h.  gleich  dem  Potential  der  im  eDdlichen  Ende  A  sitzenden  Msi^se  u. 
Rückt  der  Punkt  dicht  an  die  Linie  heran,  so  wird  die  Feldstärke 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung. 

Einige  der  hier  gegebenen  Formeln  sind  vielfach  im  Gebrauch. 
z.  B.  in  der  mathematischen  Theorie  der  Kapillarität. 

471.    Gaußscher  Satz  vom  mittleren  Kugelfllicheiipotential. 

Wir  wollen  nun  einen  sehr  wichtigen  Satz  beweisen,  den  manGauß 
p.     ^  verdankt,  und  von  dem  wir  im  folgenden 

zahlreiche  Anwendungen  machen  werden. 
Man  kann  ihn  folgendermaßen  aus- 
sprechen : 

Der  Mittelwert  der  Potentialwerte  in 

allen  Punkten  einer  Kugelfläche  ist,  falls 

dm^/..-'    c     \  /die  wirkenden  Massen  lediglich  außerhalb 

^  ^        der  Kugel  liegen,  gleich  dem  Werte  de« 

Potentials  im  Mittelpunkte  der  Kugel. 

Es  sei  (P'ig.  281)  ds  ein  Flächenelement,  r  sein  Abstand  von  einem 

der  wirkenden  Massenpunkte  P  mit  der  Masse  dm  und  E  der  Kugel- 

radius;  dann  erzeugt  P  in  ds  das  Potential  kdm/r,  und  der  Mittelwert 

dieser  Größe  für  alle  Flächenelemente  der  Kugel  wird 


h 


l(lm\  — 
J,*-    _ 
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kami  — 
Jjl. 

Anderseits  ist  aber  offenbar  kds/r  das  Potential  von  Materie,  die  über 
(Is  mit  der  Fläch endicbte  1  verbreitet  ist,  auf  P;  und  wenn  man  dies 
aber  die  ganze  Kugel  summiert,  erhält  man,  wie  wir  wissen,  das 
Potential,  welches  in  P  stattfände,  wenn  die  ganze  Flächenmasse  im 
Mittelpunkte  der  Kugel  konzentriert  wäre,  also  die  Größe  ^inkR^/c, 
wo  c  die  Entfernung  zwischen  Kugelmittelpunkt  und  Pist;  d.  h.  es  ist 

Cds  _  4jtkB^ 
J  r    ~"         ~c 
oder  anders  geschrieben  und  mit  dm  multipliziert: 

kdm 

womit  der  Gaußsche  Satz  ausgesprochen  ist,  zunächst  allerdings  nur 
für  das  wirkende  Masssenteilchen  dm^  nach  dem  Prinzip  der  Super- 
position  aber  für  die  Gesamtheit  der  äußeren  Massen. 

472.    Allgemeinerer  Satz  vom  Potential  auf  Kugelflächen. 

Der  eben  bewiesene  Satz  ist  ein  Spezialfall  eines  allgemeineren  Theo- 
rems ,  das  ebenfalls  von  G  a  u  ß  herrührt.  £s  soll  jetzt  eine  beliebige 
Kugel  im  Felde  betrachtet  werden,  so  daß  die  wirkenden  Massen  teils 
außerhalb,  teils  innerhalb  derselben  liegen.  Das  von  dm  in  ds  erzeugte 
Potential  ist  kdmjr\  das  Produkt  hiervon  mit  ds,  also  kdadm/r, 
kann  anderseits  auch  aufgefaßt  werden  als  Produkt  von  dm  in  das 
Potential  kds/r,  welches  von  einer  Masse  von  der  Einheitsdichte  auf 
ds  am  Orte  von  dm  erzeugt  wird. 

Nun  können  wir  die  Summe  dieser  Produkte  für  die  ganze  Kugel 
und  die  ganze  Massen  Verteilung  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  ge- 
winnen, nämlich  erstens  indem  wir  kfd m fr  bilden  und  alsdann  die 
Summe  der  Produkte  hiervon  mit  allen  Kugelflächenelementen  nehmen, 
oder  zweitens  indem  wir  zuerst  kjds/r  bilden  und  dann  die  Summe 
der  Produkte  hiervon  mit  allen  wirkenden  Massenteilchen  nehmen;  dort 
erhalten  wir  kfdsjdm/r,  hier  kfdmfdsjr,  also  beide  Male  offenbar 
dasselbe.  Wir  wollen  zunächst  fds/r  berechnen.  Für  alle  Punkte 
außerhalb  der  Kugel  ist  k/ds/r  =  ^nkR^/c,  für  innere  Punkte  ist  es 
gleich  ^nkR^lR,  also  ^nkR,  was  nach  dem  früheren  ohne  weiteres 
einleuchtet.  Teilt  man  also  die  ganze  wirksame  Materie  in  zwei  Teile, 
eine  äußere  und  eine  innere,  nennt  ein  Element  der  äußeren  dm^^  die 
gesamte  innere  Mi  und  bezeichnet  das  Potential  der  gesamten  ^Nlasse 
auf  ds  mit  F,  so  erhält  man 

!-^  +  4.nkRMi   ....     (39) 
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Für  Mi  =  0  erhalt  man 

also  wieder  den  Gauß sehen  Speziaisatz.  Es  sei  bemerkt,  daß  dieser 
Fall  auf  zweierlei  Weise  eintreten  kann:  erstens  —  und  das  ist  bei 
gravitierender  Materie  der  einzig  mögliche  FaU  — ,  wenn  Oberhaupt 
keine  Massen  im  Kugelinnem  vorhanden  sind,  und  zweitens,  wenn  im 
Innern  ebensoviel  positive  wie  negative  Masse  enthalten  ist;  dieser 
Fall  ist  wichtig  in  der  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetismas, 
und  es  wird  später  davon  mehr  die  Rede  sein. 

Ist  anderseits  dtite  =  0,  also  keine  äußere  Masse  vorhanden,  so 
erhält  man: 

fVds  =  ^TtkRMi 
oder 


l\väs  = 


4nJcMi (41) 


Hierin  ist  der  Satz  enthalten,  daß  das  über  die  Kugel  genommene 
Oberflächenintegral  des  Potentials,  dividiert  durch  den  Radios,  gleich 
dem  Oberflächenintegral  der  nach  der  inneren  Normale  wirkenden 
Kraft  ist. 

473.    Folgerungen  aus  dem  Gau  £  sehen  Theorem.    Zanäcbst 
folgt  aus  dem  Mittelwertsatze,  Gl.  (40),  daß  das  von  einer  Verteilung 
Fitr,  282  gravitierender  Materie  herrührende  Potential  in 

keinem  von  wirksamen  Massen  freien  Punkte 
des  Feldes  ein  Maximum  oder  Minimum  haben 
kann ;  denn  wenn  solch  ein  Punkt  existierte,  so 
könnte  man  um  ihn  als  Mittelpunkt  eine  Kngel 
beschreiben ,  die  so  klein  wäre ,  daß  das  Poten- 
tial in  jedem  Punkte  ihrer  Oberfläche  im  Falle 
des  Maximums  kleiner,  im  Falle  des  Minimams 
größer  wäre  als  das  Potential  im  Mittelpunkte; 
damit  würde  dann  aber  auch  das  Mittel  aller 
Oberflächenwerte  dort  kleiner ,  hier  großer  sein 
als  der  Zentrumswert,  was  dem  Ganßschen 
Satze  widersprechen  würde. 
Eine  andere  wichtige  Folgerung  aus  dem  Gauß sehen  Theorem 
ist  diese:  Wenn  das  Potential  in  einer  Gegend  des  Feldes  konstante 
Werte  hat,  dann  muß  es  denselben  Wert  auch  in  jedem  Punkte  des 
Feldes  haben,  den  man  von  jener  Gegend  aus  erreichen  kann,  ohne  den 
"Weg  durch  wirksame  Masse  nehmen  zu  müssen.  Denn  es  sei  a  ein 
Punkt  hart  innerhalb  der  Grenze  S  des  Gebietes,  durch  welchen  der 
Weg  führt  (Fig.  282);  man  kann  dann  um  a  eine  Kugel  schlagen,  die 
80  klein  ist,  daß  sie  keine  wirksame  Masse  einschließt.     Diese  Kugel 
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wird  annähernd  zur  Hälfte  innerhalb,  zur  Hälfte  außerhalb  des  Gebietes 
liegen.  Das  Potential  im  Mittelpunkte  ist  das  konstante  Potential  der 
Gegend,  dasselbe  gilt  von  den  innerhalb  der  Gegend  liegenden  Kugel- 
teilen. Wäre  nun  das  Potential  der  äußeren  Teile  ein  anderes,  so 
müßte  es,  da  man  die  Kugel  beliebig  klein  machen  kann,  in  allen  diesen 
äußeren  Teilen  entweder  größer  oder  kleiner  sein,  und  dies  würde  auch 
das  Mittel  aller  Oberflächenwerte  größer  oder  kleiner  als  den  Zentrums- 
wert machen,  wodurch  wiederum  der  Gaußsche  Satz  verletzt  wäre. 
Die  kleine  Kugel  gehört  also  noch  Tollständig  mit  zu  unserem  Gebiete 
konstanten  Potentials.  Auf  diese  Weise  kann  man,  indem  man  Kugel 
auf  Kugel  hinzufügt,  den  in  Rede  stehenden  Satz  erhärten. 

474.  Indirekte  Konsequenzen  des  Gaufischen  Satzes.  Etwas 
weniger  direkt  läßt  sich  folgender  Schluß  ziehen:  Das  von  äußeren 
Massen  herrührende  Potential  in  irgend  einem  Punkte  innerhalb  einer 
geschlossenen  Fläche  kann  nicht  größer  als  das  Maximum  und  nicht 
kleiner  als  das  Minimum  der  Potentiale  in  den  Oberflächen  sein. 

Der  wichtigste  Spezialfall  ist  der,  wo  das  Potential  auf  der  ganzen 
Oberfläche  konstant  ist :  es  muß  dann  auch  im  ganzen  Innern  denselben 
konstanten  Wert  haben. 

Ein  weiterer  Satz  setzt  dem  Potential  im  Räume  außerhalb  einer 
geschlossenen  Fläche  Grenzen,  wenn  es  von  inneren  Massen  herrührt, 
deren  Summe  null  ist.  Sind  überhaupt  keine  wirksamen  Massen  vor- 
handen, so  ist  das  Potential  natürlich  in  jedem  Punkte  null;  wir  wollen 
aber  den  Fall  betrachten,  daß  von  der  Fläche  ebensoviel  positive  wie 
negative  Materie  eingeschlossen  wird.  Dann  wird  das  Potential,  da 
sein  Oberflächenintegral  über  eine  die  Massen  einschließende  Kugel 
nach  61.  (39)  null  ist,  in  einigen  Punkten  des  inneren  Raumes  positiv,  , 
in  anderen  negativ  sein.  Schlägt  man  nun  nach  und  nach  immer 
größere  konzentrische  Kugeln,  so  ist  klar,  daß  sowohl  die  positiven  wie 
die  negativen  Oberflächenwerte  ihrem  numerischen  Werte  nach  immer 
kleiner  werden.  Man  gelangt  so  zu  dem  Schlüsse,  daß  die  extremen 
Oberflächen  werte  des  Potentials  äußerste  Grenzen  für  die  Werte  sind, 
die  es  im  äußeren  Räume  annehmen  kann.  Auch  dieser  Satz  gewinnt 
nicht  selten  eine  wichtige  Bedeutung. 

475.  Berechnung  der  Feldstärke  aus  dem  Potential.    Das 

Potential  in  einem  Punkte  P  mit  den  Koordinaten  x^  i/,  e^  infolge  der 
Wirkung  von  Teilchen,  deren  Koordinaten  a^h,  c  sind,  ist  durch  die 
Gleichungen 

r 
r2  =  (X  —  a)'^  +  (!/  —  h)^  -f-  (^^  —  r)«   .    .     .    (41  a) 
bestimmt. 
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Nun  ist 

Cr 

r 

—  a       dr y —  h 

er        z  —  c 
cz            r 

CX~ 

r     '     ey~      r     ' 

und  folglich 

.    1 

'7              irr 

= 

,    1 

c  — 
X  —  n         r 

y  —  b        r  _ 
r3     '    cz  ~ 

z  —  c 

dx              r*  ex 

r^    '    dy   ~ 

r- 

Für  die  Komponenten  der  Feldstärke  in  P,  also  für  die  Großen 

Y  — ^      V— £1      7  —  ^ 

dx'       ~  dy'   ^~  bz 

(gemäß  der  Definition  in  §  453)  erhält  man  daher 

X  —  a 


X  =^  —  l'2:m 
r=  —  krm 
Z  ^  —  h2:m 


r  • 

x-b 

,.3 

z  —  c 


(42) 


476.    Laplacesche  Gleichung  für  das  Potential.    Nun  sei  P 

ein  Punkt  außerhalb  der  wirksamen  Massen.     Wir  differenzieren  noch 
einmal  nach  x,  y,  z^  beachten ,  daß 


^V    r«    ;         1         ^               r-o      3 

r-  — 

3  ix 

-aV- 

ist,  und  erhalten 

?X        e^V                          r^-^(x 
—  ^^  - — -=  —  A;2;m 

e  X         cx^                                   r' 

-  «)•-  ^ 

e  y         ey^                                    r^ 

-^1' 

.    •    (43) 

eZ        r2F                         r2— 3(^ 
—  =  ■  =  —  fc  2^  m    -     — V- 

e  z         e  z'^                                   r^ 

-cy 

Addiert  man  diese  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf  61.  (41  a),  so 
findet  man,  daß  die  rechte  Seite  verschwindet.     Es  ist  also: 


eX       ^Y       ^Z       ^ 
ex        e  y        dz 


oder  in   V  geschrieben 


cx''        dy^'^  d  z^~ 


(44) 


(45) 


Diese  Gleichung,  die  zu  den  berühmtesten   und  wichtigsten  der 
Physik  gehört,  heißt  die  Laplacesche  Gleichung.     Sie  wird  gewöhn- 
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lieh,  indem  für  die  Summe  der  zweiten  Di£Eerentialquotienten  einer 
Größe  nach  den  Koordinatenaxen  das  Zeichen  /j\  benutzt  wird,  in 
der  Form 

^V=0 (45a) 

geschrieben.  Bei  allen  Potentialproblemen  handelt  es  sieb  darum, 
Lösungen  dieser  Gleichung  zu  finden,  die  außerdem  gewissen  Grenz- 
bedingungen  für  den  Rand  des  Feldes  genügen. 

Es  sei  daran  erinnert,  daß  wir  die  Laplacesche  Gleichung,  wenn 
auch  nicht  unter  diesem  Namen,  schon  einmal  erhalten  haben,  nämlich 
aU  Kontinuitätsgleichung  einer  inkompressiblen ,  nicht  wirbelnden 
Flüssigkeit  (§  356),  wo  sie  von  dem  Geschwindigkeitspotential  erfüllt 
wird.  Es  ergibt  sich  daraus  eine  gewisse  formale  Verwandtschaft  der 
beiden  Klassen  Yon  Problemen. 

477.    Poissonsche  Gleichung.      Die  Laplacesche  Gleichung 
ist  nur  ein  spezieller  Fall  einer  allgemeineren  Gleichung,  welche  als 
Poissonsche  Gleichung  bezeichnet   wird    und 
auch   für  Orte   gilt,   in  denen   sich  wirksame  ^^'        * 

Masse  befindet. 

Es  sei  Q  die  Raumdichte  der  Materie  in  P, 
9  4"  Äp  dieselbe  im  Abstände  Ös  von  P;  wenn 
alsdann,  so  klein  und  in  welcher  Richtung  ds 
auch  genommen  werden  möge,  das  Verhältnis 
Sq  ÖS  endlich  bleibt,  so  sagt  man,  die  Dichte 
ändere  sich  um  P  herum  stetig.  Dies  ist  im 
folgenden  vorausgesetzt. 

Man  nehme  nun  einen  Punkt  P'  sehr  nahe  bei  P  und  schlage  um 
ihn  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  mit  PP'  =  r  als  Radius,  so  daß  P 
auf  ihrer  Oberfläche  liegt  und  von  der  in  ihr  enthaltenen  Masse  die 

Einwirkung  -7—  kQr^/r^  =  -r-  kgr  erfährt;   die  Anziehungskompo- 

nente  in  der  x-Richtung  ist  daher,  wenn  die  Koordinaten  von  P  mit 

X  —  J,|^  —  Vi  ^  —  S»  die  von  P  aber  mit  x,  y,  z  bezeichnet  werden 

4ä 
und  Anziehung  wieder  negativ  gerechnet  wird,  gleich —  kQr.^/r 

ö 

4k7C 

= kQi\  und  da  für  die  anderen  Komponenten  Entsprechendes 

o 

gilt,  hat  man : 

Nimmt  man  statt  P  einen  um  d|,  dri,  d^  mehr  nach  außen 
gelegenen  Punkt,  so  hat  man  als  Unterschiede  gegen  vorhin: 

rfX=-^Ä9rf|,    dY='-'^kQdri,    dZ=-^kQdt. 
o  0  o 


I 


542  Elftes  Kapitel. 

Identifiziert  man  jetzt  d|,  drj,  d^  mit  dx^  dy^  de,  so  erhält 
man: 

^^         ^«'         ^^  (46) 

oder,  in  V  aasgedrückt : 

A  F=  —  4^r^-9 

In  Worten  besagt  die  Poissonsche  Gleichung:  Die  Summe  der 
zweiten  Differentialqnotienten  des  Potentials  nach  den  Koordinaten* 
axen  ist  gleich  dem  ( — 4  TT  A;)  fachen  der  Massendichte  an  der  be- 
treffenden Stelle,  also  gleich  null  im  freien  Räume  (Laplacescber 
Spezialfall). 

Der  Leser  vergleiche  diesen  Satz  mit  dem  in  §  456  aufgestellten, 
welcher  Ton  dem  Oberfiächenintegral  der  Normalkraft  handelt  nnd  es 
gleich  dem  4  ;rA;  fachen  der  eingeschlossenen  Masse  (hier  Dichte)  setzt; 
integriert  man  also  die  Poissonsche  Gleichung  über  den  ganzen  von 
jener  Oberfläche  begrenzten  Kaum,  so  erhält  man 

ÖF 

^ds  =  f  /\V.dz (46a) 

cn 

wo  dx  ein  Element  des  Raumes  ist.  Diese  Gleichung  hätte  man  auch 
rein  analytisch -geometrisch  ableiten  können.  Die  Laplacesche  bzw. 
die  Poissonsche  Gleichung  ist  also  mit  den  Gleichungen 

'(4t)  b) 
(46  c, 

völlig  äquivalent. 

Eine  sehr  anschauliche  Deutung  der  Größe  A  V  sowie  der  beiden 
für  sie  geltenden  Gleichungen  A  F  =  0  bzw.  ^  F=  —  43r-fcp  bat 
Mach  gegeben.  Es  ist  nämlich  A  F,  wie  aus  seiner  Zusammensetzun^r 
aus  zweiten  DiSerentialquotienten  unmittelbar  folgt,  die  Abweichung 
des  Wertes,  den  F  in  dem  betreffenden  Punkte  hat,  von  dem  Mittel- 
werte aller  Werte,  die  es  in  der  Umgebung  des  Punktes  hat.  Es 
ist  das  derselbe  Gedanke,  der  in  dem  schon  oben  §  355  eingeführten 
Begriff  „Divergenz"  zum  Ausdruck  gelangt.  Die  Laplacesche  Gleichung 
sagt  also  aus,  daß  im  freien  Räume  diese  Abweichung  null,  das  Poten- 
tial also  in  jedem  Punkte  gleich  dem  Mittel  aller  Werte  in  der  Um- 
gebung ist,  d.  h.  sie  ist  ein  anderer  Ausdruck  des  Gaußschen  Mittel- 
wertsatzes; im  masseerfüllten  Räume  weicht  dagegen  der  Wert  in  einem 
Punkte  vom  Mittelwerte  der  Umgebung  ab,  und  dies  drückt  die 
Poissonsche  Gleichung  aus. 

Man  kann  sogar  hierauf  eine  Definition  der  Dichte  gründen  gem&ß 
der  Formel 

,  =  __i.AF=--Lf^+»I+M)     ..(46d) 


f  aF    ,  ^     ^  (^y    :,  .        .    .r  f 

;r—  aS  =  0    bzw.    I  -—  ÖS  =  —  47t k Mi      .      .    < 

}  dn  Jon  { 
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eine  Definition,  die  z.  6.  für  die  elektrische  Dichte  von  Wichtigkeit 
geworden  ist. 

478.  Äquipotentialflächen.  Gleichgewichtspunkte.  Zeichnung 
YOn  Kraftfeldern.  Eine  in  einem  Gravitationsfelde  gezogene  Fläche, 
in  deren  sämtlichen  Punkten  das  Potential  denselben  Wert  hat,  heißt 
Äquipotentialfläche  oder  Niveaufläche.  Da  das  Potential  in  jedem 
Punkte  des  Feldes  nur  einen  Wert  hat,  können  sich  zwei  verschiedene 
NiYeanflächen  nicht  schneiden.  Indessen  kann  es  vorkommen,  daß  eine 
Niveaufläche  sich  selbst  schneidet,  auch  kann  sie  aus  zwei  getrennten 
Teilen  bestehen.  So  zeigt  z.  B.  Fig.  284  im  Durchschnitt  durch  die 
Papierebene  die  Niveauflächen,  welche  von  zwei  in  den  Punkten  A  und 
B  konzentrierten  gleichen  Massen  herrühren.      Die  inneren  Niveau- 


Fig.  284. 


linien  (Schnitte  der 
Niveauflächen  mit  dem 
Papier)  sind  zweitei- 
lig, dann  kommt  eine 
in  Form  einer  liegen- 
den Acht,  die  äußeren 
sind  dann  zusammen- 
hängend. 

Der  Doppelpunkt  P 
der  achtförmigen  Linie 
ist  nun  ein  solcher 
Punkt,  in  welchem  sich 
eine  Niveaufläche  selbst 
schneidet.  Er  heißt 
Gleichgewichtspunkt,  weil  in  ihm  die  Kraft  null  ist.  Man  sieht  dies 
schon  deshalb  ein,  weil  hier  die  beiden  wirkenden  Massen  gleich  stark 
nach  links  und  rechts  und  gar  nicht  nach  oben  und  unten  wirken;  es 
folgt  aber  auch  daraus,  daß  in  den  Nachbarpunkten  a  und  h  die  Kraft 
nach  der  Außenseite  der  betreffenden  geschlossenen  Fläche,  also  in  h 
entgegengesetzt  wie  in  a  gerichtet  ist,  in  P  also  ihr  Zeichen  wechseln 
und  somit  null  sein  muß.  Solche  Punkte  treten  auf,  wo  zwei  Niveau- 
flachen,  deren  jede  von  einer  anderen  Massen  Verteilung  herrtlhrt,  sich 
berühren  und  die  Gefälle  dV j'dn  für  beide  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.  Unter  Umständen  kann  es  sogar  ganze  Gleichgewichts- 
linien geben,  wie  bei  zwei  unendlich  langen,  geraden  und  parallelen 
homogenen  Stäben,  deren  Niveauflächen  (einzeln  genommen)  Kreis- 
zylinder sind,  und  von  denen  zwei  sich  der  ganzen  Länge  nach  be- 
rühren. Eine  eingehende  Diskussion  der  Gleichgewichtspunkte  in 
elektrischen  Feldern  hat  Maxwell  in  »einem  großen  Lehrbuche  der 
Elektrizität  und  des  Magnetismus,  Bd.  I,  Kap.  G  gegeben;  auf  den  bei- 
gefügten Tafeln  sind  einige  Fälle  veranschaulicht. 

Die  Niveauflächen  schließen  sich  natürlich,  da  der  Wert  des  Poten- 
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tials  sich  stetig  ändert,  unmittelbar  aneinander,  and  es  ist  deshalb 
beim  Zeichnen  eines  Feldes  notwendig,  eine  gewisse  Auswahl  zu  treffen ; 
man  tut  dies  zweckmäßig  in  der  Weise,  daß  das  Potential  aof  zwei 
benachbarten  Flächen  immer  um  gleichviel  verschieden  ist.  So  sind 
z.  B.  in  Fig.  285  die  Niveauflächen  um  eine  homogene  Massenkugel 
herum  dargestellt,  und  zwar  für  F=  n,  V=  n  —  1,  V=  n  —  2  u.  s. w.: 
da  in  diesem  Falle  V  =  m/r  ist,  wo  r  den  Abstand  vom  Zentram 
bedeutet,  so  verhalten  sich  die  Radien  der  Niveaukugelflächen  wie 
1/n  :  l/(n —  1)  :  l/(n  —  2)  u. s.w.,  die  Kugeln  rücken  also  nach  aüßeo 
hin  immer  weiter  auseinander. 

Die  Verschiedenheit  in  dem  Abstände  benachbarter  NiTeanflächen 
veranschaulicht  dabei  unmittelbar  die  Verschiedenheit  der  Feldstärke 
an  den  entsprechenden  Stellen  des  Feldes.     Denn  wo  jener  Abstand 
Y\„  285.  klein  ist,  ändert  sich  das  Potential 

schon  auf  einer  kleinen  Strecke  um 
einen  bestimmten  Wert,  um  den  es 
sich  an  einer  Stelle,  wo  der  Abstand 
groß  ist,  erst  auf  dieser  großen 
Strecke  ändert;  die  Zunahme  auf  der 
Streckeneinheit  ist  also  dort  groß, 
hier  klein;  dies  ist  aber  die  Feld- 
stärke. Genauer  gesagt :  Die  Diffe- 
renz der  T'- Werte  zwischen  zwei 
Nachbarflächen  ist  nach  unserer 
t'bereinkunft  überall  dieselbe,  etwa 
d  T*,  oder  wie  man  auch  sagen  kann. 
wenn  ön  der  Abstand  der  Niveau- 
flächen ist,  gleich  dV/dn,ön;  der  erste  Faktor  öF/dn  dieses  Pro- 
duktes ist  aber  die  Feldstärke  F.     Man  hat  also  die  Beziehung 

F  ,  ön=  consf., 

es  ist  also  die  Feldstärke  mit  dem  Abstände  der  Niveauflächen  nm- 
gekehrt  proportional ;  und  zwar  gilt  dies  sowohl ,  wenn  man  in  der  die 
Niveauflächen  durchschneidenden  Richtung,  als  auch,  wenn  man  in 
dem  Räume  zwischen  zwei  Niveauflächen  fortgeht;  in  dem  Falle  der 
Fig.  285  nimmt  also  in  radialer  Richtung  die  Feldstärke  ab,  in  den 
Ringen  aber  ist  sie  konstant. 

Kurz  gesagt:  In  dem  Maße,  wie  die  Niveauflächen  dichter  bei- 
einander oder  weiter  auseinander  liegen,  ist  die  Feldstärke  größer  oder 
kleiner.  In  Fig.  286  ist  sie  z.  B.  bei  a  am  größten,  bei  h  kleiner,  bei  c 
noch  kleiner,  bei  d  am  kleinsten. 


479«  Kraftlinien«  Wie  wir  bereits  wissen,  ist  die  Komponente 
der  Feldstärke  in  irgend  einer  Richtung  gleich  dem  Zuwachsgrade  des 
Potentials    in    dieser  Richtung.     Da    nun   in    einer  Niveaufläche  das 
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Potential  konstant  ist ,  gibt  es  keine  in  sie  fallende  Eraf tkomponente, 
die  resnltierende  Kraft  steht  somit  senkrecht  auf  ihr.  Zeichnen  wir 
also  in  dem  Kraftfelde  außer  dem  System  der  Niyeauflächen  auch  das 
SjBtem  der  sie  überall  senkrecht  schneidenden  Linien,  so  erhalten  wir 


Fig.  286. 


Fig.  287. 


das  System  der  sogenannten  Kraftlinien.     Wenn  ein  freies  Teilchen 
Ton  der  Masse  1  sich  lediglich  unter  der  Wirkung  einer  anziehenden 
Massenyerteilnng  bewegt,  so  bewegt  es  sich  in  einer  Kraftlinie,  und 
zwar  mit  einer  der  Feld- 
starke  gleichen  Beschleu-  ^^^'  ^®®' 
nigung. 

Die  Kraftlinien  lassen 
sich  mit  den  früher  be- 
handelten Stromlinien  in 
Parallele  stellen  und  ver- 
balten  sich  zu  den 
Flächen  gleichen  Poten- 
tials wie  die  Stromlinien 
zu  den  Fl&chen  gleichen 
Geschwindigkeitspoten- 
tials.  Man  kann  sich 
Äuf  Grund  dieses  Ver- 
gleichs die  Kraft  als 
etwas  Strömendes  vor- 
stellen und  in  diesem 
Sinne  zun&chst  ganz  all- 
gemein von  Kraftströ- 
mung  sprechen. 

Beim  Zeichnen  einer  Kraftlinie  kann  man  irgendwo  beginnen, 
senkrecht  zu  den  Niveaufl&chen  fortschreiten  und  dies  nach  beiden 
Seiten  entweder  bis  in  die  Unendlichkeit  oder  bis  zu  einer  Stelle  fort- 

Gr»y,  PhjBlk.    I.  85 
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•etzen,  wo  die  Linie  mit  anderen  Kraftlinien  zusammensi&fit;  sdche 
Ponkte  werden  Kraftpole  oder,  um  obiges  Bild  fortznffiliren,  Quellen 
oder  Senken  von  Kraft  (wie  frfllier  Quellen  nnd  Senken  von  Flüssig' 
keit)  sein ;  eine  Kraftquelle  wird  dabei  durch  positiYe,  eine  Senke  durch 
negative  Materie  dargestellt. 

In  Fig.  287  (a.  y.  S.)  sind,  in  YeryoUständigong  der  Fig.  285,  die 
Kraftlinien  einer  Homogenen  Kugel,  in  Fig.  284  (gestrichelte  Linien) 
diejenigen  zweier  gleicher  Massenpunkte  dargestellt;  Fig.  288  be- 
zieht  sich  auf  eine  homogene  Massenlinie,  wie  sie  durch  die  starke 
Linie  in  der  Mitte  dargestellt  ist.  Wie  gezeigt  wurde,  halbiert  die 
Kraftlinie  in  jedem  Punkte  den  Winkel  zwischen  den  von  ihm  nach 
den  Stabenden  gezogenen  Linien,  die  Niyeaukuryen  sind  daher  kon- 
fokale Ellipsen,  die  Kraftlinien  konfokale  Hyperbeln  mit  den  Stabenden 
als  Brennpunkten;  die  Niyeauflächen  selbst,  yon  denen  die  Niyeao- 
kuryen  die  Schnitte  mit  der  Papierebene  sind,  sind  daher  konfokale 
Rotationsellipsoide  mit  der  Polaraxe  in  der  Stabrichtung. 

480.  Graphische  Konstruktion  von  Niveaiikuiiyen.  Eine  sehr 
einfache  Methode,  um  Niyeaukuryen   zu  zeichnen,  wenn  zwei  Kraft- 

Fig.  289. 


quellen  (oder  eine  Quelle  und  eine  Senke)  yorhanden  ist,  bestebt  in  der 
Superposition  der  yon  den  beiden  Zentren  einzeln  herrührenden  Niyean- 
linien;  sie  ist  durch  Maxwell,  wenn  nicht  erfunden,  so  doch  saeret 
in  weiteren  Kreisen  bekannt  geworden.  In  der  Fig.  289  ist  diese 
Methode  an  dem  im  Ergebnis  schon  durch  Fig.  284  repräsentierten 
Beispiele  zweier  gleich  starker  Quellen  yeran  schaulicht;  die  jeder  Quelle 
für  sich    entsprechenden   Niveaulinien    sind    durch    schwache  KorreD 
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(Kreise)  und  kleine  Zahlen,  die  durch  Snperposition  gewonnenen  Niveau- 
linien des  ganzen  Systems  durch  die  starken  Kurven  und  größeren 
Zahlen  dargestellt;  die  Kurve  6  z.  B.  ist  durch  die  sämtlichen  Punkte 
gelegt,  in  denen  die  Summe  der  Einzelpotential  werte  beider  Quellen 
gleich  6  ist  (3  +  3,  2  -f-  4)^  +  ^  u.  s.  w.),  entsprechend  die  anderen 
Kurven.  Die  Kurve  8\/a  ist  die  mit  dem  Doppelpunkt  (sie  ist  gestrichelt, 
weil  eigentlich  nur  die  ganzzahligen  Kurven  in  die  Zeichnung  gehören), 
die  Kurven  9  u.  s.  w.  bestehen  aus  zwei  getrennten  Stücken.  H&tte 
man  eine  Quelle  und  eine  Senke,  so  müßte  man  die  geometrischen  Orte 
nicht  der  Summen,  sondern  der  Differenzen  der  Einzelpotentialwerte 
aufsuchen.  Während  die  Kurven  der  Fig.  289  Symmetrie  besitzen, 
ist  es  bei  zwei  Quellen  von  verschiedener  Stärke  (m^  =  5,  Wj  ==  20) 

Fig.  290. 


nicht  mehr  der  Fall,  wie  Fig»  290  zeigt  (in  der  außer  den  Niveaulinien 
auch  die  Kraftlinien  gezogen  sind).  Die  Einzeikurven  sind  hier  näm- 
lich zwar  auch  Kreise,  aber  die  ihnen  zugehörigen  Zahlen  sind  bei 
gleichen  Radien  nicht  gleich,  sondern  stehen  im  Verhältnis  von  1  :  4. 
Augenscheinlich  läßt  sich  die  Methode  auch  auf  drei  (und  mehr) 
Zentren  anwenden;  man  braucht  nur  das  erste  und  das  zweite  und 
dann  mit  dem  Resultate  das  dritte  zu  superponieren. 

481.    BeziprozitSt  zwischen  Niveaulinien  und  Kraftlinien. 

Wie  wir  gesehen  haben,  bilden  die  Niveaulinien  und  Kraftlinien  in 
einer  ebenen  Zeichnung  zwei  aufeinander  in  allen  Schnittpunkten  senk- 
rechte Kurvenscharen.  Man  kann  daher  jede  von  beiden  Scharen  als 
die  der  Niveaulinien  bezw.  die  der  Kraftlinien  betrachten,  wenn  man 
nur  die  Jedem  der  beiden  Fälle  entsprechenden  Kraftzentra  anzugeben 
vermag.    Dieses  konjugierte  Verhältnis  ist  zuweilen  von  großer  Wichtig- 
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keil  In  Fig.  284  oder  290  sind  z.  B.,  wenn  Ä  und  B  grantierende 
Massen  oder  magnetische  Pole  sind,  die  geschlossenen  Kurven  die 
Niyeanlinien ,  die  anderen,  nach  außen  hin  abgebrochenen,  die  Kraft- 
linien; sind  dagegen  A  und  B  die  Durchschnitte  der  Papierehene  mit 
auf  ihr  senkrechten  elektriBchen  Strömen,  so  ist  es  gerade  nmgekehrt, 
die  Bollen  sind  vertauscht.  In  der  Lehre  von  der  Elektrisitat  und 
dem  Magnetismus  wird  hierauf  näher  eingegangen  werden. 

488«    Kraftrohren  oder  Kraftfaden.    Auf  einer  im  Kraftfelde 
befindlichen  Niveaufläche  wollen  wir  irgend  eine  geschlossene  Kurve 
Yon  kleinen  Dimensionen  zeichnen  und  durch  jeden  ihrer  Punkte  die 
Fig.  291.    ^A^liz^c  legen;  das  röhrenförmige  Gebilde  (Fig.  291),  das 
^       wir  dann  erhalten,  wird  Eraftröhre  oder  Kraftfaden 
genannt.     Betrachten  wir  ein  bestimmtes  Stück  desselben, 
so  gelegen,  daß  in  den  Endquerschnitten  dqi  und  dq^  die 
Feldst&rke  Fi   bezw.  Fg  ist.       Das  gesamte  Oberflächen- 
integral  der  zur  Oberfläche  nach  außen  normalen  Kraft- 
komponente, d.  h.  die  Kraftströmung  (s.  §  457),  ist  dann,  da 
die  Mantelfläche  offenbar  keinen  Beitrag  liefert  (weil  sie 
selbst  aus  Kraftlinien  besteht),  gleich  —  i^i^^i  +  ^s^^s* 
Dieses  Integral  muß,  falls  im  Inneren  keine  Quelle  noch 
Senke,  also  keine  gravitierende  Masse  sieh  befindet,  null 
sein,  und  man  hat  daher  die  Gleichung 

^idgi  =Fidq^ (47) 

oder  die  Proportion 

Fl  :  JPa  ==  dq^  :  dq^, 

d.  h.  die  Feldstärken  verhalten  sich  ungekehrt  wie  die  Kraftröhren- 
querschnitte; wo  die  Kraftröhre  sich  erweitert,  sinkt  die  Kraft;  wo  sie 
sich  zusammenschnürt,  steigt  die  Kraft.  Das  Produkt  aus  Feldstärke 
und  Querschnitt  ist  längs  der  ganzen  Bohre  konstant. 

Wird  der  Querschnitt  d^  so  gewählt,  daß  Fdq  =  l  ist,  so  heißt 
die  Bohre  eine  Einheitsröhre;  mit  ihrer  Hilfe  kann  man  zu  einer 
sehr  anschaulichen  Vorstellung  des  Feldes  gelangen.  Denn  offenbar 
ist  das  Oberflächenintegral  der  Normalkraft  über  eine  geschlossene 
Fläche,  also  die  Kraftströmung,  gleich  dem  Überschuß  der  austreten- 
den über  die  eintretenden  Einheitsröhren,  also  nach  §  456  gleich 
—  4: 7t  Je  Mi,  wo  Mi  die  ganze  im  Innern  enthaltene  Masse  bedeutet 

Es  sei  bemerkt,  daß  man,  besonders  in  der  Technik,  oft  von  der 
Zahl  der  eine  Fläche  schneidenden  Kraftlinien  spricht;  es  ist  das  ein 
bequemer  Ausdruck,  der  aber  einen  bestimmten  Sinn  nur  hat,  wenn 
man  darunter  die  Zahl  der  Einheitsröhren  versteht.  Denn  nur  dies  ist 
eine  bestimmte  endliche  Zahl,  die  Zahl  der  Kraftlinien,  die  ja  keine 
Fäden,  sondern  nur  mathematische  Linien  sind,  ist  auch  für  den  klein- 
sten wirklichen  Querschnitt  unendlich  groß  —  es  sei  denn,  daß  man 
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eine  bestiinmte  Auswahl  aus  ihnen  trifft,  und  dann  kommt  man  eben 
wieder  zum  Begriff  der  Einheitsröhren. 

483.  Unstetigkeit  der  Normalkraft  an  einer  mit  Masse  be- 
legten Fläche.  Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  daß  eine  Eraft- 
rohre  auf  eine  materielle  Flftche  Ton  der  Flächendichte  6  stößt.  Die 
Richtung  der  Hohre  braucht  dann  auf  beiden  Seiten  der  Fläche  nicht 
notwendig  dieselbe  zu  sein;  trifft  sie  auf  der  einen  Seite  schief  auf,  so 
wird  sie  infolge  des  Einflusses  der  auf  der  Materie  verbreiteten  Fläche 
gewissermaßen  gebrochen  und  geht  in  veränderter  Richtung  weiter. 

In  Fig.  292  seien  Ä  und  B  zwei  Stücke  der  Eraftröhrei  das  eine 
ganz  Tor,  das  andere  ganz  hinter  der  Fläche  gelegen;  die  entsprechen- 
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den  Feldstärken  seien  F^  und  I^t 
die  entsprechenden  Querschnitte  dqx 
und  dq^;  endlich  sei  dq  das  von 
der  Bohre  eingeschlossene  Stück  C 
der  Fläche.  Es  ist  dann  nach  frühe- 
rem die  Kraftströmung 

Fidqi  —  Fidqi  =  —  4t7cködq  (48) 

Bilden  nun  die  beiden  Seiten 
der  Röhre  mit  der  auf  der  Fläche 
nach  beiden  Seiten  errichteten  Nor- 
malen die  Winkel  0i  bezw.  Ö2,  so  ist 

dq^  =  dqcosO^y     dq^  =  dqcostiiy 
und  folglich 

F^cosOi  —  F^cosdi  =  —  ^nkö,     ....     (49) 

oder,  da  links  die  Normalkomponenten  der  beiderseitigen  Kräfte  stehen 
wobei  letztere,  gemäß  den  Definitionen 

N^  =  —  Fl  cos»i,     Ni  =  +  F2C0362 

im  Sinne  von  der  Fläche  weg  aufgefaßt  werden  sollen: 

Ni  +  N^  +  4:^k6  =  0 (60) 

Wie  man  sieht,  ist  die  Normalkomponente  der  Kraft  an  einer 
materiellen  Fläche  unstetig,  ihre  Differenz  (gleichsinnig  gerechnet) 
bezw.  ihre  Summe  (beiderseits  von  der  Fläche  weg  gerechnet)  ist  nicht 
Qull,  sondern  endlich,  und  zwar  proportional  mit  der  Dichte,  mit  der 
die  Masse  auf  der  Fläche  verbreitet  ist. 

Dagegen  ist  die  Tangentialkomponente  der  Kraft,  wie  man  ohne 
weiteres  einsieht,  stetig,  d.  h.  es  ist: 

Fl  sin  Ol  =  F2  sin  Ö2  1 
oder  Ti=  T2  ] 


(51) 


Da  nun  das  Verhältnis   T  :  N  die  Richtung  der  Kraftlinien  be- 
stimmt, so  folgt,  daß  die  Kraftröhre  gebrochen  wird,  und  es  ergibt  sich 


tge. 

— 

Fl  cos 

ö: 

— 

4tJCk6 

tge» 

— 

sin 

öl 

/t 

COS  dl 

— 

-Ti 

550  Elftes  Kapitel. 

der  Brechungswinkel  0^  aus  dem  Einfallswinkel  Oi  nach  der  aus  (51) 
und  (49)  abzuleitendßn  Gleichung: 

(51a) 

JPlCOS  Ui   ^7t KO 

oder 

(51b) 


dl  hängt  also,  auJßer  von  O^  auch  noch  von  dem  Yerhältnisse  0 :  Fi  der 
Flächendichte  zur  Feldstärke  ab.  Spezielle  Fälle  dieser  Formel  kommen 
häufig  vor  und  stellen  die  verschiedenen  Brechungsgesetze  dar. 

484.  Graphische  Darstellung  des  Potentials  und  der  Kraft 
für  eine  dicke  Kugelschale.  Es  ist  von  großem  anschauIiclieD  Wert, 
die  in  einfachen  Fällen  von  Massen  Verteilung  stattfindenden  Werte  des 
Potentials  und  der  Kraft  graphisch  darzustellen,  wie  dies  unter  anderen 
Thomson  und  Tait  getan  haben;  ihrer  ,, Theoretischen  Physik'^  ist  die 
Fig.  293  entnommen,  die  sich  auf  den  Fall  einer  dicken,  homogenen 
Kugelschale  von  der  Dichte  Q  und  den  Radien  o^  (außeu)  und  a  (innen) 
bezieht. 

Da  in  diesem  Falle  das  Feld  zum  Zentrum  der  Schale  ringsnm 
symmetrisch  ist,  ist  die  Kraft  überall  radial  gerichtet.  Für  irgend  eine 
mit  der  Schale  konzentrische  Kugelfläche  vom  Radius  r  ist  daher,  wenn 
die  Gesamtheit  der  innerhalb  der  Kugelfläche  liegenden  Masse  M  i^^t, 
nach  §  453 

-^  =  fc^ m 

dr  r^ 

Anderseits  nimmt  für  diesen  Fall  die  Poissonsche  Gleichung 
AF=  —  4 7t kg  eine  viel  einfachere  Form  an,  weil  V  vona;, jf, * 
nur  insofern  abhängt,  als  diese  mit  r  durch  die  Formel 

r»  =  x«  +  y2  _|_  ^2 (52a) 

verknüpft  sind,  aus  der  sich 

dr X      dr y      dr e 

dx        r  '    dy        r  '    de        r 

und  weiter 


d^r  _  1         rc2 

dx^  ~  r         r'^' 

C^r         1         y2      g2y         1 
dy^^  r         r^'    de^"  r 

ergibt.     Es  ist  folglich: 

dV  _d_Y  X 
dx        dr    r 

dV  _dV  y      dV  _dV  z 
dy        dr   r  ^    dz        dr    r 

und  weiter 
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dW  _  dWx^        dV  1         dVx^ 
dx^  ~  dr^  r^  '^  dr   r        dr  r» 

äy2  ~  dr^  r2  '^  dr    r        dr  r» 

dW  _d^V  e^        dV  1         dV  z^ 

de^  ~  dr^  r^  ^  dr    r         dr  r»* 

also  durch  Summation,  mit  Bücksicht  auf  Gl.  (52  a) : 

^  ^        d^V   ,     2  dV 

Die  PoisBonsche  Gleichung  lautet  mithin: 

d*V   ,     2  dV  ,     ,  ,,-, 

drl  +  7J7  =  -*«*^ ^''^ 

oder  auch,  um  zu  zeigen,  wie  sich  d^V/dr^  aus  dV/dr  berechnen  läßt: 
d>F  ,     ,  2  dV 

dr^  r    dr 

Nun  sind  drei  Fälle  möglich,  nämlich: 

1 .  0  <^  r  <  a  (d.  h.  der  Punkt,  für  den  V  gelten  soll,  liegt  im  inneren 
Hohlräume). 

2.  a  <C  r  <  «1  (d.  h.  der  Punkt  liegt  in  der  Schalenmasse). 

3.  ai  <;  r  <  00  (d.  h.  der  Punkt  liegt  im  äußeren  Räume). 

Für  diese  drei  Fälle  gilt  folgendes  Tableau  der  Werte  von  üf,  F, 
-  rfF;dr  und  d^V/dr^: 


'       0<r<rt       ,  a<r<ai  '      ai<r<oo 

y \ . \ 

3/  !  0  '         if^(r--«»)         I     "-J^(a--a») 

V  \2nk^  {a^  -  a«)     ^^  (Ha'r-f-  2«»)  |  ^  (a,»  -^  a») 

dr  3r*    ^              "^  3r*     ^  *  ^ 
I 

ri*F  ^TJ^JP  ,«    ,    ^   H\  1  871  Ä'P  .   „  ,. 

-j— V                         '»                    TTir  (f^  +  2  m*)  -r-^  (a^  —  a') 

dr*         I  8r*     ^                 ^  3  r^    ^  ^  ^ 

In  Fig.  293  (a.  f.  S.)  ist  der  Verlauf  der  Größen  F,  dV/dr  und 
d'^V.'dr^  dargestellt,  und  zwar  durch  drei  Kurven  I  {LMN),  II  {OAPQ), 
\\1{0ARSTÜ)\  als  Abscissen  sind  dabei  die  r  aufgetragen,  und  zwar 
entspricht  das  Stück  1  der  Abscissenaxe  {OA)  dem  inneren  Hohlräume, 
das  Stück  2  {AB)  der  Schalenmasse  (der  entsprechende  Streifen  ist 
schraffiert),  das  Stück  3  (i^  od)  dem  äußeren  Räume.  Wie  man  sieht, 
ist  F  (I)  auf  der  Strecke  1  (LM)  konstant  und  nimmt  dann  immer 
mehr  ab;  dV/dr  (II)  ist  in  1  null,  sinkt  dann  von  null  (A)  bisP,  und 
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steigt  schließlich  wieder  bis  auf  null;  d^V/dr^  (III)  cndlicb  irt  in  1 
ebenfalls  null,  springt  dann  plötzlich  von  nnll  (Ä)  bis  B  herunter,  iteigt 

Fig.  293. 
I      M 


im  Gebiete  2  von  i?  bis  S,  springt  jetzt  plötzlich  auf  T  und  linkt 
schließlich  allmählich  wieder  auf  null  herab. 

485.  Allgemeines  Potentialproblem.  Es  ist  hier  kein  Raum 
für  eine  Behandlung  des  allgemeinen  Potentialproblems ,  d.  b.  des  so- 
genannten Dirichletschen  Problems.  Es  handelt  sich  dabei  vor  allen 
Dingen  um  die  Frage,  wie  man  aus  gewissen  Daten  eine  Funktion 
finden  kann,  die  den  für  das  Potential  gültigen  Bedingungen  genügt 
Betrachten  wir  eine  geschlossene  Fläche  F,  die  übrigens  unter  üm>tiinden 
auch  aus  mehreren  getrennten,  für  sich  geschlossenen  Flächen  befltebeo 
kann.  Es  soll  alsdann  eine  Funktion  7  gefunden  werden,  die  samt 
ihren  ersten  und  zweiten  räumlichen  Differentialquotienten  im  ganien 
außerhalb  von  F  belegenen  Räume  eindeutig  und  stetig  ist,  in  diesem 
Räume  die  Laplacesche  Gleichung  befriedigt,  in  unendlicher  Ent- 
fernung von  der  gravitierenden  Materie  überall  null  ist  und  überdies 
noch  eine  der  drei  folgenden  Bedingungen  erfüllt:  1.  in  der  Häcbe 
(bezw.  den  Flächen)  F  gegebene  Werte  anzunehmen,  oder  2.  dwelbst 
gegebene  Werte  von  dV/dn  zu  liefern,  worunter  der  Änderungsgrad 
von  V  in  der  Richtung  der  Flächennormale  verstanden  ist,  oder  3.  für 
einige  Oberflächenteile  die  erste,  für  die  übrigen  die  andere  Bedingüni: 
zu  erfüllen.  Von  einer  in  einem  gewissen  Raumgebiete  eindeatigt^n 
und  stetigen,  die  Laplacesche  Gleichung  erfüllenden  Funktion  sip 
man,  sie  sei  in  diesem  Gebiete  harmonisch. 

Betreffs  weiteren  Verfolges  dieses  und  verwandter  Probleme  tavii 
auf  die  grundlegenden  Untersuchungen  von  Dirichlet,  Green, 
Gauß,  Lord  Kelvin,  C.  Neumann,  Poincare,  Korn  u.  a.  verwiegen 
werden. 
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486.  Zusammenhang  von  Räumen.  Die  Frage,  ob  stets  ein 
Potential  existiere  nnd,  wenn  das  nicht  der  Fall  sein  sollte,  wann  es 
existiere  und  wann  nicht,  wollen  wir  hier  nicht  erörtern.  In  den 
F&llen,  mit  denen  wir  es  zu  tun  haben  werden,  wird  die  Frage  durch 
die  Aulstellung  des  Wertes  der  Potentialfunktion  ihre  positive  Er- 
ledigang finden.  Weit  wichtiger  ist  die  andere  Frage,  ob,  wenn  eine 
Losung  gefunden  ist,  diese  Lösung  die  einzig  mögliche  sei.  Ek  l&ßt 
sich  leicht  zeigen,  daß  dies  dann  der  Fall  ist,  wenn  der  Raum,  in 
welchem  der  Wert  von  V  gelten  soll,  einfach  zusammenhängend 
ist;  die  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  und  des  Begriffs  „Zusammen- 
hang**  überhaupt  ist  also  zunächst  zu  erörtern. 

Ein  Raum  (oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  ein  Körper)  kann 
zunächst  entweder  zusammenhängend  oder  unzusammenhängend  sein; 
Beispiele  für  das  letztere  sind  das  System  Erde  —  Mond,  das  aus  zwei 


getrennten  Stücken,  und  ein  in  Tropfen  aufgelöster  Wasserstrahl,  der 
aus  vielen  Stücken  besteht.  Was  nun  die  zusammenhängenden  Räume 
betrifft,  so  ist  ein  Raum  einfach  zusammenhängend,  wenn  er  durch 
einen  beliebigen  vollständigen,  d.  h.  von  einer  geschlossenen,  in  der 
Raumoberffäche  gelegenen  Kurve  begrenzten  Schnitt  in  zwei  Stücke 
zerlegt  wird.  Ein  solcher  Raum  hat  zugleich  *die  Eigenschaft,  daß  jede 
beliebige  in  ihm  gezogene  Kurve,  ohne  ihn  zu  verlassen,  allmählich  auf 
einen  Punkt  zusammengeschnürt  werden  kann,  und  man  kann,  statt 
der  ersten ,  auch  diese  zweite  Eigenschaft  als  Definition  des  einfachen 
Zusammenhanges  ansehen;  der  Name  ist  aber  natürlich  der  ersten  ent- 
nommen. Einfach  zusammenhängend  ist  z.  B.  der  Raum  innerhalb 
(Fig.  294  a)  oder  außerhalb  einer  Kugelfläche  oder  außerhalb  mehrerer 
getrennter  Kugelflächen  oder  zwischen  zwei  einander  beliebig  um- 
schließenden Kugelflächen  (Fig.  294  b)  oder  zwischen  mehreren  inneren 
und  einer  äußeren   Kugelfläche  (Fig.  294  c)  u.  s.  w.     An   Stelle  der 
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Ettgelflächen  dürfen  auch  andere  (z.  B.  EUipsoide,  Würfel  n.  8.  w.) 
treten,  wenn  sie  nur  aus  der  Kugel  durch  Deformation,  ohne  daß  ein 
Teil  derselben  mit  einem  anderen  zur  Deckung  kommt,  entstehen 
können. 

Dagegen  ist  ein  mehrfach  zusammenhängender  Raum  ein  solcher. 
der  selbst  nach  einem  vollständigen  Schnitt  noch  zusammenhängend 
bleibt ;  sind  zwei  Schnitte  erforderlich,  damit  er  zerfalle,  so  ist  er  zwei- 
fach zusammenhängend,  sind  drei  nötig,  dreifach  u.  s.  w.  Das  typische 
Beispiel  eines  zweifach  zusammenhängenden  Raumes  ist  der  Hohlraum 
eines  Ringes  (z.  B.  eines  Schwimmgürtels);  nach  dem  Schnitt  1  (Fig.  294  d) 
bleibt  er  noch  zusammenhängend,  erst  nach  dem  zweiten  Schnitt  2 
fällt  er  auseinander.  In  diesem  Räume  kann  man  nicht  jede  geschlossene 
Linie  zu  einem  Punkte  zusammenschnüren ;  bei  der  Kreisaxe  &  B.  oder 
überhaupt  jeder  ringsum  laufenden  Linie  ist  das  nicht  möglich;  man 
muß,  um  solche  Linien  auszuschließen,  an  irgend  einer  SteUe  einen 
Querschnitt  durch  den  Ring  legen  und  bestimmen,  daß  dieser  Quer- 
schnitt  nicht  passiert  werden  darf;  der  Ring  verwandelt  sich  dann 
gewissermaßen  in  den  Körper  Fig.  294  e,  den  „geschlitzten  Ring",  und 
dieser  ist  jetzt  einfach  zusammenhängend.  Endlich  ist  der  durch 
Fig.  294  f  dargestellte  Raum  offenbar  dreifach  zusammenhängend,  und 
so  geht  das  fort. 

487.  Eindeutigkeit  bezw.  Mehrdeutigkeit  des  Potentials.  Nun 

sei  also  F  der  gefundene  Wert  des  Potentials,  d.  h.  diejenige  Funktion 
der  Koordinaten,  welche  in  dem  ganzen,  einfach  zusammenhängenden 
Räume  die  La  place  sehe  Gleichung  und  außerdem  die  genannte  Ober- 
flächenbedingung erfüllt ;  und  es  sei  V*  eine  zweite  solche  Funktion,  so 
soll  bewiesen  werden,  daß 

F  =  7' 

sein  muß,  oder  daß,  wenn  F  —  V  mit  ü  bezeichnet  wird,  (7  =  0  sein 
muß.  U  ist  nämlich  unter  diesen  Umständen  offenbar  auch  eine  Poten- 
tialfunktion,  und  zwar  eine,  welche  an  der  oder  den  Oberflächen  Null- 
werte liefert,  da  doch  die  Werte  von  F  und  V  hier  gegeben  sind,  slso 
gleich  sein  müssen.     Nun  betrachten  wir  das  Integral 

im^m^mv' "« 

wo  dt  ein  Raumelement  ist.     Durch  partielle  Integration  wird  hieraus 

[  (7  1^  d/ —  1  Ü-A  CTelr (54a) 

wo  das  erste  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  zu  nehmen ,  df  ein 
Element  derselben  und  n  seine  Normale  nach  außen  ist.  Nun  ist  aher 
überall  da,  wo  F  selbst  für  die  Oberfläche  gegeben  ist,  17=  0,  und 
da,  wo  dV/dn  gegeben  ist,  cU'dn  =  0,  also  ist  das  ganze  erste  In- 
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tegral  null;  das  zweite  ist  es  ebenfalls,  weil  AF  ==•  0  und  AF'  =  0, 
al80  auch  A^=  0  ist;  somit  ist  der  Ausdruck  (54a),  und  folglich 
anch  (54)  null ;  letzterer  kann  aber,  da  er  aus  lauter  positiven  Gliedern 
bestellt,  nur  null  sein,  wenn  jedes  Glied  null  ist,  es  ist  also  überall 

du     -^      du        ^      du 

d  X  dy  d2s 

d.  h.  U  -=  const ;  und  da  es  in  der  Oberfläche  null  ist ,  muß  es  überall 
null  sein.  Es  ist  hiemach  F'  mit  F  identisch,  es  gibt  nur  eine  einzige 
Lösung  y. 

Daß  das  EIrgebnis  für  mehrfach  zusammenhängende  Bäume  nicht 
gilt,  liegt  daran,  daß  für  solche  der  Ausdruck  (54a)  mit  (54)  nicht 
identisch  ist,  wenigstens  nicht,  wenn  man  das  Flächenintegral  nur  über 
die  wirkliche  Oberfläche  ausdehnt;  man  muß  es  vielmehr  auch  noch 
über  beide  Seiten  der  Schnitte  erstrecken,  durch  die  der  Raum  einfach 
zusammenhängend  wird;  und  dadurch  wird  der  Potentialwert  mehr- 
deutig. 

488.  Greensche  Funktion.  Die  Lösung  des  direkten  Poten- 
tialproblems kann  in  einer  Anzahl  wichtiger  Fälle  nach  einer  Methode 
bewirkt  werden,  die  von  Green  herrührt,  und  bei  welcher  gewisse  von 
diesem  mathematischen  Physiker  eingeführte  Funktionen  eine  wichtige 
Bolle  spielen. 

Betrachten  wir  den  Raum  außerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  Jy 
einen  beliebigen  Punkt  P  im  Innern  und  einen  festen  äußeren  Punkt  Q 
in  der  Entfernung  r  Yon  dem  Flächenelemente  df,  dann  ist  das  in  df 
erzeugte  Potential  der  Masseneinheit  in  Q  gleich  k/r.  Ferner  denken 
wir  uns  eine  Funktion  G  der  Koordinaten,  welche  im  Innern  die 
Laplacesche  Gleichung  erfüllt,  im  unendlichen  null,  und  in  der  Ober- 
fläche dem  Einheitspotential  in  Q  entgegengesetzt  gleich,  also  gleich 
—  k/r  ist.     Setzen  wir  dann 

u  =r.  a  +  ^, 

r 

80  ist  ü  eine  Funktion,  welche  in  der  Oberfläche  überall  null,  im  äußeren 
Räume  harmonisch  ist  (§  485)  und  nur  im  Punkte  Q  unendlich  wird. 
Zuweilen  wird  CT,  gewöhnlich  aber  G  als  „Greensche  Funktion"  be- 
zeichnet. In  der  Elektrostatik  spielt  die  Funktion  G  als  Potential  der 
elektrostatischen  Induktion  eine  wichtige  Bolle.  Sie  hat  eine  be- 
merkenswerte Beziprozitätseigenschaft,  die  sich  leicht  beweisen  läßt: 
Ist  nämlich  G  ihr  Wert  in  P,  wenn  die  I^heitsmasse  in  Q  liegt,  und 
G'  ihr  Wert  in  Q,  wenn  jene  in  P  liegt,  so  ist  G'  =  G. 

Die  Einführung  der  Funktion  G  involviert,  da  sie  in  der  Ober- 
flache  den  Wert  — k/r  haben  soll,  die  Vorstellung  negativer  Materie. 
Dieser  Vorstellung,  welche  in  der  Lehre  von  der  Gravitation  keine 
direkte  Bedeutung  hat,  werden  wir  in  der  Lehre  von  der  Elektrizität 
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und  dem  Magnetismus  spater  eine  speziellere  Ausgestaltung  zu  teil 
werden  lassen. 

489.  (jeschlossene  OberflächeiiYerteilimg.  Da  die  Greensche 
Funktion  G  harmonisch  im  äußeren  Räume  ist,  kann  man  sie  als  das 
Potential  entweder  einer  inneren  Massenverteilung  oder  einer  solchen 
auf  der  Oberfläche  /  ansehen ;  im  letzteren  Falle  laßt  sie  sich  für  die 
Oberfläche  selbst  in  der  Form 


schreiben,  wo  6  die  Flächendichte  der  Verteilung  und  (d/,  df)  der 
Abstand  zweier  Oberflächenelemente  ist.  Diese  Terteilung  hebt  die 
Wirkung  der  äußeren  Masse  in  Q  oder  allgemeiner  äußerer  MssBen 
überhaupt  gerade  auf,  so  daß  das  Potential  infolge  des  Zasammen- 
Wirkens  beider  in  der  Oberfläche  gerade  null  wird.  Wird  es  aber  in 
der  Oberfläche  null,  so  wird  es  nach  früherem  auch  im  Innern  noIL 
Man  hat  also,  wenn  man  jetzt  der  Oberflächenverteilung  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  gibt,  einen  Yollen  Ersatz  der  äußeren  Massen.  Du 
ist,  entsprechend  erweitert,  der  wichtige  Satz  Ton  Gauß:  Für  die 
Wirkung  im  Innern  (Äußern)  einer  geschlossenen  Fläche  lassen  sich 
äußere  (innere)  Massen  stets  durch  eine  OberfläoheuTerteilang  Ton 
Masse  ersetzen. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig  anzugeben,  welche  Dichte  man  dieser 
Oberflächenverteilung  zu  geben  habe,  damit  sie  die  räumliche  gerade 
ersetze.  Das  ergibt  sich  aber  aus  §  483  unmittelbar;  denn  da,  infolge 
Zusammenwirkens  der  äußeren  und  der  (noch  nicht  umgekehrten) 
Flächenverteilung ,  im  Innern  keine  Feldstärke  vorhanden  ist,  wird  in 
61.  (50)  Ni  (innen)  =  0,  also  N^  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  ««  die 
Normale  nach  außen  bedeutet: 

dV 

^    -  =  —  4:7tkÖ (55) 

OHa 

Kennt  man  also  cV/dfia,  so  kann  man  (S  bestimmen. 

490.   Sphärische,  einer  äußeren  Masse  äquivalente  Terteilung. 

Die  Betrachtungen  der  letzten  Paragraphen  werden  durch  Beispiele 
klarer  werden ;  eines  der  wichtigsten  und  interessantesten  ist  das  fol- 
gende. Es  soll  eine  Massenverteilung  über  eine  Kugelfläche  gefunden 
werden,  welche  auf  und  innerhalb  der  Fläche  dasselbe  Potential  hervor- 
ruft, wie  ein  einzelnes  im  äußeren  Punkte  F  (Fig.  295)  konzentriertes 
Massenteilchen.  Wir  wählen  einen  Punkt  G  auf  der  Linie  A'OäF 
derart,  daß  die  Proportion 

Oa  :  0Ä=  OÄ:  OF 
oder,  wenn  0 F  =  f,[0  G  =  /*  und  der  Kugelradius  gleich  a  gesetst 
wird,  die  Proportion 

f  :a  =  a:f (56) 
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besteht,  d.  h.,  daß  der  Eugelradius  das  geometrische  Mittel  aus  den 
Vektoren  nach  F  und  Q  ist.  Ferner  sei  E  irgend  ein  Punkt  der 
Kugelfl&che,  und  EF  =  r,  EG  =  r\  Die  Dreiecke  OGE  und  OEF 
lind  einander  ähnlich,  weil  ein  Winkel  gemeinsam  und/7a  =  a// 
ist;  folglich  ist/7^  =  «/♦"»  oder 

-         — /  =  -7^  •   ^> (5') 


ar 


/ 


Eine  Masse  m .  a/f  in  6r  wird  also  in  E  dasselbe  Potential  hervor- 
mfen,  wie  eine  in  F  gelegene  Masse  m,  nftmlioh  das  Potential  km/r. 

Stellt  man  nun  eine  Oberflächen  Verteilung  vom  Betrage  ma/f 
derart  her,  daß  das  Potential  in  jedem  Oberflächenpunkte  gleich  dem 
einer  Masse  m,  in  F  konzentriert,  ist,  so  wird  auch  im  ganzen  Innern 
Gleichheit  beider  Wirkungen  eintreten.  Denn  wenn  die  Verteilung 
negatiT  hergestellt  würde,  dann  würde  das  Potential  auf  der  Kugel, 
also  auch  in  ihrem  Innern  null  sein,  die  beiden  Wirkungen  würden 
lieh  gerade  aufbeben;  folglich  ist  die  positive  Oberflächenbelegung  mit 
der  äußeren  Masse  gerade  äquivalent. 

Sei  nun  die  negative  Flächenverteilung  vorhanden,  so  ist  die 
Normalkraft,  welche  in  E  nach  außen  wirkt,  gleich  A^nkö  (wo  6  der 


Fig.  295. 


absolute  Wert  der  Dichte  ist). 
Biese  Kraft  läßt  sich  nun  im 
Torhegenden  Falle  leicht  be- 
rechnen. Die  nach  F  gerich- 
tete Kraft  ist  nämlich  kmjr^ 
die  nach  Gr  gerichtete 
1cfn{ajf)/r*^;  die  erstere  läßt 
sich  in  eine  Komponente 
(EO)  =  kma/r^  und  eine 
«weite  (OF)  =  kmf/r^,  die 
andere  in  eine  Komponente  (OE)  =  kma'^  /(fr'^)  und  eine  zweite 
(GO)  =  kmafl(fr^)  zerlegen;  für  die  letztgenannte  läßt  sich  ein- 
facher, d&f/r^^  ==  ay(/^r^)  und  a/f  =f/a,  also  ///»  =7/2/(0 rS) 
ißt,  kmf/r^  schreiben;  sie  ist  also  der  Komponente  (OF)  dem  Werte 
nach  gleich,  dem  Zeichen  nach  aber  offenbar  entgegengesetzt.  Es 
bleiben  somit  nur  die  Komponenten  nach  dem  Radius  übrig,  nämlich 


einerseits 


kma 


von  E  nach  0 


anderseits  — .  .—  von  0  nach  E 


(58) 


die  letztere,  welche  auch  kmf^/{ar^)  geschrieben  werden  kann,  ist 
aber  größer,  und  deshalb  ergibt  sich  schließlich  eine  von  0  nach  E 
gerichtete  Resultante  vom  Betrage  km(J^  —  a^)/(ar^).  Vergleicht  man 
dies  mit  ^xkö^  so  erhält  man: 
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««     P  —  «^ 

^  =  7^      T— ^^^) 

4;ra       r^ 

Diese  von  Ort  zu  Ort  mit  r  yariierende  Dichte  mu£  man  also  der 
Massenverteilung  auf  der  Kugelfläche  geben,  um  in  jedem  inneren 
Punkte  (und  jedem  Punkte  der  Oberfläche)  dasselbe  Potential  wie  das  von 
der  Masse  m,  va  JP  konzentriert,  herrührende,  sowie  in  jedem  äußeren 
Punkte  (und  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  selbst)  dasselbe  Potential  wie 
das  von  der  Masse  majf^  in  6r  konzentriert,  herrührende  zu  erzielen. 

Wie  man  sieht,  wird  die  Dichte  in  dem  dem  Pole  F  nächsten 
Kugelpunkte  A  am  größten,  im  entferntesten  A*  am  kleinsten;  för 
/  =  2  a  würde  das  Verhältnis  der  größten  zur  kleinsten  Dichte  27  :  1 
sein;  dazwischen  nimmt  die  Dichte  zonenweise  vom  Maximum  zum 
Minimum  ab. 

491.  Elektrische  Bilder.    Zentrobarisohe  Terteilung«   Um  es 

nun  zu  rekapitulieren,  haben  wir  folgende  Beziehungen: 

Die  Ladung  m  in  F,  zusammen  mit  der  Ladung  —  wa!)  in  (r, 

liefert  das  Potential  null  in  der  Oberfläche. 
Die  Oberflächen  Verteilung  von  der  Dichte 

P  —  a2 


—  m 


4Jtar^  ' 


zusammen  mit  der  Masse  m  in  F,  gibt  ebenfalls  in  der  Oberfläche  und 
im  Innern  V=  0,  und  sie  erzeugt  überdies  im  äußeren  Räume  dasselbe 
Potential  wie  eine  6r-Ladung  —  fna/f. 

Der  Punkt  G  heißt  das  elektrische  Bild  des  Punktes  i  in 
bezug  auf  die  Kugelfläche,  und  dieser  Ausdruck  wird  entsprechend  auf 
die  Ladung  dieser  Punkte  übertragen.  Die  Methode  der  elektrischen 
Bilder  wurde  von  Lord  Kelvin  ersonnen,  und  mit  ihrer  Hilfe  sind  von 
Lord  Kelvin  selbst,  Kirchhoff  u.  a.  manche  Probleme  in  relativ  ein- 
facher Weise  gelöst  worden,  die  sonst  außerordentliche  analytische 
Schwierigkeiten  darbieten  würden.  Übrigens  ist  die  Methode  nicht  auf 
das  Potential  beschränkt,  für  das  sie  besonders  in  der  Elektrostatik  eine 
große  Rolle  spielt ;  sie  läßt  sich  auch  auf  das  Oeschwindigkeitspotential 
in  in  kompressiblen  Flüssigkeiten  anwenden,  da  diese  Funktion,  wie 
wir  sahen,  ebenfalls  die  La  place  sehe  Gleichung  und  in  gewissen  Fällen 
auch  die  übrigen  erforderlichen  Bedingungen  erfüllt. 

Die  gesamte,  auf  der  Kugelfläche  verbreitete  Masse  ist,  wie  man 
auch  noch  durch  direkte  Integration  bestätigen  kann,  ma/f-j  sie  ist 
also  so  groß  wie  die  punktförmig  in  G  konzentrierte,  dasselbe  äußere 
Potential  erzeugende  Masse.  So  sieht  man,  daß  man  es  hier  mit  einer 
Verallgemeinerung  des  früheren  Satzes  zu  tun  hat,  wonach  eine  homo- 
gene Kugelfläche  nach  außen  so  wirkt,  als  ob  ihre  ganze  Belegung  iu 
ihrem  Mittelpunkte  konzentriert  wäre.  Ein  analoger  Satz  gilt  auch 
für  eine  ungleichförmig  geladene  Kugelfläche  (mit  einer  Belegungsdichte, 
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welche  von  Punkt  zu  Punkt  im  umgekehrten  Yerhältnisse  des  Kubus 
der  Entfernung  von  einem  äußeren  Punkte  Tariiert);  nur  ist  hier  der 
Punkt,  in  dem  die  Masse  konzentriert  gedacht  werden  kann,  ein  ex- 
zentrischer Punkt;  seine  Exzentrizität  f  wächst  mit  der  Ungleich- 
förmigkeit  der  Verteilung,  sie  ist  also  z.  B.  ausdrückbar  durch  die 
Maximaldichte  in  A  bezw.  ihr  Verhältnis  zur  Minimaldichte  in  A!\  es 
bleibe  indes  diese  Rechnung  dem  Leser  überlassen. 

Verteilungen  von  der  Art,  für  welche  die  hier  betrachtete  ein  Bei- 
spiel ist  und  auf  die  wir  bald  (§  504)  noch  zu  sprechen  kommen, 
nennt  man  zentrobarische  Verteilungen. 

492.    Aus  zentrobarisohen  Schalen  aufgebaute  Kugel.    Wir 

wollen  nun,  indem  wir  T  und  6r  festhalten,  der  Reihe  nach  verschie- 
dcDe  Kugeln  beschreiben  (Fig.  296),  für  welche  F  und  G  im  Verhältnis 
TOD  Punkt  und  Bildpnnkt  zueinander  stehen ;  offenbar  kann  man,  wenn 

Fig.  296. 


man  statt  0  jetzt  C  als  Kugelmittelpunkt  wählt,  den  Kugelradius  so 
abmessen,  daß  jene  Bedingung  erfüllt  wird,  und  so  fort  für  immer 
mehr  nach  rechts  wirkende  Zentra,  wobei  die  Radien  immer  kleiner 
werden.  Auf  diese  Weise  füllt  sich  schließlich  der  ganze  Raum  der 
arsprünglichen  Kugel  mit  Kugelflächen  an,  bezw.  es  setzt  sich  nun  die 
Kugel  aus  lauter  Kugelschalen  zusammen.  Nun  hat  eine  Massen- 
▼erteilang  auf  irgend  einer  jener  Kugelflächen,  welche  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Kubus  der  Entfernung  der  Flächenelemente  von  JP 
Tariiert,  alle  Eigenschaften  der  eben  besprochenen  Verteilung;  d.  h.  sie 
erzeugt  in  allen  Punkten  außerhalb  von  sich  selbst  dasselbe  Potential, 
als  ob  in  Gr  eine  gleich  große  Masse  —  sagen  wir  url  —  konzentriert 
wäre,  und  in  allen  inneren  Punkten  dasselbe  Potential,  als  ob  in  T  die 
Masse  m'fja  konzentriert  wäre.  Für  die  ganze  Kugel  addiert  sich 
das,  und  die  Verteilung  ist  zentrobarisch ,  d.  h.  im  äußeren  Räume 
(freilich  nur  außerhalb  der  ganzen  Kugel)  herrscht  dasselbe  Potential, 
welches  herrschen  würde,  wenn  die  ganze  Masse,  statt  über  die  ver- 
Bchiedenen  Schalen  verbreitet,  in  G  vereinigt  wäre. 
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Nun  variiert  des  weiteren  die  Dicke  einer  Schale  im  Yerhältnis 
des  Quadrates  der  Entfernung  der  Schalenpunkte  von  F.  Denn  es  Bei  y 
der  Abstand  des  Mittelpunktes  C  einer  Kugelfl&che  vom  Mittelpunkt« 
C  einer  größeren,  auf  der  die  Punkte  Ä  und  Ä'  liegen,  und  x  der 
Abstand  des  am  nächsten  zu  Ä  gelegten  Punktes  der  kleineren  Kugel 
YonA;  dann  ist,  wenn  a  der  Radius  der  größeren  Kugel  ist,  der  Radios 
der  kleineren  a  —  x  —  y  und,  da  F  und  G  fest  sind: 

•^       ^    '      f-9 

Gehen  wir  zu  einer  noch  etwas  kleineren  Kugel  Tom  Radios 
a  —  X  —  y  —  dx  —  dy  über,  so  erhalten  wir 

2  {/  -  y)  (a  —  o;  -  y)  "^• 

Ist  femer  ö  der  Winkel,  den  der  Radius  C  E'  nach  irgend  einem 
Elemente  E'  der  Oberfl&che  mit  C'F  macht,  so  ist  die  Dicke  dS  der 
Schale  an  der  Stelle  E' 

dd  =  dx  +  dy  (1  —cosß). 

In  dem  Dreieck  C  E' F  ist  aber,  wenn  E*  F  =  r  gesetzt  wird, 

r»  =  (/  —  a  +  a;)>  +  2  (/  —  y)  (a  —  a?  —  y)  (1  —  cos«), 

und  folglich  wird: 

dx-hdy(l-co,ö)  =  ^^._^^;;_^_^^dy. 

die  Dicke  ist  also  für  die  verschiedenen  Stellen  einer  Schale  mit  r^ 
proportional. 

Nun  wollen  wir  eine  jede  der  Flächen  Verteilungen,  deren  Flächen- 
dichte  <J,  wie  wir  wissen,  mit  r^  umgekehrt  proportional  ist,  in  den 
ganzen  Raum  der  anliegenden  Schale  zerstreuen,  die  zwar  unendlich 
dünn,  aber  doch  an  verschiedenen  Stellen  verschieden  dick,  nämlich 
proportional  mit  r'  ist;  die  Raumdichte  Q  wird  dann  offenbar  um- 
gekehrt proportional  mit  r*^,  da  sie  an  einer  Stelle,  wo  ohnehin  schon  ö 
umgekehrt  wie  r*  ist,  noch  über  eine  Dicke  wie  r'  zerstreut  wird;  e« 
ist  eben  einfach,  von  einem  Proportionalitätsfaktor  abgesehen, 

_  ^  _   1       1  _  Jl^ 
^  ~  d8~~r^'  r^~  r^* 

Das  Gesagte  gilt  nur  für  die  verschiedenen  SteUen  einer  nnd  de^ 
selben  Schale;  für  die  verschiedenen  Schalen  kann  Q  ganz  verschieden 
sein.    Man  erhält  so  beliebig  viele  zentrobarische  Kugel  Verteilungen* 

Überdies  kann  nun  über  die  ungleichförmige  Belegtmg  der  Kogel' 
fläche  noch  irgend  eine  gleichförmige  gelagert  werden,  s.  B.  vom 
Gesamtbetrage  m';  im  äußeren  herrscht  alsdann  das  Potential,  welches 
erzeugt  werden  würde  von  der  Masse  m'  in  C  und  der  Masse  «ö// 
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in  G,  Ist  z.  B.  a/f  =  1/4  und  m'  =  m,  so  erhält  man  außerhalb 
a  :=  yC6r./ gerade  die  in  Fig.  290  dargestellten  Niveau-  und  Kraft- 
linien, wobei  B  und  Ä  die  Rolle  yon  C  und  G  spielen.  Innerhalb  der 
Kugel  ist  das  von  m'  herrfthrende  Potential  gleichförmig,  das  von 
ma/f,  über  die  Fläche  nach  dem  Dichtegesetz  von  Gl.  (59)  verteilt, 
herrührende  ist  dasselbe  wie  das  von  m,  in  F  konzentriert,  herrührende. 
Somit  ist  die  Dichte  in  irgend  einem  Punkte: 


47Ca  la  r'J 

und  speziell  in  den  Punkten  A  bezw.  Ä* 


ö  ^A')  =  A_  ruf!  + 

4jta  L  a 


(/  -  arl 

/•  4-0^1 


(/  + 


(60) 


(61) 


493«  Bild  in  Bezug  auf  eine  Ebene.  Wenn  der  Kugelradius 
unendlich  wird,  verwandelt  sich  die  Kugel  in  eine  Ebene  ^JB  (Fig.  297), 
und  der  zu  einem  Punkte  P  gehörige  Bildpunkt 
I^  liegt  auf  derselben  Normalen  ebensoweit  auf 
der  anderen,  wie  P  selbst  auf  der  einen  Seite; 
P'  ist  einfach  der  optische,  von  AB  als  Spiegel 
herrührende  Bildpunkt  vonP.  Ist  die  Masse  in 
P  gleich  m,  so  ist  die  in  P'  gleich  mf/a,  also, 
da  mit  größer  werdendem  a  8chließlich/=a  =  ao 
wird,  ebenfalls  m:  die  Bildmasse  ist  gleich  der 
Punktmasse.  Eine  Massen  Verteilung  auf  einer 
nach  allen  Richtungen  unbegrenzten  Ebene,  deren 
Dichte  von  Punkt  zu  Punkt  umgekehrt  wie  der 
Kubus  der  Entfernung  von  einem  Punkte  in 
dem  einen  Halbraume  variiert,  ruft  hiemach  in 
diesem  Halbraume  ein  Potential  hervor,  als  ob  ihre  Belegung  in  dem 
Bildpunkte  jenes  Punktes  konzentriert  wäre,  und  ebenso  in  dem  an- 
deren Halbraume  das  Potential,  als  ob  die  Belegung  in  jenem  Punkte 
konzentriert  wäre.     Dabei  ist  die  Flächendichte 

hm 


6  = 


2xr'^' 


wo  li  die  kürzeste  Entfernung  der  Punkte  von  der  Ebene  und  r  die 
Entfernung  irgend  eines  Punktes  E  der  Ebene  von  deii  Punkten  ist. 

Um  die  Probe  zu  machen,  integriere  man  zunächst  über  die  Masse 
aller  Elemente  der  Ebene,  d.  h.  man  bilde  das  Integral 


hm 
2n 


QdQ 


2    +    ^2)%' 


Or»y,Phy»ik.    I. 
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wo  Q  =  OE  (Fig.  298)  und  d  Polarkoordinaten  in  der  Ebene,  mit  0 
als  Anfangspunkt  sind,  und  folglich  r  =  yÄ*4-^  ist;  die  Integratio 


Fig.  298.     j. 


'hl 


">C^ 


-fl 


B 


^1 


ergibt  in  der  Tat  «i,  wie  zu  be- 
weisen war.  Ferner  bilde  man  das 
Integral  über  die  Potentiale  aller 
Elemente  der  Ebene  anf  einen  be- 
liebigen Punkt  Q,  dessen  Entfernung 
von  E  gleich  r^  =  ^h}  +  gf  ij^t. 
Dann  ist 


V  = 


->• 


—  k—{ 


und  dies  erweist  sich  als  mr'it  wo 
r'i  der  Abstand  des  Punktes  Q  vom 
Bilde  P'  des  Punktes  P  ist;  speziell 
für  P  selbst  wird 

23rJJ        r* 

und  dies  wird  m/2h,  wie  es  sein 
muß. 


494.    Geometrische  Inyersion.     Die  in  Rede  stehende  Methode 
heißt  geometrische  Inversion  oder  Methode  der  reziproken  Radien;  sie 

ist  sehr  wichtig  für  die  Ab- 
leitung unbekannter  geometri- 
scher Anordnungen  aus  bereits 
bekannten.  Man  betrachte 
irgend  einen  Punkt  P  einer 
geometrischen  Anordnung,  ^i 
es  von  Teilchen  im  Räume  oder 
von  Punkten  in  einer  Zeichnung,  und  verbinde  ihn  mit  irgend  einem 
Punkte  0  (Fig.  299).  Um  0  schlage  man  eine  Kugel  mit  irgend  einem 
Radius,  etwa  a,  und  ermittele  auf  OP  =  r  den  Punkt  P'  von  solcher 
Lage,  daß  0  P'  =  r'  die  Bedingung 

rr'  =  a» 

erfüllt,  daß  also,  wenn  a  =  1  ist,  oder  allgemeiner,  wenn  r  und  r^  in 
Vielfachen  (bezw.  Bruchteilen)  von  a  ausgedrückt  werden ,  f '  der  rezi- 
proke Wert  von  r  ist.  Dann  heißt  0  das  Zentrum  der  Inversion,  a  der 
Radius  der  Inversion  und  P'  der  Bildpunkt  oder  inverse  Punkt  von  P- 
Nimmt  man  einen  zweiten  Punkt  Q^  so  ergibt  sich  ein  zweiter  Bild- 
punkt Q'  u.  s.  f.;  je  weiter  der  Punkt  vom  Zentrum,  desto  näher  liegt 
der   Bildpunkt    an    demselben.       Die    neue   Anordnung  von  Punkten 


Geometrische  Inversion. 
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heißt  das  Bild  oder  die  Inversion  der  alten.  (Die  gerade  Linie 
P Q'  ist  aber,  wie  sich  zeigen  wird,  nicht  das  Bild  der  geraden 
Linie  FQ.) 

Man  wird  bemerken,  daiS  die  Dreiecke  OPQt  OQ^P  ähnlich  und 
die  Winkelpaare  OPQ  und  OQ'P\  O^P  und  OP'Q'  gleich  sind. 
Ist  der  Winkel  bei  0  sehr  klein,  also  PQ  das  Element  einer  Kurve, 
dann  ist  P' Q'  seine  Inversion,  und  die  beiden  Elemente  schneiden  den 
Kadiusvektor  OP  in  den  gleichen  Winkeln  P'PQ,  PP*Q'',  daraus 
folgt,  daß,  wenn  man  sswei  verschiedene,  sich  schneidende  Kurven  (oder 
aach  Flächen)  hat,  ihr  Schnittwinkel  gleich  dem  Schnittwinkel  ihrer 
Inversionen  ist. 

Die  Inversion  eines  Kreises  ist  ein  anderer  Kreis,  einer  Kugel 
eine  andere  KugeL  Für  den  Fall,  daß  der  Kreis  mit  0  in  einer  Ebene 
liegt,  ist  der  Beweis  des  ersten  Satzes  ziemlich  einfach;  nur  darf  man, 
wenn  PQ  der  Durchmesser  des   gegebenen   Kreises,    B  irgend  einer 


Fig.  300. 


seiner  Punkte,  also  der 
Winkel  PR  Q  ein  rechter 
ist,  nicht  etwa  schließen, 
daß  (Fig.  300)  der  Win- 
kel P'iJ'e',  wo  P',  ö',  22' 
die  Inversionen  von 
P,  Q,  B  sind,  auch  ein 
rechter  sei  (denn  die 
Linien  •i2'P'  und  B' Q' 
sind  nicht  die  Inversio- 
nen von  BP  und  BQ)\ 
er  ist  vielmehr,  je  nach 
den  umständen,  um  den 
Winkel  POQ  größer 
oder  kleiner;  es  ist  also 
auch  nicht  P*  Q'  der  Durchmesser  des  Bildkreises.  Der  Beweis  für 
Kugeln  folgt  aus  dem  für  Kreise  leicht  durch  die  Erwägung,  daß  die 
Kugelschnitte  Kreise  sind. 

Besonders  interessant  ist  der  Spezialfall  einer  geraden  Linie;  ihre 
Inversion  ist  natürlich  ein  Kreis,  da  sie  selbst  ein  Kreis  ist;  und  da 
die  vom  Zentrum  der  Inversion  parallel  zur  geraden  Linie  nach  beiden 
Seiten  gezogenen  Radienvektoren  unendlich  lang  sind,  müssen  die 
entsprechenden  Bild  Vektoren  unendlich  kurz,  d.  h.  null  sein;  der  Bild- 
kreis geht  also  durch  das  Zentrum  der  Inversion,  und  die  Tangente 
daselbst  ist  der  gegebenen  Geraden  parallel  Die  Konstruktion  ist 
hier  überaus  einfach :  man  sucht  das  Bild  des  dem  Zentrum  0  nächsten 
Punktes  P  der  Geraden  und  beschreibt  über  OP  als  Durchmesser  einen 
Kreis.  Geht  die  Gerade  durch  das  Zentrum  selbst,  so  ist  sie  ihr 
eigenes  Bild,  wobei  aber  die  einzelnen  Linienpunkte  ihre  Rollen  ver- 
tauschen. 

36* 
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495.  Inyerse  Terteilungen.  Das  Bild  des  Raumes  außerhalb 
der  InTersionBkugel  ist  offenbar  der  Raum  innerhalb  derselben,  und 
umgekehrt.  Dies  ist  insofern  von  großer  Wichtigkeit,  als  man  hiermit 
in  den  Stand  gesetzt  ist,  irgend  eine  Lösung  eines  GraTitationsproblems, 
die  für  den  Raum  innerhalb  einer  Kugel  gCÜtig  ist,  in  eine  andere, 
außerhalb  gültige  zu  transformieren;  dasselbe  gilt  für  elektrostatische 
Probleme. 

Die  Ladung  malf  des  Punktes  P'  (Fig.  301)  heißt  die  Inversion 
der  Ladung  m  des  Punktes  P,  wo  a  der   Radius  und/  =  OP  \»t 

Statt  eines  Punktes  P  können 
auch  mehrere,  P,  Q  •  •  •  g^ 
geben  sein;  es  ergeben  sich 
dann  ebensoviele  Bildponkte 
P,  Q'\  einer  stetigen  Linien-. 
Flächen-  oder  Raumyerteilong 
entspricht  eine  ebensolche  Ver- 
teilung im  Bilde. 

Es  sei  df  die  Aasdehniing 
eines  kleinen  Yolomeneie- 
mentes  in  der  Radiusvektorrichtung  /;  die  entsprechende  des  Bildes 
ist  dann 

dr=^^dA 

denn  es  ist  /'  —  df  =  aV(/  +  df)  =  (1  —  d///)aVf,  Ander- 
seits ist,  wenn  die  Ausdehnung  des  Yolumenelementes  in  der  Richtung 
senkrecht  zum  Radiusvektor  gleich  fdd  ist  (0  der  Polarwinkel),  die 
entsprechende  Bildausdehnung  (dd'  ist  gleich  dd): 


f'd6  = 


m  =  ^) 


dfi. 


Folglich  entspricht  dem  Yolumenelement 

dx=pdfde^ 
das  inverse  Volumenelement 

dz'  =f^dfde^ 


also  schließlich: 

oder  auch  umgekehrt 

dx*  =\dT, 

Für  Flächenelemente  ergibt  sich  entsprechend 

a*  f* 

ds'  =  .,  ds  =  —^  d$. 
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(jehen  wir  nun  zum  Massenelement  vn  im  Räume  dr  über,  dem  das 
inverse  (ma/f)  im  Räume  dr'  entspricht,  und  führen  wir  .die  Dichten 
Q  =  m/dt  und  q*  =  (malf)ldT!  ein,  ao  haben  wir 


V   — 

und  für  Flächendichten 


9'=  a^9=jr,9. 


Zusammenfassend  hat  man  also  folgende  Verhältnisse  (elZ,  dV  Linien- 
elemente, A,  V  Liniendichte): 


(62) 


496«  Inversion  yon  Potentialen.  Nun  sei  F  das  Potential  im 
Punkte  ^,  herrührend  von  der  Masse  m  in  P;  dann  ist  7  =  kmj{PQ), 
Die  Inversion  ist  das  Potential  F'  im  Bildpunkte  Q'  von  Q,  erzeugt 
durch  die  inverse  Masse  wo//  (wo  f  z=  OP  ist)  im  Bildpunkte  P' 
von  P;  es  ist  also 

r  =  Am  "        ' 


dV  _  a»  _ 
d?  "  /«  "" 

di:'_a<'  _/">  _f'3 
dr  ~/«  "~  o«  ~  y» 

i.'       f       a 

ö'_/3_  a»        p'_/^ 

f    P'Ö" 

bezeichnet  man  also  0  Q  mit  r,  0  Q'  mit  r',  so  ist  nach  Fig.  299 

V  =  ^-V=^,V (63) 

a  r 

Wie  man  sieht,  ist  das  Verhältnis  F' :  F  von  der  Masse  m  und  Lage  des 
Punktes  P  gänzlich  unabhängig ;  es  ist  einfach  das  Verhältnis  der  in 
den  reziproken  Punkten  Q'  und  Q  durch  irgend  ein  Paar  punktförmiger, 
reziproker  Ladungen  erzeugten  Potentiale. 

Wenn  F  ein  in  einem  gegebenen  Baume  r  konstantes  Potential 
ist,  so  ist,  wie  man  sieht,  F'  keineswegs  im  allgemeinen  ebenfalls 
konstant,  sondern  nur  dann,  wenn  r  =  const  oder  r'  =  const  ist, 
d.  h.  wenn  der  Raum  konstanten  Potentials  eine  mit  der  Inversions- 
kugelfläche konzentrische  Kugel  ist. 

In  der  Theorie  der  elektrischen  Verteilung  werden  von  den  ge- 
wonnenen Ergebnissen  der  Bildermethode  Anwendungen  gemacht 
werden;  für  jetzt  sei  u.  a.  auf  des  Verfassers  „Treatise  on  Magnetism 
and  Electricity*'  (London  1898)  hingewiesen. 

497.  Inneres  Feld  eines  dünnen  Homöoids.  Wir  wollen  jetzt 
den  im  §  490  aufgestellten  Satz  auf  eine  Reihe  interessanter  Spezial- 
fälle der  Gravitation  anwenden. 
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Zunächst  betrachten  wir  das  Feld  einer  Masse,  die  den  Baoin 
zwischen  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipsoiden  gleichförmig 
erfüllt.  Zu  einer  derartigen  Masseverteilung  gelangt  man  dnrcb 
homogene  Deformation  einer  Eugelschale ,  d.  h.  durch  Änderung  ihrer 
Ausmaße  in  drei  aufeinander  senkrechten  Richtungen  im  YerbfiltniB 
Yon  ailf  &:1,  c:l,  wobei  sich  die  Kanten  eines  rechteckigen  Bamn- 
elementes  aus  Sx,  dy,  8e  in  a8x^  hdy^  c8e,  also  das  Yolnmen  selbst 
aus  öxdydjg  in  abcöxdyde  verwandelt.  Bei  diesem  Prozesse  ändert 
sich  also  die  Dichte,  aber  überall  in  demselben  Maße,  die  Schale  bleibt 
also  homogen. 

Nun  ziehe  man  eine  Sehne  (Fig.  302),  welche  die  Schale  in  yier 
Punkten,  nämlich  die  innere  Fläche  in  A  und  B,  die  äußere  in  CnndD 
schneidet;  irgend  ein  Punkt  auf  ihr  sei  P.  Dann  läßt  sich  leicht 
beweisen,  daß  die  Verhältnisse  ÄF  :  PB  und  CP  :  PB  nach  der  De!o^ 
mation  noch  dieselben  sind  wie  vorher,  und  daß  dies  anch  von  den 
Fig.  302.  Fig.  303. 


Massenelementen  gilt,  die  durch  einen  schmalen  Kegel  vom  Winkel  do, 

mit  dem  Scheitel  P  und  CB  als  Aze  aus  der  Schale  herausgescbnitten 

werden. 

Fürs  erste  nehmen   wir  an ,  die  Schale  sei  äußerst  dünn  im  ^^^ 

gleich  zu  PA   oder  PB^    diese  Dicke   sei  £,    die  Linien  PA  und  Pf 

seien  r-^  und  rj,  der  Winkel  OCP  sei  Ö;  die  ausgeschnittenen  FlÄchen 

sind  dann  «  _ 

r{d(o 


bei  A: 


cosd  ~^^' 


bei  Bi 


rjd-a» 
cosd 


=u 


Die  ausgeschnittenen  Massen  sind  also  proportional  f^B  und /}£,  ihr 
Verhältnis  ist  also  r^ :  r^.  Anderseits  sind  die  Anziehungen,  die  P 
von  ihnen  erfährt,  entgegengesetzt  gerichtet,  und  sie  stehen  im  Te^ 
hältnis  l/r^:l/r^,  also  rg'ir*^.  Daraus  folgt,  daß  diese  beiden  An- 
ziehungen gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Dasselbe  gilt  aber  für  je 
zwei  in  analoger  Weise  ausgeschnittene  Elemente  der  Schale:  die  Feld- 
stärke in  P  ist  also  null,  und  sie  ist  es  in  jedem  Punkte  des  Hohl- 
raumes, da  P  gar  keine  besondere  Lage  hatte. 
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Daß  die  Feldstärke  im  Innern  einer  homogenen  Hohlkngel  nnll 
ist,  wissen  wir  bereits  (§  453).  Jetzt  aber  können  wir  ohne  weiteres 
den  Schlnß  ziehen,  daß  sie  auch  im  Innern  der  deformierten  Schale 
null  ist;  denn  die  Massenelemente  bleiben,  wie  wir  sahen,  nngeändert, 
und  die  beiden  r  ändern  sich  in  gleichem  Maße. 

Das  Resultat  gilt  auch  für  endliche  Dicke  der  Schale,  da  man 
diese  ans  lauter  äußerst  dünnen  aufbauen  kann. 

Wir  wollen  eine  von  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellip- 
soiden  eingeschlossene  Schale  nach  dem  Vorgänge  yon  Thomson  und 
Tait  ein  elliptisches  Homöoid  nennen. 

Es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  die  Dicke  £  eines  elliptischen 
Homöoids,  die  natürlich  von  Punkt  zu  Punkt  variiert,  proportional 
ist  mit  der  Länge  des  vom  Mittelpunkt  auf  die  an  der  betrefEenden 
Stelle  gezogene  Tangentialebene  gefällten  Lotes.  Bei  der  homogenen 
Deformation  bleiben  nämlich  parallele  Linien,  wenn  sie  auch  ihre 
Richtung  ändern,  doch  parallel.  Nun  sind  kurze  Bögen  bei  Ä  und  C 
(Fig.  303)  parallel  gewesen,  sie  sind  es  also  auch  jetzt  noch.  Fällt 
man  jetzt  von  0  das  Lot  p  =  OL  auf  die  Tangentialebene  in  C,  zieht 
CF//LO  und  OF//LC  und  nennt  die  Schnittpunkte  von  OC  bezw. 
FC  mit  der  inneren  Fläche  G  bezw.  E,  so  sind  die  Dreiecke  COF 
und  CGE  einander  ähnlich,  also  ist  CG:  CO  =  CE:  CF,  d.  h.  es  ist 

'-^^-'GO^^-   CO^' 
CG'.  CO  ist  aber  ein  für  alle  Richtungen  von   0 C  konstantes  Ver- 
hältnis; es  ist  also  wirklich  £  proportional  mit  p. 

498.  Äußeres  Feld  eines  dfiimeii  HomSoids.  Betrachten 
wir  nun  das  Feld  eines  dünnen  Homöoids,  so  sehen  wir,  daß  das 
Potential  in  allen  äußeren  Punkten  nahe  der  Oberfläche  konstant  ist, 
und  nach  §  489  ist  die  Kraft  nach  außen 

;r—  =  —  47rA;£p. 
9n  ^ 

Die  Entfernung  £'  zwischen  zwei  benachbarten  Niveauflächen,  die,  wie 

wir  wissen,  mit  der  Kraft  reziprok  ist,  ist  also  umgekehrt  proportional 

mit  £  (denn  Ic  und  Q   sind  Konstanten).      Dadurch  erhält  man  aber 

eine  mit  dem  Homöoid  konfokale  Fläche.     Denn  wenn 

rc2  1/2  g% 

—  4-  --  +  -  =  1 

die  Gleichung  des  dünnen  elliptischen  Homöoids  ist,  und  wenn  die 
Koordinaten  der  nach  außen  benachbarten  Niveaufläche  x  -\-  dXy 
y  4"  ^y»  z  -{-  dz  sind  (a;,  y,  z  und  x  +  dx^  y  +  ^y>  z  -{'  dz  sollen 
immer  zwei  auf  der  Flächennormalen  gelegene  Punkte  sein),  so  sind 
die  Richtungskosinus  der  Normale  in  rc,  y,  z  gleich  x/a\  yjh^  zjd^^  und 
folglich  ist 
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-dx  +   ^-  dv  +  -dz 


fi 


4-   -  +  - 
^  h^  ^  c< 


Der  Nenoer  dieses  Ausdruckes  ist  aber  nach  der  analytischen  Geometrie 
gerade  das  Reziproke  der  Länge  des  Perpendikels  jp  vom  Zentrum  auf 
die  Tangentialebene  in  x,  y,  e.  Nun  ist  aber  «'  umgekehrt  proportional 
mit  f ,  also  nach  §  497  auch  mit  jp,  also  etwa  gleich  -J//p,  wo  5/ eine 
Konstante  ist     Demnach  ist: 


oder 


x'  «*  e* 

2xdx=f-,    2ydy=/^,     2ifrf«=/-^ 


Man  erhält  also: 

a;2 jf  2xc?x        y2  +  2ydy        £»  J-  2jed£r  __ 
'   a2  +/      +       b2  +/      +      c^  +/~  -    ' 
oder  mit  Vernachlässigung  kleiner  Größen 

(X  +  dx)J        (y_+  riy)>        (^  x^d^)2  _ 
a'^  +/    ^      62  +/     ^     c2  +/    —  '' 

d.  h.  der  Punkt  x  +  tiir,  y  -\-  dy,  e  -{-  dg  liegt  auf  einem  mit  dem 
Homöoid  konfokalen  Ellipsoid. 

499.  Äußere  Terteilung,  Squivalent  mit  einem  dünnen 
Homöoid«  Aus  dem  Früheren  folgt  nun  sofort,  daß  in  Bezug  au!  die 
Wirkung  nach  außen  ein  dünnes  elliptisches  Homöoid  ersetzt  werden 
kann  durch  ein  äußeres  koufokales  und  gleichmassiges.  Potential  und 
Kraft  eines  elliptischen  Homöoids  in  einem  äußeren  Punkte  P  sind  also 
identisch  mit  denen  eines  anderen,  ihm  konfokalen  und  gleichmassigen, 
füi*  das  P  zwar  auch  noch  außen,  aber  unmittelbar  an  seiner  Oberfläche 
liegt.  Die  Aufgabe ,  Potential  und  Kraft  im  äußeren  Räume  zu 
bestimmen ,  ist  hiermit  auf  ihre  Bestimmung  an  der  Oberfläche  eines 
konfokalen  Homöoids  reduziert. 

500.  Homöoide  von  endlicher  Dicke.   Maclaurins  Theorem. 

Gehen  wir  jetzt  zu  Homöoiden  von  endlicher  Dicke  über  und  nennen 
wir  zwei  solche  von  verschiedener  Dicke  konfokal,  wenn  ihre  inneren 
Oberflächen  kon fokal  sind  und  ihre  äußeren  ebenfalls  (die  inneren  bind 
mit  den  äußeren  nicht  konfokal,  sondern  ähnlich),  so  sehen  wir  leicht 
ein,  daß  sie  bei  gleicher  Masse  und  überall  gleicher  Dichte  im  äußeren 
Räume  die  gleiche  Wirkung  ausüben.  Läßt  man  die  inneren  Hohl- 
räume mehr  und  mehr  zusammenschrumpfen,  so  kommt  man  schließ- 
lich zu  massiven,  homogenen,  gleichmassigen  und  konfokalen  Ellipsoideo 
und  findet,  daß  diese  im  ganzen,  für  beide  äußeren  Räume,  die  gleiche 
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Wirkung  ausüben.  Dieser  Satz  wird  gewöhnlich  als  Maclau rinsches 
Theorem  bezeichnet;  der  hier  geführte  Beweis  ist  eine  Modifikation 
des  Ton  Chasles  gegebenen.  Nach  Ganß  hat  indes  Maclaurin  den 
Satz  nur  für  Punkte  in  der  Verlängerung  der  Axen  aufgestellt,  ver- 
Tollständigt  wurde  er  erst  von  Laplace  in  seiner  M^canique  Celeste 
(vol.  2,  Buch  3,  Kap.  1;  vergl.  Gauß'  Werke  Bd.  5,  und  Chasles, 
Journ.  de  l'flcole  polytechn.,  Heft  25;  1837). 

Das  Verfahren,  ein  Ellipsoid  in  unendlich  dünne  Homöoide  zu 
teilen,  scheint  zuerst  yon  Poisson  in  seiner  Abhandlung  „Memoire 
Bur  Pattraction  d'nn  ellipsoide  homogene  (Mem.  de  Tlnstitut  de  France, 
voL  13,  1835)  angewandt  worden  zu  sein.  Er  zeigt  daselbst,  daß  die 
Ton  einem  Homöoid  ausgehende  Kraft  in  einem  äußeren  Punkte  die 
Richtung  der  Axe  des  Kegels  hat,  der  in  ihm  seinen  Scheitel  hat  und 
das  Homöoid  einhüllt.  Nach  dem  Vorgange  von  Steiner  (Grelles  J., 
Bd.  XII)    kann    man   dies  -pior,  304. 

rein  geometrisch  folgender-  ^ 

maßen    zeigen.      Fig.   304  ^^ 

gibt  einen  Schnitt,  der  durch  ^^ 

die  Kegelaxe  PF  geht,  Ä  k^^i^^^^——^-^ 

und  5  sind  die  Berührungs-  ^y/\     -  ^^^\ 

punkte,  Q  der  Schnittpunkt  ^^^^^   \  _--^^^^l-— "^ 

ihrer  Verbindungslinie  mit        ^y^'^    nl— -^^^^ —  \ 

der  Kugelaxe,    und  es  ist   F'^^^-^nT^    \      \  ^"--^  ] 

offenbar  ^  JPC=  ^  BPQ.  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^  J 

Ist  nun  C  irgend  ein  Punkt  ^"^"^-X.^^^^^  ^^^^^ 

auf  der  Ellipse  und  zieht  ^""^^---^ 

man  CQD,  so  kann   man 

zeigen,  daß  auch  z.  CFQ  =  L,  BPQ  ist.  Legt  man  nun  durch  Q 
einen  schmalen  Doppelkegel  um  CQB  als  Axe,  so  schneidet  dieser  aus 
der  Schale  zwei  Elemente  heraus,  die,  wie  wir  wissen,  in  Q  gleiche  und 
entgegengesetzte  Wirkung  hervorrufen,  weil  ihre  Volumina  sich  um- 
gekehrt wie  die  Quadrate  ihrer  Abstände,  {QC^iiQDYy  verhalten. 
Wegen  der  Gleichheit  jener  Winkel  ist  aber  QCiQI)  —  PC.PD,  so 
daß  man  das  Verhältnis  der  Volumina  auch  gleich  (PC)^:{PDy  setzen 
kann;  ihre  Anziehung  auf  P  ist  also  dieselbe,  und  folglich  fällt  ihre 
Resultante,  also  auch  die  Kesultante  aller  Elementenpaare  des  Homöoids 
in  die  Mittellinie,  d.  h.  in  die  Kegelaxe. 

[Die  Axe  des  einhüllenden  Kegels  ist  senkrecht  auf  der  durch  P 
gehenden,  mit  dem  gegebenen  Homöoid  konfokalen  ellipsoidischen 
Fläche,  woraus  wiederum  der  Satz  folgt,  daß  die  äußeren  Niveauflächen 
konfokalc  Ellipsoide  sind.] 

Alle  diese  hier  behandelten  Sätze  finden  besonders  wichtige  An- 
wendungen außer  in  der  Gravitation  selbst  in  der  Elektrostatik,  näm- 
lich auf  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  ellipsoidischen  Leitern  und 
das  von  ihnen  erzeugte  Feld. 
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500  a«  Kreisscheibe  mit  konstantem  Potential.  Das  Potential 
einer  homogenen  Scheibe  au!  einen  beliebigen  Punkt  ut  sehr  ver- 
wickelt. Es  mag  indessen  diese  Gelegenheit  benutzt  werden,  um  ein 
anderes  Problem  vorläufig  zu  erwähnen ,  das  später  (besondere  in  der 
Elektrostatik)  sehr  wichtig  werden  wird,  und  für  welches  gerade  bei 
der  Kreisscheibe  die  Lösung  sehr  einfach  und  anschaulich  ist  Es  ist 
das  Problem  des  Potentials  einer  Flächenmasse,  deren  Dichte  nicht 
überall  die  nämliche  ist,  sondern  derart  variiert,  daß  das  Potential  für 
alle  Punkte  in  der  Fläche  selbst  den  gleichen  Wert  hat;  es  ist  du 
offenbar  die]enige  Verteilung,  bei  welcher  das  verteilte  Substrat,  wenn 
es  innerhalb  der  Fläche  frei  beweglich  ist,  im  Gleichgewichte  sein  wiri 
Bei  einer  Kreisscheibe  findet  sich  nun  einfach,  wenn  jener  in  der  Flache 

selbst  konstante  Wert  von 
^'  F  zu  1   angenommen  wird 

F^  (sonst  ist  mit  einem  Faktor 

^Pi  zu  multiplizieren),  conichst 

für  einen  Axenpnnkt: 

TT        2         ,   a      2 
V  =  -  arctg  -  =  -•  o, 


wo  die  Größen  a,  fc,  o  au« 
der  Fig.  305  ersichtlich 
sind ;  derselbe  Wert  (2/a) .  o 
gilt  dann  aber  auch  fär  alle 
mit  dem  betreffenden  Axen- 
punkte  auf  demselben  mit 

der  Scheibe  konfokalen  EUipsoide  gelegenen  seitlichen  Punkte i^,P"  a.8.w. 

bezw.  Fl,  Pi,  PI'  u.  s.  w.     Zugleich  wird  die   variable  Flächendichte 

im  Abstände  x  vom  Zentrum 


6  = 


1 


2  3ta^a^  —  x^' 

d.  h.  sie    nimmt   von   der  Mitte  nach   dem  Rande  immer  rascher  zn 
und  wird  dort  unendlich. 

Den  vollständigen  Beweis  für  diese  Ergebnisse  können  wir  hier 
nicht  führen;  wir  müssen  uns  mit  folgenden  Betrachtungen  begnügen. 
In  §  497  ist  gezeigt  worden,  dalS  eine  durch  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene innere  und  äußere  Flächen  begrenzte  ellipsoidische  Schale  (ein 
„elliptisches  Homöoid")  in  seinem  ganzen  Innern  ein  gleichförmiges 
Potential  erzeugt;  in  §  499  ist  ferner  nachgewiesen  worden,  daß  es  in 
einem  äußeren  Punkte  dasselbe  Potential  erzeugt  wie  ein  in  seinem 
Innern  gelegenes,  konfokales  Homöoid  von  gleicher  Masse;  endlich  ni 
gezeigt  worden,  daß  die  Flächendichte  der  Schale  in  irgend  einem  Punkte 
proportional  der  Länge  des  Lotes  vom  Mittelpunkte  auf  die  das  Homöoid 
in  diesem  Punkte  berührende  Fläche  ist. 
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Die  ganze  Masse  m  der  Schale  ist  deshalb,  wenn  q  eine  Eonstante 
ist,  q/pdSf  das  Integral  über  die  Schale  genommen.  Dieses  Integral 
ist  aber  das  dreifache  innere  Volumen  der  Schale,  also,  wenn  a,  h,  c  die 
Längen  der  Halbaxen  sind,  gleich  4 7t ah c.  Setzt  man  nun  den  Wert 
?on  p  ein,  so  erhAlt  man  also: 


m 

ö  = 


4  7tahc 


1/ > 

f    a*  "^  5*   "^  c* 


Nun  nehme  man  als  inneres  Homöoid  eine  ganz  flache  rotations- 
ellipsoidische  Schale,  so  daß  also,  wenn  a,  a,  c  die  Halbaxen  sind, 
c  sehr  klein  gegen  a  ist.  Man  hat  dann  offenbar  eine  Kreisscheibe  vom 
Radins  a  yor  sich,  und  erhält  für  deren  Flächendichte,  wenn  man  be- 
denkt, daß  die  Scheibe  zwei  Flächen  (die  obere  und  die  untere  Seite)  hat: 

m  ml 


2  7ta^c^        2na^c 


i$  -  i' 


oder,  da  nach  der  Oberflächengleichung  jb^  =  c^{l  —  x^a^)  ist: 

m 


6  = 


2  7ta  Va2  —  rc2 ' 

wo  X  der  Abstand  vom  Mittelpunkte  ist    Dies  ist  die  oben  angegebene 
Formel 

Ferner  denken  wir  uns  nun  ein  die  Scheibe  umgebendes  konfokales 
Homöoid  von  den  Halbaxen  a',  a',  h.  Nach  der  oben  hingeschriebenen 
Gleichung  ist  die  Dichte  am  Ende  der  iP-Axe  gleich  m/4Jta'^  und  die 
Feldstärke  —  4  srÄcJ,  also  —  1cm/a%     Folglich  hat  man 

dV ^ fem 

"äÄ"  ~  "~  72  —  ""  Ä2  4-  a2 ' 

da  wegen  der  Konfokalität 

a'a  =  a2  4-  A,  Ä2  =  c«  +  A  =  ;L 

ist.     Durch  Integration  erhält  man: 

F=  —  kmarctg 1-  C, 

a 

yfo  C  =  7t/2  sein  muß ,  damit  f ür  ^  =  oc    das  Potential  null  werde. 

Efl  ist  also 

V  =  —  kmarctg f-  -,  =  +  kmarctg  -  • 

^  a     '     2  ^  h 

Damit  aber  in  der  Scheibe  V  =  1  sei,  muß  m  =  2  Jtk  sein,  und  folg- 
lich wird  wie  oben: 

TT         2         ,     a  2 

F  =  -  arctg  --  =       o. 
7t         ^  h         n 
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501.  Satz  Yon  Chasles,  betreffend  zwei  konfokale 
Homöoide.  Dieser  Satz  lautet  folgendermaßen:  Das  in  einem  PuDkte 
P  eines  dünnen  Homöoids  durch  ein  konfokales  Homöcid  erzeugte 
Potential  ist  gleich  dem  durch  das  erste  in  dem  entsprechenden  Punkte 
des  anderen  erzeugten. 

Zunächst  läßt  sich  zeigen,  daß,  wenn  P  und  P'  zwei  Punkte  auf 
der  einen ,  Q  und  Q*  die  entsprechenden  auf  der  anderen  Fläche  sind, 
PQ'  z=  P'Q  ist.     Es  seien  nämlich 

x^       v^       s^ 

—  +    -  4-       =1 

a3  ^  62  ^  c2 

ic^_  ^  __yi_  j £L      =  1 

«2    ^"   /j2      •      52   ^    /i2    "1"    c2   +    Ä« 

die  Gleichungen  der  beiden  Flächen,  und  es  seien 

X,  y,  z  und  a/,  y\  zf 
die  Koordinaten  von  P  und  P';  dann  sind  die  von  ^  und  $': 


X', 
X 

b 

-  y. 

Vc«  +  h* 

c 

a 

b 

*-V. 

(PQ'y  = 

__  Vö* 

a 

-2 

x'J  +■••, 

folglich  ist 


(P-«,=[.._V^.]'+..., 

also  die  Differenz 

(pr/)*^  -  (P' ö)3  =  Ä^p"  --^  +  ^-^'  +  ^- ' ---^*]=  0  (64) 

d.h.  PQ'  =  P'Q, 

Hieraus  folgt  nun  der  Chasles  sehe  Satz  unmittelbar;  denn, 
welches  auch  das  Entfernungsgesetz  der  Anziehung  sein  möge:  ein 
Homöoidelement  bei  P'  wird  in  Q  dasselbe  Potential  hervorrufen  wie 
das  gleichmassige  Element  bei  Q'  in  P;  dieses  Kesultat  braucht  man 
dann  nur  noch  über  alle  Elemente  zu  summieren. 

In  dem  besonderen  Falle,  daß  die  Anziehung  dem  Quadrat  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  hat  das  Potential  des  äußeren 
Homöoids,  wie  wir  wissen,  im  Innern  einen  konstanten  Wert;  denselben 
Wert  hat  also  auch  das  Potential  des  inneren  Homöoids  in  der  ganzen 
Oberfläche  des  äußeren,  d.  h.  letzteres  stellt  für  das  innere  eine  Niveau- 
fläche  dar  (vergl.  §  498). 


Sätze  von  Ohasles  und  Ivory. 
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502.  lyorys  Satz  yon  der  Anziehung  der  Ellipsoide.  Sind 
P  und  Q  entsprechende  Punkte  auf  zwei  konfokalen,  maBsiven,  homo- 
genen und  gleich  dichten  Ellipsoiden  A  und  JB,  mit  den  Halbaxen 
a,  b,  c  bezw.  a',  b\  (/,  so  steht  die  a;- Komponente  der  in  Q  durch  A 
erzeugten  Feldstarke  zur  rc- Komponente  der  in  P  durch  B  erzeug- 
te]] Feldstärke  im  Verhältnis 

hc:Vc\  und  entsprechend  für  ^^-  ^^^' 

die    beiden      anderen     Kom- 
ponenten. 

Um  dies  einzusehen,  be- 
trachten wir  (Fig.  306)  ein 
dünnes  Prisma  Yon  A,  parallel 
mit  der  x-Axe  und  vom  Quer- 
schnitt dy  de\  der  Abstand  des 
Punktes  Q  Yon  den  Enden  sei 
EQ  bezw.  FQ,  sein  Abstand 
▼on  irgend  einem  Punkte  des 
Prismas  sei  r,  der  Winkel 
zwischen  r  und  der  x-Axe  0. 
Ist  das  Anziehungsgesetz  durch /(r)  dargestellt,  so  ist  die  o;- Kompo- 
nente dX  der  Anziehung  eines  Elementes  des  Prismas  auf  Q 

Qf(r)co3ddxdydjs  =  —  Qf{r)dydedr; 

für  das  ganze  Prisma  wird  daher,  wenn 


gesetzt  wird: 


/f(r)dr  =  -  tC(r) 
dX  =  Q[i>iFQ)  —  i>(EQ)]dyde 


(65) 


Entsprechend  betrachten  wir  ein  Prisma  des  anderen  Ellipsoids, 
dessen  Enden  E'  und  F'  die  den  Punkten  E  und  F  entsprechenden 
Punkte  sind;  nach  §  501  ist  dann  E'P  =  EQ,  F'P  =  FQ\  macht 
man  also  den  Querschnitt  gleich  {Vc'/hc)dydZj  so  erhält  man  für  die 
7*Komponente  dX'  der  Kraft  auf  P: 

dX'  =  Q%^[i>(F'P)  —  il}(E'P)]dydg  =  ^dX.    .    (66) 
oc  oc 

Füllt  man  aber  das  erste  Ellipsoid  mit  solchen  Prismen  vom  Quer- 
schnitt dydz  an,  so  wird  das  andere  Yon  den  entsprechendien  mit  dem 
Querschnitt  (h'c' /bc)dydz  ebenfalls  ausgefüllt,  und  man  erhält  für  die 
gesamten,  von  den  Ellipsoiden  ausgehenden  a;-Komponenten : 


X':X  =  Vc':hc 


(67) 


Das  ist  der  Ivory  sehe  Satz.  Er  gilt,  wie  zuerst  Poisson  festgestellt 
hat,  für  jedes  Anziehungsgesetz,  das  lediglich  eine  Funktion  der  Ent- 
fernung enthält. 
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503.  Ausdehnung  des  lyory sehen  Satzes;  Übergang  Ton 
ihm  zum  Maclaurinschen.     Die  Gleichuug  (67)  kann  in  der  Form 

r  ^  dve  a 

X         ahc   ä' 
geschrieben    werden.     Da  nun  die  Dichte   beider  EUipsoide  dieselbe 
ist,  so  sind  die  Massen  M'  und  M  mit  a'&V  und  ahc  proportioDal, 
und  folglich  ist  jrt        j^f     ^ 

X  =  M-ä' ^''•»' 

Diese  Gleichung  gilt  aber  auch  für  yerschiedene  Dichten  der  beiden 
Ellipsoide,  da  sich  mit  der  Dichte  auch  M,  und  mit  diesem  aacb  X  in 
gleichem  Maße  ändert. 

Macht  man  nun  femer  M'  =  Jf,  so  wird 

X':X  =  a:a' (68) 

d.  h.  die  x-Komponente  der  Yon  B  herrührenden  Feldstärke  in  P 
yerh&lt  sich  zu  der  Yon  Ä  herrührenden  in  Q  wie  die  Halbaxe  a  ton 
Ä  zur  Halbaxe  a'  Yon  B, 

Bis  hierher  war  das  Anziehungsgesetz  ganz  allgemein  gehalten. 
Nimmt  man  nun  das  Gesetz  des  umgekehrten  Quadrats  der  Entfernung 
an,  so  erhält  man,  was  hier  nicht  abgeleitet  werden  kann,  als  Kompo- 
nenten der  Feldstärke  eines  homogenen  fUlipsoids  in  einem  Punkte 
xyjs  auf  seiner  Oberfläche  (oder  in  seinem  Innern) 

X  =  Äx,  Y  =  By,  Z  =  Cg (69) 

wo  Ä^  By  C  numerische  Konstanten  sind,  die  man  für  gegebene  a,^^ 
aus   den  Tafeln   der  elliptischen  Integrale  entnehmen  kann,  n&mlich 


A  =  27ckQahc 


00 


d(v*) 


»  +  9»)  W 

0 


C  =  2nkQ 


(c«  +  9«)  W 


wo  zur  Abkürzung 


(70) 


^{a^   4-    g)a)(52    ^    y2)(c2    _|_    g,2)   =    >f 

gesetzt  ist.     Die  Kraftkomponenten  sind  also  mit  den  Koordinaten  des 
Punktes  einfach  proportional. 

Nennt  man  X"  die  von  ^  in  Q  erzeugte  ^-Komponente,  so  hat  man 


Va2  +  h^ 


X' 


a 

X 


Gravitationsgesetz.  575 

anderseits  iat  aber  X'  =  Xa/a\  es  wird  also  X"  =  X,  und  ebenso 
für  die  anderen  Komponenten.  Das  ist  aber  wieder  der  Maclaurin- 
8che  Satz  (§  500). 

Es  sei  bemerkt,  daß  für  Äußere  Punkte  die  Anziehung  eines 
Ellipsoids  nicht  so  einfach  ist  Es  gelten  zwar  dieselben  Formeln  wie 
(70),  aber  mit  dem  Unterschiede,  daß  die  untere  Grenze  der  Integrale 
nicht  null,  sondern  (p^  ist,  wo  9/  die  größte  Wurzel  der  in  ip^ 
kubischen  Gleichung 

a'^  +  (p^        h^  +  fp^  ^  c^  +  fp^ 
ißt;  dadurch  kommen  aber  in  die  Werte  von  Ä,  B^  C  die  Größen  x,  y,  e 
hinein ,  ^ ,  B^  C  sind  nicht  mehr  Eonstanten  wie  in  Gl.  (69) ,  und  die 
X,  r,  Z  sind  nicht  mehr  einfach  proportional  mit  x,  y,  z. 


504.  Ableitung  des  Grayitationsgesetzes  aus  der  Nicht- 
existenz  yon  Kraft  im  Innern  einer  Kugelschale.  Es  sind  zahl- 
reiche Tatsachen  denkbar,  die  als  Ausgangspunkte  zur  Ableitung  des 
Gravitationsgesetzes  gewählt  werden  können.  Zwei  derselben  sollen 
hier  kurz  betrachtet  werden. 

Die  eine  ist  die  Tatsache,  daß  im  Innern  einer  homogenen  und 
überall  gleich  dicken  Eugelschale  kein  Feld  existiert.  Der  Beweis,  der 
an  den  lyory sehen  Satz  anknüpft,  ist  van  Duhamel  (Cours  de 
Mecanique  §  151)  gegeben  worden.  Zwei  konzentrische,  gleich  dichte 
Engeln  stellen  offenbar  einen  Spezialfall  zweier  konfokaler  EUipsoide 
dar.  Ihre  Feldstärken  X,  X'  in  entsprechenden  Punkten  verhalten 
sich  nach  Ivory  wie  r^rr'^  wo  r'  und  r  die  Radien  nach  den  Punkten 
sind.  Ist  das  Anziehungsgesetz  derartig,  d^ß  die  außerhalb  der 
inneren  liegende  Masse  der  größeren  Kugel  kein  inneres  Feld  erzeugt, 
Bo  rühren  X  und  X'  jetzt  beide  you  der  inneren  Kugel  her,  nur 
beziehen  sie  sich  auf  Punkte  in  den  Abständen  r'  und  r,  und  sie  yer^ 
halten  sich,  wie  wir  eben  sahen,  wie  r^ir'^;  also  muß  das  Anziehungs- 
gesetz das  des  umgekehrten  Quadrats  der  Entfernung  sein. 

Das  Gesetz  der  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernungen  läßt  sich 
somit  aus  der  experimentellen  Tatsache  ableiten,  daß  innerhalb  einer 
Hohlkugel  Ton  gleichförmiger  Dicke  kein  Gravitationsfeld  existiert.  Für 
die  elektrische  Anziehung  und  Abstoßung  entspricht  dem  das  berühmte 
Experiment  von  Cavendish. 

Einen  anderen,  von  derselben  Tatsache  ausgehenden  Beweis  hat 
Laplace  in  seiner  Mecanique  Celeste,  Buch  2,  Nr.  12  gegeben  (maji 
▼ergL  darüber  auch  Maxwells  Lehrbuch  der  Elektrizität  und  des 
Hagnetismus  Bd.  I,  Art.  74  e.) 

Die  zweite  der  erwähnten  Tatsachen  ist  die,  daß  die  Wirkung 
einer  homogenen   Kugelfläche  auf   einen  äußeren  Punkt  von   ihrem 
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Radius  nicht  abhängt;  eine  Tatsache,  die  unter  anderem  aus  dem  eben- 
falls fundamentalen  Versuche  folgt,  wonach  zwei  koDzentrisclie.  mit 
derselben,  aber  entgegengesetzten  Ladung  elektrisierte  Kugeln  nach 
außen  nicht  wirken.  Sei  nun  V  das  Potential  der  Kugel  und  es  werde 
die  Kugel  Yom  Radius  a  in  Zonen  senkrecht  zar  Yerbindangslinie  dei» 
Mittelpunktes   0  mit  dem  äußeren  Punkte  P  geteilt  (Fig.  307);  der 

Fig.  307. 


Kugelpunkt  iC,  also  jeder  Punkt  der  Zone,  sei  Yon  F  um  r  entfernt, 
ferner  sei  OP  =  c  und  Z.  KOP  =  6.  Dann  ist,  wenn  £  die  Flächen- 
dichte und  q)  (r)  eine  Funktion  der  Entfernung  r  ist: 


oder,  da 

also 

ist: 


V=  2nea^fsinOtp(r)dd 
6 

r2  =  a2  -t-  c2  —  2acco8e, 

rdr  =  acsinOdO 

r  +  a 

r=—^\  r<p(r)dr. 

c  —  a 

Die  Integralfunktion  von  r(p(r)  sei  ^(r)-,  es  ist  alsdann 
F  =  ^^[*(c  +  a)-^^(c-a)] 

oder,  wenn  die  ganze  Masse  m  =  ^nsa^  eingeführt  wird : 
^=2^[V'(c  +  a)-*(c-«)]. 

Entwickelt  man  dies  nach  der  Taylor  sehen  Reihe,  so  erhält  man: 


V  = 


2  ac 


drl^ 


d^t   .    a^  d^t 


^^  ^  ^     dr       2       dr^  ^2.3  8r«  ^ 


^  c\dr  '^  2.3  dr^  +  '")' 
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Soll  dies,  wie  beobachtet,  Ton  a  unabhängig  sein,  so  muß 

:r-r  =  0,    also  ^-T  =  A,    also  ^-  =  ÄQ  +  B 

sein,  also,  wenn  man  anf  die  Funktion  ^(r)  =  (l/r)S^/dr  zurück- 
geht und,  damit  in  der  Unendlichkeit   V  =  0  werde,  ^  =  0  setzt: 

9(r)  =  -, 
aod  folglich  die  Kraft  mit  r^  umgekehrt  proportional. 


505.  Schwerpunkt.  Zentrobariscbe  Körper.  Wie  Lord 
Kelyin  (Proc.  R.  Soc.  of  Edinb.  1864)  bemerkt  hat,  führt  die  Green- 
8che  Theorie  des  Ersatzes  einer  anziehenden  Materie  durch  eine  andere 
lur  Bestimmung  von  Massenanordnungen ,  die ,  im  strengen  Sinne  des 
Wortes,  einen  Schwerpunkt  haben.  Bisher  haben  wir  diesen  Aus- 
druck der  Kürze  halber  für  Massenmittelpunkt  benutzt,  wir  wollen  ihn 
jetzt  folgendermaßen  definieren. 

Ein  starrer,  d.  h.  aus  relativ  zueinander  festen  Teilchen  bestehender 
Körper  sei  gegeben,  die  zwischen  seinen  Teilchen  und  denen  eines 
anderen  starren  Körpers  wirksamen  Kräfte  mögen  sich  auf  eine  einzige 
Kraft  reduzieren,  und  diese  Kraft  möge,  wie  auch  immer  die  relative 
Lage  der  beiden  Körper  gegeneinander  geändert  werden  möge,  stets 
durch  einen  in  Beziehung  zum  ersten  Körper  festen  Punkt  gehen: 
dann  soll  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt   des  ersten  Körpers  heißen. 

Wie  wir  sehen  werden,  gibt  es  zahlreiche  Massenanordnungen, 
die  keinen  Schwerpunkt  in  diesem  Sinne  haben;  Körper,  die  ihn  haben, 
nennt  man  zentrobarisch. 

Der  wichtigste  Fall  für  die  Physik  ist  natürlich  der,  in  welchem 
der  andere  Körper  die  Erde  ist;  aber  es  können  auch  andere  Welt- 
körper oder  irdische  Körper  sein. 

Ist  S  der  Schwerpunkt  eines  Körpers  B  für  die  Wechselwirkung 
mit  einem  anderen  Körper  A,  so  ist  es  auch  sein  Schwerpunkt  für  die 
Wechselwirkung  mit  irgend  einer  anderen  gänzlich  außerhalb  von  B 
gelegenen  Massenverteilung.  Um  das  einzusehen,  müssen  wir  schritt- 
weise vorgehen. 

Zunächst  ist,  da  die  Resultante  für  jede  Lage  von  A  durch  S  geht, 
S  der  Schwerpunkt  von  B  für  Jede  Verteilung,  die  entsteht,  wenn  man 
Ä  der  Reihe  nach  in  irgend  welche  neue  Lagen  bringt.  Nun  wähle 
man  eine  solche  Lage  von  Ay  daß  um  eiuen  Punkt  C  als  Mittelpunkt 
eine  Kugel  geschlagen  werden  kann,  die  A  gänzlich  einschließt,  aber  B 
gänzlich  ausschließt.  Jetzt  drehe  man  u4.  um  einen  Kugeldurchmesser 
herum,  wobei  jedes  Teilchen  einen  Kreis  beschreibt:  man  sieht  dann 
ein,  daß  S  auch  der  Schwerpunkt  sein  wird  für  die  Wirkung  zwischen 
B  und  einem  Körper,  der  aus  ^-1  dadurch  entsteht,  daß  man  die  Masse 
jedes  seiner  Teilchen  gleichförmig  über  den  Kreis,   den  es  beschrieben 

Gray,  Physik.    I,  37 


578  Elftes  Kapitel. 

hat,  yerteilt.  Und  da  dies  für  jede  durch  C  gehende  Axe,  um  die  man 
Ä  drehen  kann,  gilt,  so  gilt  es  auch  für  die  Wirkung  zwischen  B  und 
dem  Körper,  der  entsteht,  wenn  man  die  Masse  jedes  Teilchens  gleich- 
förmig üher  die  hetreSende  Kugelfläche  verteilt;  d.  h.  es  gilt  für  die 
Wirkung  zwischen  B  und  einem  aus  gleichförmigen  konzentriscbeo 
Kugelschalen  aufgebauten  Körper. 

Nun  ist  aber,  wie  wir  wissen,  die  Kraft  zwischen  einer  gleich- 
förmigen Schale  und  jedem  Teilchen  eines  Äußeren  Körpers  so  groß, 
als  ob  die  Masse  der  Schale  in  ihrem  Mittelpunkte  konzentriert  wäre. 
Folglich  gebt  auch  die  Kraft  zwischen  B  und  einer  in  0  konzentrierten 
Masse  Ä  durch  S  hindurch.  Offenbar  gilt  dies  auch  für  jede  andere 
in  C  konzentrierte  Masse  und  für  jede  Lage  Yon  C,  für  welche  die 
obige  Kugel  beschrieben  werden  kann.  Es  läßt  sich  aber  sogar  zeigen, 
daß  es  für  jede  beliebige  Lage  yon  C  in  dem  Räume  außerhalb  dee 
Körpers  B  gilt 

Denn  man  denke  sich  zunächst  eine  Lage  Yon  A ,  für  welche  die 
gedachte  Kugel  möglich  ist.  Es  wird  ein  ganz  bestimmtes  Gebiet 
geben,  innerhalb  dessen  die  Zentren  solcher  Kugeln  liegen  können, 
außerhalb  dessen  sie  nicht  liegen  können.  Man  lege  nun  den  Körper 
Ä  teilweise  innerhalb,  teilweise  außerhalb  eines  solchen  Gebietes.  IHe 
Anziehung  zwischen  B  und  dem  ersten  Teile  geht  durch  S;  da  aber 
die  ganze  Kraft  zwischen  B  und  A  durch  S  geht,  so  muß  die  Kraft 
zwischen  B  und  dem  zweiten  Teile  Yon  A  ebenfalls  durch  S  gehen. 
Nunmehr  kann  man  den  Körper  A  so  weit  yerschieben ,  daß  der  erste 
Teil  an  die  Stelle  des  zweiten  und  der  zweite  in  ein  neues  Gebiet  räckt 
für  diesen  letzteren  denselben  Schluß  ziehen  u.  s.  f.,  womit  das  Be- 
hauptete bewiesen  ist. 

Da  die  Kraftlinien  durch  S  gehende  Gerade  sind,  sind  die  NiTean- 
flächen  außerhalb  B  offenbar  Kugeln  um  S.  Daraus  folgt  aber,  daß  5 
▼on  Materie  umgeben  sein  muß,  d.  h.  daß  man  von  außen  nach  S  nicht 
gelangen  kann,  ohne  die  Materie  Ton  B  zu  passieren.  Denn  sonst 
könnte  man  im  freien  Raum  um  S  eine  geschlossene  Fläche  beschreiben, 
durch  welche  hindurch  die  Kraftströmung  nicht  null  wäre,  was  dem 
Satz  des  §  456  widersprechen  würde.  Körper  vom  Charakter  eines 
Ringes,  eines  offenen  Zylinders,  einer  unvollständigen  Kugelschale  u.  dgl 
können  also  keinen  Schwerpunkt  im  Yorliegenden  Sinne  haben;  denn 
wenn  sie  einen  hätten,  könnte  er  nur  im  freien  Räume  liegen.  Solche 
Körper  werden  sich  also  der  Einwirkung  yerschieden  gelegener  Körper 
gegenüber  verschieden  verhalten. 

506.  Zentrobarische  Anordnungen.  Eine  gegebene  Masse  J^' 
läßt  sich  stets  derart  über  eine  gegebene,  die  gegebene  Masse  M  voll- 
ständig einschließende,  geschlossene  Fläche  verteilen,  daß  sie  ein  nach 
außen  zentrobarisches  System  bildet  und  einen  beliebig  gegebenen 
inneren  Punkt  zum  Schwerpunkt  hat. 
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Denn  man  yerteile  zunächst  über  die  Fläche  eine  Masse  derart, 
daß  sie  auf  der  Fläche  selbst  das  Potential  von  Jf  gerade  aufhebt;  das 
Potential  in  der  Fläche  ist  dann  null,  und  die  auf  der  Fläche  yerteilte 
Ma.sse  ist  —  M,  Anderseits  verteile  man  nunmehr  Masse  derart  über 
die  Fläche,  daß  im  Element  E  das  Potential  kM/(SE)  herrscht;  das 
äußere  Feld  ist  dann  so,  als  ob  sich  M  in  S  befände;  das  System  ist 
also  zentrobarisch,  die  Masse  auf  der  Fläche  null  und  die  ganze  Masse 
im  Innern  wie  yorhin.  Nun  endlich  füge  man  eine  Masse  über  die 
Fläche  hinzu,  deren  Potential  in  E  gleich  kM*/(SE)  ist.     Das  Ge- 

samtpotential   in  E    ist    jetzt  

k(M-^M')/(SE)  undiniedem  ^  ^      ^' 

äußeren  Punkte  dasselbe,  wel- 
ches von  M-\-  M\  in  S  kon- 
zentriert, herrühren  würde. 
Ziehen  wir  keine  negative 
Materie  in  Betracht,  so  müssen 
wir,  wenn  die  Kraft,  statt 
nach  innen,  nach  außen  ge- 
richtet ist,  M  vermindern,  so 
daß  erreicht  wird,  daß  "M!  für  den  vorliegenden  Zweck  hinreicht. 

Ein  wichtiger,  wenn  auch  weniger  allgemeiner  Satz  gilt,  wenn  M 
Doll  ist.  Spezialfälle  hiervon  sind  eine  Kugelschale,  deren  Flächen- 
dichte wie  der  reziproke  Kubus  der  Entfernung  von  einem  äußeren 
Punkt  E  variiert,  und  sphärische  Raumverteilung,  deren  Raumdichte 
wie  die  reziproke  fünfte  Potenz  der  Entfernung  von  E  variiert.  Die 
Schale  bezw.  Kugel  zieht  äußere  Teilchen  so  an,  als  ob  ihre  ganze 
Masse  in  dem  Bildpunkte  S  von  E  vereinigt  wäre.  Man  kann 
also  irgend  einen  Punkt  S  als  Schwerpunkt  im  Innern  wählen,  muß 
dann  aber  die  Masse  so  verteilen,  daß  die  Dichte  mit  der  dritten  (bezw. 
fünften)  Potenz  der  Entfernung  von  dem  Bildpunkte  E  von  S  um- 
gekehrt proportional  wird. 

507.  Schwerpunkt  und  Massenmittelpunkt.  Trägheitsmoment. 

Ks  ist  übrigens  einleuchtend,  daß  der  Schwerpunkt  eines  zentro- 
barischen  Körpers  mit  seinem  Massenmittelpunkt  (der  früher  der  Kürze 
halber  Schwerpunkt  genannt  wurde  und  auch  weiterhin,  wo  dies  nichts 
schadet,  so  genannt  werden  kann)  zusammenfällt.  Denn  der  Körper 
iflt  zentrobarisch  für  alle  äußeren  anziehenden  Körper,  also  auch  für  so 
entfernte,  daß  die  Kräfte  auf  alle  seine  Teilchen  nahezu  parallel  sind; 
diese  Kräfte  sind  proportional  mit  den  Massen ,  und  ihr  Mittelpunkt, 
also  der  Massenmittelpunkt,  ist  der  Schwerpunkt 

Schließlich  sei  bemerkt,  daß  ein  zentrobarischer  Körper  um  alle  Axen 
durch  den  Schwerpunkt  dasselbe  Trägheitsmoment  hat,  so  daß  das  Trag- 
heitsellipsoid  in  diesem  Punkt  eine  Kugel  ist.  Den  Beweis  findet  man 
bei  Thomson  und  Tait,  Handb.  d.  theor.  Physik,  Bd.  II,  §  535  (S.71). 
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Astronomische  Dynamik. 


508.  Bahnbewegung  eines  Teilchens  unter  der  Wirkung  einer 
Zentralkraft.  Wir  wollen  zuerst  den  Fall  eines  Teilchens  betracbten, 
das  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  Kraft  bewegt,  welche  nach  einem 
festen  Punkte  hin  gerichtet  ist  und  eine  eindeutige  Funktion  der  Ent- 
fernung des  Teilchens  Yon  diesem  Punkte  ist.  Später  werden  wir  dann 
ganz  kurz  auch  das  Problem  der  relativen  Bewegung  zweier  Körper 
ins  Auge  fassen,  welche  mit  gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften 
aufeinander  wirken ,  und  das  Ergebnis  durch  die  Bewegungen  der  Pla- 
neten um  die  Sonne  yeranschauUchen.  Was  die  verwickeiteren  Pro- 
bleme in  betreff  der  Bewegung  der  Weltkörper  angeht,  so  werden  wir 
uns  auf  wenige  allgemeine  Betrachtungen  beschränken  müssen  nnd  im 
übrigen  auf  die  bezügliche  Literatur  verweisen. 

Die  vom  festen  Punkte  nach  dem  Teilchen  gezogene  gerade  Linie 
heißt  Radiusvektor,  ihre  Länge  wird  mit  r  bezeichnet;  es  ist  alsdann 
die  Zentralkraft  K  =  f  (r).  Wo  nichts  anderes  bemerkt  ist,  wird  die 
Kraft  als  eine  Anziehung  eingeführt,  unter  JT  ihr  Zahlen  wert  verstanden 
und  demgemäß ,  da  der  positive  Sinn  vom  Zentrum  fort  gerechnet  zu 
werden  pflegt,  die  Massenbeschleunigung  gleich  —  K  gesetzt.  Bis  auf 
weiteres  sei  angenommen,  das  Teilchen  habe  die  Masse  1;  hat  es  eine 
andere  Masse  m,  so  braucht  man  nur  die  Beschleunigung  mit  f»  zu 
multiplizieren. 

509.  Die  Bahn  ist  eben.  Wir  nehmen  an,  das  Teilchen  habe 
in  einem  bestimmten  Moment  die  Geschwindigkeit  Vq  und  den  Abstand  iß 
vom  Zentrum;  die  im  nächsten  Zeitteilchen  dt  zurückgelegte  Strecke 
ist  dann  Vodt,  und  die  Beschleunigung  liegt  in  der  durch  das  Zentrom 
und  das  Bahnelement  Vodt  bestimmten  Ebene.  Folglich  liegt  die  (»e- 
schwindigkeit  im  nächsten  Moment  in  derselben  Ebene,  die  nächst« 
Beschleunigung  ebenfalls ,  u.  s.  f.  Es  ist  also  die  Bahn  jedenfalls  eme 
ebene  Kurve,  deren  Ebene  durch  den  ursprünglichen  Impuls  be- 
stimmt ist. 


Flächensatz. 


Ö81 


Dies  ist  die  erste  große  Vereinfachung,  die  eintritt,  wenn  nur  ein 
Attraktionszentram  Torhanden  ist.  Bei  mehreren  wird  die  Bahn  eine 
Raamkurve  (z.  B.  die  Bahn  eines  Planetoiden  unter  dem  Einflüsse  Yon 
Sonne  und  Jupiter). 

510.  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung.    Flächensatz. 

In  Fig.  309  sei  0  das  Zentrum,  P  das  sich  bewegende  Teilchen,  der 
Pfeil  deute  die  Bewegungsrichtung  in  der  Bahn  an,  OÄ  sei  eine  feste 
Linie  in  der  Bahnebene  und  6  der  augenblickliche  Winkel  des  Radius- 
Tektors  OP  mit  ihr.     Die  Kompo-  j,.     g^g 

nente  der  Geschwindigkeit,  welche 
in  die  Richtung  OJP  fällt,  ist  r;  diese 
Richtung  ihrerseits  dreht  sich  aber 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ft 
hemm.  Zieht  man  daher  eine  Linie 
P^ senkrecht  auf  OP  und  betrachtet 
auf  ihr  einen  Punkt  Q,  der  von  P 
um  q  entfernt  ist,  so  ist  dessen  Ge- 
schwindigkeitskomponente parallel 
einer  festen,  mit  OP  zusammen- 
fallenden Linie  f  —  Ö3,  und  seine 
Geschwindigkeit  längs  einer  festen,  augenblicklich  mit  P^  zusammen- 
fallenden Linie  gleich  g  +  ör,  oder,  wenn  g  fest  gegeben,  also  g  =  0 
ist,  gleich  Of;  und  dies  gilt  natürlich  auch  fQr  g  =  0,  d.  h.  für  den 
PnnktP  selbst.  Seine  Geschwindigkeitskomponenten  nach  den  festen 
Äxen  OP  und  PN  sind  also  r  und  rÖ. 

Geht  man  jetzt,  mit  Hilfe  der  GL  (76)  in  §  271,  yon  den  Geschwin- 
digkeiten zu  den  Beschleunigungen  und  Yon  festen  zu  rotierenden 
Axen  über  und  erwägt,  daß  die  Beschleunigung  nach  OP  gleich  der 
Kraft,  die  nach  PN  gleich  null  sein  muß  (denn  in  dieser  Richtung 
wirkt  gar  keine  Kraft),  so  erhält  man: 


dH  fdUV  _ 

df^-'yjt)  --^ 

d^O    ,    ^  dr  dl) 

r [-2 =0 

dt^  ^      dt  dt 


(1) 


Die  zweite  Gleichung  kann  auch  in  der  Form 

geschrieben  werden  und  hat  folgende  einfache  und  anschauliche  Be- 
deutung. Die  Yon  dem  Radiusvektor  während  der  Zunahme  Yon  6/  um 
df)  überstrichene  Fläche  ist  ^l^^^^^'y  die  Gl.  (2)  sagt  also  aus,  daß  der 
RadinsTcktor  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht,  in  Formel, 
wenn  h  eine  Konstante  ist: 
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Dies  ist  der  berühmte  Fl&chensatz,  hier  in  Anwendung  auf  die 
Zentralbewegung.  Er  sagt,  mit  anderen  Worten,  aus,  daß  das  Moment 
der  Bewegungsgröße  des  Teilchens  um  das  Zentrum  (r.rdd/dt)  kon- 
stant ist,  und  dies  muß  offenbar  der  Fall  sein,  weil  die  Richtung  des 
Änderungsgrades  der  Bewegungsgröße  in  jedem  Augenblicke  durch  O 
geht,  also  kein  Moment  um  0  hat 

Noch  andere  Ausspruchsweisen  des  Satzes  sind  offenbar  diese: 

de        h  de        h 

Tt'^V-^     'di  =  T' ^^*> 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  mit  dem  Quadrat  des  Radiusvektors, 
die  Strecken gesch windigkeit  senkrecht  zum  Uadiusvektor  mit  diesem 
selbst  umgekehrt  proportional.  In  großer  Entfernung  vom  Zentrum 
bewegt  sich  also  das  Teilchen  langsam ,  in  kleiner  rasch. 

511.  Differentialgleichung  der  Bahn.    Setzt  man 

1  1 

u  =  — ,       r  =  — , 
r  tt 

so  hat  man,  da  r  und  0  gleichzeitig  yariieren,  mit  Rücksicht  auf  GL  (3): 

dr  \   du  1  dO  du  ,  du 

und  weiter: 


dt  «2  dt  u^  dt  dO  ^  dh  '  '     ^^^ 


d^r  ,  dO  d^u  ^,  ,  d^u 

li^  =  -^'Ttdö^  =  ''^''  d¥ ^'^ 

Anderseits  ist 


und  dies  mit  61.  (5)  kombiniert  verwandelt  die  erste  der  GL  (1)  in: 

d^u    ,  K 

Dies  ist,  in  Polarkoordinaten,  die  Differentialgleichung  der  Ba.hn. 

512.  Spezialisierung  der  Kraft.  Ist  K  eine  gegebene  Funktion 
der  Entfernung,  so  dient  die  Gl.  (6)  zur  Ermittelung  der  Bahn;  um- 
gekehrt kann  man,  wenn  die  Bahn  gegeben  ist,  mittels  der  GL  (6) 
ermitteln,  nach  welchem  Gesetze  die  Kraft  sich  mit  der  Entfernung 
ändert.  Als  ein  Beispiel  für  das  erstgenannte  Problem  nehmen  wir 
den  Fall,  in  welchem  die  Kraft  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt 
proportional  ist,  d.  h.  wir  setzen 

K=  (lu^ 
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und  erHalten  dann  die  DifEerentialgleichung 

^  +  ^=ü     ........     (7) 

IHre   ▼ollständige  Lösung  ist 

u  —  ^  =  Äco8(e  —  a), 
^w^o  ^  und  a  Konstanten  sind.     Es  ist  einleuchtend,  daß 
fürö  — a=0:    u  =  ~  +  Ä,    also  r  = 


^  -4-  >1 


für  Ö  —  a  =  TT;    u  =  ^  —  Ä^     also  r  = 


ist.  Bezeichnet  man  den  ersten  dieser  beiden  Werte  Yon  r  mit  a  (1  —  e), 
den  zweiten  mit  a(l  -|-  e),  wo  jetzt  a  und  6  zwei  neue  Konstanten 
sind,  so  erhält  man: 

A^  « ü  ^  L 

a(l  —  e2j'    ^^2        a(l  —  e^y 

und  die  Lösung  wird: 

r=        a(l-e«)_        .......     (8) 

1  +  ecos(Ö  —  a) 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  Yom  Parameter  2  a  (1  —  «^), 
der  g^roßen  Axe  2  a  und  der  Exzentrizität  e.  Für  e  ^  1  -ist  er  eine 
Hyperbel,  für  e  <^\  eine  Ellipse. 

513.    Konkaye  und  konvexe  Bahn.     Welches  auch  das  Kraft- 
gesetz sein  möge,  die  Bahn  ist  stets  nach  dem  Zentrum  konkay,  wenn 
die    Kraft  eine  Anziehung  ist,  konyex,  wenn  sie  eine  Abstoßung  ist. 
Fig.  310.  Fig.  311. 

0 


Ana  den  Fig.  310  und  311  ist  dies  ohne  weiteres  einleuchtend;  denn 
bei  einer  yon  0  ausgehenden  Anziehung  A  geht  die  Bewegungsrichtung 
von  J'  in  Q  über,  bei  einer  yon  0  ausgehenden  Abstoßung  Ä  dagegen 
von   P'  in  (f. 
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Auch  analytisch  ist  dies  leicht  zu  zeigen«     In  Fig.  312  Beien  P 
und  Q  die  Orte  des  Teilchens  zu  Beginn  und  Ende  des  ZeitteilchenB  di, 
j^  312  ferner  sei P^  =  {ls,  öS  (Bcnk- 

recht  auf  OP)  =  rdÖ,  SP 
=  —  dr.     Es  ist  alsdann: 

anderseits  ist,  wenn  OM=^p 
das  Perpendikel  von  0  an! 
die  Bahntangente  ist  und  be- 
achtet wird,  daiS  wegen  der 
Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OJtfP 
und  QSP 


sinSPQ  =  ^  =  rß 

r  ds 


(3a) 


ist: 


ds^  = 


r^dO^ 


durch  Kombination  beider  Formeln  wird  also: 

va  1  //?.i\2 


pa  —  r*  \dtij    ^  f^        \dOj    ^ 


(9) 


und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (6),  da 

de 


du 
dti 


—  =  —  tt» 
dr 


ist: 


p^  dr 


—     2  {^El  4.      \  —  ^ 


(10) 


Für  den  Fall  der  Eonkayit&t  der  Bahn  muß  offenbar  p  mit  r  zn-  QQ(^ 
abnehmen,  also  dp/dr  positiv  sein,  und  folglich  ist  anchJT  positi?,  d.h 
(s.  oben)  eine  Anziehung,  und  umgekehrt. 

514.  Gesetz  der  reziproken  Quadrate.  Kriterium  der  Bahn. 
Geschwindigkeit  aus  der  Unendlichkeit.  Zwischen  jp,  h  und  der 
Geschwindigkeit  v  besteht  wegen  [yergl.  Gl.  (8  a)  n.  (3)] 

dß  ds 


Ä  =  r2  — ,       t?  =  -t: 


dt' 


dt 


die  Beziehung 

pv  =  Ä. 

Benutzt  man  dies,  so  erhält  man  aus  Gl.  (9): 


— [Q" -••]="  (l-i) 


(U) 


Nun  ist  aber  die  Geschwindigkeit,  die  ein  Teilchen  annehmen  würfe. 
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wenn  es  unter  dem  Einfloß  einer  Zentralkraft  ft/r^  von  der  Unendlich- 
keit bis  in  den  Abstand  r  Tom  Zentram  fiele,  gegeben  durch 


«i=^<.[^=^ 


(12) 

•    j    r»  r 

r 

folglich  wird 

v^^v^  =  ^  = - (13) 

a         a2(l  —  c«) 

Ist  also  v^  >  vl^.j  80  ist  e  >  1 ,  die  Bahn  ist  eine  Hyperbel;  ist 
^'*  <  *^Li  80  ist  c  <  1,  die  Bahn  ist  eine  Ellipse.  Man  nennt  v^  ge- 
wöholich  die  Geschwindigkeit  aus  der  Unendlichkeit  und  kann  dann 
sagen:  Die  Bahn  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  dem  Kraftzentrum 
als  einem  Brennpunkt,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  kleiner  oder 
größer  als  die  „Geschwindigkeit  aus  der  Unendlichkeit"  ist.  Wenn  die 
Bahn  eine  Hyperbel  und  die  Kraft  eine  p|     3^3 

Anziehung  ist,  so  bewegt  sich  das  Teilchen 
auf  demjenigen  Zweige  der  Hyperbel,  in 
dessen  Inneren  das  Kraftzentrum  liegt, 
bei  abstoßender  Kraft  auf  dem  anderen 
Zweige:  in  jenem  Falle  also  mit  der  kon- 
kaven, in  diesem  mit  der  konvexen  Bahn- 
seite  nach  dem  Kraftzentrum  hin.  Die 
beiden  Fälle  sind  in  Fig.  313  veranschau- 
licht; F  ist  das  Kraftzentrum,  Ä  die  Bahn  bei  Anziehung,  B  die  bei 
Abstoßung. 

Im  ersten  Falle  ist  a  negativ,  d.  h.  der  Abstand  ist  vom  Scheitel 
nach  der  dem  Zentrum  F  abgewandten  Seite  zu  rechnen ;  in  Gl.  (1 3) 
ist  alsdann,  für  positives  ^,  die  Größe  ^/a  negativ. 

Lautet,  allgemeiner,  das  Kraftgesetz  /i/r",  wo  w  >>  1  ist,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  aus  der  Unendlichkeit  gegeben  durch 


OB 

2     -        }  r' 


Lir  =  ^--4-,     •    .     .     •     (14) 


Anderseits,  wenn  das  Kraftgesetz  ftr*"  lautet,  wo  m  zwischen  — 1 
and  0  liegt,  so  ist  t;^  =  oo.  In  diesem  Falle  muß  man,  statt  v^  eine 
Größe  v*^  einführen,  welche  die  Geschwindigkeit  darstellt,  die  ein 
Teilchen  erlangt,  wenn  es  aus  der  Entfernung  r  auf  das  Kraftzentnim 
selbst  stürzt: 


\<  =  \^y'^dr  = 


m  +  1 


..OT  +  l 


(15) 


515.  Energie  der  Bahnbewegung  eines  Teilchens.    Wir  sind 
etzt  im  Stande,  die  Energie  der  Bewegung  anzugeben.    Im  Abstände  r 
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Tom  Zentrum  hat  das  Teilchen  eine  potentielle  Energie  F  gleich  der 
Arbeit,  welche  der  Anziehung  /(r)  gegenüber  geleistet  wird,  venn  das 
Teilchen  aus  einer  Normalentfernung  c  in  die  Entfernung  r  gebracht 
wird;  in  der  Lage  ist  dann  F  =  0.  Ist  nun/(r)  =  fir*,  wo  «  positiv 
oder  negativ  sein  kann,  so  ist  die  potentielle  Energie  gegeben  durch 


r  r 


(16) 


Ist  die  Geschwindigkeit  in  der  Lage  r  gleich  &,  so  liefert  daher  du 
Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  die  Beziehung 

it;a+  7=|t;a+  --^(r*  +  i-c«+i)  =  E.  .(17) 

wo  E  die  ganze  Ikiergie  des  Teilchens  ist 

Es  sind  jetzt,  ]e  nach  dem  Werte  von  6,  zwei  Fälle  sa  ante^ 
scheiden :  £  <  —  1  und  £  >  —  1.  Ist  «  <  —  1 ,  so  wird,  wenn 
s  =  —  n  gesetzt  wird: 

lt;a  -f  V=^v^ ?L-^(ri-"  — c1-")  =  JE;.  .(18) 

2  2  tl  — —  1 

oder,  indem  man  als  Normallage  c  =  oo  wählt: 

2  n  —  1 

oder,  wenn  wieder  v^  die  Geschwindigkeit  aus  der  Unendlicbkeit  ist: 

^v»-\vi=E (19) 

In  dem  anderen  Falle,  wenn  «  ]>  —  1,  d.  h.  zwischen  —  1  und  0  liegt 
oder  positiv  ist,  wird  f ür  c  =  oo  auch  F  =  oo ,  wir  nehmen  deshalb 
als  Normallage  jetzt  c  =  0  und  erhalten,  da  £  +  1  stets  positi?  ist: 

F=  —f^ — r*+i  =  -    v«; 
£  4-  1  2     «' 

die  Energiegleichung  ist  also  in  diesem  FaUe 

j^'  +  rhr-^'-^' 

oder 

l-  v^  ^-vi=E (20) 

2  '2 

Beide  P'älle  unterscheiden  sich  also  nur  durch  das  Vorzeichen  des  zweiten 

(iliedes. 

Kehren  wir  jetzt  nochmals  zur  Gl.  (18)  zurück,  so  erhalten  wir, 

wenn  im  Abstände  ro  die  Geschwindigkeit  v^  ist: 
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Ist  nun  die  Bahn,  unter  dem  Einfloß  einer  mit  r^  umgekehrt  proportio- 
nalen Kraft,  eine  Ellipse,  und  w&hlt  man  die  kleinste  Entfernung, 
nämlich  a  (1  —  e)  (vergl.  §  512)  Yom  Brennpunkt  (Kraftzentrum)  als  fo, 
80  erh&lt  man 


1- 


i  "•'  =  '*  [7 -j(i-^] 


(22) 


Dies  kann  man  kürzer  schreiben,  wenn  man  bedenkt,  daß  das  Teilchen 
in  der  kürzesten  Entfernung  sich  senkrecht  zur  großen  Axe  der  Ellipse 
bewegt,  daß  demgemäß 

Voa(l  —  e)  =  Ä, 

also,  da 


Ä« 


ist, 


vx  = 


a(l  —  e*^) 

h^  _^     l  +  e 

~c^(l  —  e)^  ~  a'  l  —  e 


ist;  61.  (22)  verwandelt  sich  daher  in 

2  ^  Vr         2aJ 

in  Übereinstimmung  mit  der  schon  früher  erhaltenen  Gl.  (11). 


(22  a) 


516.  Tangential-  und  Normalkomponente.  Krümmungs- 
sehne.  Die  Geschwindigkeit  v  im  Punkte  P  sei  gegen  den  Radius- 
vektor im  Winkel  9  geneigt,  wie  in 
Fig.  314  Teranschaulichi  Dann  ist 
die  Tangentialkomponente  der  Kraft 
frleich  Kcosfp^  in  der  der  Bewegung 
entgegengesetzten  Richtung  (denn  die 
Kraft  ist  — K^  vergl.  oben);  die  an- 
dere, die  Normalkomponente,  ist  gleich 
Ksinip  und  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte gerichtet.  Ist  also  der 
Krümmungsradius  in  P  gleich  R,  so  ist 


dv 


v^ 


r  ~  =  -  Kcosg),  —  =Ksin 9 


(23) 


Nun  ist  C03q>  =  dr/ds,  die  erste      " 
Gleichung  wird  also  vdv  =  —  Kdr,  und  durch  Integration 


^=-1 


Kdr  +   C, 


was  eine  andere  Form  der  Energiegleichung  darstellt.    Ist  nun  Ä''=/(r), 
»0  erhält  man 


1--I 


f{r)dr  +  ü, 
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oder 

2"  ^'  -  }  '''  =  ^^''^  ~"  ^'^'^^ ^'^^ 

wo  F(r)  =  ff{r)dr  die  Integralfunktion  Yon  /(r)  und  fo  die  Ent- 
fernung Yom  Zentrum  im  Ausgangspunkte  der  Integration  ist. 

Ist  z.  B.  /(r)  =  |[i/r»  und  fo  =  a  (1  —  «),  also  die  Bahn  eine 
EUlipse  mit  dem  Kraftzentmm  in  einem  ihrer  Brennpunkte,  so  ist 

1  ^,_^    ,2  =  ?i^__^_ (25) 

2  2     "'         r        n{l  —  e) 

dies  ist  wieder  die  Gl.  (22). 

Die  zweite  der  Gl.  (23)  kann  in  der  Form 

t;«  =  ^  K,2Bsin^> (26) 

geschrieben  werden.  Nun  ist  aber  2Rsintp  die  Länge  der  sogenannten 
Krümmungssehne,  d.  h.  der  in  die  Richtung  PS(S  ist  das  Kraftzentrnm) 
fallenden  Sehne  PST  des  Erümmungskreises.  Vergleichen  wir  unsere 
Formel  mit  der  für  den  freien  Fall  gültigen  v^  =  2gh,  so  sehen  wir, 
daß  V  die  Geschwindigkeit  ist,  welche  das  Teilchen  erreichen  würde, 
wenn  es  aus  dem  Ruhezustande  mit  der  konstanten  Beschlennignng  iT 
in  der  Bewegungsrichtung  durch  eine  Strecke  gleich  einem  Viertel  der 
Krümmungssehne  fiele. 

Im  besonderen  Falle  einer  Kreisbahn  vom  Radius  a  um  dessen 
Mittelpunkt  unter  der  Wirkung  einer  Kraft  fi/a*  ist  z.B.  dieGcschwin- 
keit  die  eines  Teilchens,  das  sich  in  der  Tangente  der  Bahn  mit  der 
Beschleunigung  yi^la^  durch  die  Strecke  a/2  fortbewegt  hat.  Die  Eigen- 
geschwindigkeit eines  kleinen  um  die  Erde  im  Abstände  R  kreisenden 
Satelliten  ist  daher  V^iJ,  wo  g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
im  Abstände  E  ist.  Die  ümdrehungsperiode  des  Satelliten  würde 
2  7tl{  Y(f7{  =  2  Ä  \l{  g  sein,  d.  h.  gleich  der  Schwingungsdauer  eines 
Pendels  von  der  Länge  des  Erdradius  unter  der  Schwere,  die  an  der 
Erdoberfläche  herrscht  (981). 

517.   Apsiden.     Apsis  heißt  ein  Punkt  der  Bahn,  in  welchem  die 

Bewegung   senkrecht   auf   dem    Radiusvektor   steht,    in  dem  also  die 

Beziehung 

dr        ^        _         du 

-  =  0     oder     _^  =  0 

besteht;  sein  Abstand  vom  Brennpunkte  heißt  Apsidenabstand.  Im 
allgemeinen  hängt  die  Zahl  der  in  einer  Bahn  vorhandenen  Apsiden 
von  der  Natur  der  Bahnkurve  ab.  Setzt  man  aber  obige  Bedingung 
in  die  allgemeine  Differentialgleichung  der  Bahn  um  ein  Zentrum  ein, 
80  kann  man  zeigen,  daß,  wenn  die  Kraft  eine  eindeutige  Funktion 
der   Entfernung  ist,    nur    höchstens   zwei  Apsiden  existieren  können: 
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auch  durch  einfache  Symmetriebetrachtungen  kann  man  dies  einsehen. 
Bei  einer  elliptischen  Bahn  versteht  man  unter  Apsiden  demgem&ß  die 
Endpunkte  der  großen  Axe,  und  ihre  Verbindungslinie  heißt  Apsiden- 
linie. Die  beiden  Apsidendistanzen  stellen  zugleich  den  kleinsten  und 
den  größten  Wert  des  Radiusvektors  dar;  ist  der  Zentralkörper  die 
Sonne,  so  nennt  man  deshalb  die  Apsiden  Perihel  und  Aphel;  ist 
es,  wie  beim  Monde,  die  Erde,  so  spricht  man  von  Perigäum  und 
Apogäum. 

518.  Bahnbestiminuilg.  Eine  Bahn  kann  bestimmt  werden, 
wenn  ihre  Ebene,  das  Eraftzentrum,  die  Richtung  und  die  Geschwindig- 
keit der  Bewegung  gegeben  sind.  Der 
wichtigste  Fall  ist  der  einer  elliptischen 
Bahn  unter  Wirkung  einer  mit  dem  Qua- 
drat der  Entfernung  umgekehrt  proportio- 
nalen Kraft 

Gegeben  sei  also  der  Brennpunkt  S     j 
als  Sitz  der  Kraft,  die  Bahnebene,  und,     f 
nach  Richtung  und  Größe,  die  Geschwin-     • 
digkeit  v  in  einem  Punkte  P,  der  von  S     \ 
am  r  entfernt  ist.    Denn  nach  dem  frühe- 
ren ist,  wenn  J9  das  Perpendikel  von  S  auf          '"-^^ 
die  Bewegungsrichtung  in  P  bedeutet:  "^^--- ''"' 

vp  =  7*, 
und  somit  ist  h  bekannt. 

Bei  einer  Ellipse  muß,  wie  wir  sahen,  v*  <  2fi/r  sein;  dies  ist 
bekannt,  wenn  fi  bekannt  ist     Femer  ist  nach  §  512  und  514: 


a(\  - 

i' 

a  = 

Kf-D- 

nnd  folglich: 

a  = 

2(1  —  !;2 

r' 

C2   = 

na  —  h^ 

na 

.     ■     .     (27) 

Hiemach 

wird 

—    vergl. 

Fig. 

314 

—   die    L&oge 

der  kleinen 

Halbaxe: 

<i  In 

/^ 

h  = 

a  1 1  —  c2 

=  h 

VJ 

=  y-  vrsin^ 

qp  .     .     (28) 

Schließlich  wird  die  Bahn  selbst  folgendermaßen  bestimmt.  Die  in  P 
(Fig.  315)  auf  der  Bahn  nach  innen  errichtete  Senkrechte  PG  bildet 

7t 

mit   dem  Radiusvektor    den  Winkel         —  €p;    die  denselben  Winkel 

mit  PG,  aber  nach  der  anderen  Seite  bildende  Linie  wird  durch  den 
»nderen  Brennpunkt  S'  gehen;  und  da  überdies  PS4-PS'  =  2a  ist, 
so  ist  auch  der  zweite  Brennpunkt  bestimmt 
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519.  Bahnelemente.  Wir  müssen  uns  nun  fragen,  vie  die  hier 
als  bekannt  yorausgesetzten  Faktoren  an  sich  festgelegt  werden,  ins- 
besondere wie  dießahnebene  angegeben  wird.  Bei  den  Planetenbabnen 
pflegt  man  die  Neigung  gegen  die  Erdbahn  (^Ekliptik'^)  und  die  Lage 
der  Schnittlinie  dieser  beiden  Ebenen,  die  sogenannt«  Knotenlinie, 
anzugeben.  Die  Knoten  sind  die  Punkte,  in  denen  der  Pianet  \m 
seiner  Bewegung  die  Ebene  der  Ekliptik  kreuzt;  zwischen  beiden  wird 
in  folgender  Weise  unterschieden.  Für  ein  Auge,  das  im  Welträume 
über  dem  Nordpole  der  Erde  plaziert  ist  und  auf  die  Ekliptik  hiiiab- 
schaut,  wird  der  Planet  in  dem  einen  Knoten  von  der  unteren  oder 
südlichen  nach  der  oberen  oder  nördlichen  der  Ekliptik  empor-,  in  dem 
anderen  von  der  nördlichen  in  die  südliche  unterzutauchen  scheinen; 
jener  heißt  der  aufsteigende,  dieser  der  niedersteigende 
Knoten. 

Die  Lage  der  Knotenlinie  wird  durch  den  Winkel  charakteriBiert. 
den  die  vom  Sonnenzentrum  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  einerseits 
und  nach  demFrühlingspunkte  der  Erde  (Ort  der  Tag-  undNacht- 
gleiche  im  Frühjahr)  anderseits  gezogenen  Linien  miteinander  hilden. 
Dieser  Winkel  heißt  die  heliozentrischeLänge  des  aufsteigenden 
Knotens. 

Die  Lage  der  großen  Axe  und  das  Bahnzentrum  sind  gegeben 
durch  die  heliozentrische  Länge  des  Perihels  und  den  Perihelabstand 
a(l  —  c). 

Die  Bahnbestimmung  setzt  hiernach  die  Kenntnis  von  sechs  Größen* 
den  sogenannten  Bahnelementen  voraus,  und  zwar  sind  dies: 

1.  Die  große  Halbaxe  a. 

2.  Die  Exzentrizität  e. 

3.  Die  Neigung  ^  der  Bahnebene  gegen  die  Ekliptik. 

4.  Die  Länge  a  des  Perihels. 

5.  Die  Länge  ß  des  aufsteigenden  Knotens. 

6.  Die  Länge  cd  des  Planeten  in  irgend  einem  als  Nullpunkt  der 
Zeitrechnung  gewählten  Augenblicke.  Diese  Größe  heißt  die  Epoche; 
aus  ihr  läßt  sich  die  Position  des  Planeten  in  jedem  Augenblicke  ab- 
leiten. 

520.  Anomalie:  i^ahre,  exzentrische,  mittlere.  Beziehungen 
zwischen  ihnen.  Der  Winkel,  den  der  Radiusvektor  SA  (Fig.  316) 
vom  Perihel  nach  einem  anderen  Bahnpunkte  P  beschreibt,  d.  k 
der  Winkel  ASP,  heißt  die  wahre  Anomalie  dieses  Punktes.  Be- 
schreibt man  um  das  Zentrum  C  mit  der  großen  Axe  AÄ'  als  Durcb- 
messer  einen  Kreis,  fällt  das  Lot  PiV  von  -AT  auf  AA\  verlängert  es 
bis  zum  Schnittpunkte  Q  mit  dem  Kreise  und  zieht  CQ,  so  heißt  der 
Winkel  ACQ  die  exzentrische  Anomalie  (sprachwidrig  aue  »ex' 
centro"  gebildet). 
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Die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  n,   mit  welcher  der  Radius- 
vektor sich  umdreht,  ist  h/(ab),  dA  nah  die  bei  einer  Umdrehung  über- 


strichene  Fl&che  und  h  die  dop- 
pelte Flächengeschwindigkeit  ist 
Anders  ausgedrückt,  da 


Fig.  316. 


h=a}l-e^,  Ä  =  Vfia(l-c«) 
ist,  es  ist : 

«=y^.     -     .    (29) 

Die  Größe  nt,  wo  t  die  zur  Zu« 
rücklegung  des  Bogens  AP  er- 
forderte Zeit  ist,  heißt  die  mitt- 
lere Anomalie.  Die  Periode, 
d.  h.  die  Zeit,  in  welcher  der 
Radiusvektor  eine  Umdrehung  macht,  also  die  Größe 

nah 
li/2 
ist  daher: 


T  = 


=^'ti 


(29  a) 


(29  b) 


Beziehen  wir  uns  wieder  auf  Fig.  316  und  nennen  die  wahre 
Anomalie  d,  die  exzentrische  9,  so  können  wir  sowohl  nt  als  auch  ti 
durch  fp  ausdrücken.  Denn  offenbar  ist,  wenn  eckige  Klammem 
Flächen  bedeuten: 

iASP]  =  \  [ASQ]  =  ^  ([ACQ]  -  [SCQ]) 
a  a 


=  ^  ah((p 


e  sin  (p) ; 


anderseits  ist  aber 


nt 


[ASP]  =  —  [APA'] 

7t 


nt-; 


folglich  erh&lt  man 


nt  ^=  tp  —  esm  qp 


(30) 


Diese  Gleichung  heißt,  nach  Johannes  Kepler,  dem  Begründer 
der  Himmelsmechanik,  die  Keplersche  Gleichung. 
Femer  ist 

NS  =  CS  —  CN  =  ae  --  acostp  =  a(e  —  cos(p)j 

und  anderseits 

NS  =  —  SP.  cos  0  =  ä{ecosq)  —  l)cosO, 
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also  durch  Yergleichung 

cos  6  = — 


oder: 

d.  h.  es  ist: 


ecosip  —  1 ' 
1  —  cosO 1  +  c  l  —  cosq> 

1    +    COsJj  1  —   (2   1    +   cos  qp  ' 


(31) 


Umgekehrt  findet  sich  (p  durch  0  ausgedrückt  mittels  der  Formel: 

Schließlich  kann  man  GL  (30)  mit  Benutzung  von  Gl.  (31)  und  Gl.  (32) 
auch  in  der  Form 


nt  =  2arctg  {^~~^  '^  a)  "  *  >!  -  «*  y 


sinO 


.   (33) 
ecosH 

schreiben,  womit  nt  durch  0  ausgedrückt  ist,  so  daß  man  jetzt  m 
Stande  ist  die  Zeit  zu  berechnen,  die  zur  Zurücklegung  irgend  ein''-.« 
Bogen s  der  elliptischen  Bahn  erfordert  wird. 

Ein  Problem  von  großer  Wichtigkeit  in  der  Astronomie  ist  ani- 
gekehrt  die  Berechnung  von  r  und  6  bezw.  q>  für  gegebene  Werte  töd  v. 
das  ist  das  berühmte  Kepler  sehe  Problem,  von  welchem  im  Laufe  der 
Zeit  mehrere  angenäherte  Lösungen  gegeben  worden  sind.  Man  kiDii, 
um  zunächst  (p  durch  t  auszudrücken  (das  übrige  ist  dann  leicht),  ent- 
weder die  Kepler  sehe  Gleichung,  die  transzendenten  Charakters  ist 
numerisch  auflösen,  oder  man  bedient  sich  einer  von  Lagrange g«* 
gebenen  Reihenentwickelung,  von  der  hier  nur  das  Ergebnis  angefül»rt 
werden  kann: 

.      ,    ,    c2  dsinHnl)    ,      e^    d^sin^nt)  . 
^  =  nt  +  e  smnt  +  -^-  -  ^-^-  +  —  -^^^^^^^-  +  - 

oder  ausgeführt  und  umgestaltet: 

(p  =  nt  -\-  e  sin  nt  -\-  —  sin  2  nt 

+  ~  (3sm3n<  —  sinnt) 

o 

e* 
+  —  (2 sin  4nt  —  sin  2nt) 
6 

+  -^  (125  sin6nt  —  81  s\n%nt  +  2  sinnt)  -f-  ••• 

Da  bei  den  Planeten  e  meist  sehr  klein  ist,  wird  man  vielfach  mit  (i<^ 

drei  oder  gar  mit  den  beiden  ersten  Gliedern  auskommen;  in  letzteres 

Falle  wird 

g)  =  n^  +  esmnr, 
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and 

0  =  nt  -f-  2 e sinnt, 

endlich  mit  der  gleichen  Annäherung: 

r  =  a(l  —  ecosnt), 

521.  Problem  der  zwei  Körper.  Bis  hierher  haben  wir  an- 
genommen, der  Körper  bewege  sich  um  ein  festes  Zentrum ;  mit  anderen 
Worten,  wir  haben  die  Masse  des  Planeten  oder  Satelliten  als  unend- 
lich klein  betrachtet  gegenüber  der  Masse  des  2^ntralkörpers.  Diese 
Annahme  ist  indessen  bei  den  Planeten  des  Sonnensystems  nur  an- 
nähernd erfüllt,  ihre  Masse  kommt,  so  klein  sie  auch  verh&ltnismäJBig 
iBt,  doch  in  Betracht.  Man  muß  deshalb  die  Beschleunigung  der  Sonne 
nach  dem  Planeten  hin  in  Rechnung  ziehen,  eine  Beschleunigung,  die 
sich  zu  der  des  Planeten  nach  der  Sonne  hin  wie  die  Masse  des  Pla- 
neten zu  der  der  Sonne  verhält.  Betrachtet  man  nur  einen  Planeten 
für  sich,  so  kommt  man  auf  diese  Weise  zu  dem  Problem  der  zwei 
Körper.  Die  Grundlage  für  seine  Lösung  ist  offenbar  das  Prinzip  der 
Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung;  und  um  dieses  anwenden 
zu  können,  muJß  man  die  Bewegung  beider  Körper  aiif  einen  festen, 
durch  ihre  Bewegung  nicht  beeinflußten  Punkt  beziehen.  Es  ist  ein- 
leuchtend, daß  sich  hierzu  der  Schwerpunkt  der  beiden  Körper  am  besten 
eignet. 

In  Wahrheit  ist  das  Problem  viel  komplizierter,  weil  alle  Planeten 
zugleich  wirken.  Aber  schon  der  nächst  einfachste  Fall,  das  Drei- 
körperproblem  —  also  z.  B.  die  Bewegung  der  Erde  unter  der  Ein- 
wirkung von  Sonne  und  Jupiter  —  bietet  der  mathematischen  Behand- 
iang,  der  es  seit  Jahrzehnten  von  den  hervorragendsten  Fachgenossen 
unterzogen  wird,  bis  jetzt  noch  unüberwindliche  Schwierigkeiten  dar; 
nur  für  einige  spezielle  Konfigurationen  der  Körper  ist  man  zu  ge- 
schlossenen Teillösungen  gelangt,  im  übrigen  muß  man  sich  mit  müh- 
samen Annäherungsverfahren  begnügen. 

522.  Bahn  relativ  zur  Sonne.  Korrektion  des  dritten 
Kepler  sehen  Gesetzes.  Wir  beschränken  uns  nunmehr  auf  zwei 
Körper,  Sonne  und  Planet,  und  beziehen  ihre  Bahnen  auf  ihren  gemein- 
samen Schwerpunkt.  Was  beobachtet  wird,  ist  freilich  die  relative 
Bewegung  des  Planeten  um  das  Sonnenzentrum  als  festgedachten  Punkt. 
Um  diese  Bewegung  aus  jener  abzuleiten,  muß  man  beiden  Körpern 
noch  eine  Beschleunigung  erteilen,  welche  derjenigen  der  Sonne  nach 
dem  Planeten  hin  gleich  und  entgegengesetzt  ist  M  sei  die  Masse  der 
Sonne,  m  die  des  Planeten;  dann  ist  die  Beschleunigung  nach  dem  ge- 
meinsamen Schwerpunkte  hin  für  den  Planeten  gleich  kM/r^,  für  die 
Sonne  gleich  kmir^  in  entgegengesetzter  Kichtung.  Die  relative  Be- 
schleunigung des  Planeten  ist  daher  gleich  k{M  -h  m)'r^  und  diese  ist 
zu  nehmen,  um  die  relative  Bahn  des  Planeten  um  die  Sonne  zu  finden, 

Gray,  Physik.     I.  ;^Ö 
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d.  h.  es  ist  die  in  §  512  eingeführte,  die  Kraft  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung charakterisierende  Größe 

II  =  k{M  +  m) 

zu  setzen.     Damit  erh&lt  man  nach  §  520  für  die  Umlauf sdauer  oder 
Periode 

«••  (34) 


'=2"l/^ 


(M  +  m) 

Für  einen  anderen  Planeten  von  der  Masse  nii  und  der  großen  Halbaxe 
der  Bahn  a^  wird,  wenn  man  annimmt,  daß  die  Konstante  k  für  ihn 
dieselbe  sei  (vergl.  w.  u.  §  529): 


^,  =  27t  l/^ 


_     ^i 

kiM  +  iwi)' 


und  durch  Yergleichung : 

T^        af  M  +  m 

Kepler  hatte  aus  seinen  Planetenbeobachtungen  den  Schluü  ge- 
zogen, daß  sich 

verhalte;  eine  Formel,  die  in  Worte  gekleidet,  das  dritte  Keplersche 
Gesetz  liefert:  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten  yerhalteo 
sich  wie  die  Kuben  ihrer  mittleren  Entfernungen  von  der  Sonne.  (Die 
große  Halbaxe  ist  offenbar  das  Mittel  aus  Perihel-  und  Apheldistaoz. 
und  zugleich  die  mittlere  Entfernung.)  Wir  ersehen  jetzt  aus  GL  (35), 
daß  dieses  Gesetz  nicht  ganz  exakt  ist,  daß  vielmehr  wegen  der  Yerschie- 
denen  Massen  der  Planeten  eine  Korrektion  an  dem  Gesetze  anzubringen 
ist;  sie  wird  desto  merklicher,  je  massiger  der  Planet  ist,  und  zwar  in 
dem  Sinne,  daß  seine  Umlaufszeit  kleiner  wird,  als  sie  nach  dem  Kepler- 
schen  Gesetze  sein  sollte. 

Die  hier  folgende  Tabelle  (a.  f.  S.),  die  aus  Maxwells  „ Substanz  und 
Bewegung"  S.  129  entnommen  ist,  läßt  diese  Verhältnisse  deutlich  her- 
vortreten. Alle  Werte  von  a  sind  auf  den  mittleren  Sonnenabstand  der 
Erde  als  Einheit ,  alle  Umlaufszeiten  auf  die  der  Erde  als  Einheit  be- 
zogen. Die  Werte  von  a^  und  T*  sind,  wie  man  sieht,  für  alle  Planeten 
nahezu  gleich ;  für  die  kleineren  Planeten  ist  die  Differenz  a^  —  ^' 
negativ  und  äußerst  klein,  für  die  großen  ist  sie  erheblicher  und  positiv; 
am  größten,  im  Verhältnis  zu  a'^  oder  T^  selbst,  ist  sie  für  Jupiter,  den 
Planeten  von  der  größten  Masse. 

523.  Bestimmung  der  Masse  eines  Planeten  aas  der  Um- 
lauf szeit  seiner  Monde.  Die  Aufgabe,  die  Masse  eines  Planeten« 
bestimmen,  läßt  sich  sehr  leicht  lösen ,  falls  der  Planet  einen  Mond  be- 
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Merkur 


I 


Venus 


Erde 


Mars 


T*  .    .    . 


T*    .    .    . 


0,387098 
0,24084 
0,0580046 
0,0580049 
—  0,0000003 

Jupiter 

5,2028 
11,8618 
140,832 
140,701 
+  0,131 


0,72333 
0,61518 
0,378451 
0,378453 
—  0,000002 

Saturn 

9,5388 
29,4560 
867,914 
867,658 
+  0,256 


1 
1 
1 
1 
0 

Uranus 

19,1824 
84,0123 

7058,44 

7058,07 

+  0,37 


1,52369 
1,88082 
3,53746 
3,53747 
—  0,00001 

Neptun 

30,037 
164,616 
27 100,0 
27098,4 
4-  1,6 


sitzt    Die  Masse  des  Planeten  sei  m,  die  des  Mondes  m\  seine  Umlaufs - 
zeit  um  den  Planeten  T\  die  große  Halbaxe  seiner  Bahn  a';  dann  ist 


^'  =  2'^l/*-(«rb.r 


wo  der  Faktor  k,  wie  die  Beobachtung  gezeigt  hat,  derselbe  ist,  wie  für 
die  Wechselwirkung  zwischen  Sonne  und  Planet.  Anderseits  war  die 
Umlanfszeit  des  Planeten  um  die  Sonne 


Durch  Yergleichung  erhält  man: 

ra  _  o^  Jf  +  m 
T2  '""   a»   m  +  w' 

und,  wenn  m*  vernachlässigt  wird: 


m 


M 


(36) 


(37) 


Auf  diese  Weise  sind  die  Massen  von  Planeten  wie  Mars,  Jupiter  und 
Saturn  bestimmt  worden.  Bei  Planeten,  die,  wie  z.  B.  Jupiter,  mehrere 
Monde  haben,  ist  die  Bewegung  eines  jeden  Mondes  natürlich  durch 
die  der  übrigen  beeinflaßt;  mit  Rücksicht  hierauf  aber  sind  die  Perioden 
mit  dem  dritten  Kepler  sehen  Gesetz  in  Einklang.  Die  beobachteten 
Abstände  erlauben  dann  die  Beschleunigungen  zu  finden;  und  die  Yer- 
gleichung derselben  mit  der  des  Planeten  nach  der  Sonne  bin  bestätigt 
es,  daß  dieselbe  Konstante  k,  wie  oben  vorweg  angenommen  wurde,  in 
beiden  Fällen  auftritt. 


524.  Kepler  sehe  Gesetze.    Flächensatz.    Die  Bewegung  der 
Planeten  um  die  Sonne  wurde  von  Kepler  aus  Beobachtungen,  ins- 

38* 
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besondere  am  Mars,  abgeleitet^  die  sein  Vorgänger  als  Prager  AstroDOiD, 
Tycho  Brahe,  angestellt  hatte.  Die  Resultate  sind  in  seiner  1609 
erschienenen  Astronomia  nova  enthalten,  die,  wenn  auch  die  in  ihr 
entwickelten  dynamischen  Ideen  zum  Teil  irrig  sind,  doch  die  erste 
Aufstellung  der  Lehre  Yon  der  Grayitation  als  einer  Wechselwirkung 
zwischen  Stoffteilen  enth&lt. 

Keplers  Schlüsse  in  Bezug  auf  die  Planetenbewegungen  waren 
das  Ergebnis  vergeblicher  Anstrengungen ,  die  beobachteten  Örter  und 
Zeiten  mit  der  Hypothese  einer  mit  gleichförmiger  AVinkelgesch windig- 
keit um  einen  exzentrischen  Punkt  beschriebenen  kreisförmigen  Bahn 
in  Übereinstimmung  zu  bringen.  Der  Mittelpunkt  der  Bahn  sollte  in 
der  Mitte  zwischen  jenem  Punkte  und  der  Sonne  liegen.  Kepler  be- 
merkte nämlich,  daß  iu  den  Punkten  der  größten  und  der  kleinsten 
Entfernung  von  der  Sonne  die  Bahngeschwindigkeiten  der  Erde  sieh 
umgekehrt  wie  diese  Entfernungen  verhielten,  d.  h.,  daß  die  Flächen- 
geschwindigkeit in  beiden  Punkten  dieselbe  war.  Er  schloß  hierauf, 
wie  es  scheint,  daß  dies  in  allen  Punkten  der  Fall  sein  würde,  daß  also 
allgemein  die  zur  Zurücklegung  gleicher  kleiner  Bögen  erforderten 
Zeiten  ihren  Entfernungen  von  der  Sonne  proportional  seien  und  daß 
folglich  auch  die  Summe  der  Entfernungen  der  gleichen  kleinen  Bögen, 
in  die  man  irgend  welche  endliche  Bögen  teilen  konnte,  sich  wie  die 
Zeiten  verhalten,  in  denen  die  Bögen  beschrieben  werden.  Da  die  Er- 
mittelung dieser  Summe  Schwierigkeiten  machte,  wurde,  um  wenigstens 
eine  ganz  rohe  Annäherung  zu  erhalten,  die  von  dem  Anfangs-  nnd 
Endstrahl  des  endlichen  Bogen s  eingeschlossene  Fläche  an  ihre  Stelle 
gesetzt,  und  diese  Flächen  erwiesen  sich  überraschenderweise  genau 
proportional  mit  den  Zeiten.  Das  Ergebnis  war  also  ein  ganz  anderes, 
als  Kepler  erwartet  hatte. 

525.  Gesetz  der  elliptischen  Bahn.  Auf  diese  Weise  wnrde  für 
die  Erde  das  Gesetz  der  gleichförmigen  Überstreichung  der  Flächen 
durch  den  Radiusvektor  nach  der  Sonne  festgestellt.  Als  nun  Kepler 
sich  bemühte  zu  untersuchen,  ob  das  nämliche  Gesetz  auch  für  den 
Mars  gelte,  wobei  er  immer  noch  an  der  Vorstellung  einer  kreisförmigen 
Bahn  um  einen  exzentrischen  Punkt  festhielt,  stieß  er  auf  Widersprüche 
bezw.  Abweichungen ,  die  sich  nur  durch  die  Annahme  erklären  ließen, 
daß  die  Bahn  kein  Kreis,  sondern  eine  Ellipse  mit  der  großen  Axe  längs 
der  Apsidenlinie  und  der  Sonne  in  einem  der  Brennpunkte  sei.  Diese 
Feststellung  hat  inzwischen  die  Bezeichnung  „Erstes  Keplersches 
Gesetz"  erhalten.  Historisch  steht  es,  wie  man  sieht,  dem  zweiten 
(dem  Flächen satze)  nach. 

526.  Drittes  Kepler  sehes  Gesetz.  Erst  sehr  viel  später  gelangte 
Kepler  zu  dem  dritten,  jetzt  seinen  Namen  tragenden  Gesetze,  das 
sich  nicht ,  wie  die  beiden  ersten ,  auf  jeden  Planeten  für  sich ,  sondern 
auf  alle  im  Vergleich  miteinander  bezieht,  indem  es,  wie  wir  schon 
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wissen,  aussagt,  daß  die  Quadrate  der  Umlauf szeiten  der  Yerschiedeuen 
Planeten  um  die  Sonne  sich  yerbalten  wie  die  Kuben  ibrer  mittleren 
Sonnenabstftnde  (d.  b.  der  großen  Halbaxen  ibrer  Babnen).  Zu  diesem 
Gesetze  (das,  wie  wir  saben,  einer  kleinen  Korrektion  bedarf)  kam 
Kepler  nicbt  auf  Grund  irgend  einer  Tbeorie,  *8ondern  indem  er  pro- 
bierte, welcbe  Beziebung  die  beobachteten  Zeiten  und  Abstände  am 
besten  darstellte. 

527.  Newtons  Ableitungen  aus  den  Keplerschen  Gesetzen. 

Nachdem  Kopernikus  sein  System  aufgestellt  und  Kepler  dieses 
System  durch  seine  großen  Gesetze  präzisiert  hatte,  war  es  ein  dritter 
Genius,  IsaacNewton,  dem  es  gelang,  aus  den  Keplerschen  Gresetzen 
Schlüsse  zu  ziehen,  die  ihn  schließlich  zu  seinem  berühmten,  an  gleich- 
zeitiger Einfachheit  und  Universalität  unerreichten  Gesetze  führten. 

Zunächst  schloß  er  aus  dem  zweiten  Keplerschen  Gesetze,  dem 
der  Flächen,  daß,  wenn  auf  die  Planeten  überhaupt  eine  Kraft  wirke, 
sie  längs  dem  Radiusvektor  seiner  Bahn  gerichtet  sein  müsse.  Denn 
die  Frage,  ob  überhaupt  eine  Kraft  auf  den  Planeten  wirke  oder  nicht, 
läßt  sich  aus  dem  Flächensatze  an  sich  nicht  beantworten.  Denn  bei- 
spielsweise beschreibt  auch  der  von  irgend  einem  seitlichen  festen  Punkte 
nach  einem  sich  geradlinig  und  gleichförmig  bewegenden  Punkte  ge- 
zogene Radiusvektor  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen,  und  hier  wirkt/ 
keine  Kraft  auf  den  bewegten  Punkt  ein.  Soll,  bei  Greltung  des  Flächen- 
satzes,  eine  Kraft  vorhanden  sein,  so  muß  offenbar  die  Bahn  ge- 
krümmt sein. 

Anderseits  kann,  wenn  der  Flächensatz  erfüllt  ist,  keine  Kraft 
vorhanden  sein,  welche  ein  Moment  besitzt  in  Bezug  auf  den  festen 
Puikt,  durch  den  der  Radiusvektor  stets  hindurchgeht.  Denn  das 
Doppelte  der  Flächengescbwindigkeit  ist  das  Moment  der  Bewegungs- 
größe um  den  festen  Punkt;  dieses  muß  also  wie  jenes  konstant  sein; 
das  Moment  der  Kraft  um  den  festen  Punkt  (der  Differentialquotient 
jenes)  muß  daher  null  sein. 

Die  Kraft,  die  auf  den  Planeten  wirkt,  ist  also  —  das  ist  der  erste 
Newton  sehe  Schluß  —  längs  der  Linie  durch  ihn  und  das  Zentrum 
der  Sonne  gerichtet. 

528.  Ableitung  des  Kraftgesetzes  aus  dem  Gesetze  der  ellip- 
tischen Bahn.  Zweitens  zog  Newton  aus  dem  ersten  Keplerschen 
Gesetze,  dem  der  elliptischen  Bahn,  den  Schluß,  daß  eine  auf  den  Pla- 
neten wirkende,  nach  der  Sonne  gerichtete  Kraft  existiere,  welche  um- 
gekehrt proportional  sein  müsse  dem  Quadrate  der  —  während  der 
Bahnbeschreibung  sich  ändernden  —  Entfernung  des  Planeten  vom 
^nnenmittelpunkte  (in  dem  man  sich  nach  dem  Gesetze  der  anziehenden 
Wirkung  kugelförmiger  Massen  die  ganze  Sonnenmasse  konzentriert  zu 
denken  hat).    Die  Ableitung  dieses  Resultates  liefert  ein  schönes  Beispiel 
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der  MöbiuB-Hamiltonachen  Methode  des  Hodographen,  wie  wir  sie 
in  der  Kinematik  kennen  gelernt  haben. 

In  Fig.  317  sei  APA'  die  Bahn  des  Planeten,  die  m  P  an  sie 
gelegte  Tangente  schneide  den  Über^^'  als  Durchmesser  beschriebeneo 
Kreis  in  R,  B!,  Dann  sind  nach  §  78  die  von  den  Brennpunkten  S^  S 
nach  12,  B!  gezogenen  Linien  SR  und  SR!  auf  RR*  senkrecht,  nnd  es 
ist ,  wenn  man  R  S  bis  zum  anderen  Schnittpunkte  T  mit  dem  Kreise 
verlängert,  ST=  S'R'.  Das  Sonnenzentrum  (vergL  §  522)  sei  in  Ruhe 
und  liege  in  S,  dann  ist  SP  der  Radiusvektor,  und  nach  dem  Flächen- 

satze  ist  v,RS  =  h.  Anderseits  ist  aber 
RS.  ST=h*,  also  v.RS  =  vb^ST; 
folglich  hat  man 


h 


=  ^'  ST, 


d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  Planeten  ist 
mit  ST  proportional.  Der  Kreis  ist,  wie 
man  sieht,  der  Hodograph  der  Bahn,  der 
Anfangspunkt  ist  S,  und  die  um  90^  ge- 
drehte Geschwindigkeit  im  Punkte  P  ist 
durch  die  Linie  ST  dargestellt.  Die  die 
Bewegung  des  Punktes  P  begleitende  Bewegung  des  Punktes  T  stellt 
die  Beschleunigung  von  P  in  demselben  Maßstabe  dar,  in  dem  Sldie 
Geschwindigkeit  darstellt,  und  zwar  ebenfalls  um  90®  gedreht,  d.h.  die 
Beschleunigung  vonP  ist  senkrecht  zur  Tangente  in  T,  also  Ungs  CT 
gerichtet ;  CT  ist  aber,  wie  man  leicht  beweisen  kann,  parallel  mit  PS, 
also  ist  die  Beschleunigung  des  Planeten  nach  der  Sonne  gerichtet 

Da  femer  SP  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  6  rotiert  und  stets 
TC// SP  bleibt,  so  ist  die  Streckengeschwindigkeit  von  T  gleich  aÜ. 
Dies  stellt  die  Beschleunigung  von  P  in  demselben  Maßstabe  dar,  wie 
ST  die  Geschwindigkeit,  d.  h.  (s.  die  letzte  Formel)  dividiert  durch 
dem  Faktor  Ä/b^;  die  Beschleunigung  ist  also  aÖh/h^,  und  dies  ist, 
wenn  die  Masse  des  Planeten  1  ist,  zugleich  die  Kraft,  mit  der  er  nach 
der  Sonne  gezogen  wird.     Nun  ist 

dO_h_ 

dt  ~~   r2 


—  =-,     SP  =  r, 


also: 


^  =  "|r-^. 


d.h.  die  Kraft  ist  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional 
Führt  man  jetzt  für  h  nach  Gl.  (29  a)  die  ümlaufszeit  T  ein  und 
setzt  die  Masse  des  Planeten  gleich  m,  so  erhält  man 


K  = 
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Vergleicht  man  dies  mit  der  generellen  Gravitationsformel  kMm/r^j 
wo  M  die  Sonnenmasse  ist  und  bringt  die  ans  schon  bekannte  Korrek- 
tion M/(M  -|-  m)  an  £"  an,  so  erhält  man 

M  _4n^     a»        M 


r%  T^      r»    Jtf  +  tw  • 

und  folglich,  in  Übereinstimmung  mit  GL  (34): 


=-i/^ 


pnr^ <»«' 

o29.    Dynamische  Interpretation  des  dritten  Keplersehen 

tiesetzes.  Nimmt  man  für  den  Augenblick  an,  Jeder  Planet  habe  eine 
besondere,  seine  Gravitation  bestimmende  Eonstante,  z.  B.  der  eine  A^i, 
ein  anderer  k^t  so  würde  man  aus  Gl.  (38) 

Tl_al     31  ^m,     k^ 

T^  ~  a^'  '  M  +  mi'  kl ^  ''^ 

erhalten,  während  in  dem  korrigierten  Keplersehen  Gesetze  der  dritte 
Faktor  rechts  fehlt;  es  ist  also'  zu  schließen,  daß 

Aji  =  Äj  =  const, 

ist,  d.  h.  die  Gravitation  für  die  Masseneinheit  ist  bei  allen  Planeten 
dieselbe.  Man  beachte,  daß  nach  dem  Newton  sehen  Pendelexperiment 
auch  für  irdische  Körper  an  der  Erdoberfläche  die  Schweren  den  Massen 
proportional  sind,  also  die  Schwere  pro  Masseneinheit  für  alle  Körper 
gleich  groß  ist. 

530.  Newtons  Entdeckung  des  allgemeinen  Grayitations- 
gesetzes.  Nun  war  noch  ein  weiterer  Schritt  zu  tun,  es  mußte  die, 
Beschleunigung  beim  freien  Falle  irdischer  Körper  mit  der  Beschleuni- 
gang  der  Himmelskörper  gegen  ihre  Zentralkörper  verglichen  werden 
und  auch  diese  Aufgabe  löste  Newton.  Er  wies  nach,  daß  die  Be- 
schleunigung des  Mondes  gegen  die  Erde  zur  Beschleunigung  beim 
üreien  Fall  eines  Körpers  auf  der  Erdoberfläche  im  umgekehrten  Ver- 
hältnis des  Quadrates  des  Abstandes  des  Mondes  vom  EIrdmittelpunkte 
zum  Quadrate  des  Erdradius  steht.  Damit  war  aber  unter  der  — 
später  als  richtig  erwiesenen  —  Annahme,  daß  die  Erde  äußere  Körper 
80  anzieht,  als  ob  ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  konzentriert 
wäre,  die  Identität  der  irdischen  Schwere  und  der  himmlischen  Gravi- 
tation nachgewiesen. 

Bei  der  ersten  Berechnung  stellte  sich  freilich  eine  erhebliche 
Differenz  heraus;  der  Grund  lag  darin,  daß  zwar  für  den  Mondabstand 
in  Vielfachen  des  Erdradius  der  richtige,  für  den  Äquatorgrad  aber  der 
irrige  Wert  von  96  km,  also  auch  ein  falscher  Wert  für  den  Erdradius 
und  den  Mondbahnradius  (der  für  die  Beschleunigung  maßgebend  ist) 
eingesetzt  wurde.      Erst   1682  erfuhr  Newton  von  der  neuen  Grad- 
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meBBung,  die  Picard  in  Paris  durchgeführt  hatte,  und  welche  112km 
ergab.  Newton  wiederholte  die  Rechnung  und  fand  nunmehr  gute 
Übereinstimmung. 

Drei  Jahre  sp&ter  holte  er  den  Beweis  nach,  daß  eine  Kugel  mit 
um  das  Zentrum  symmetrischer  Massenanordnung  einen  äußeren  Körper 
80  anzieht,  als  ob  ihre  ganze  Masse  im  Zentrum  vereinigt  w&re.  Da- 
mit war  denn  das  letzte  Hindernis  beseitigt,  und  er  konnte  das  all- 
gemeine Gesetz  aufstellen,  das  seitdem  seinen  Namen  trägt,  und  das 
schon  in  den  §§  195  bis  202  sowie  im  fünften  Kapitel  nach  verschie- 
denen Richtungeu  hin  behandelt  worden  ist: 

Jedes  Massenteilchen  zieht  iedes  andere  mit  einer  Kraft  an,  die 
dem  Produkte  ihrer  Massen  direkt  und  dem  Quadrate  ihres  Abatandes 
umgekehrt  proportional  ist.  In  Formel,  wenn  k  der  Proportionalitäts- 
faktor ist  (dessen  Ermittelung  im  nächsten  Kapitel  erfolgen  soll): 

Der  Mondabstand  beträgt  im  Mittel  383  000  km,  seine  Umlaufszeit 
27,32  Tage,  seine  Beschleunigung  gegen  die  Erde  beträgt  also  in  cm/sec : 


\27, 


^^  ^    383000  X   100000  =  0,271. 


32  X  86400; 


Folglich  muß  die  Beschleunigung  eines  frei  fallenden  Körpers  auf  der 
Erdoberfläche,  wenn  als  Wert  des  Erdradius  im  Mittel  6365 km  ein- 
geführt und  das  umgekehrte  Verhältnis  der  Quadrate  genommen  wird: 

.=('||^y.  0.271=  981  c./sec^ 

sein,  wie  es  tatsächlich  der  Fall  ist. 

Das  Newton  sehe  Gravitationsgesetz  hat  sich  in  den  zwei  Jahr- 
hunderten seiner  Anwendung  so  glänzend  bewährt,  daß  auch  nicht  die 
geringfügigste  Abweichung  hat  konstatiert  werden  können,  und  wenn 
neuerdings  allgemeine  Erwägungen  bekannt  gemacht  worden  sind,  nach 
denen  die  Gültigkeit  des  Gesetzes  keine  räumlich  unbegrenzte  sein 
kann,  so  ist  es  doch  höchst  zweifelhaft,  ob  es  jemals  gelingen  wird, 
solchen  Abweichungen  auf  die  Spur  zu  kommen.  Auch  eine  andere 
Art  möglicher  Abweichungen,  nämlich  infolge  eines  etwa  im  Welträume 
vorhandenen  Mediums,  ist  bis  jetzt  trotz  wiederholter  Bemühungen  nicht 
festgestellt  worden.  Es  ist  dies  von  prinzipieller  Bedeutung  für  die 
Frage,  ob  man  die  Gravitation  als  eine  Fernwirkung  oder  als  eine 
Wirkung  von  Schicht  zu  Schicht  durch  das  Zwischen  medium  hindurch 
auffassen  solle.  Solange  nämlich  weder  ein  Einfluß  dieses  Mediums 
auf  die  Gestirne,  noch  eine  Beeinflussung  des  Mediums  durch  die  letz- 
teren konstatiert,  noch  endlich  festgestellt  ist,  daß  die  Gravitation  Zeit 
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zu  ihrer  Wirkung  brauche,  liegt  kein  Grund  yori  die  an  Einfachheit 
jedenfalls  unerreichbare  Newtonsche  Fernwirkungsformel  zu  yerlassen 
und  Hypothesen  über  den  Mechanismus  der  Kraftübertragung  aufzu- 
stellen, die  an  keiner  Tatsache  geprüft  werden  können.  Bei  einem 
verwatidten  Gebiete  von  Erscheinungen  liegt  die  Sache  seit  den  Ver- 
suchen von  Hertz  über  die  Ausbreitung  der  elektrischen  Kraft  be- 
kanntlich anders,  hier  mußte  man  auf  Grund  der  beobachteten  Tat- 
sachen die  Fernwirkungstheorie  verlassen. 

531.  Bahnbewegiing  eines  Meteoritensohwarms.  Nächst  den 
Planeten  und  ihren  Monden  nehmen  das  größte  Interesse  in  Anspruch 
die  Kometen  und  die  Meteoritensch wärme,  die  bekanntlich  in  gewisse 
Beziehung  zueinander  gebracht  werden.  Wir  wollen  deshalb  die  Be- 
wegung eines  Haufens  von  Teilchen  betrachten,  deren  jedes  der  An- 
ziehung der  Sonne  und  der  anderen  Teilchen  unterliegt;  dabei  wollen 
wir,  um  recht  einfache  Verhältnisse  zu  haben,  die  allerdings  von  der 
Wirklichkeit  meist  weit  entfernte  Annahme  machen,  der  Haufe  sei 
kugelförmig  und  die  Teilchen  in  ihm  seien  gleichförmig  verteilt,  woraus 
dann  folgt,  daß.  die  Anziehung  des  Haufens  auf  Jedes  seiner  Teilchen 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  gerichtet  ist. 

In  Fig.  318  sei  C  die  als  fest  angenommene 

Sonne,  Ä  der  Mittelpunkt  des  Haufens,  B  eins 

seiner  Teilchen;  des  letzteren  Masse  sei   1,  die 

Kraft,  mit  der  es  nach  Ä  gezogen  wird,  also 

kfn/{ABy  =  km/r^,  wo  r  =  AB  und,    da 

die  weiter  als  B  von  A  entfernten  Teilchen  nach 

der    Potentialtheorie    keinen    Beitrag    liefern, 

4» 
fn  =  —-  Qr^  ist;  Q  ist  dabei  die  mittlere  Dichte 
o 

der  Materie  im  Haufen.     Es  ist  also 

4?r 
üC=  —  hgr  =  fir, 

wenn  ft  für  -5-  JcQ  geschrieben  wird.   Nach  den 
o 

§§  272  und  273  und  mit  der  dortigen  Bezeich-  A 

nung,  nur  daß  B  statt  a  für  die  Strecke  CA 

gesetzt  werde,  ist  dann 

dUi    ,    d^x         ^     du  dn         „  ,^    .      , 

Zu  diesen  Gleichungen  muß  aber,  da  nicht  alle  Teilchen  in  der 
Bahnebene  des  Zentrums  liegen,  eine  dritte  hinzugefügt  werden,  die 


Fig.  318. 
E 


r^^. 


(40) 
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sich  auf  die  Koordinate  z^  senkrecht  zu  Jener  £bene,  bezieht  und  an- 
nähernd 


»  =  -l^M- 


Ite 


lautet,  wenn  M  die  Masse  der  Sonne  ist.     Für  X  nnd  Y  gelten  die 
Werte 

■R  +  *  kM      _ 

(B  +  X)»      *" 


X  =  —  kM 


Getzteres  angen&hert) 


Y=  —  kM 


y 


f*y. 


Für  die  Bewegung  des  Zentralteilchens  wird 

^F  -  ^^  -  -  ijT 


^     dB    ^     ^dn 


(41) 


Durch  Kombination  von  Gl.  (40)  und  (41)  mit  Rftcksicht  auf  die  Werte 
von  X  und  Y  erhält  man  schließlich : 


d^x 


dy 


dn 


^-2^7i7  -2/:rr~«^^=  2kM--iix 


dt^ 


dt 


B^ 


d^y  dx     ^       dn 

ir^^''''dt+''Tt 


n^y  =  —kM^^  —(ly 


(42) 


Wenn  B  konstant  ist,  ist  es  auch  n,  der  Schwerpunkt  des  Haufens 
beschreibt  dann  einen  Kreis  um  die  Sonne.  Die  Anziehung  nach  der 
Sonne  hin  ist  im  Zentrum  n^  B  pro  Masseneinheit,  und  da  dies  kM  i?- 
sein  muß,  erhält  man  n^  •=  kM/B\  Die  BewegungsgleicbungeD  des 
Teilchens  mit  den  Koordinaten  x^  y,  z  werden  somit 

d^x         ^     dy 


dP     ^-ft-^^''' 


d^y    ,    ^    dx    . 


rf2£ 

dt^ 


(i)  X  =  0 

=  0 
+  (n2  +  fi)  ^     =0 


(43) 


532.  Bedingung  für  die  Beständigkeit  des  Schwanns.  Nehmen 
wir  nun  an,  daß  die  Werte  von  x  und  y  um  gewisse  konstante  Werte 
herum  nur  in  bestimmten  Grenzen  schwanken,  so  müssen  wir 

X  =  acos(mt  +  b),    y  =  hsin{fni  +  «) 
schreiben,  d.  h.  als  relative  Bahn  eines  Teilchens  eine  Ellipse  von  den 
Halbaxen  a  und  b  annehmen.    Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  GL  (43) 
erhält  man  die  Bedingungsgleichung 


Meteoritenschwarm.    Abfangen  eines  Satelliten.  603 

(m«  —  ^)(ma  -f  Sn«  —  ^)  —  4.m^n^  =  0  .     .     .     (44) 

deren  Wurzeln,  wenn  die  x-  und  ^-Schwingung  stabil  sein  sol],  positiv 
sein  mtLssen;  man  findet  durch  Vorzeichen! eststellung ,  daJS  dies  der 
Fall  ist,  wenn 

^  >  Sn» 

4?r 
ist  oder,  indem  man  für  fi  wieder  — -  JcQ,  für  n^  aber  hM/R^  einführt, 

ö 

wenn 
d.h. 

o>^f- <«) 

ist  Damit  also  der  Haufe  zusammenbleibe,  muß  seine  Dichte  größer 
als  die  einer  gleichförmigen  Kugel  vom  Radius  des  Sonnenabstandes 
des  Haufens  und  you  der  dreifachen  Sonnenmasse  sein.  Dieses  Elr- 
gebnis  rührt  von  Gharlier  (Bull.  Acad.  St  Petersbourg,  Bd.  XXXII, 
Nr.  2)  her. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß,  wie  sich  durch  Einsetzen  der  Werte  von 
n  und  y  in  die  beiden  ersten  der  61.  (43)  zeigt,  die  relative  Bahn  unter 
den  vorliegenden  Verhältnissen  nur  dann  ein  Kreis  sein  kann,  wenn 
3  »2  klein  ist  gegen  ^  —  m^. 

5S3.  Bedingung  für  das  Abfangen  eines  Satelliten  seitens 
eines  Planeten  oder  eines  Meteorscliwarms.  Betrachten  wir  ein 
isoliertes  Teilchen  außerhalb  eines  Planeten  oder  sphärischen  Schwanns 
im  Abstände  r  von  dessen  Zentrum,  so  haben  wir  (fi  für  km  gesetzt) 
statt  Gl.  (43)  die  Gleichungen: 

d^iP         r.     dy        /^    „        ^\ 


dt^ 


dt^  ^         dt   ^  r'i^ 


^1       ^2.    _L     ^ 

d<2 


+  n^e  +  h  e  =0 

r6 


(46) 


Durch  Multiplikation  bezw.  mit  x,  y,  i,  Addition  und  Integration  ergibt 
sich,  wenn 

gesetzt  wird  und  C  eine  Konstante  ist: 

i;3  —  3  n2x2  +  w2^a  _  ^  +  c  =  0      .     .     (47) 

f 
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als  GleichuDg  der  relativen  kinetisohen  Energie  für  den  Torliegenden 
Fall;  die  Konstante  C  hat  dabei,  wie  man  sich  leicht  übersengt,  die 
Bedeutung,  daß  fi/C  =  a  die  große  Halbaze  der  Ellipse  ist,  die  du 
Teilchen  um  das  Schwärm  Zentrum  beschreiben  würde,  wenn  n  =  Ot 
d.  h.  wenn  die  Wirkung  der  Sonne  zu  vernacb lässigen  wäre. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  obige  Gleichung  eine  obere  Grenze  für  die 
Entfernung  festlegt  j  in  welche  das  Teilchen  yom  Schwarmzentnim  ge- 
langen kann.  Denn  für  einen  gegebenen  Wert  von  v^  muß  das  Teilchen 
auf  der  durch  Gl.  (47)  definierten  Fläche  liegen;  da  femer  f^  positiT 
ist,  kann  es  die  Fläche,  die  für  v^  =  0  aus  obiger  entsteht,  nämlich 

2fi 


Sn^x^  —  n^z^  + 


—  C  =  0 


(48) 


nicht  passieren.     Der  Schnitt  dieser  Fläche  mit  der  x-y-Ehene  {z  —  0) 
ist  die  Kurve 


3n2a:2  _|. 


2fc. 


C  =  0 


m 


oder,  wenn  x  ^  rcosO,  y  =  r sin 6  gesetzt  wird : 

Sn^cos^e.r^  —  Cr  +  2(1  =  0 (50) 

Wenn  diese  kubische  Gleichung  für  r  wenigstens  eine  endliche,  reelle, 
positive  Wurzel  für  jeden  Wert  von  0  hat,  wird  die  Schnittkurve  einen 

geschlossenen  Zweig  um  das  Zen- 
trum herum  besitzen.  Mehr  ilfl 
zwei  positive  oder  als  eine  nega- 
tive Wurzel  kann  sie  nach  den 
Yorzeichenregeln  nicht  haben; 
und  die  Wurzeln  sind  sämüleh 
reell,  wenn 

C^ 
cos^h  < 


iB  A; 


-e 


B  A 


B'A'I 


B* 


(51) 
81  n«^2 

ist.     Ist  also  diese  Ungleichong 
erfüllt,  so  gibt  es  eine  geschlossene 


Kurve,  und  das  Teilchen  kann  aus  ihrem  Inneren,  wenn  es  einmal  drin 
ist,  nicht  heraus. 

Um  die  Diskussion  zu  erleichtern,  ersetzen  wir  die  Ungleichung 
Gl.  (51)  durch  die  sie  einschließende 

—  >  1 (51a) 

81  n2ft2    -^ 

Für  ti  =  3r/2,  also  cos  Ö  =  0,  hat  unsere  Gleichung  eine  endliche 
Wurzel  r  -=:  2ft/C,  und  zwei  unendliche  (eine  positive,  eine  negative). 
FürÖ  =  0,  also  cos6  -=  l  anderseits,  liegt  eine  Wurzel  zwischen  2fi  C 
und  3ft/C;  dazwischen  ändert  sich  r  stetig  mit  0. 

Neben  der  geschlossenen  Kurve,  die  ovalförmig  ist  (Fig.  3l9a), 
gibt  es  noch,  entsprechend  den  unendlichen  Wurzeln,  zwei  ins  Ünend- 
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liehe  gehende  Zweige,  die  die  Linien  Sn^x^  =  C  zu  Asymptoten  haben 
(ÄÄ'y  BB*),  In  dem  Räume  zwischen  Oval  und  Zweigen  ist  v^  negatiy, 
also  die  Geschwindigkeit  imaginär;  das  Teilchen  muß  hiernach  entweder 
unmer  innerhalb  des  Ovals  oder  immer  auISerhalb  der  Zweige  bleiben. 
Soweit  der  Fall  von  Gl  (51  a). 

Die  Fig.  319c  bezieht  sich  auf  den  entgegengesetzten  Fall,  wo 
C^  <C  Sln^fi^  ist.  Hier  gibt  es  keine  geschlossene  Kurve,  das  Teil- 
chen kann  sich  beliebig  von  dem  Planeten  oder  Schwärm  entfernen. 

Endlich  stellt  Fig.  319  b  den  Grenzfall  dar,  in  welchem  gerade 
C3  =  81  w«  ^2  ist. 

534.  Anwendung  auf  den  Mond.  Wendet  man  die  vorstehend 
skizzierte  Theorie  auf  Erde  und  Mond  an,  so  findet  man,  daß  der  erste 
Fall  vorliegt;  es  könnte  sogar  die  große  Halbaze  a  der  Mondbahn  zwei- 
bis  dreimal  so  groß  sein,  als  sie  tatsächlich  ist,  und  es  würde  immer 
noch  C  =  II ja  (vergl.  oben)  die  Bedingung  (61  a)  erfüllen. 

Allerdings  ist  hier  nur  der  x-^- Schnitt  der  maßgebenden  Fläche 
untersucht  worden.  Der  letzteren  selbst  ist  Hill  (Amer.  J.  of  math., 
Bd.  I)  nachgegangen  und  hat  gefunden,  daß  diese  Grenzfläche  aus  drei 
Blättern  besteht,  deren  erste  die  Erde,  deren  zweite  die  Sonne  umschließt, 
und  deren  dritte  die  beiden  ersten  umschließt,  in  der  (auf  der  Erdbahn 
senkrechten)  je^-Bichtung  aber  unbegrenzt  ist.  In  dem  Räume  zwischen 
den  beiden  ersten  Blättern  und  dem  dritten  ist  v  imaginär.  Da  nun 
die  erste  Schicht  mindestens  110  Erdradien,  der  Mond  aber  nur  deren 
60  von  der  Erde  absteht,  kann  der  Mond  der  Erde  nicht  untreu  werden- 

Näheres  über  die  zuletzt  behandelten  Probleme  findet  man  in 
Rouths  Dynamik,  sowie  in  Tisserands  M6canique  Celeste. 

535.  Planetarische  Störungen.  Schon  bei  Gelegenheit  unserer 
Skizze  der  elementaren  Mondtheorie  ist  das  Problem  der  Störung  der 
Planetenbewegung  berührt  worden  (vergl.  §  274  bis  276,  sowie  die 
Fig.  150,  8.  296). 

Die  Ausrechnung  dieser  Störungen  und  die  Anfertigung  von  Tafeln 
für  die  so  modifizierten  örter  der  Planeten  und  Monde  geschieht  auf 
Grand  namentlich  der  Mecanique  Celeste  von  Laplace,  und  es  ist  be- 
kannt, welche  Triumphe  diese  Wissenschaft  z.  B.  in  der  geistigen  Ent- 
deckung des  iSeptun  durch  Leverrier  und  Adams  (aus  den  Störungen 
des  Uranus)  gefeiert  hat. 

In  neuester  Zeit  hat  dieses  Problem  und  die  Himmelsmechanik 
überhaupt  namentlich  durch  die  Arbeiten  von  Hill,  Gyld6n,  Poin- 
care  n.  a.  große  Fortschritte  gemacht;  man  findet  darüber  in  Tisse- 
rands Mecanique  Celeste  und  sonst  ausführliche  Darlegungen. 

636.  Newtons  „rotierende  Bahn^.  Wir  wollen  hier  noch  ein 
interessantes  Resultat  betrachten,  zu  dem  schon  Newton  geführt 
wurde.    Denken  wir  uns  einen  Planeten,  der  einer  mit  dem  Kubus  der 
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Entfernung  umgekehrt  proportionalen  störenden  Kraft  unterliegt  Die 
Hauptkraft  sei,  wenn  wieder  1/r  =  u  gesetzt  wird  f(u)j  die  störende 
Kraft  ^tt^;  dann  ist  die  Bewegungsgleichung 

^+fl_JiU==^ (52, 

Durch  die  SubstitutioDen 


^'=^r-^'  '•'='•^1-^ 


t  -  \^    h*' df-^dt 


reduziert  sie  sich  auf 

^  +  u  =  ^^-") (53) 

Diese  Gleichung  ist  yon  der  gewöhnlichen  Form.  Die  BewegODg  ist 
also  genau  die  eines  nur  der  Hauptkraft  unterliegenden  Teilchens,  mit 
dem  einzigen  Unterschiede.,  daß  die  Winkelgeschwindigkeit  nicht  li. 
sondern  6\  d.  h. 

dt 

ist.  Mit  anderen  Worten :  Die  Bahnkurve  ist  die  ungestörte,  aber  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit 

um  das  Kraftzentrum  rotierende  Bahn. 

537.  Störende  Wirkung  einer  kleinen  Tangentialkraft  auf 
die  Planetenbewegung.     Flutwirkung  auf  die  Mondbewegung. 

Wir  wollen  ein  Teilchen  betrachten,  das  sich,  infolge  einer  kleinen 
Tangentialkraft  in  der  Bewegungsrichtung,  in  einer  sehr  flachen  Spirale 
um  einen  Zentralkörper  bewegt.  Durch  die  Tangentialkraft  wird  die 
Bahngeschwindigkeit  des  Teilchens  erhöht,  und  man  gelangt  zu  einer 
immer  angenäherteren  Darstellung  der  Bewegung,  indem  man  sich  Tor- 
stellt,  das  Teilchen  erfahre  eine  Reihe  von  schwachen  Tangentialstößen. 
nach  deren  jedem  es  die  neue  Bahn  mit  der  neuen  Geschwindigkeit 
beginnt,  und  indem  man  dann  die  Stöße  häufiger  und  häufiger  werden 
läDt.  Wir  wollen  hier  nicht  so  verfahren,  sondern  von  Tomherein 
stetige  Wirkung  annehmen. 

Die  Geschwindigkeit  sei  r,  der  Bahnradins  a,  dann  ist  die  kine- 
tische Energie  ^/^v^,  die  potentielle  —  fi/a.  Nach  (Gl.  22  a)  ist  dann 
die  Energiegleichung 

i  ,,.  _  A  =  _  JL       ......     (54) 

2  a  2a 

Durch  die  Arbeit  A  der  Tangentialkraft  wird  die  Gesamtenergie  auf 


Störungen. 


607 


A  —  fi/2  a  erhöht;  sind  also  die  neuen  Werte  yon  v  und  a  gleich  t/ 
und  a\  80  hat  man 


2  a  2  a 


(56) 


Für  das  relative  Gleichgewicht  muß  aber  t;'^  =  ft/a'  sein;  dies  ein- 
gesetzt gibt 

2  "^     —^         (i  ' 


und  durch  Addition  zu  61.  (54): 


^'-1"'^  =  ^ 


(66) 


d.  h.  die  kinetische  Energie  ist  durch  die  Arbeit  A  nicht  erhöht,  son- 
dern vermindert  worden,  und  zwar  gerade  um  Ä\  ein  Paradoxon,  das 
sich  dadurch  erklärt,  daß  auch  die  Zentralkraft  eine  Tangentialwirkung, 
und  zwar  der  Bewegung  entgegen,  ausübt;  diese  Wirkung  muß  hier- 
nach doppelt  so  groß  sein  wie  die  der  störenden  Kraft. 

Anderseits  ist   der  Gewinn  an  potentieller  pj     ggo 

Energie  gleich  —  fc/a'  —  ( —  ii/a)  =  fc/a  —  fi/o', 
also  nach  GL  (54)  und  (55):  >M 


^    2-2  _    Iv'^  +  Ä  =  2A 


(57) 


2  2 

er  ist  also  doppelt  so  groß  wie  die  Einbuße  an 
kinetischer ;  die  Gesamtenergie  wächst  also  um  A. 
Eine  derartige  Wirkung  wird  z.  B.  auf  den 
Mond  ausgeübt  infolge  des  Umstandes,  daß  die 
höchste  Flut  nicht  gerade  unter  dem  Monde, 
sondern  etwas  voraus  ist;  der  Mond  wird  daher 
nicht  nach  dem  Erdmittelpunkte  0,  sondern  nach  Q  (Fig.  320)  hin- 
gezogen, was  eine  Tangen tialstörung  ergibt.  Im  14.  Kapitel  wird  hier- 
auf im  Zusammenhange  mit  der  Theorie  der  Gezeiten  näher  eingegangen 
werden. 


Dreizehntes  Kapitel. 

QraYitationskonstante  und  mittlere 
Erddichte. 


538.  Bestimmung  der  Gravitationskonstante  und  der  mitt- 
leren Erddichte  ^).  Man  kann  mit  gutem  Grunde  au  nehmen,  daß  die 
Anziehung  irgend  eines  Planeten  sehr  annähernd  dieselbe  ist,  als  ob 
seine  ganze  Masse  in  seinem  Figurmittelpunkte  vereinigt  wäre.  Eb 
sind  aber  in  vielen,  wahrscheinlich  in  allen  Fällen  Abweichangen  tod 
der  Kugelgestalt  vorhanden;  ohne  Zweifel  haben  alle  Planeten  infolge 
ihrer  axialen  Rotation  eine  größere  oder  geringere  Abplattung  an  den 
Polen ,  und  dieser  sind ,  im  P'alle  der  Erde ,  die  Erscheinungen  der 
Präzession  und  Nutation  zuzuschreiben;  aber  die  auf  ein  Teilchen 
außerhalb  wirkende  Anziehung  ist  praktisch  doch  dieselbe,  als  ob  die 
ganze  Masse  der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre.  Die 
Beobachtung  lehrt,  daß  die  Erde  nahezu  kugelförmig  ist  und  um  einen 
Durchmesser  rotiert,  um  den  herum  die  Abweichung  von  der  Kugel- 
gestalt sehr  annähernd  symmetrisch  ist.  Aus  den  Tatsachen,  daß,  ab- 
gesehen von  der  Wirkung  der  Rotation  (§  281),  die  Beschleunigung 
eines  Teilchens  in  allen  Punkten  vom  selben  Niveau  nahezu  konstant 
im  Betrage  ist,  und  daß  sie  sehr  annähernd  nach  dem  Erdmittelpunkt 
zu  gerichtet  ist,  ist  zu  schließen,  daß  die  die  Erde  bildende  Materie 
fast  genau  symmetrisch  um  den  Mittelpunkt  verteilt  ist;  d.  h.,  daß  die 
Erde  als  aus  einer  Reihe  konzentrischer  Kugelschalen,  jede  von  gleicb- 
förmiger  Dichte,  zusammengesetzt  gedacht  werden  kann. 

Auch  werden  wir  durch  das  dritte  Kepler  sehe  Gesetz,  das  sich 
in  seiner  allgemeinsten  Form  (§  522)  nicht  nur  durch  das  System 
„Sonne- Planeten",  sondern  auch  durch  kleinere  Systeme,  wie  den  Jupiter 
und  seine  Trabanten,  erfüllt  findet,  zu  dem  Schluß  geführt,  daß  dieselbe 
Gravitationskonstante  k  für  die  Sonne  und  alle  planet aren  Körper  gilt; 
und  wie  Newton  gezeigt  hat,  ist  es  dieselbe  Formel  kmm'/r^  die  die 
Kraft  zwischen  Erde  und  Mond  und  die  Beschleunigung  eines  fallenden 


*)  Näheres  über  diesen  Gegenstand  findet  man  in  dem  Buche  von 
Poynting,  The  mean  density  of  the  earth,  London  1894,  das  freilich  zum 
Teil  schon  wieder  veraltet  ist. 
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Körpers  auf  der  Erdoberfläche  ergibt.  Somit  entsteht  das  Problem, 
die  Konstante  k  zu  bestimmen,  oder  mit  anderen  Worten  die  Anziehung 
zwischen  zwei  Teilchen,  deren  jedes  von  der  Masse  eins  ist,  und  die 
in  der  Entfernung  eins  voneinander  sich  befinden.  Dies  ist  selbst- 
verständlich ein  zur  allgemeinen  Gravitation  gehöriges  Problem  und 
könnte  ohne  weiteres  aus  der  beobachteten  Beschleunigung  irgend 
eines  Planeten  oder  Trabanten  gelöst  werden,  wenn  die  Masse  des  an- 
ziehenden zentralen  Körpers  in  Vielfachen  der  dynamischen  Massen- 
einheit bekannt  wäre.  Aber  durch  solche  Beobachtungen  können 
wir  nur  die  Massen  der  Himmelskörper  miteinander  oder  mit  der 
unbekannten  Masse  der  Erde  vergleichen. 

539.  Elementare  Theorie.  Wenn  nun  aber  die  Anziehung  einer 
Kugel  von  bekannter  Dichte,  etwa  einer  Bleikugel,  auf  ein  Teilchen 
von  der  Masse  eins,  das  sich  in  einer  genau  gemessenen  Entfernung 
vom  Kugelmittelpunkt  befindet,  bestimmt  ist,  kann  der  Wert  von  k 
und  damit  auch  die  mittlere  Erddichte  gefunden  werden.  Denn  wenn 
M  die  Masse  der  Kugel,  r  die  Entfernung  des  angezogenen  Teilchens 
von  ihrem  Mittelpunkte  und  K  die  beobachtete  Kraft  in  absoluten 
Einheiten  ist,  dann  ist  K  ^  kM/r^  oder 

'=M^ (^> 

Der  Wert  von  k  kann  dazu  benutzt  werden,  p,  den  bekannten 
Wert  der  Schwere  am  Orte  des  Experiments,  durch  die  Masse  und  die 
Dimensionen  der  Erde  auszudrücken.  Nach  §  281  ist,  wenn  G  die 
gesamte  Anziehung  durch  die  Schwere  an  der  Erdoberfläche,  R  den 
mittleren  Erdradius,  n  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdrotation  und 
A  die  geographische  Breite  des  Ortes  bezeichnet, 

g=  G^  n^Bcosn  =  g(i  —  ^  cosn\ 
Nun  ist  aber 

WO  V  das  Erd Volumen  und  q  die  mittlere  Dichte  der  Erde  und 

n^B  _  J_ 
G    ~  28U 
ist;  somit  ergibt  sich  der  Ausdruck: 


.'='^'0-^,-') 


(2) 


Dieser  Ausdruck  beruht  allerdings  auf  der  Annahme,  daß  die  Erde 
Kugelgestalt  habe,  was  nicht  genau  richtig  ist,  da  die  Erde  in  Wahrheit 
nach  neuesten  geodätischen  Ergebnissen  die  folgenden  Dimensionen 
hat  (a  mittlerer  Äquatorialradius,  c  Polarradius): 

Or»j,  Physik.    I.  39 
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a  =  637  824262  cm 
c  =  635  600844  cm, 
80  daß  sie  eine  Elliptizit&t 

e\  =  (a  —  c)/al  = 

•■        ^  ^     ■•        293,465 

hat. 

Um  die  notwendige  Korrektion  ^)  anzubringen ,  muiS  der  Faktor 
von  JcVq/R^  in  Gl.  (2)  um 


verkleinert  werden,  wo  m  den  Wert  1/289  bezeichnet.  Somit  haben 
wir  einschließlich  eines  Eorrektionsgliedes  —  2  h/ R  für  eine  Höbe  ^ 
über  dem  mittleren  Niveau  Qi  in  Zentimeter  genommen) 


(3) 


Der  Wert  von  F  in  cbcm  ist  1,0832  x   102^  derjenige  von  B  in  cm 
ist  6,37  X  10». 

Nun  sei  g  für  den  Ort  des  Experimentes  entweder  durch  direkte 
Pendelbeobachtungen  oder  nach  der  Formel 

g  =  980,6056  —  2,572  cos2k  -^  0,000003 Ä  .  •  {*' 
bestimmt,  die  mit  GL  (3)  übereinstimmt  und  in  cm -sec- Einheiten 
sehr  annähernd  die  Ergebnisse  der  an  verschiedenen  Stellen  der  Erde 
gemachten  Schwerebestimmungen  ausdrückt.  Man  muß  nur  in  Gl  (3) 
die  Werte  von  Ä,  Fund  R  einsetzen  und  den  von  q  berechnen.  Eb bleibt 
also  nur  noch  die  Bestimmung  von  K  zu  erörtern ,  mit  deren  HiHe  fc 
gefunden  wird.  Weiter  unten  bei  Feststellung  der  Ergebnisse  wird 
das  Symbol  z/  wie  gebräuchlich  für  die  mittlere  Erddichte  gesetit 
werden. 

Der  Wert  von  Q  kann  auch    ohne  Benutzung  des  Wertes  tod  * 
folgendermaßen  gefunden  werden.     Wenn  E  =  Vq  ist,  so  ist 


t' olglich  ist 
und  somit 


woraus  g  aus  dem  durch  Wägung  der  anziehenden  Kugel  ermittelten 
Wert  von  M  und  dem  beobachteten  Wert  von  K  berechnet  werden  »*""• 


G 

=  k 

G 

K  '' 

4w     „  r« 

9  = 

3    G    M 
~  4x  K  ür»' 

*)  Thomson  und  Tait,  Theoret.  Physik  1,  2.  Teil,  §  797. 
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540.  Experiment  von  Gavendish.  Die  gegenseitige  An- 
zieh uDg  zweier  Bleikugeln  wurde  durch  Cayendish  zuerst  gemessen 
nach  einer  yon  Mich  eil  angegebenen  Methode,  der  selbst  sogar  einen 
Apparat  für  diesen  Zweck  konstruiert  hatte;  dieser  Apparat  wurde 
Ton  Cayendish  yerbessert  und  in  großem  Maßstabe  wiederholt,  aber 
ohne  das  Prinzip  und  die  allgemeine  Anordnung  zu  ändern.  An  den 
Enden  eines  leichten,  an  einem  Torsionsdraht  horizontal  aufgehängten 
Stabes  wurden  zwei  gleiche  Bleikügelchen  befestigt.  Da  tatsächlich 
keine  Kraft  außer  der  herunterziehenden  Schwerkraft  auf  jedes 
dieser  KQgelchen.  wirkt,  würde  der  Balken,  wenn  ihn  keine  Luft- 
bewegung stört,  diejenige  Ruhelage  einnehmen,  in  welcher  der  Draht 
untordiert  ist.  Nun  sollen  zwei  große,  gleiche  Bleikugeln  so  an- 
gebracht werden,  daß  die  eine  nahe  der  einen  der  hängenden 
Kügelchen,  ihm  zur  Seite,  die  andere  in  gleicher  Entfernung  yom 
anderen  Eügelchen,  aber  auf  der  andern  Seite  des  Balkens  sich  befindet 
Alsdann  wird  ein  Zug  in  entgegengesetzten  Richtungen  auf  die  Kugeln 
ausgeübt  werden,  und  es  wird  ein  Kräftepaar  auf  das  hängende  System 
wirken.  Dieses  würde  in  eine  neue  Gleichgewichtslage  abgelenkt 
werden,  in  welcher  das  ablenkende  Paar  durch  das  Torsionskräftepaar 
infolge  der  dem  Aufhängedraht  erteilten  Drehung  gerade  ausgeglichen 
warde.  Die  Ablenkung  des  hängenden  Systems  würde  den  Torsions- 
winkel ergeben;  aus  einer  unabhängigen  Bestimmung  der  Torsions- 
starrheit  des  Drahtes  könnte  das  Kräftepaar  und  daher  der  Zug  in 
absoluten  Einheiten  zwischen  jedem  Kugelpaar  gefunden  werden. 

541.  Einzelheiten  des  Apparats.  Fig.  321  und  322  (a.  f.  S.) 
zeigen  die  Anordnung  des  Apparates  yon  Cayendish  im  Aufriß  und 

Fig.  321. 


^1^ 


Grundriß.     Der  Aufhängebalken  hh  mit  den  Kügelchen  &,  h  und  dem 
Aufhängedraht  w  war  in  einem  inneren  Gehäuse   untergebracht,   das 

39* 
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Störungen  durch  Luftzug  größtenteils  yerhindertei  während  der  ganze 
Apparat  in  eine  große  äußere  Kammer  eingeschlossen  war,  die  immer 
geschlossen  blieb.  Der  Hebel  war  Yon  Tannenholz,  6  Fuß  lang  und 
▼ersteift  durch  einen  Draht  t«,  der  von  seinen  Enden  aus  über  einen 
starren  senkrechten  Mittelbalken  gestreckt  war..  Am  obersten  Punkte 
des  so  konstruierten  leichten  Bindebalkens  war  der  Draht  befestigt, 
während  das  andere  Ende  von  einem  auf  der  Spitze  des  inneren  Ge- 
häuses ruhenden  Torsionskopf  gehalten  wurde.  Dieser  Torsionskopf 
konnte  mittels  eines  Stabes  H  yon  außerhalb  der  Kammer  erfaßt  und 
bewegt  werden.  Vier  im  Grundriß  verzeichnete  Stellschrauben  machten 
es  möglich,  den  ganzen  Apparat  in  geeignete  Lage  zu  bringen. 

Die  großen  Massen  waren  in  einem  Rahmen  befestigt,  der  sich 
um  einen  Zapfen  in  der  Zimmerdecke  drehte,  wodurch  sie  zuerst  in 
die  in  der  Zeichnung  voll  ausgezeichnete  Lage,  dann  in  die  durch 
gestrichelte   Linien  bezeichnete  gebracht  werden  konnten;  oder  nach 

Fig.  322. 
B'  B 


Wunsch  konnte  auch  die  die  Kugeln  verbindende  Linie  senkrecht  zu  /»,  h 
gestellt  werden,  so  daß  sie  kein  Kräftepaar  auf  das  hängende  System 
wachrief.  Der  Drehrahmen  wurde  von  außerhalb  des  Zimmers  durch 
ein  Seil  c,  das  über  eine  horizontale  Rolle  p  lief,  gehandhabt. 

Zwei  senkrechte  Kupferstäbe  trugen  an  ihrem  unteren  Ende  die 
Kugeln,  und  diese  Stäbe  wurden  auf  jeder  Seite  der  Torsionskammer 
durch  Vorspränge  an  der  äußeren  Wand  angehalten,  so  daß  die  großen 
Kugeln  so  nahe  als  möglich  an  die  kleinen  herangebracht  werden 
konnten,  ohne  das  innere  Gehäuse  zu  stören. 

Die  Lage  des  Hebels  /i,  h  wurde  an  Skalen  gegenüber  den 
äußersten  Enden  mit  Hilfe  von  in  den  Zimmerwänden  angebrachten 
Teleskopen  /,  t  beobachtet.  Diese  Skalen  waren  von  Elfenbein,  in 
208tel  Zoll  geteilt,  während  der  Hebel  einen  Nonius  von  fünf  Teil- 
strichen an  jedem  Ende  trug.  Die  notwendige  Beleuchtung  der  Skalen 
wurde  durch  die  in  einander  gegenüber  liegenden  Öffnungen  in  der 
Wand  über  den  Teleskopen  angebrachten  Lampen  geleistet. 

Sowohl  die  hängenden  Kügelchen  h  und  h  als  die  angezogenen 
Kugeln  B  und  B  waren  von  Blei.  Die  ersten  maßen  2,  die  letzteren 
12  Zoll  im  Durchmesser;  der  Torsionsdraht  von  versilbertem  Kupfer 
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war  39^4  Zoll  lang;  seine  Dicke  war  zaerst  so  bemessen,  daß  die  Zeit 
einer  Torsionsschwingang  (halbe  Periode)  fünfzehn  Minuten  betrag, 
bald  wurde  er  aber  durch  einen  dickeren  ersetzt,  bei  dem  die  Schwin- 
gungszeit  nur  etwa  sieben  Minuten  betrug.  Wenn  der  Drehrahmen 
an  die  Anschläge  an  jeder  Seite  des  Drehgehäuses  traf,  so  waren  die 
Mittelpunkte  der  großen  Kugeln  8,85  Zoll  yon  der  senkrechten  Mittel- 
ebene des  Gehäuses  entfernt  und  auE  gleicher  Höhe  mit  den  Mittel- 
punkten der  Kügelchen  b  und  h. 

542.  Experimentiermethode*  Es  erwies  sich  als  unmöglich, 
die  Gleichgewichtslagen  zu  beobachten;  es  wurde  deshalb  folgender- 
maßen verfahren :  Zuerst  wurde  der  Aufhängedraht  so  weit  als  möglich 
torsionsfrei  gemacht,  wobei  die  Verbindungslinie  zwischen  den  großen 
Kugeln  senkrecht  zu  /»,  h  stand.  Dann  wurden  die  großen  Kugeln  in 
Stellung  auf  einer  Seite  des  Rahmens  gebracht,  was  den  Hebel  /»,  h  in 
Schwingung  um  die  Gleichgewichtslage  versetzte.  Es  wurden  drei 
aufeinander  folgende  Umkehrlagen  oder  Ruhelagen  des  schwingenden 
Hebels  h,  h  auf  der  Skala  beobachtet,  wonach  der  Rahmen  in  die  Stellung 
auf  der  anderen  Seite  gebracht  wurde  und  wiederum  drei  aufeinander 
folgende  Umkehrlagen  von  A,  h  beobachtet  wurden.  Aus  diesen 
konnte  die  Gleichgewichtslage  auf  jeder  Seite  abgeleitet  werden,  und 
es  wurde  .der  Winkel  zwischen  ihnen  als  die  durch  die  Beförderung 
der  Kugeln  B  und  B  von  einer  Lage  in  die  andere  erzeugte  Winkel- 
ablenkung angenommen. 

Die  Schwingungszeit  wurde  durch  eine  Reihe  von  eigens  für 
diesen  Zweck  gemachten  Beobachtungen  sorgfältig  bestimmt  und  diente 
mitsamt  dem  berechneten  Trägheitsmoment  des  hängenden  Systems 
dazu,  die  Berechnung  des  durch  den  Draht  w  angreifenden  Torsions- 
kräftepaars zu  ermöglichen;  auch  diese  Beobachtungen  wurden  für 
beide  Stellungen  der  anziehenden  Kugeln  B  und  B  ausgeführt,  wobei 
sich  fand,  daß  die  Schwingungszeit  (halbe  Periode)  für  die  eine  426 
i^ekunden,  für  die  andere  427  Sekunden  betrug. 

543.  Korrektionen*  Bei  der  Umrechnung  der  Ergebnisse 
mußten  verschiedene  Korrektionen  angebracht  werden,  auf  die  hier 
unmöglich  im  einzelnen  eingegangen  werden  kann.  Es  sei  dafür  auf 
die  ursprüngliche  Mitteilung  oder  auf  das  Buch  von  Poynting 
(siehe  oben)  verwiesen.  Um  etwas  zu  nennen,  so  waren  die  anziehen- 
den Massen  B  und  B  nicht  genau  gegenüber  h  und  2/,  da  der 
Abstand  zwischen  ihnen  etwas  zu  klein  war.  Es  wurde  auch  eine 
Anziehung  von  der  jedesmaligen  entfernteren  großen  Kugel  auf 
jedes  Kügelchen  h  ausgeübt,  eine  Anziehung,  die  die  Wirkung  der 
von  der  nahen  Kugel  ausgeübten  abschwächte;  es  gab  eine  auf 
den  Hebel  /»,  h  ausgeübte  Anziehung,  eine  durch  die  Kupferstäbe  auf 
das  hängende  System  ausgeübte  Anziehung  und  schließlich  auch  ein 
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durch  die  infolge  der  Ablenkung  erzeugte  Abweichung  von  der 
Symmetrie  durch  das  Gehäuse  angreifendes  Eräftepaar.  Dieses  letztere 
fand  Gayendish  kleiner  als  Vio  Proz.  von  dem  durch  die  Anziehung 
der  Massen  erzeugten. 

544.  Theorie  des  Experiments.  Es  war  durch  frühere,  von 
Coulomb  ausgeführte  Experimente  gefunden  worden,  daß  das  zur  Er- 
haltung der  Drillung  eines  Drahtes  um  einen  beliebigen  Winkel  not- 
wendige Eräftepaar  dieser  Drillung  direkt  proportional  ist.  So  würde, 
wenn  das  untere  Ende  des  Drahtes  w  relatiy  zum  oberen  um  einen 
Winkel  d  gedreht  wäre,  ein  Eräftepaar  cd/l  notwendig  sein,  um  die 
Drehung  (durch  O/l  gemessen)  zu  erhalten,  wo  l  die  Länge  des  Drahtes 
und  c  eine  Eonstante  ist,  die  die  „Torsionskonstante*'  des  Drahtes 
(siehe  §  638)  genannt  wird.  Wir  wollen  c/l  durch  fi  bezeichneOf 
dann  ist  das  Eräftepaar  (lO,  Wenn  nun  2a  den  Abstand  zwischen 
den  Wirkungslinien  des  Zuges  zwischen  den  benachbarten  Eugelpaaren 
bezeichnet,  so  wird  das  aus  diesen  Eräften  herrührende  Kraftepaar 
durch  2kMma/r^  bezeichnet,  wo  M  die  Masse  einer  großen  Kngel, 
m  die  einer  kleinen  und  r  der  Abstand  zwischen  ihren  Mittel- 
punkten ist. 

Wenn  Jetzt  /  der  Abstand  zwischen  zwei  entfernten  Kugeln 
(einer  großen  und  einer  kleinen)  und  2  a'  der  Abstand  zwischen  den 
(parallelen)  Wirkungslinien  der  Eomponenten  eines  jeden  solchen 
Eugelpaares  ist,  so  gibt  es  ein  entgegengesetztes  Eräftepaar  Tom 
ßetrage  2kMma'jr'K     Somit  ist 

yie  =  2kMm(^^^-^^ (5) 

Es  ist  theoretisch  korrekter,  für  M  und  m  nicht  die  wirklichen 
Massen  der  Eugeln  im  Vakuum  zu  benutzen,  sondern  die  scheinbaren 
Massen  in  Luft,  d.  h.  die  wahren  Massen,  in  jedem  Falle  vermindert 
um  die  Masse  der  durch  die  Eugel  yerdrängten  Luft.  Denn  an- 
genommen, es  würden  zwei  sich  gegenüberstehende  Eugeln  entfernt 
und  die  leer  gewordenen  Räume  mit  Luft  gefüllt,  so  wird  zwischen 
diesen  beiden  Luftmassen  Anziehung  stattfinden,  die,  wenn  die  ganze 
Luftmasse  im  Gleichgewicht  ist ,  durch  die  Wirkung  der  umgebenden 
Luft  aufgehoben  werden  wird.  Diese  Wirkung  wird  auch  auf  die 
in  die  Luft  eingetauchten  Eugeln  ausgeübt  werden,  und  nur  die  An- 
ziehung zwischen  dem  jetzt  in  den  wieder  ausgefüllten  Räumen  ent- 
haltenen Mehrbetrag  an  Masse  wird  unausgeglichen  bleiben.  Dieser 
Punkt  ist  allerdings  nicht  von  praktischer  Bedeutung. 

Für  die  Schwingungsversuche  gilt  die  Gleichung 

T=2n'^ •    •    (6) 

WO  K  das  Trägheitsmoment  des  schwingenden  Systems  und  T  seine 
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Periode  ist.  Denn  es  ist  ft0  das  aufdrehende  Eräftepaar,  und  daher 
ist  die  Winkelbeschleunigung  nach  der  Gleichgewichtslage  zu  ftd/A, 
so  daß  nach  der  Theorie  der  einfach  harmonischen  Bewegung 

fifl  _  f*  _  4n^ 

ist.  Eine  Korrektion  mußte  in  der  Anwendung  dieser  Gleichung  an- 
gebracht werden  im  Hinblick  auf  die  Tatsache,  d&Q  das  anziehende 
Kraftepaar  während  der  Schwingungen,  durch  welche  die  Periode 
bestimmt  wurde,  nicht  konstant  blieb. 

545.  Ergebnisse  der  Yersuche.  Diese  Gleichungen  ermög- 
lichen es,  die  Größe  der  Yon  der  großen  Kugel  auf  die  Einheitsmasse 
einer  kleinen  ausgeübten  Anziehung  zu  bestimmen  und  folglich  die 
Grayitationskonstante  Je  auf  die  schon  erklärte  Weise  zu  berechnen. 
Mit  Hilfe  des  Ergebnisses  kann  dann  schließlich  auch  der  Wert  von  ^J, 
die  mittlere  Erddichte,  gefunden  werden.  Aus  29  von  Cayendish 
gefundenen  Zahlen  ergab  sich  für  z:/  ein  mittlerer  Wert  von  5,448 
mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  yon  +  0,033. 

546*  Wirkungen  der  Temperaturrerschiedenheiten.  Mancher- 
lei Mühe  und  Mißerfolg  entstand  aus  der  Schwierigkeit,  bei  dem 
bedeutenden  Umfang  des  Apparats  die  Temperatur  im  ganzen  inneren 
Gehäuse  gleichförmig  zu  erhalten.  Wurden  die  großen  Kugeln  eine 
Zeitlang  neben  den  kleinen  belassen,  so  schien  sich  die  Wirkung  zu 
ändern,  manchmal  in  Gestalt  allmählicher  Steigerung,  manchmal  all- 
mählicher Abnahme.  Dies  wurde  auf  den  unterschied  zwischen  der 
Temperatur  des  Gehäuses  und  der  der  großen  Kugeln  zurückgeführt, 
so  daß  die  Temperaturyerteilung  sich  änderte,  wenn  die  Massen  bewegt 
wurden  und  Luftströmungen  entstanden,  die  irreleitende  Anziehungen 
oder  Abstoßungen  und  im  Laufe  der  Zeit  Ablenkungen  erzeugten,  die  nur 
sehr  langsam  erloschen,  wenn  der  Apparat  sich  selbst  überlassen  wurde. 

So  stieg,  als  man,  um  diese  Wirkung  zu  prüfen,  die  großen  Kugeln 
mit  einer  Lampe  erwärmte  und  sie  dann  dem  Gehäuse  nahe  brachte, 
die  Außenseite  des  Gehäuses  in  einer  halben  Stunde  um  fastl^C,  und 
man  fand  die  kleinen  Kugeln  um  14  Skalenteile  abgelenkt,  statt  wie 
yorher  um  3.  Durch  Abkühlen  der  großen  Kugeln  mit  Eis  bis  auf 
3  bis  4^  unter  die  Temperatur  des  Gehäuses,  beyor  man  sie  nahe  an 
die  Seiten  heranbrachte,  wurde  die  entgegengesetzte  Wirkung  erzielt, 
in  einer  Stunde  eine  Abnahme  um  2V2  Skalenteile.  Waren  die  Kugeln 
erwärmt  worden,  so  mußte  ein  aufsteigender  Luftstrom  auf  den  Seiten 
der  Kügelchen  h  und  b  anstoßend  an  B  und  B  und  ein  absteigender 
Luftstrom  auf  der  anderen  Seite  entstehen  mit  einem  Überschuß  an 
Druck  auf  der  letzteren  Seite  gegenüber  der  ersteren;  und  in  den  mit 
abgekühlten  Kugeln  angestellten  Experimenten  mußte  der  gegenteilige 
Fall  eintreten. 
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Poynting  macht  in  diesem  Zusammenhange  auf  einige  wichtige 
Beobachtungen  und  einen  Einwand  Yon  Crookes  aufmerksam. 
Im  Verlaufe  seiner  Experimente  über  die  Wirkungen  von  Körpern 
in  hohen  Yakua  bemerkte  Crookes,  daß,  wenn  eine  große  Masse 
nahe  an  eine  empfindlich  aufgehängte  leichte  Kugel  in  Luft  toh 
gewöhnlicher  Dichte  herangebracht  wurde,  „die  Masse,  wenn  sie 
kälter  ist  als  die  Kugel,  diese  abstoßt,  wenn  sie  wärmer  ist  als  die 
Kugel,  sie  anzieht",  und  daß  die  entgegengesetzten  Wirkungen  herTor- 
gerufen  wurden,  wenn  sich  das  Kügelchen  in  einem  Vakuum  befand. 
Er  beobachtete  auch,  daß  es  einen  mittleren  Druck  gab,  bei  dem 
Temperaturunterschiede  nur  geringen  oder  gar  keinen  störenden  Ein* 
fluß  ausübten,  und  bemerkte,  daß  „beim  Experimentieren  bei  diesem 
kritischen  Druck  eine  Wirkung  von  der  Art,  wie  sie  Yon  CaTendish, 
Reich  und  Baily  erhalten  worden  war,  konstatiert  werden  könnte*^. 

547.  Wiederholungen  des  Experiments  von  Garendish. 
Reich  sehe  Yersuche.  Nach  dieser  Methode  sindjvon  yerschiedenen 
Beobachtern,  u.  a.  von  Reich i),  Baily ^),  Cornu  und  Baille")» 
B  0  y  s  ^),  Bestimmungen  gemacht  worden ,  die  in  ein  oder  zwei  Fällen 
noch  nicht  endgültig  abgeschlossen  sind.  Bei  den  Reich  sehen  Experi- 
menten waren  die  Anordnungen  den  von  Cavendish  getroffenen  sehr 
ähnlich.  Nur  wurde  von  den  anziehenden  Kugeln  immer  nur  eine  auf 
einmal  benutzt.  Die  von  Rädern,  welche  auf  Schienen  an  der  Zimmer- 
decke liefen,  an  einem  Messingdraht  herabhängende  Kugel  konnte  von 
der  Mittellage  oder  der  Lage,  wo  das  Kräftepaar  null  war,  losgelassen 
und  in  die  Lage  gegenüber  der  an  jedem  Ende  des  Torsionsbalkena 
aufgehängten  Kugel  gebracht  werden.  Es  wurden  vier  aufeinander 
folgende  äußerste  Lagen  des  Torsionsbalkens  in  seiner  Schwingung 
beobachtet,  und,  wenn  die  Ablesungen  für  diese  a,  h,  c,  d  waren,  wurde 
l(a  -\-  3h  +  Sc  -\-  d)  als  Ablesung  für  das  mittlere  Zentrum  der 
Schwingungsweite  genommen.  Dann  wurde  die  Masse  plötzlich  in  die 
Mittellage  gebracht  und  auch  für  diese  vier  Ablesungen  gemacht.  Die 
letzte,  d^  der  vorigen  Reihe  wurde  als  erste  der  neuen  Reihe  genommen, 
und  dies  ist,  wie  von  Cornu  und  Baille  hervorgehoben  wurde,  nicht 
einwandfrei,  da  die  Lagenänderung  der  anziehenden  Kugel  nicht  als 
momentan  angesehen  werden  kann.  Dann  wurde  die  Kugel  wieder  in 
die  anziehende  Lage  von  vorher  gebracht,  und  die  Beobachtungen 
wurden  wiederholt.  Dieselben  Manipulationen  wurden  mit  der  anderen 
anziehenden  Kugel  in  den  entsprechenden  Lagen  auf  der  anderen  Seit« 
des  Torsionsbalkens  vorgenommen. 


^)  Versuche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde.  Freibursf 
1838;  Neue  Versuche  u.  s.w.  Pogg.  Ann.  85  (1852).  —  *)  Mem.  Boy.  Art. 
Sog.  14  (1842).  —  »)  Comptes  Rendus  76  (1873);  86  (1878).  —  *)  Proc.  Roy. 
öoc.  46  (1889);  Nature  1  (1894). 
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Das  nach  schließlicher  Berechnung  erhaltene  Ergebnis  der  mittleren 
Dichte  war  5,49. 

Reich  wiederholte  seinen  Versuch  mit  einer  Anordnung,  bei  der 
nur  eine  anziehende  Kugel  benutzt  wurde,  die  auf  einem  drehbaren 
Tisch  befestigt  war,  mittels  dessen  die  Kugel  auf  jede  Seite  einer 
kleinen  Yon  einem  Ende  des  Torsiousbalkens  herunterhängenden  Kugel 
gebracht  werden  konnte.  Der  Tisch  drehte  sich  um  eine  Röhre,  in 
der  die  Kugel  hing,  so  daß  die  Anziehung  des  Drehtisches  auf  die 
hängende  Kugel  in  allen  Lagen  die  gleiche  und  die  Korrektion  für  die 
Anziehung  der  Messingdrähte  erledigt  war.  Auch  zog  Reich  den  aus 
der  magnetischen  Wirkung  erzeugten  möglichen  Irrtum  in  Betracht. 
Eine  diamagnetische  angezogene  Wismutkugel  ergab  als  Mittelwert  aus 
10  Bestimmungen  5,5266,  eine  angezogene  Eisenkugel  als  Mittel  aus 
12  Bestimmungen  5,6887.  Er  schrieb  den  Unterschied  einer  diamag- 
netischen  Abstoßung  zwischen  der  Bleimasse  und  dem  Wismut  zu. 

548.  Experimente  von  Baily.  Die  Baily sehen  Versuche 
waren  sehr  umfassend  und  galten  lange  als  die  zuverlässigsten  unter 
allen,  die  veröfEentlicht  worden  waren.  Ein  kurzer  Bericht  über  diese 
Versuche  und  die  in  späteren  Jahren  ihnen  zu  teil  gewordene  Kritik 
wird  für  den  angehenden  Physiker  lehrreich  sein. 

Das  Torsionsgehäuse  war  an  der  Zimmerdecke  befestigt,  innen 
mit  Metallfolie  ausgeschlagen,  außen  in  Flanell  eingepackt  und 
schließlich  mit  einem  äußeren  Gehäuse  versehen,  das  vergoldet  war, 
um  so  weit  als  möglich  Erwärmung  durch  Strahlung  von  außen  zu 
vermeiden.  Die  anziehenden  Kugeln  waren  von  Blei,  380  Pfund 
schwer,  und  so  exakt  wie  möglich  abgedreht;  sie  befanden  sich  auf 
einem  Drehtisch,  der  auf  einem  senkrechten  auf  dem  Fußboden  des 
Zimmers  befestigten  Zapfen  angebracht  war.  Der  Drehtisch  wurde 
mittels  Seilen  von  einer  Ek^ke  des  Zimmers  aus  bewegt,  von  der  aus 
die  Lagen  des  Torsionsbalkens  mit  Hilfe  eines  Teleskops  beobachtet 
wurden. 

Baily  benutzte  Kugeln  von  verschiedenem  Material  und  ver- 
schiedenen Größen,  mit  verschiedenen  Aufhängungsarten  und  von  200 
bis  zu  1000  Sekunden  variierenden  Perioden.  Die  Entfernung  einer 
anziehenden  Kugel  vom  gegenüberliegenden  angezogenen  Kügelchen 
betrug  ungefähr  11  Zoll,  während  die  Mittelpunkte  der  anziehenden 
Kugeln  um  80  Zoll  auseinander  lagen. 

Am  Anfang  einer  Beobachtungsreihe  wurde  durch  wiederholte 
Drehung  der  anziehenden  Kugeln  erst  auf  die  eine,  dann  auf  die  andere 
Seite  des  Torsiousbalkens  eine  hinreichende  Schwingung  erzeugt.  War 
dies  geschehen,  so  wurde  der  Umkehrpunkt  der  Schwingung  notiert, 
und  die  anziehenden  Kugeln  wurden  in  die  entgegengesetzte  Lage 
herumgedreht.  Baily  nahm,  ebenso  wie  Reich,  an,  daß  dieser  Wechsel 
als  momentan   vor  sich  gehend    gedacht  werden   könne,    so   daß  die 
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zuletzt  gemachte  Ablesung  yon  yorhin  zugleich  als  die  erste  der  neuen 
Reihe  von  vier  Ablesungen  gelten  konnte.  Die  Beobachtungen  wurden 
dann  in  der  uns  schon  bekannten  Weise  kombiniert ,  um  das  Schwin- 
gungszentrum zu  ergeben,  nämlich  durch  Berechnung  Ton  g(a  -p  ^^ 
4-  3  c  -{-  d).     Der  so  gefundene  Wert  sei  mit  rj  bezeichnet 

Alsdann  wurden  die  anziehenden  Kugeln  in  die  entgegengesetzte 
Lage  herübergebracht,  die  immer  so  war,  daß  sie  durch  die  Anziehung 
die  Bewegung  des  hängenden  Systems  aus  der  durch  die  Ablesung  d 
bezeichneten  Lage  unterstützte,  und  es  wurden,  wie  yorher,  vier  Dreh- 
lagen  genommen,  als  deren  erste  die  letzte  yon  der  yorigen  Seite  galt. 
Diese  ergaben  einen  Wert  für  den  Schwingungsmittelpnnkt  auf  der 
anderen  Seite  des  Nullpunktes.  Dieser  Wert  sei  r^  genannt,  und  die 
Lagen  seien  derart  angenommen,  daß  r^  ^  r^  ist.  Dann  worden  die 
anziehenden  Massen  in  die  erste  Lage  zurückgebracht  und  die  Beob- 
achtungen wiederholt,  die  einen  Wert,  der  r^  heißen  möge,  für  den 
Mittelpunkt  ergab.     Als  Ablenkung  wurde  schließlich  die  Größe 


H'.-n--'] 


betrachtet.  Der  Zweck  dieser  Prozedur  war ,  die  Wirkung  der  Lageu- 
änderung  des  Schwingungsmittelpunktes  zu  eliminieren,  eine  Änderung, 
die  beinahe  fortwährend,  gewöhnlich  in  derselben  Richtung  fortschritt; 
unter  der  Annahme,  daß  diese  Änderung  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit stattgefunden  hatte,  war  die  Korrektion  exakt,  andernfalls 
mindestens  sehr  annähernd. 

Die  Schwingungsperiode  wurde  dadurch  gefunden,  daß  man  bei 
Jeder  Reihe  yon  Ablenkungsbeobachtungen  die  Durchgangsmomeute 
derjenigen  beiden  aufeinander  folgenden  Teilstriche  der  Skala  beob- 
achtete, zwischen  denen,  wie  sich  aus  yorläufigen  Beobachtungen  er- 
gab, der  Schwingungsmittelpunkt  lag,  und  aus  diesen  der  Durchgaugs- 
moment  des  Schwingungsmittelpunktes  berechnet.  Die  nach  der  Formel 
\  {ti  -\-  2t2  -\-  t^)  —  wo  <i,  ^2,  ^3  sich  auf  drei  aufeinander  folgende 
Beobachtungsreihen  beziehen  —  berechnete  Sohwingungsdauer  wurde 
als  frei  von  der  Wirkung  der  Verschiebung  des  3Iittelpunktes  an- 
genommen. 

Die  Abstände  zwischen  dem  Mittelpunkte  jeder  anziehenden  Kugel 
und  einem  aufgenommenen  Mittelstriche  wurden  mit  Hilfe  eines  Mikro- 
skopes  für  jede  der  beiden  Lagen  der  anziehenden  Kugel  gemeaaeu, 
und  das  Mittel  daraus  wurde  als  der  Abstand  zwischen  den  Mittel- 
punkten der  anziehenden  und  angezogenen  Kugeln  angesehen. 

Es  sind  gegen  die  Bailysche  Versuchsmethode  verschiedene  Ein- 
wände erhoben  worden.  Erstens  wurde  yon  Cornu  und  Baille  darauf 
hingewiesen,  daß  die  Annahme,  man  könne  den  zur  Umkehrong  des 
Drehtisches  benutzten  Zeitraum  vernachlässigen,  zu  erheblichem  Irrtum 
Anlaß  gebe.     Da  die  Kugeln  rasch  herumgeschleudert  wurden,  gl«i<^^ 
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nachdem  der  letzte  Ausschlag  einer  Reihe  yon  yier  abgelesen  worden 
war,  tmd  zwar  in  diejenige  Lage,  in  welcher  sie  durch  ihre  Anziehung 
die  nächste  Halbschwingung  unterstützten,  so  wurde  angenommen,  daß 
diese  Ablesung,  z.  B.  d,  als  erste  einer  Gruppe  ¥on  yier  Ablesungen  für 
die  neue  Lage  gelten  könne.  Da  aber  die  für  die  Übertragung  der 
Kugeln  in  die  neue  Lage  notwendige  Zeit  für  die  Anziehung  nicht  yoll 
in  Betracht  kommt,  so  ging  das  schwingende  System  durch  eine  Gleich- 
gewichtslage hindurch,  welche  einer  kleineren  Ablenkung  als  d  entr 
sprach.  Also  mußte  d  eine  zu  kleine  Ablenkung  yom  Drehpunkte  bis 
zur  folgenden  Ablesung  ergeben  und  lieferte  eine  zur  yorherigen  Lage 
der  anziehenden  Kugel  zu  nahe  mittlere  Lage,  und  dies  wiederholte 
sich  auf  beiden  Seiten.  Also  ergab  sich  die  Ablenkung  ein  wenig  zu  klein 
ia  Jedem  Falle  und  ergab  einen  zu  großen  Wert  der  mittleren  Erddichte. 

Baily  beobachtete,  ohne  sie  erklären  zu  können,  die  Tatsache,  daß 
die  gefundene  mittlere  Dichte  abnahm,  wenn  die  Masse  der  angezogenen 
Kugeln  zunahm.  Dies  ist  yielleicht  der  eben  erwähnten  Fehlerquelle 
zuzuschreiben;  die  Zunahme  der  Masse  der  angezogenen  Kugeln  muß 
das  Trägheitsmoment  des  hängenden  Systems  erhöhen,  somit  wird  die 
Periode  zunehmen,  und  der  Verlust  an  Anziehung  während  der  zur 
Lagenänderung  der  anziehenden  Massen  notwendigen  Zeit  wird  von 
geringerer  Bedeutung  sein. 

Eine  Prüfung  der  Baily  sehen  Versuche  durch  Cornu  und  Baille 
rechtfertigte  ihren  Verdacht,  daß  die  Beibehaltung  der  letzten  Schwin- 
gung jeder  Reihe  als  erster  der  nächsten  Reihe  zu  ernsthaften  Fehlern 
leite.  Bailys  endgültiges  Ergebnis  war  5,6747  ±  0,0038.  Aber  zehn 
seiner  aufs  Geratewohl  yon  Cornu  und  Baille  herausgegriffenen  Ver- 
suche ergeben  eine  Dichte  von  5,731,  was  durch  Ausscheidung  der 
ersten  Schwingung  auf  5,615  reduziert  wurde.  Das  im  selben  Ver- 
hältnis reduzierte  Endergebnis  würde  5,55  werden. 

Efl  gibt  andere  Anomalien  in  den  Baily  sehen  Ergebnissen,  welche 
anzeigen,  daß  es  Störungen  gab,  die  nicht  genügend  in  Rechnung 
gezogen  waren  oder  gegen  die  man  sich  nicht  genug  geschützt  hatte. 
Hicks  hat  darauf  hingewiesen,  daß  nach  den  Ergebnissen  die  mittlere 
Dichte  fast  gleichförmig  fällt,  wenn  die  Temperatur,  bei  der  die  Ex- 
perimente gemacht  werden,  steigt.  Auch  scheint  Baily  nicht  berück- 
sichtigt zu  haben,  daß  die  Annäherung  des  Apparates  so  nahe,  daß 
man  den  Abstand  der  Kugeln  von  der  angenommenen  mittleren  Lage 
mit  einem  Mikroskop  ablesen  kann,  ernstliche  Störungen  der  Tem- 
peratur hereinbringen  müßte,  wenn  nicht  geeignete  Vorsichtsmaßregeln 
getroffen  werden. 

Wie  oben  §  544  erwähnt  wurde,  sollten  die  in  Rechnung  gezogenen 
Massen  der  Kugeln  die  durch  Wägung  in  Luft  bestimmten  Massen 
sein.  Tatsächlich  aber  wurden  die  Gewichte  für  die  verdrängte  Luft 
korrigiert,  ein  prinzipieller  Irrtum,  der  indessen  die  Ergebnisse  nicht 
in  irgend  merklichem  Grade  beeinflußt. 
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549.  Experimente  von  Cornu  und  Baille.  Diese  Unter- 
suchung, die,  wie  es  scheint,  noch  nicht  endgültig  abgeschloBsen  ist, 
wurde  mit  Hilfe  einer  Torsionswage  ausgeführt,  die  die  Störungen  yer- 
meiden  sollte,  denen  die  nach  dem  Modell  yon  Cavendish  gebauten 
Apparate  unterworfen  waren.  Die  anziehenden  Massen  sind  Qaeck- 
silberkugeln,  12kg  schwer,  in  gußeisernen  Schalen  in  fester  Stellang 
eingeschlossen.  Die  Lageänderung  der  Massen  wird  durch  Umgiefiong 
des  Quecksilbers  durch  Rohren  besorgt,  was  vollständig  die  mit  dem 
Gebrauch  eines  Drehtisches  yerbundene  Schwingungsstörung  verhindert 
und  zur  Erhaltung  gleichförmiger  Temperatur  beiträgt.  Die  an- 
gezogenen Kugeln  sind  von  Kupfer,  jede  109  g  schwer  und  werden  von 
einem  leichten,  nur  50cm  langen  Aluminiumröhrchen  getragen.  Der 
ganze  Apparat  wird  auf  diese  Weise  viel  kleiner,  was  sowohl  im  Hin- 
blick auf  Empfindlichkeit  als  auf  Vermeidung  von  Temperaturstörongen 
von  Vorteil  ist.  Die  Schwingungen  werden  elektrisch  registriert,  um 
ein  vollständiges  Bild  der  Bewegung  mit  Zeitmarken  auf  demselben 
Streifen  zu  gewähren. 

In  den  Jahren  1872  und  1873  wurden  zwei  mittlere  ErgcbnisBc 
für  Q  gefunden,  nämlich  5,56  und  5,50,  von  denen  das  erste  als  zuTer- 
lässiger  galt,  da  man  eine  leichte  Durchbiegung  des  Hebels  entdeckte, 
die  wahrscheinlich  an  den  niedrigeren  Werten  der  zweiten  Reihe  Ton 
Versuchen  schuld  war.  Im  Jahre  1878  war  die  Wage  verbessert 
worden  und  funktionierte  so  gut,  daß  die  Schwingungsdauer  ein  Jahr 
lang  fast  genau  bei  408  Sekunden  verblieb.  Das  mit  der  verbesserten 
Anordnung  gefundene  mittlere  Ergebnis  war  wiederum  5,56  für  die 
mittlere  Erddichte. 

550.  Apparat  und  Versuche  von  Boys.  In  betreff  der  von 
Cornu  und  Baille  vorgenommenen  Verkürzung  des  Balkens  sei  be- 
merkt, daß,  wenn  die  anderen  Dimensionen  ungeändert  bleiben,  das 
Trägheitsmoment  im  Quadrat  des  Abnahmegrades  der  Länge  sich  ver- 
ringert; also  daß,  wenn  die  Länge  im  Verhältnis  n  zu  1  abnimmt,  das 
Trägheitsmoment  sich  im  Verhältnis  n*  :  1  ändert.  Wird  dann  die 
Periode  unverändert  erhalten,  so  muß  fi/K  (§  544)  ebenso  bleiben  wie 
vorher,  d.  h.  auch  fi  muß  sich  im  Verhältnis  n*  :  1  ändern.  Also  ist 
für  eine  gegebene  Ablenkung  0  das  durch  die  Anziehung  angreifende 
Kräftepaar  gleich  dem  früheren  Betrage  mal  n';  aber  im  gleichen  Ab- 
stände wie  vorher  ist  das  Kräftepaar  gleich  dem  früheren  mal  n.  Die 
Empfindlichkeit  ist  daher,  da  n  <  1  ist,  im  Verhältnis  von  1  :  n  ge- 
wachsen. Der  Balken  kann  demnach  unter  entsprechender  Verkleine- 
rung von  fi  und  steigender  Empfindlichkeit  verkürzt  werden,  solange  er 
nur  stark  genug  bleibt,  um  die  ganze  aufgehängte  Masse  zu  tragen. 

Auch  die  Verlängerung  des  Aufhängefadens  oder  Drahtes  ohne 
Verringerung  des  Querschnittes  ergibt,  wie  bemerkt  werden  muß,  eine 
verhältnismäßige  Verringerung  des  Wertes  von  fi,   so  daß  es  möglich 
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ist  durcli  Verlängerung  des  Fadens  seine  Festigkeit  unverändert  zu 
erhalten. 

Fortgesetzte  Verkürzung  des  Balkens  hat  freilich,  wie  man  ein- 
sehen wird,  den  Nachteil,  das  entgegenwirkende  Kräftepaar,  das  von 
der  Anziehung  jeder  großen  Kugel  auf  das  entfernter  hängende  Kügel- 
chen  zu  stärken,  was  sehr  störend  werden  kann,  wenn  die  Länge  stark 
gekürzt  wird. 

Wenn  jede  Dimension  des  Apparates  verkleinert  wird,  während 
der  Aufhängedraht  so  geändert  wird,  daß  die  Periode  konstant  er- 
halten wird,  so  ändert  sich  die  auf  das  hängende  Kügelchen  ausgeübte 
Anziehung  im  Verhältnis  n^'n^  oder  n^l\\  daher  ändert  sich  das 
Kräftepaar  im  Verhältnis  n^:  1;  aber  das  Trägheitsmoment  ändert  sich 
im  Verhältnis  n^  X  n^^  also  n^  :  1.  j.j     323^ 

Folglich  muß  sich  für  dieselbe 
Periode  der  Wert  von  ft  im  Verhält- 
nis fir*  :  1  ändern.  Die  Torsions- 
starrheit  ändert  sich  also  im  selben 
Verhältnis  wie  das  Kräftepaar  in 
dem  verringerten  Abstände  von  den 
Kugeln,  und  es  wird  aus  diesem 
Grunde  dieselbe  Winkelablenkung 
des  Balkens  mit  den  Massen  in 
dieser  Lage  erzeugt  werden.    Die  Empfindlichkeit  bleibt  also  ungeändert. 

Diese  Ergebnisse  der  Dimensionsänderung  wurden  von  Boys  in 
der  schon  erwähnten  Mitteilung  (vergl.  §  547)  dargelegt  und  von  ihm 
zur  Konstruktion  eines  Apparates  von  sehr  kleinen  Dimensionen  be- 
nutzt, bei  dem  seine  wichtige  Erfindung  sehr  dünner  und  dabei  trag- 
fähiger Quarzfäden  verwertet  ist,  um  einen  Aufhängefaden  von  genügend 
kleiner  Torsionsstarrheit  zu  liefern. 

Auch  wurde  durch  Boys  erwiesen,  daß,  wenn  man  die  Mittel- 
punkte der  anziehenden  und  angezogenen  Massen  in  die  Lagen  P  und 
A  auf  einer  Linie  AP  bringt,  welche  in  einem  gewissen  Winkel  PAB 
(der  kleiner  als  90^  ist)  gegen  die  vertikale  Ebene  durch  die  Zentren 
der  angezogenen  Massen  geneigt  ist,  das  Moment  der  anziehenden 
Kräfte  auf  die  Wage  (unter  Vernachlässigung  des  von  den  entfernten 
Massen  herrührenden  entgegengesetzten  Kräftepaares)  für  eine  gegebene 
Entfernung  c  des  Mittelpunktes  der  anziehenden  Masse  von  der  Axe  0 
und  eine  feste  Lage  von  A  im  Maximum  werden  kann.  Daß  dieses 
Maximum  existiert,  kann  ohne  Rechnung  eingesehen  werden;  der  Leser 
kann  leicht  die  genaue  Lage  finden.  Wenn  OP,  OA,  AB  (Fig.  323) 
durch  c,  a,  o;  bezeichnet  werden  und  M  und  m  die  anziehenden  und 
angezogenen  Massen  bezeichnen,  so  ist  die  Anziehung,  die  längs  AP 
stattfindet, 
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davon   ist   das  Moment   um    0   dieser  Ausdruck,   multipliziert  mit  c 
sin  0  PA,  d.  h.  mit 

Vc^  —  (g  -t  x)^ 


ö 


ya;2  +  c»  —  (a  +  a:)*' 
und  daher  ist  das  Quadrat  des  Momentes  proportional  mit 
_c2  —  (g  -f  a:)2  ^ 
[x^~+  c»  —  (a  +  a;)s]3  * 
Fig.  324.  Es  kann  bewiesen  werden ,  daß  dies  ein  Maximum  für 

konstantes  a  und  c  hat,  wenn 

ax^  +  (3a2  +  c2)  X  —  2a  (c«  —  a«)  =  0 
ist,  oder  wenn  (Ö  der  Winkel  PO 5) 

ca  cos^O  +  (c2  +  a^)  cosO  —  3ca  =  0 
ist. 

Um  das  entgegengesetzte  Eräftepaar  aus  den  entfernten 
Massen  aufzuheben,  schlug  Boys  vor,  die  angesogenen 
Massen  auf  verschiedene  Niveaus  zu  bringen;  ans  Lesern 
Grunde  nahm  er  in  dem  von  ihm  konstruierten  nnd  in 
seiner  ersten  Abhandlung  beschriebenen  Apparate  die  in 
Fig.  324  gezeigte  Form  der  Torsions  wage  an. 

An  Stelle  von  zwei  KOgelchen  werden  zwei  kleine  Blci- 
zylinder,  die  nur  11,3  mm  lang  und  vom  Durchmesser  3  mm 
sind,  und  die  an  einem  konischen  Glasrohre  durch  leichte 
Metallarme   an  verschiedenen  Stellen   und   nach  entgegen- 
gesetzten Seiten  befestigt  sind ,  als  angezogene  Massen  be- 
nutzt.     Die   Mitten    der  Zylinder    sind  auf  verschiedenen 
Niveaus  von  50,8  mm  Abstand ,  w&hrend  der  Abstand  Ton 
der  Axe   13  mm   beträgt.      Am    oberen   spitzen    Ende  des 
Glasstabes  ist  ein  Quarzfaden  befestigt,  der  von  einem  Tor- 
sionskopfe herabreicht.    Ein  Spiegel,  den  die  Glasröhre  tragt, 
ermöglicht  es,   die  Ablenkungen    der  Wage   auf  dem  ge- 
wöhnlichen  Wege    durch    einen    reflektierten   Strahl  einer 
Lampe  abzulesen,  der  auf  eine  ungefähr  lOV^m  vom  Spiegel 
entfernte  Skala  fällt.      Ein   ebenes  Glasfenster  in  der  die 
Torsionswage   schützenden  Glasröhre    erlaubte  dem  Liebte 
den  Durchgang. 
Die  Wage  ist  also  so  klein,  daß  sie  in  einem  engen  Metallrobre 
(in  Fig.  324  nicht  sichtbar)  eingeschlossen  ist,  welches  den  Torsions- 
köpf  trägt  und  dazu  dient,  den  Apparat  vor  Luftzug  zu  schützen  nnd 
seine  Temperatur  konstant  zu  erhalten. 

Die  anziehenden  Massen  sind  zwei  Bleizylinder,  50,8  mm  in  Durcb- 
messer  und  Länge,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Höhe  der  kleinen 
Zylinder  sind.  Sie  sind  mit  Schrauben  an  der  Innenseite  eines  äui^reo> 
mit  dem  hängenden  Systeme  koaxialen  Metall  Zylinders  befestigt,  so  daß 
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ihre  Axen  in  einem  Hanptsohnitte  der  Röhre  liegen.  Der  Zylinder 
steht  auf  einer  nirellierten  ebenen  Basis  (die  auch  die  Röhre  mit  der 
Torsionswage  trägt)  und  kann  am  seine  eigene  Axe  gedreht  werden 
um  jeden  beliebigen  Winkel,  so  daß  die  anziehenden  Massen  dahin 
gebracht  werden  können,  in  denjenigen  Lagen  auf  die  kleinen  Zylinder 
zu  wirken,  in  welchen  das  größte  ablenkende  Eräftepaar  in  einer  von 
den  beiden  Richtungen  um  die  Axe  der  Wage  ausgeübt  wird. 

Boys  sagt,  daß  das  Ergebnis  seiner  vorläufigen  Experimente  mit 
diesem  Apparate  „vollständig  und  befriedigend*^  gewesen  ist.  „Als 
Vorlesungsexperiment  kann  die  Anziehung  zwischen  kleinen  Massen 
leicht  und  sicher  gezeigt  werden,  obgleich  die  die  Bewegung  veran- 
lassende Kraft  nicht  größer  ist  als  ein  zweihundert  Tausendstel  einer 
Dyne,  und  noch  dazu  mit  der  verhältnismäßig  kurzen  Periode  von 
80  Sekunden.^  Er  fährt  fort:  „Ich  beabsichtige,  wenn  ich  einen  für 
meine  Beobachtungen  geeigneten  Ort  erhalten  kann,  einen  Apparat  eigens 
für  absolute  Bestimmungen  herzustellen.  Die  Dimensionen  werden 
vergrößert  werden  müssen,  so  daß  die  Längen  mindestens  bis  zu  einem 
Zehntausendstel  bestimmt  werden  können.  Ich  denke,  beide  Massen- 
paare müßten  an  Fäden  oder  Drähten  aufgehängt  werden,  so  daß  die 
Entfernung  ihrer  Mittelpunkte  von  der  Axe  genau  gemessen  werden 
kann,  und  so,  daß  im  Falle  der  kleinen  Massen  das  Trägheitsmoment 
des  Balkens,  Spiegels  u.  s.  w.  gefunden  werden  kann,  indem  man  ab- 
wechselnd die  Periode  mit  und  ohne  angezogene  Massen  messen  kann* 
Die  unausgeglichenen  Anziehungen  zwischen  dem  Balken  u.  s.  w.  und 
den  großen  Massen  einerseits  und  zwischen  den  kleinen  Massen  und 
etwaigen  unsymmetrischen  Dingen  bei  der  Unterlage  der  großen  Massen 
anderseits  wird  wahrscheinlich  experimentell  genauer  als, durch  Rech- 
nung, durch  Beobachtung  der  Ablenkungen,  wenn  die  großen  und  die 
kleinen  Massen  der  Reihe  nach  entfernt  werden,  bestimmt  werden 
können.^ 

Boys  hat  die  Untersuchung  mit  einem  solchen  Apparate  wie  dem 
hier  angedeuteten  im  Clarendon-Laboratorium  in  Oxford  ausgeführt. 
Es  wurden  mit  zwei  Paaren  von  anziehenden  Bleikugeln,  einem  von 
4^4  Zoll,  dem  anderen  von  2V4  Zoll  Durchmesser,  Experimente  ge- 
macht. Als  angezogene  Massen  wurden  bei  verschiedenen  Experimenten 
ein  Paar  Goldkügelchen  von  0,25  Zoll,  ein  anderes  Paar  von  0,2  Zoll 
Durchmesser  und  ein  Paar  Goldzylinder  von  0,25  Zoll  Durchmesser 
und  Länge  benutzt.  Alle  diese  Massen  wurden  mit  allen  Vorsichts- 
maßregeln zur  Vermeidung  von  Inhomogenität  hergestellt:  es  wurde 
z.  B.  darauf  geachtet,  daß  sie  ganz  blasenfrei  waren;  die  Bleikugeln 
wurden  nach  der  Erstarrung  hydraulischem  Drucke  unterworfen,  und 
die  Goldkugeln  wurden  in  Stahlklötzchen  eingeschlagen.  Die  Blei- 
kugeln wurden  an  Fäden  von  Phosphorbronze  an  Ständern  aufgehängt, 
die  auf  einem  Deckel  über  dem  Gehäuse  standen,  und  durch  Gewichte 
ausgeglichen,  so  daß  der  Deckel  mit  den  anziehenden  Massen  aus  einer 
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Fig.  325. 


anziehenden  Stellung  in  die  andere  Termittelst  eines  für  diesen  Zweck 
angebrachten  Mechanismus  mit  nur  geringer  Keibung  herübergebracht 
werden  konnte. 

Die  angezogenen  Massen  wurden  an  Quarzfäden  0,2  Zoll  tod- 
einander  entfernt  aufgehängt,  und  zwar  durch  Haken  an  den  Enden  der 
Arme  eines  Kreuzes  aus  vergoldetem  Kupfer  befestigt.  Dieses  Krens 
mit  dem  zur  Messung  der  Ablenkung  durch  einen  reflektierten  Licht- 
strahl daran  befestigten  Spiegel  M  bildete  den  Hauptteü  der  Wage, 
wie  die  beigegebene  Zeichnung  (Fig.  325)  zeigt.  Der  Spiegel  war  der 
übrig  gebliebene  Streifen  von  einem  Kreisspiegel  von  Tollendeter  Kon- 
struktion, von  dessen  beiden  Seiten  zwei  gleiche 
Segmente  abgeschnitten  worden  waren,  uod 
hatte  auf  seiner  Rückseite  zwei  mikroskopisch 
feine  vertikale  Rinnen  eingeritzt,  die  die  Tom 
Arme  oben  herunterhängenden  Fäden  auf- 
nehmen. 

An  einem  Haken  unter  dem  Mittelpunkte 
des  Spiegels  konnte  ein  Silberzylinder,  dessen 
Gewicht  gerade  den  vereinten  Gewichten  zweier 
Goldkügelchen  gleich  war,  befestigt  werden. 
Dadurch  wurden  die  Beobachtungen  der  Schvin- 
gungsperiode  des  Apparatesmit  diesen  Kägelchen 
und  mit  dem  Zylinder  ohne  Ändemng  der 
streckenden  Kraft  und  damit  die  Elimination 
des  unbekannten  Trägheitsmomentes  des  Kreuzes 
und  befestigten  Spiegels  ermöglicht. 

Die  Einzelheiten  des  Apparates  und  die 
Beobachtungsmethode  sind  sehr  wichtig  nnd 
lehrreich  für  den  Experimentator;  sie  sind  in 
der  Boys  sehen  Abhandlung  (Phil.  Trans.  B. 
Soc.  1895  und  Nature,  1894)  ausführlich  ein- 
zusehen. Obgleich  die  zu  messenden  Kr&fte 
auiSerordentlich  klein  waren,  nämlich  bei  einigen 
Untersuchungen  nur  der  fünf  millionte  Teil  des 
Gewichtes  eines  Gran,  kann  doch  keinerlei 
Zweifel  an  der  großen  Genauigkeit  der  Arbeit  aufkommen.  Die  er- 
haltenen Werte  waren:  Gravitationskonstante  Ic  =  6,6576  X  10""®  in 
CG^S- Einheiten,  und  die  mittlere  Erddichte  Q  =  5,527  mal  die  Dichte 
des  Wassers. 

Eine  andere,  kürzlich  vollendete,  sehr  genaue  Bestimmung  durch 
die  Methode  der  Torsions  wage  verdient  Beachtung  *).  Um  die  Störung 
durch  Luftzug  so  weit  als  möglich  auf  null  zu  reduzieren,  hat  C.  Braun 


ö 


')  Denkschr.  d.  Math.   Kl.  d.  Akad.  d.   Wiss.,    Wien    1896,   64;    aoc^» 
Natur  wi  SS.  Bund  schau  1897. 
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eine  in  ein  ziemlich  holies  Vakuum  (ungefähr  Y200  Atmosphäre)  ein- 
geschlossene Torsionswage  ersonnen  und  zu  einem  heträchtlichen  Teile 
auch  eigenhändig  hergestellt.  Sein  Apparat  ist  yiel  größer  als  der  von 
Boys,  da  der  Wagehaiken  9  Zoll  lang,  jede  der  anziehenden  Massen 
5  oder  9  kg  schwer  und  die  angezogenen  Massen  54  g  schwer  sind. 
Der  Aufhängefaden  war  Yon  Metall,  wird  aher  hei  einer  im  Gange 
befindlichen  Wiederholung  des  Experimentes  durch  einen  Quarzfaden 
ersetzt  Das  für  die  Dichte  erhaltene  Ergebnis  ist  5,527  +  0,0014, 
also  fast  genau  das  von  Boys. 

551«  Bestimmungen  mit  der  gewöhnlichen  Wage.  An  Stelle 
der  Torsionswage  kann  eine  gewöhnliche  chemische  Wage  zur  Messung 
des  durch  die  anziehenden  Massen  ausgeübten  Zuges  benutzt  werden. 
Denken  wir  uns  eine  kleine  Kugel  Yom  einen  Ende  des  Balkens  einer 
feinen  Wage  herabhängend  und  durch  Gewichte  in  einer  Wagschale 
am  anderen  Ende  des  Balkens  aufgewogen,  dann  eine  große  Kugel  so 
darunter  gebracht,  daß  die  Mittelpunkte  beider  Kugeln  sich  in  einem 
bekannten  vertikalen  Abstände  befinden.  Das  Gleichgewicht  wird  da- 
durch gestört  werden,  und  zu  seiner  Wiederherstellung  wird  man  ein 
Ergänzungsgewicht  m'  zu  den  Gewichten  in  der  Wagschale  hinzufügen 
müssen.  Die  Massen  der  großen  und  kleinen  Kugeln  seien  M  bezw.  m, 
die  Entfernung  zwischen  ihren  Mittelpunkten  sei  r.  Der  zwischen  den 
Kugeln  statthabende  Zug  ist  Je  M  mJY\  und  dies  ist  gleich  dem  Gewichte 
▼on  m',  also  gleich  w!  g,     Pol^lich  hat  man 

und  für  die  mittlere  Erddichte  den  durch  Einsetzung  dieses  Wertes 
▼on  Ä5  in  Gl.  (3)  sich  ergebenden  Wert.  Vernachlässigt  man  dabei  fürs 
erste  die  in  Gl.  (3)  berücksichtigten  Korrektionen,  nennt  die  Entfernung 
des  Erdmittelpunktes  yon  der  angezogenen  Kugel  'R  und  die  Masse 
der  Erde  JEJ,  so  kann  man  auch  unmittelbar  die  Gleichung  Er^'MR^ 
=  m  im*  hinschreiben  und  erhält: 

m  r^ 
schließlich  braucht  man  nur  mit  dem  bekannten  Volumen  der  Erde  zu 
dividieren,  um  die  mittlere  Erddichte  Q  zu  erhalten. 

Diese  Methode  ist  in  Deutschland  von  JollyO  sowie  neuerdings 
▼on  König,  Richarz  und  Krigar-Menzel*),  in  England  von 
Poynting  angewandt  worden;  diese  beiden  letztgenannten  Arbeiten 
stellen  nach  Sorgfalt  und  Bedeutung  den  Höhepunkt  der  Unter- 
suchungen auf  unserem  Gebiete  dar. 


*)  Wied.  Ann.  14,  1881.  —  •)  Wied.  Ann.  24,  1885;  Nature  31, 
1884—85;  Wied.  Ann.  51,  559,  1894;  Abh.  Berl.  Akad.1898;  Wied.  Ann.  66, 
177,  189Ö. 

Gray,  Phytik.  40 


626  Dreizehntes  Kapitel. 

Die  Untersncliang    tob    Kicharz    and   Krigar- Menzel  (denn 
König  Bteht  nur  mit  den  Vorarbeiten  dazu  im  Zusammenhange)  ist 
von  beträchtlicher  Wichtigkeit  und  großem  Wert  durch  die  systema- 
tische Sorgfalt,  mit  der  jeder  Teil  davon  durchgeführt  worden  ist   Die 
Experimente  wurden  in  einer  erdegedeckten  Kasematte  von  Spandan 
vorgenommen,  wo  man  gegen  tägliche  Temperatnrschwankungen  und 
Störungen    durch   Eisenbahnzüge    oder    sonstige  Fahrzeuge   sehr  gut 
gesichert  war.     In  kurzen  Zügen  war  die  Methode  die  folgende:    An 
den  Enden  des  Balkens  einer  empfindlichen  Wage  waren  zwei  Faden 
aufgehängt ,  deren  jeder  zwei  Wagschalen  in  etwa  2  m  vertikalem  Ab- 
stände trug,  so  zwar,  daß  die  eine  Wagschale  links  und  die  eine  rechts 
auf  gleichem   (hohem)   und  ebenso  die  beiden   anderen   auf  gleichem 
(tiefem)  Niveau  waren.    Nun  wurde  ein  Kilogrammgewicht  in  die  ohere 
Wagschale  an  dem  einen  Drahte  und  ein  anderes  Kilogramm  in  die 
untere  Wagschale  an  dem  anderen  Drahte  getan   und  die  Lage  des 
Balkens  beobachtet.    Dann  wurde  jedes  der  Kilogramme  auf  die  andere 
Schale  von  gleichem  Niveau  gebracht  und  die  Lage  des  Balkens  Ton 
neuem  beobachtet.     Die  Ablenkung  ergab  offenbar  das  Vierfache  der 
Gewichtsdifferenzen  aus  der  Niveau  Verschiedenheit  der  Massen  in  den 
Wagschalen. 

Dann  wurde  ein  großer  Bleiklotz ,  etwa  2  cbm ,  aus  Bleistücken 
aufgebaut ,  und  es  wurden  die  an  der  Wage  befestigten  Drahte  mittels 
vertikaler  Durchlochungen  so  durch  den  Bleiklotz  hindurchgeführt,  daß 
die  oberen  Schalen  über,  die  unteren  unter  dem  Klotze  hingen;  nun- 
mehr wurden  die  oben  beschriebenen  Versuche  wiederholt.  Infolge  des 
Bleiklotzes  erfuhr  das  Gewicht  in  der  tieferen  Wagschale  jetzt,  in  Ver- 
stärkung der  früheren  Kräfte,  einen  Zug  nach  oben  und  das  Gewicbt 
in  der  oberen  Wagschale  einen  Zug  nach  unten.  Mit  einer  Berich- 
tigung für  die  schon  beobachtete  Gewichtsdifferenz  ergab  die  Ahlenkunsr 
das  Vierfache  des  auf  jedes  Gewicht  von  dem  Bleiklotze  ausgeübten 
Zuges,  und  daraus  konnte  man  die  Gravitationskonstante  und  die  mitt- 
lere Erddichte  ableiten.     Das  Ergebnis  war: 

h  =  (6,685  ±  0,011)  10-8 
in  C  6r  S-P^inheiten  und 

Q  =  5,505  ±  0,009. 

552.  Experimente  von  Poynting.  Im  Poyntingschen  Ex- 
perimente wurde  die  Wage  —  eine  große  Goldwage  mit  einem  Balken 
von  4  Fuß  —  mit  einem  Drehtische  benutzt,  durch  den  eine  große  an- 
ziehende Kugel  zuerst  unterhalb  der  einen,  dann  unterhalb  der  anderen 
von  zwei  gleichen  in  gleicher  Höhe  von  den  Enden  des  Wagebalkens 
herabhängenden  Kugeln  gebracht  werden  konnte.  Um  den  Drehtisch 
auszubalancieren,  wurde  eine  Masse,  halb  so  groß  als  die  große  an- 
ziehende, in  der  doppelten  Entfernung  von  der  Axe  auf  die  andere  Seite 
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gebracht  und  ihre  Anziehung  auf  die  hängenden  Gewichte  in  Eech- 
nung  gezogen.  Um  den  auf  den  Balken  ausgeübten  Zug  u.  a.  w.  zu 
eliminieren,  wurden  die  Versuche  für  zwei  Terschiedene  Niveaus  der 
hangenden  Massen  gemacht. 

Die  Ablenkungen  der  Wage  wurden  durch  einen  Spiegel  in  bifilarer 
Aufhängung  vergrößert,  von  dessen  Fäden  der  eine  an  einem  festen 
Punkte,  der  andere  am  Ende  eines  kleinen  Armes  befestigt  war,  den 
der  Zeiger  der  Wage  trug.  Dadurch  wurde,  wenn  die  Wage  eine  Ab- 
lenkung erfuhr,  das  obere  Ende  des  einen  Fadens  mit  dem  Zeiger 
bewegt,  und  der  Spiegel  wurde  in  eine  neue  Ebene  herumgedreht.  Die 
Empfindlichkeit  dieser  Anordnung  ist  offenbar  umgekehrt  proportional 
mit  dem  Abstände  zwischen  den  Fäden  und  kann  daher  sehr  groß 
gemacht  werden.  Unterhalb  des  Spiegels  schleppten  einige  Fähnchen, 
die,  in  ein  Gefäß  mit  Öl  eingetaucht,  die  Schwingungen  dämpften.  Die 
Ablenkungen  wurden  durch  ein  Teleskop  aus  einem  Zimmer  über  dem- 
jenigen, in  welchem  die  Wage  aufgestellt  war,  abgelesen. 

Für  die  Einzelheiten  der  Messung,  die  verschiedenen  beobachteten 
Vorsichtsmaßregeln  und  die  Umrechnung  der  Beobachtungen  muß  der 
Leser  auf  den  Poyntingschen  Aufsatz  verwiesen  werden.  Seine 
Schlußergebnisse  sind: 

Je  =  6,6984  X   lO^»,     Q  =  5,4934. 

Stellt  man  alle  neueren  einwandfreien  Ergebnisse  zusammen  und 
bildet  den  Mittelwert,  so  erhält  man  für  die  Gravitationskonste  k  und 
für  die  Erddichte  die  auf  ein-  bis  zweitausendstel  genauen  Werte: 

k  =  66,8  X  lO-ö,     Q  =  5,52. 

Da  die  Dichte  der  dem  Menschen  zugänglichen  Erdkruste  nur 
etwa  2,7  beträgt,  ist  die  Dichte  des  Erdinnem  fast  doppelt  so  groß. 

553«  Pendelmethoden«  Newton  war,  wenigstens  zeitweilig,  der 
Meinung,  daß  die  Anziehung  zwischen  irdischen  Körpern  zu  klein  wäre, 
um  gemessen  werden  zu  können;  er  sprach  tatsächlich  die  Ansicht 
aus,  daß  ein  halbkugelförmiger  Berg  von  3  Meilen  Radius  die  Lotlinie 
nicht  um  2  Winkelminuten  aus  der  vertikalen  Lage  ablenken  würde 
(De  Mundi  Systemate,  Bd.  3).  Diese  Meinung  war  irrig,  sie  beweist 
aber,  daß  Newton  mit  der  Möglichkeit,  die  Anziehung  zwischen 
gewöhnlichen  Körpern  zu  messen,  gerechnet  hatte.  Die  Methoden,  die 
mittlere  Erddichte  durch  die  von  einem  Berge  hervorgerufenen  Pendel- 
ablenkungen oder  durch  Yergleichung  der  Perioden  eines  Pendels  am 
oberen  und  unteren  Ende  des  Schachtes  einer  tiefen  Grube  zu  bestim- 
men, sind,  wenn  auch  in  mancher  Hinsicht  interessant,  doch  nicht  fähig, 
Ergebnisse  zu  liefern,  die  sich  im  Hinblick  auf  Genauigkeit  mit  den 
mittels  der  Wage  in  einer  oder  der  anderen  Form  gefundenen  messen 
könnten.  Im  ersten  Falle  macht  sich  die  Schwierigkeit  geltend,  den 
Umriß  eines  Berges  genau  festzustellen,  sein  Volumen  und  seine  Gestalt 
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zu  finden,  und  hinsichtlich  seiner  Masse  besteht,  wie  gut  auch  immer 
die  geologische  Formation  und  die  Schichtenlagerung  erkannt  sein 
möge,  doch  stets  eine  beträchtliche  Unsicherheit ;  im  zweiten  Falle  wirkt 
die  Ungewißheit  über  die  Schichtenlagerung  in  der  entlegeneren  Nach- 
barschaft des  Schachtes  störend.  Aus  alledem  leuchtet  ein,  daß  diese 
Methoden  nicht  so  zuverlässige  Werte  liefern  können  wie  die  durch 
direktes  Experiment  mit  Massen  von  genau  bekannter  Konstitution 
gewonnenen. 

Es  ist  aber  vor  160  Jahren  von  Bouguer  eine  Schätzung  des 
Wertes  von  Q  gemacht  worden,  die,  obgleich  roh,  doch  deutlich  zeigte, 
daß  Q  bedeutend  größer  war  als  die  Dichte  der  Erdrinde;  Bouguer 
machte  in  Peru  Beobachtungen,  indem  er  ein  Pendel  1.  am  Meeres- 
spiegel, 2.  in  Quito  auf  einem  Hochplateau  von  3000  m  über  dem 
Meeresspiegel  und  auf  dem  Gipfel  eines  um  2000  m  höheren  Berges  m 
Schwingung  versetzte. 

554.  Durch  die  Flut  hervorgerufene  Niveauändenuigen  einer 
QuecksilberoberflSche«  Boscowich  und  nach  ihm  Gavendish 
hatten  den  Gedanken,  die  durch  die  Fluterhebung  des  Wassers  in  einem 
Meeresarme  hervorgerufene  Ablenkung  der  Lotlinie  zu  beobschten. 
und  Robison  wies  in  seiner  Mechanical  Philosophy  1804  darauf  hin. 
daß  die  Flut  in  der  Fundybai  eine  merkliche  Ablenkung  eines  Senk- 
bleis in  der  Nachbarschaft  hervorruft  und  so  eine  Bestimmung  der 
Erddichte  ermöglichen  könnte  ^).  In  mancher  Hinsicht  erscheint  es 
sicherlich  aussichtsreicher,  sich  um  die  Beobachtung  von  Niveau' 
änderungen  einer  Quecksilberoberfläche  zu  bemühen  gegenüber  einem 
langen,  nahezu  geraden  Kanal,  der  durch  Flut  und  Ebbe  bis  lu  be- 
trächtlicher  Tiefe  gefüllt  und  geleert  wird,  als  an  der  von  einem  Berge 
ausgeübten  Anziehung,  dessen  Masse  doch  nie  nach  Oberfl&chenproben 
irgend  genau  bestimmt  werden  kann,  Beobachtungen  zu  machen. 
Allerdings  konnte  die  Masse  des  Wassers  mit  einer  Genauigkeit  be- 
stimmt werden,  die  im  Falle  des  Berges  oder  der  Grube  nicht  anniherod 
erreicht  werden  könnte;  aber  es  scheint,  daß  die  Verwerfungen  des 
Grundes,  die  nach  seismometrischen  Beobachtungen  so  überrascheDd 
große  Dimensionen  annehmen ,  große  Schwierigkeiten  bereiten  würden. 

So  fand  d'Abbadie  am  Ufer  der  Bucht  von  Biscaya  durch  Ver- 
gleichuDg  eines  festen  Striches  mit  seinem  durch  Reflexion  im  Queck- 
silberspiegel erzeugten  Bilde,  daß  eine  Ablenkung  der  Oberfläche  in 
einer  Richtung  durch  das  Steigen  der  Flut  und  eine  entgegengesetfte 
Ablenkung  durch  ihr  Fallen  bewirkt  wurde.  In  etwa  zwei  Drittel  einer 
langen  Reihe  von  Beobachtungen  war  die  Oberfläche  bei  Flut  nach  der 
See  hin  geneigt  und  bei  Ebbe  umgekehrt ,  verglichen  mit  ihrer  Lage, 
wenn  der  Meeresspiegel  mittlere  Höhe  hatte;  in  einem  gewissen  Broch- 


*)  Thomson  u.  Tait,  Theoret.  Physik  1,  2.  Teil,  §  818. 
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teile  der  Beobachtungen  zeigte  das  Niveau  keine  Veränderung,  und  bei 
noch  anderen  war  die  Änderung  der  in  Peru  erwarteten  entgegengesetzt. 
Lord  Kelyin  bat  eine  Schätzung  der  Wirkung  eines  Wasser- 
beckens von  80km  Länge,  80km  Breite  und  3  m  Tiefe  auf  ein  gegen- 
über der  Mitte  einer  der  Beckenseiten  in  einer  Entfernung  Yon  1 00  m 
aufgehängtes  Pendel  yorgenommen,  und  gefunden,  daß  die  Ablenkung 
ungefähr  ^j^^  Winkelsekunde  betragen  würde.  Der  Leser  mag  sich 
davon  nach  der  oben  §  461  angegebenen  Formel  überzeugen.  Dieses 
Wasserbecken  stellt  in  roher  Annäherung  die  Flut  bei  St.  Albans  Head 
dar.  Offenbar  maßte  man  für  die  Beobachtung  einer  so  kleinen  Ab- 
lenkung eine  optische  Methode  oder  vielleicht  die  eben  erwähnte 
Methode  eines  Spiegels  mit  bifilarer  Aufhängung  anwenden. 

555.  Das  Schiehallienexperiment,  Das  im  Jahre  1774  von 
Maskelyne  begonnene  Experiment  auf  dem  Schiehallien  verdient  Er- 
wähnung. Der  Berg  ist  ein  Grat  in  Perthshire  in  Schottland,  fast  genau 
von  Osten  nach  Westen  gerichtet  und  ans  nahezu  vertikalen  Schichten 
bestehend.  Der  scheinbare  Breitenunterschied  zwischen  zwei  Stationen 
auf  demselben  Meridian  (aber  nicht  auf  gleicher  Höhe),  eine  auf  der 
Nord-,  die  andere  auf  der  Südseite  des  Berges,  wurde  durch  astrono- 
mische Beobachtungen  bestimmt,  in  denen  natürlich  die  scheinbaren 
Seehöhen  an  beiden  Orten  benutzt  wurden.  Dies  wurde  mit  dem  wirk- 
lichen Breitenunterschiede,  wie  er  aus  den  Lagen  der  Stationen  sich 
ergab,  verglichen.  Der  Breitenunterschied  49,94"  fand  sich  durch  die 
Anziehung  des  Berges  um  11,6"  vermehrt. 

Später  zeichnete  Hutton  eine  sorgfältige  Karte  vom  Umriß  des 
Berges ,  -  schätzte  auf  Grund  derselben  die  Verteilung  der  anziehenden 
Materie  und  leitete  so  von  Maskelynes  Beobachtungen  den  Wert  der 
mittleren  Erddichte  ab.  Seine  erste  Schätzung  war  4,5,  aber  die  Er- 
gebnisse einer  später  von  Play  fair  ausgeführten  Kontrolle  veranlaßten 
ihn,  den  Wert  4,95  anzunehmen. 

556.  Das  Experiment  in  der  Hartongrube.  Das  wichtigste 
unter  den  vorgenommenen  Pendelexperimenten  ist  zweifellos  das  von 
Airy  im  Hartonkohlenberg werke  in  Durhamshire  ausgeführte,  das 
schließlich  den  Wert  6,565  ergab.  Die  elementare  Theorie  dieser  Me- 
thode sei  hier  mitgeteilt. 

Es  sei  B  der  Radius  der  Erde,  die  als  rotationslose  Kugel  mit 
symmetrischer  Verteilung  der  Materie  (mittlere  Dichte  q)  um  den  Mittel- 
punkt angenommen  wird.  Ihre  Masse  ist  3  :r  q  R^,  und  ihre  Anziehung 
auf  ein  Teilchen  an  der  Oberfläche  ist  -TtJcgR.  Die  Anziehung  der 
Erde  auf  ein  Teilchen  in  der  Tiefe  h  unter  der  Oberfläche  ist,  wenn  q' 
die  Dichte  der  Kugelschale  von  der  Dicke  h  ist: 
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Folglioli  ist,  wenn  g  der  Wert  der  Schwerkraft  an  der  Oberfläclie  und 
g*  ihr  Wert  in  der  Tiefe  %  ist, 

g  —     Q  (R  —  h)^  "^      -R  qR' 

da  h  klein  ist  im  Vergleich  mit  B. 

Diese  Theorie  läßt  sich  nicht  genau  anwenden,  da  die  Schale  von 
der  Dicke  h  nicht  notwendig  diejenige  mittlere  Dichte  besitzt,  welche 
die  Schichten  am  Orte  des  Experimentes  aufweisen.  Indessen  ist  die 
zur  Berechnung  benutzte  Formel  die  eben  mit  dieser  letzteren  Dichte 
als  Wert  von  g'  erhaltene. 

Für  die  Einzelheiten  dieses  sowie  vieler  verdienstlicher  Pendel- 
und  Eontrollversuche,  die  hier  nicht  erwähnt  werden  können,  sei  auf 
die  Monographie  von  Poynting  verwiesen,  die  auch  ein  wertvolles 
Verzeichnis  der  Arbeiten  über  die  mittlere  Erddicbte  enthält. 

557.  Die  Frage  der  Anziehung  von  Kristallen  und  der  Gra- 
yitationspermeabilitSt.  Einige  andere  interessante  Fragen,  die  die 
Gravitation  betreffen,  sind  in  letzter  Zeit  untersucht  worden.  Die  Tat- 
sache, daß  keine  hervorragende  Verschiedenheit  zwischen  unter  ver- 
schiedenen Umständen  vorgenommenen  Wägungen  bezw.  zwischen  von 
solchen  Wägungen  abhängigen  Ergebnissen  merkbar  geworden  war 
zeigt,  daß  wahrscheinlich  die  Kristalle  dieselbe  Anziehungskraft  er- 
fahren, gleichviel  wie  ihre  Axen  mit  Bezug  auf  die  Erde  orientiert  sein 
mögen,  und  daß  die  Anziehung  zwischen  zwei  Körpern  durch  die 
Zwischenschaltung  anderer  Materie  zwischen  sie  nicht  wahrnehmbar 
beeinflußt  wird.  Es  ist  wohlbekannt,  daß  bei  einer  kleinen  Quarzkugel, 
die  in  ein  elektrisches  Feld  gebracht  und  durch  elektrische  Kraft  be- 
wegt wird,  die  Wirkung  von  der  Axenrichtung  des  Kristalles  im  Felde 
abhängt  Femer  wird,  wenn  zwischen  zwei  in  entgegengesetztem  Sinne 
elektrisierte  leitende  Kugeln  in  Luft  eine  Schicht,  etwa  von  Glas, 
zwischengestellt  wird,  die  Anziehung  zwischen  ihnen  vermehrt;  die 
Kraftlinien  im  Felde,  die,  wenn  das  Medium  unbegrenzt  und  gleich- 
förmig ist,  in  einer  bestimmten  Weise  um  die  Kugeln  verteilt  sind, 
nehmen  eine  neue  Verteilung  an,  wenn  das  Glas  eingeschoben  wird, 
drängen  sich  enger  in  dem  Räume  zwischen  den  Kugeln  zusammen, 
und  es  findet  eine  größere  Anziehung  der  einen  von  ihnen  auf  die 
andere  statt.  Die  Tatsachen  und  Theorien  dieser  Wirkung  werden 
unter  „Elektrizität"  erklärt  werden;  aber  keine  Erscheinung  ähnlicher 
Art  ist  je  in  einem  Gravitationskraftfelde  beobachtet  worden. 

Experimente  über  die  Zugkraft  zwischen  einer  Bleikugel  und  einer 
Kugel  aus  Kalkspat,  deren  Axe  in  verschiedene  Richtungen  gegen  die 
Bleikugel  gebracht  wurde,  sind  1895  von  Mackenzie  (Phys.  Rev.  2, 
1895)  mit  einer  Torsions  wage  angestellt  worden,  aber  ohne  positive 
Ergebnisse.     Poynting  und  P.  L.  Gray  haben  ebenfalls  über  die  An- 
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ziehnng  zwischen  zwei  Quarzkugeln  experimentiert,  nicht  direkt  über 
den  Zug  zwischen  ihnen  in  verschiedenen  Lagen,  sondern  um  zu  finden, 
was  der  Wahrscheinlichkeit  nach  vorhanden  sein  miLßte,  wenn  die  An- 
ziehung zwischen  den  Kugeln  mit  parallelen  Axen  nicht  dieselbe  ist 
wie  mit  gekreuzten  Axen,  nämlich  ein  Eräftepaar,  das  sich  der  Drehung 
aus  einer  Lage  größerer  Kraft  in  eine  kleinerer  Kraft  widersetzt. 
Denn  die  Lage  größerer  Kraft  ist  die  kleinerer  potentieller  Anziehungs- 
energie. Die  Experimente  sind  in  den  Trans.  R.  S.  192,  A,  1899  und 
in  Nature,  23.  August  1900  beschrieben.  Die  angewandte  Methode 
bestand  darin,  einem  Torsionspendel  das  zu  erteilen,  was,  wenn  die 
Wirkung  vorhanden  wäre,  eine  Folge  von  Impulsen  in  der  freien 
Periode  des  Pendels  sein  würde  und  damit  durch  Häufung  der  Wir- 
kungen eine  Schwingung  des  Pendels  durch  eine  merkliche  Weite  be- 
wirken müßte. 

Es  mag  hier  bemerkt  werden,  daß  schon  vor  langer  Zeit  durch 
Le  Sage  aus  Genf  eine  Gravitationstheorie  aufgestellt  worden  ist,  des 
Inhalts,  daß  überall  durch  den  Kaum  gleichmäßig  nach  allen  Rich- 
tungen unzählige  kleine  Teilchen  fliegen,  und  daß  gewöhnliche  Materie 
hochgradige,  aber  nicht  vollkommene  Permeabilität  für  diese  Teilchen 
besitzt.  Ein  kleiner  Teil  von  diesen  Teilchen  wird,  wenn  sie  auf  einen 
beliebigen  Körper  fallen,  angehalten,  und  welcher  Teil,  das  muß  von 
der  Struktur  des  Körpers  abhängen.  Ein  einzelner  Körper  im  Räume 
würde  gar  keine  Kraft,  nach  keiner  Richtung,  erfahren,  aber  zwei 
Körper,  wie  Sonne  und  Jupiter,  würden  durch  die  Schutz  Wirkung  des 
einen  auf  den  anderen  eine  Kraft  längs  der  ihre  Zentren  verbindenden 
Linie  erfahren,  und  wenn  das  Verhältnis  der  zum  Stillstand  gebrachten 
Teilchen  klein  genug  ist,  würde  die  Kraft,  wie  sie  es  wirklich  ist,  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  zwischen  den  Kör- 
pern und  direkt  proportional  dem  Produkte  der  Massen  sein. 

Nach  dieser  Theorie  müßte  aber  das  Gewicht  eines  Kristalles  von 
seiner  Orientierung  mit  Bezug  auf  die  Erde  abhängen,  und  dies  ist, 
nachdem  schon  vorher  die  Erfahrung  es  als  höchst  unwahrscheinlich 
gezeigt  hatte,  durch  die  Experimente  von  Poynting  und  Gray  im 
negativen  Sinne  entschieden  worden. 

Austin  und  Thwing  haben  in  der  Physical  Review  5,  1897  Ex- 
perimente über  die  Permeabilität  verschiedener  Arten  von  Materie  für 
Gravitationskraftlinien  veröffentlicht.  Schirme  von  Blei,  Zink,  Queck- 
silber, Alkohol  und  Glycerin  wurden  zwischen  die  angezogenen  Kugeln 
und  die  anziehenden  Massen  einer  Torsionswage  eingeführt,  ohne  in- 
dessen die  Ablenkung  merklich  zu  beeinflussen. 

Außer  dem  Einflüsse  des  Mediums  auf  die  Größe  einer  sogenannten 
Fem  Wirkung  gibt  es  für  die  Anschauung,  die  man  sich  für  deren 
Wesen  zu  bilden  hat,  bekanntlich  noch  zwei  weitere  entscheidende 
Fragen,  nämlich  die  der  ersten  gewissermaßen  entgegengesetzte,  ob  das 
Medium  seinerseits  durch  die  Wirkung  beeinflußt  werde  (z.  B.  in  Span- 
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nung  gerate),  und  dann  die  Frage ,  ob  die  Wirkung  Zeit  in  Anspruch 
nehme.  Auch  diese  Fragen  sind  für  gewisse  elektrische  Wirkungen 
seit  den  Arbeiten  von  Faraday  und  Maxwell,  Boltzmann  und 
Hertz  zu  bejahen,  und  deshalb  können  diese  Wirkungen  gegenwärtig 
nicht  mehr  als  Femwirkungen  bezeichnet  werden.  Für  die  Gravitation 
sind  jene  Fragen  aber  nach  wie  vor  zu  verneinen,  und  es  liegt  daher 
für  den  Physiker  kein  Anlaß  vor,  das  die  Erscheinungen  in  wunder^ 
barer  Weise  umfassende  Newton  sehe  Gesetz  gegenüber  anderen  Theo- 
rien in  den  Hintergrund  zu  rücken. 

Immerhin  bieten  die  zahlreichen,  im  Laufe  der  Zeit  entwickelten 
Hypothesen  über  das  Wesen  der  Gravitation  manches  Interesse  dar, 
und  es  sei  in  dieser  Hinsicht  auf  das  Buch  von  Isenkrahe,  „Das 
Rätsel  der  Schwerkraft",  verwiesen. 
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Die  Gezeiten  (Ebbe  und  Flut). 


558.  Gleichgewichtstheorie  der  Gezeiten.  Die  Erde  selbst 
ist  nicht  starr,  und  die  Gewässer  der  Ozeane  und  Meere  au!  ihr  sind 
beweglich.  Die  von  Sonne  und  Mond  auf  gleiche  Mengen  yon  Materie 
an  Terschiedenen  Stellen  der  Erdoberfläche  ausgeübte  Anziehung  ist 
nach  Größe  and  Kichtung  verschieden.  Es  entstehen  dadurch  Ver- 
schiebungen der  festen  Erde  und,  in  unvergleichlich  stärkerem  Maße, 
Schwankungen  des  Meeresspiegels  und  Flutströmungen,  die  wir  als 
Gezeiten  zu  bezeichnen  pflegen.  Es  kann  hier  nicht  der  Versuch 
unternommen  werden,  das  ganze  ausgedehnte  Gebiet  der  Gezeiten- 
theorie und  -Erscheinungen  zu  durchmessen,  aber  es  ist  wünschenswert, 
aufzuzeigen,  wie  Gezeitenkräfte  entstehen,  ihre  Beträge  zu  berechnen 
und  eine  ungefähre  Vorstellung  ihrer  Wirkungen  zu  geben.  Es  wird 
auf  diese  Weise  dem  Leser  möglich  sein,  von  der  sogenannten  Gleich- 
gewichtstheorie  der  Gezeiten  und  von  der  Art  und  Weise,  in  der  die 
aus  dieser  Theorie  gewonnenen  Schlüsse  durch  die  Erdrotation  und 
durch  die  Trägheit  und  Reibung,  der  bewegten  Materie  modifiziert 
werden,  eine  gewisse  Anschauung  zu  bekommen. 

Wenn  die  Rotation  der  Erde  gehemmt  würde  und  Sonne,  Erde 
und  Mond  in  den  Stellungen,  die  sie  in  irgend  einem  Augenblick  inne 
haben,  stehen  blieben,  so  würde  eine  Konfiguration  der  Körper  ein- 
treten, in  der  die  störenden  Kräfte  der  Sonne  und  des  Mondes  durch 
diejenigen  Kräfte  ausbalanciert  sein  würden,  die  durch  die  Änderungen 
der  relativen  Lage  der  Erd-  und  Wasserteilchen  wachgerufen  werden 
würden.  Wenn  man  nur  die  Änderung  der  Konfiguration  der  Gewässer 
auf  der  Erdoberfläche  betrachtet,  so  würde  ein  Flutgleicb gewicht  ent- 
stehen, das  sich  so  lange  unverändert  erhalten  würde,  wie  die  relativen 
Stellungen  der  drei  Weltkörper  sich  nicht  änderten. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  daß  sich  die  Ei-de  um  ihre  Axe  drehe  und 
daß  Sonne  und  Mond  der  Reihe  nach  diejenigen  Stellungen  relativ  zur 
Erde  einnehmen,  welche  sie  in  Wirklichkeit  einnehmen,  daß  dies  alles 
aber  so  langsam  geschehe,  daß  der  jeder  Konfigural ion ,  für  den  Fall, 
daß  sie  bestehen  bliebe,  zugehörige  Zustand  statischen  Gleichgewichts 
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auch  wirklich  entstehe;  dann  werden  die  Gezeiten  in  jedem  Augenblick 
die  in  der  Gleichgewichtstheorie  betrachteten  Beträge  haben,  hidessen 
werden  die  Ergebnisse  dieser  Theorie,  so  viel  Aufschluß  sie  anch 
Über  den  tatsächlichen  Verlauf  der  Gezeiten  gibt,  doch  durch  die  Ge- 
schwindigkeit der  firdrotation  stark  beeinträchtigt,  und  die  sogenannte 
dynamische  (oder  richtiger  kinetische)  Gezeitentheorie  wird  zur  £^ 
klärung  der  Erscheinungen  notwendig. 

Wir  werden  die  von  der  Wirkung  von  Mond  und  Sonne  her- 
rührenden Flutkräfte  berechnen  und  dann  die  Gleichgewichtsform  der 
Oberfläche  des  Wassers  auf  der  Erde  betrachten.  Wir  werden  der 
Einfachheit  halber  zunächst  die  ganze  Erde  als  mit  Wasser  bedeckt 
annehmen  und  dann  zu  erklären  versuchen,  wie  die  unter  dieser  An- 
nahme gezogenen  Schlüsse  verwandelt  werden  müssen,  um  dem  yo^ 
handensein  von  Kontinenten  und  Inseln  und  ihrer  Konfiguration  Bach- 
nung  zu  tragen. 

559.  Berechnung  der  fluterzeugenden  Kräfte.  Horizontale 
und  vertikale  Komponenten.    Es  sei  (7  in  Fig.  326  der  Erdmittel- 

Fig.  326. 


punkt,  J,  P,  J*  Punkte  auf  ihrer  Oberfläche,  B  die  Lage  des  Mond- 
mittelpunktes und,  in  Übereinstimmung  mit  einer  bei  diesem  Gegen- 
stand üblichen  Bezeichnung,  D  die  Enfernung  CB  und  M  die  Masae 
des  Mondes.  Der  durch  die  Masse  des  Mondes  auf  ein  Teilchen  von 
der  Masse  eins  in  C  ausgeübte  Zug  ist  JcM/I)^,  Wäre  die  Tom 
Monde  ausgeübte  Kraft  auf  jedes  Einheitsteilchen  in  der  Erde  nMh 
Größe  und  Richtung  dasselbe  wie  dieses  hier,  so  würde  jedes  Teilchen 
eine  Beschleunigung  von  genau  diesem  selben  Betrage  erfahren,  es 
gäbe  dann  keine  Deformation  der  Erde  oder  Änderung  der  reUtiven 
Lage  der  beweglichen  Materie  auf  ihrer  Oberfläche.  Ferner  ist  es  kUr. 
daß,  weun  die  Erde  aus  einem  Gemengsei  von  TeUchen  von  gleicher 
Masse  bestände  und  Jedem  dieser  Teilchen  irgend  eine  Kraft  P,  für 
jedes  Teilchen  dieselbe  in  Größe  und  Richtung,  erteilt  würde,  keine 
Änderung  der  relativen  Lage  der  Teile  der  Erde  erfolgen  würde.  Das 
Ergebnis  würde  nur  das  sein,  über  jede  schon  vorher  vorhandene  Be- 
schleunigung genau  dieselbe  Beschleunigung  aller  Teile  zu  superponieren. 
Es  werde  deshalb  angenommen,  daß  auf  jedes  Teilchen  eine  Kraft  vom 
Betrage  kM/D^  pro  Masseneinheit  in  der  CB  entgegengesetzten 
Richtung  wirke;  diese  hebt  die  Beschleunigung  der  Teilchen  in  Coder 
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in  seiner  Nachbarschaft  auf;  und  somit  ist  die  Resultante  dieser  Kraft 
und  der  Anziehung  des  Mondes  die  die  Änderung  der  relativen  Kon- 
figuration erzeugende  Kraft. 

Kurz  gesagt,  wir  machen  die  der  Erde  als  Ganzem  vom  Monde 
erteilte  Verschiebung  durch  eine  Gegenverschiebung  wieder  rückgängig, 
um  nur  ihre  Deformation  um  ihren  Mittelpunkt  als  festen  Punkt  übrig 
zu  behalten. 

Die  vom  Monde  auf  ein  Mnheitsteilchen   in  P  ausgeübte  Kraft 

wirkt  längs  FB  und  ist  vom  Betrage 

IcM lcM_ 

JBP»  ~  2)2  +  a^  —  2i)acos^f 

wenn  a  die  Strecke   GP  (Erdradius)  bedeutet.     Außerdem   muß   man 

eine  Kraft  JcM/D*^  längs  PG   parallel   mit  BC  wirksam   annehmen. 

Die  Resultante  hat  eine  horizontale  Komponente,  d.  h.  eine  Komponente 

längs  PH,  wo  H  der  Schnittpunkt  von  B  C  mit  der  Tangente  in  P  an 

den  Schnittkreis  der  Ebene  BPC  mit  der  Erde  ist,  und  eine  vertikale 

Komponente,    d.  h.   eine   Komponente    längs    dem   Radius    CP,     Wir 

können  diese  Komponenten  ausrechnen,  indem  wir  die  beiden  Kräfte 

1cM/BP^  und  JcMjD^  die  soeben  als  in  P  wirksam  aufgeführt  wurden, 

nach    diesen    beiden    Richtungen     auflösen.       Die    Komponente    von 

kM 
IcMKBPy  längs  PH  ist  — -^  cos(PBH).    Da  aber 


(BP) 
ist,  so  ist 


L(HPC)  =  '^ 


cosiBPH)  =  sin  (B  PO  =  j^^- 

Folglich  ist 

kMcosjBPH)  _  hMDsmtp 

(BP)^         ~  i(I)^  +  a2  —  2  Da  cos  tp)^ ' 
Femer    ist    die    Komponente    der    anderen    Kraft    längs  PH  gleich 
—  kMsin  9>/D^.     Somit   ist  die  ganze  horizontale  Kraft  von  P  bis  H 

r  n  _  J^i   .^ 


kMsin  qp 


D2 


.  -1 


3kMasinq>  cos  (p 

da  a  im  Vergleich  mit  D  klein  ist.     Nennt  man   diese   Größe   F,   so 
ergibt  sich  als  Gleichung  der  horizontalen  fluterzeugenden  Kraft: 

F  =  SkMr=ri  sinq>cos(p (1) 
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kM 


Die   vertikale  Komponente   R ,   in  der  Richtung   von   C  nach  P  ge- 
nommen, ist 

r—cos(BPC)       cos  qpl 

L       (BPy'  D*  J' 

Nun  ist  aber  —  cos  (B PC)  =  sin  (BPH)  und 

sin  (BPH)        sin  (BPH)        (BH) 


D  — 


cos(p 


sin(OHP) 


cos(p 


so  daß 

sin(BPH)  = 
wird.     Ebenso  ist  annähernd 


(BP) 

Dcostp  —  a 
{BP) 


(BP) 


1_ 
(BP)^ 


1   -h  -^costp 

^3 


Somit  ergibt  sich,  wenn  Glieder  in  a^  yernachlässigt  werden: 


=  A;3f  T- 


(^P)3 


:os  q)l  kMtt 

2>2  J  —  3r 


(Scos^q)  -1)  .  .  (2) 


560.    Änderung   der   FlutkrSfte    längs   der  Erdoberllifli«* 

Die  horizontale  Kraft  F  hat  also  für  ]eden  Punkt  irgend  eines  die 

Linie  JJ*  als  Axe  umgebeoden 
Kreises  denselben  Wert.  Auch  ist 
sie  in  jedem  Punkte  dieser  Kreise 
längs  dem  größten  Kreis  durch  diesen 
Punkt  und  JJ*  gerichtet,  wie  in 
Fig.  327,  und  zwar  ist  sie  (nach 
dem  hier  angenommenen  Ann&he- 
rungsgrad)  vom  gleichen  numeri- 
schen Betrage,  aber  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  für  Supple- 
mentwerte von  9>  (^  J'CP  ^ 
Fig.  326).  Tatsächlich  sind  die  Flut- 
kräfte unter  dem  Mond  in  J  un- 
gefähr um  5  Proz.  größer  als  die 
entgegengesetzt  gerichteten  in  dem 
diametral  entgegengesetzten  Punkt 
J',  da  die  relative  Differenz  der 
Kräfte  sehr  annähernd  3a/D  ist,  (a/D  =  1 :  60).  Die  Horizontalkraft 
hat  Null  werte  in  JJ'  und  in  dem  Kreise  DE  (Fig.  327),  und  ihren 
Maximalwert ,  wenn  sin  (pcostp  ^  d.  h.  wenn  sin  2  tp  ein  Maximum  ist. 
Nun  hat  aber  sin  2  ff  seinen  größten  Wert,  wenn  2q>  =  |«  ist.  so 
daß  F  ein  Maximum  ist,  wenn  qp  =  TT '4  ist.  Der  Maximalwert  ij't 
^kMa/D\     Die  Linien  AB,  A' B'  in  Fig.  327  bedeuten  rund  um  die 
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Erde  senkrecht  zu  der  Linie  JJ^  gezogene  Kreise,  die  so  gelegt  sind, 
daß  ein  vom  Mittelpunkt  C  nach  irgend  einem  Punkt  in  ^  ^  gezogener 
Radius  einen  Winkel  ä/4  =  45°  mit  CJ",  und  ein  von  C  nach  irgend 
einem  Punkt  in  A!'ß  gezogener  Kadius  denselben  Winkel  mit  CJ* 
bildet.  Die  Linie  D'E  stellt  einen  die  Eugeloberfläche  in  zwei  Hälften 
teilenden  Kreis  vor.  Die  horizontale  Kraft  ist,  wie  gesagt,  null  in  allen 
Punkten  von  DJ57;  in  allen  Punkten  rechts  von  D^  ist  die  Kraft 
nach  J  zu  gerichtet;  in  allen  Punkten  links  von  D'E  ist  sie  nach  J' 
zu  gerichtet. 

Die  vertikale  Kraft  B.  ist  nach  außen  längs  CP  gerichtet  für  die- 
jenigen Werte  von  9,  für  welche  3  co^^  9>  >  1  ist,  und  in  der  Richtung 
FGy  wenn  3co8'9?<Cl  ist.  Die  erste  Ungleichheit  gilt  für  Werte  von 
qp  zwischen  0®  und  54^  44' 8"  einerseits  und  zwischen  125°  15' 52" 
und  180°  anderseits;  die  zweite  für  Werte  von  9)  zwischen  54°  44' 8" 
und  125°  15' 52".  Also  ist  B.  sowohl  in  J  als  in  /'  nach  außen 
gerichtet  und  hat  in  jedem  dieser  Punkte  seinen  Maximalwert  2  JcMa/DK 
Der  Maximalwert  für  R  nach  innen  besteht  in  allen  Punkten,  für 
welche  q>  =  7t/2  ist;  er  ist  die  Hälfte  des  positiven  Maximalwertes. 
Also  ist  der  Maximalwert  von  F  drei  Viertel  von  dem  von  B. 

Man  wird  später  sehen,  daß  die  Erhebung  des  Wassers  über  einen 
gewissen  festgesetzten  mittleren  Spiegel  der  Hälfte  desjenigen  Bruch- 
teils des  Erdradius,  welchen  die  vertikale  Flutkraft  von  der  Schwere 
bildet,  gleichkommt. 

561.  Hond  und  Gegenmond.  Halbtägige  Mondfluten.  Würde 
die  Masse  des  Mondes  von  M  auf  Vs  ^  vermindert ,  so  würden  samt- 


o 


O 
M 


B' 
O 
G.M. 


O 
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liehe  Kräfte  auf  ihren  halben  Wert  herunterkommen;  nach  den  eben 
gemachten  Angaben  wird  man  einsehen  (Fig.  328),  daß  die  vollen 
Werte  der  Flutkräfte  wieder  hergestellt  würden,  wenn,  außer  der 
halben  Mondmasse  in  B^  noch  eine  andere  Masse  V2-^  ^°  einen 
Punkt  J5'  auf  der  Linie  BC  gebracht  würde,  derart  daß  2?C  =  CB' 
wäre.  Daher  sind  die  fluterzeugenden  Kräfte  dieselben,  die  sie  sein 
würden,  wenn  statt  des  Mondes  im  Punkte  B  „ein  Mond  und  ein 
Gegenmond",  Jeder  von  der  Masse  ^/jM  in  B  und  B*  vorhanden  wäre. 
So  ergibt  sich   die  von  ungenügend  mit  dem  StofE  vertrauten  Leuten 
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oft  für  paradox  angesehene  Tatsache,  daß  gleichzeitig  unter  dem  Mond 
und  auf  der  dem  Monde  abgewandten  Erdh&lfte  hohe  Flut  entsteht, 
und  daß  an  Jedem  Orte  an  Jedem  Mondtage ,  d.  h.  w&hrend  einer  Um- 
drehung der  Erde  relativ  zum  Monde  (nahezu  24  Stunden  50  Minuten) 
zweimal  Hochflut  stattfindet'.  Diese  Fluten  heißen  halbtägige  Flaten. 
Es  ist  eine  Tatsache  gewöhnlichster  Beobachtung ,  daß  diese  beiden 
Fluten,  allgemein  gesprochen,  nicht  von  gleicher  Höhe  sind;  es  besteht io 
Wahrheit  ein  Unterschied  zwischen  ihnen,  den  man  in  Rechnung  ziehen 
kann,  wenn  man  eine  ganztägige  Flut,  d.  h.  eine  Flut  Ton  der 
Periode  eines  Mondtages  den  halbtägigen  Fluten  superponiert  annimmt. 

562.  Sonnenflut.  Springflut  und  Nippflut.  Die  genau  gleichen 
Wirkungen  werden  durch  die  Anziehung  der  Sonne  hervorgerufen, 
und  ebenso  kann  die  Sonne  in  der  eben  für  den  Mond  besprochenen 
Weise  durch  Sonne  und  Gegensonne  ersetzt  werden.  Danach  wird  der 
Leser  im  großen  und  ganzen  verstehen,  wie  die  Fluthöhe  im  Verlaufe 
eines  Monats  wechselt  Es  gibt  zwei  halbtägige  Sonnenfluten  in  genau 
24  Stunden,  und  so  überholen  in  den  Eintrittszeiten  allmShlich  die 
Sonnenfluten  die  Mondfluten,  die  erst  in  24  Stunden  50  Minuten 
zweimal  eintreten,  und  gehen  ihnen  voran.  Bei  Neumond,  wenn  Sonne 
und  Mond  an  derselben  Seite  des  Himmels  stehen  wie  M  und  & 
Fig.  328,  und  bei  Vollmond,  wenn  sie  einander  entgegengesetzt  stehen 
wie  M  und  G .  S,  wirken  Sonnen-  und  Mondfluten  zusammen,  und  es  ent- 
stehen die  Springgezeiten,  d.  h.  starke  Flut  (Springflut)  and  tiefe 
Ebbe,  die  zweimal  während  eines  Mondumlaufes  eintreten.  Zwischen  je 
zwei  aufeinander  folgende  Springfluten  fällt  eine  Zeit,  wo  Sonne  und  Mond, 
wie  man  sagt,  in  Quadratur  stehen,  d.  h.  (von  der  Erde  aus  gesehen) 
einen  Winkel  von  90*^  miteinander  bilden.  Dann  fällt  die  Sonnenebbe 
mit  der  Mondflut  zusammen;  und  da  die  letztere  stärker  ist,  so  wird 
die  Sonnenflut  von  der  Mondflut  abgezogen.  So  entstehen  zweimal  im 
Monat  die  Nippgezeiten,  die  einen  vergleichsweise  geringen  Unter- 
schied zwischen  Ebbe  und  Flut  (Nippflut)  aufweisen. 

Fig.  328,  die  in  betreff  der  Dimensionen  und  Abstände  der 
Körper  keinen  Maßstab  bietet,  zeigt  diese  Wirkungen,  natürlich  mit 
bedeutender  Übertreibung.  Das  punktierte  Sphäroid  dicht  an  der 
Kugeloberfläche  stellt  die  Oberflächenform  unter  der  als  durch  S  und 
G .  S  erzeugt  angesehenen  Sonnenflut  dar ,  das  andere  gestrichelte 
Sphäroid  ist  die  Oberfläche  unter  der  Mondflut  (etwas  mehr  als  das 
Doppelte  der  Sonnenflut),  die  als  durch  M  und  G.M  hervorgerufen 
betrachtet  werden  kann.  Das  durch  die  ausgezogene  Linie  JAAJ 
bezeichnete  Sphäroid  zeigt  die  Oberfläche  unter  beiden  gleichzeitig 
herrschenden  Fluten.  Wie  man  sieht,  ist  die  Erhebungsfläche,  die  aus 
den  beiden  Kappen  ÄJB  und  A!  J'  B*  besteht,  von  der  Senkungsfl&che 
durch  zwei  (durch  AB  und  A' B*  dargestellte)  Kreise  getrennt,  die 
senkrecht  zu  JJ*  und  so  gelegen  sind,  daß  jeder  der  Winkel /C-^' 
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/'  CA'  fast  gleich  54^  44'  ist.  Also  verstärken  sich  die  beiden  Fluten, 
und  die  Steigungen  und  Senkungen  an  irgend  einem  Orte  werden  ein- 
fach addiert. 

Die  Zeichnung  kann  leicht  zur  Erläuterung  der  Nippfluten  um- 
geändert werden,  indem  man  die  Verbindungslinie  zwischen  Mond  und 
Gegenmond  um  einen  rechten  Winkel  um  C  in  der  Ebene  der  2ieich- 
nung  dreht  und  sie  die  Mondflut  mit  sich  führen  läßt.  Dann  wird 
man  die  resultierende  Fluthöhe  finden,  indem  man  die  Fluten  addiert, 
wo  sie  sich  unterstützen,  und  dort,  wo  sie  einander  entgegenwirken, 
die  Differenz  von  Hebung  oder  Senkung  nimmt.  Das  Ergebnis  wird 
in  jedem  Fall  die  Abweichung  von  der  mittleren  Höhe  sein. 

563.  Stärke  der  fluterzeugenden  Kr&fte.  Es  ist  interessant, 
die  Stärke  der  fluterzeugenden  Kräfte  von  Sonne  und  Mond  mit 
Kräften  von  bekannten  Beträgen  zu  vergleichen.  Die  von  der  Erde 
auf  einen  Körper  von  der  Masse  eins  auf  ihrer  Oberfläche  ausgeübte 
Anziehung  ist  kJE/a^,  wo  E  die  Masse  der  Erde  ist.  Das  Verhältnis 
der  maximalen  horizontal  gerichteten  fluterzeugenden  Kraft  zu  jener 
Erdanziehung  ist 

2    ED^' 
oder: 


3  M  /rt  Y 
2  E  \d) 


Nun  ist  MjE  ungefähr  1/83  und  a/B  ungefähr  1/60.  Folglich  ist  das 
Verhältnis  in  erster  Annäherung  1/12000000.  Die  horizontale  auf  eine 
Menge  Materie  wirksame  Flutkraft  ist  also  äußerst  gering  im  Ver- 
gleich mit  ihrem  Gewicht.  Die  Wirkung  der  vertikalen  Flutkraft 
anderseits  ist,  wenn  sie  positiv  ist,  die,  die  Schwere  zu  vermindern, 
und  sie  zu  vergrößern,  wenn  sie  negativ  ist.  Da  der  größte  posi- 
tive Wert  der  vertikal  gerichteten  Kraft  4/3  der  größten  horizontal 
gerichteten  ist,  so  ist  der  größte  Betrag,  um  den  die  Schwere  durch 
die  Flutkraft  vermindert  wird,  nur  1/9000000  ihres  wirklichen  Wertes, 
und  die  stärkste  Vermehrung  der  Schwere  aus  demselben  Grunde 
beträgt  1/18000000. 

Die  Masse  der  Sonne  ist  ungefähr  das  332 000  fache  der  Erd- 
masse oder  nahezu  das  27  000  000  fache  der  Mondmasse,  und  die  Ent- 
fernung der  Sonne  ist  ungefähr  386  mal  so  groß  wie  die  des  Mondes. 
Folglich  ist,  da  der  Kubus  von  386  gleich  57,5  x  10«  ist,  die  flut- 
erzeugende Kraft  der  Sonne  etwas  weniger  als  halb  so  groß  wie  die 
des  Mondes. 

564.  Höhe  der  statischen  Flut.  Es  soll  jetzt  bei  dem  Ver- 
such, die  Höhe  des  Wassers  über  dem  mittleren  Meeresspiegel  aufzufinden» 
angenommen   werden,    daß   die    in    Ruhe    befindliche   Oberfläche    eine 
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Kugel  von  einem  gewissen,  alsbald  näher  zu  definierenden  Radius  o 
sei,  und  es  soll  nur  die  durch  reine  Flutkräfte  bewirkte  Abweichung 
von  der  Kugelgestalt  betrachtet  werden  unter  der  Annahme,  daß  diese 
Flutkräfte  auf  eine  einen  festen,  starren  Kern  umgebende  Wasser* 
schiebt  wirken.  Natürlich  gibt  es  außerdem  eine  durch  die  Rotation 
der  Erde  um  ihre  Axe  hervorgerufene  Abweichung  von  der  Kugel- 
gestalt, aber  diese  bleibt  an  jedem  Orte  die  gleiche,  und  man  wird, 
ohne  sie  in  Rechnung  zu  ziehen,  die  gewöhnliche  Flathebang  und 
Senkung  annähernd  richtig  finden.  Die  Rechnung  soll  aosgefülirt 
werden  unter  der  Annahme,  daß  der  gewählte  mittlere  Radius  a  klein 
ist  im  Vergleich  mit  der  Entfernung  D  zwischen  dem  Mittelpunkt 
der  Erde  und  dem  des  Mondes,  so  daß  man  a^jD^  u.  s.  w.  im  Ver- 
gleich mit  alD  oder  a^lD^  vernachlässigen  kann. 

Auch  ist  beim  angenäherten  Verfahren  zu  bemerken,  daß  die  von 
der  Verschiebung  der  Wassermassen  selbst  herrührende  Änderung 
im  Kraftfelde  vernachlässigt  wird;  das  aus  der  Materie  der  Erde 
herrührende  Potential  an  jedem  beliebigen  Oberflächenpunkt  wird  so 
genommen,  als  ob  die  gesamte  Materie  im  Mittelpunkt  C  vereinigt 
wäre.  In  einer  strengen  Erörterung  müßte  das  Potential  der  Ober- 
flächenschicht in  ihrer  neuen  Verteilung  mit  in  Rechnung  gezogen 
werden  *). 

Angenommen  nun,  die  fluterzeugenden  Kräfte  rührten  von  Mond 
und  Gegenmond  (jeder  von  der  Masse  \M)  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Erde,  wie  in  §  561  gesagt  wurde,  her,  so  sei  F  das  Potential 
an  einem  Oberflächenpunkt  der  Erde,  dessen  Entfernung  von  C  gleich 
r  ist  und  dessen  Winkelabstand  von  der  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte von  Erde  und  Mond  97  ist,  und  E  sei  die  Masse  der  Erde. 
Dann  ist 

r  2  \}jB^-\-r'^  —  2Drcostp  ^B^  +  r^  +  2Brm%>\ 
Entwickelt  man  dies  bis  zu  Gliedern  von  der  Ordnung  r^jB^  (da  die 
von  der  Ordnung  rjB  verschwinden),  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der 
Oberfläche  gleichen  Potentials,-  mit  der  die  Wasseroberfläche  zu- 
sammenfällt: 


7  "^  f  [^  +  ^^,(3(^^s*SP  -  1)]  =  const. 


(3) 


Wird  jetzt  mit  a  derjenige  Wert  von  r  bezeichnet,  für  welchen 
cos^(p  =  V3  ist,  80  wird  die  linke  Seite  und  somit  auch  der  Wert  der 
Konstanten:  E I a  -\-  M/B.  Nimmt  man  dann  a  als  Entfernung  des 
mittleren  Niveaus  vom  Mittelpunkt,  so  ergibt  sich: 


')  8.  Thomson  u.  Tait,  Theoret.  Physik  1,  2.  Teil,  §  815. 
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Schreibt  man  nun  r  =  a(l  +  «*),  so  wird  u  numerisch  klein  im  Ver- 
gleich mit  der  Einheit  sein,  und  es  ergibt  sich  daher  durch  Yemach- 
lässigung  der  Glieder  mit  u^  an  Stelle  der  letzten  Gleichung: 

1  Ma^  ,„      „            ,.  ,,. 

^  =  2^^^^^^^  "^  "^ ^^^ 

Es  wird  bemerkt  werden,  daß  die  Größe  auf  der  rechten  Seite  nach 
GL  (2)  das  halbe  Verhältnis  der  vertikal  gerichteten  Flutkraft  zum 
Wert  der  Schwere  ist 

Die  Höhe  über  dem  oben  definierten  mittleren  Stand  ist  hiemach 
au.     Der  Wert  von  u  verschwindet  auf  den  durch 


(f  =  arccos  y  - 


definierten  und  schon  in  §  560  erwähnten  Kreisen.  Die  größte  Er- 
hebung findet  in  J  und  /',  der  tiefste  Abfall  in  Punkten  des  Kreises 
CD  statt.  Im  ersteren  Fall  wird  au  =  Ma^  [ED^y  im  letzteren 
\Ma^ !  EB\  Der  ganze  Umfang  vom  höchsten  bis  zum  tiefsten  Stand 
\ai  also 

3   Ma^      ^        3  M     /ay 

—  oder    —  —  •  (   -  I    •  flf. 

2  EB^  2    E     \b) 

Rechnet    man   dies    für   den  Mond   mit   runden  Zahlen    aus,    so 

findet  man  in  Metern: 

3       1      /  1  \» 

äsä-y  •«^^°«^«=<'>'^^- 

Für  die  Sonne  würde  sich  etwa  die  Hälfte  ergeben,  und  folglich  wird 
die  Höhendifferenz  zwischen  Springflut  und  Springebbe  rund  0,80  m. 

565.  Gang  der  Uöhenänderung  des  Meeresspiegels  w&hrend 
eines  Mondtages.  In  den  Fig.  329  u.  330  (a.f.S.)  stellt  /  den  Punkt 
vor,  in  dem  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Erde  und  des  flut- 
erzeugenden Körpers,  es  sei  hier  der  Mond,  die  Erdoberfläche  schneidet. 
Dieselbe  Linie,  vom  Mittelpunkt  aus  nach  hinten  verlängert,  schneidet 
die  Oberfläche  in  einem  zweiten  Punkt  J\  J  und  J*  sind  die  Punkte 
höchster  Flut.  Um  die  Erde  herum  gezogene  Kreise,  die  diese  Linie 
zur  Axe  haben,  sind  Kreise  gleicher  Fluthöhe  über  dem  Meeresspiegel 
So  sind  z.  B.  ii^  und  AB'  (Fig.  329)  Kreise  von  der  Niveauände- 
rung null,  CB  ist  der  Kreis  tiefsten  Standes.  An  allen  Punkten  der 
Oberfläche  zwischen  J  und  dem  Kreis  AB  und  zwischen  dem  Kreis 
A* B'  und  J*  ist  das  Wasser  über,  an  allen  Punkten  zwischen  AB  und 
A'B'  ist  es  unter  dem  mittleren  Stand. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Erde  als  sich  um  ihre  Axe  durch  N 
drehend,  während  die  Oberflächen  Verschiebung  durch  die  Flut  relativ 
zum  Monde  festgehalten  wird.  Ein  Beobachter  auf  einem  festen  Punkt 
der  Erdoberfläche   wird   längs    dem    kleinen   Kreis  EGH  im   Räume 
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lierumgefülirt.  Wonn  er  nach  E  kommt,  ist  der  Mond  auf  Beinern 
Meridian,  und  er  beobachtet,  daß  alsdann  an  seinem  Orte  höchste  Flut 
ist.  Wenn  er  sich  nach  F  zu  weiter  bewegt,  sieht  er,  daß  die  Flut- 
höhe abnimmt,  bis  er  sie  bei  F  auf  null  findet.  Wenn  er  sich  ton  F 
fortbewegt,  sieht  er  Ebbe  eintreten,  die  ihr  Maximum  erreicM,  venu 
er  in  der  Stellung  G  angelangt  ist.  Diese  Ebbe  beginnt  wieder  zu 
weichen,  wenn  sein  Ort  im  Räume  sich  H  nähert,  wo  das  Meer  wieder 
den  mittleren  Wasserstand  erreicht  hat  Wird  der  Beobachter  mit  der 
Erde  von  H  fortgeführt,  so  steigt  der  Meeresspiegel  wieder  und  erreicht 
ein  Maximum,  wenn  er  im  Meridian  JJ'  bei  einem  (in  der  Figur  nicht 
sichtbaren)  Punkte  K  zwischen  N  und  J'  anlangt.  Hat  der  Beob- 
achter den  Punkt  K  passiert,  so  nimmt  die  Fluthöhe  wieder  ab  und 
und  wird  null,  wenn  er  von  neuem  den  Kreis  Ä'ff  schneidet.  Dann 
beginnt  wiederum  die  Ebbe  und  setzt  sich  fort,  bis  der  Kreis  AB 
erreicht  ist. 

Das  Maximum  bei  K  ist,  wie  zu  beachten  ist,  kleiner  als  d&s 
Maximum  bei  G ,  da  der  Punkt  K  weiter  von  tT  entfernt  ist  als  G- 
von  J*  Dieser  Unterschied  rührt  von  der  ganztägigen  Flut  her,  die 
in  der  zweiten  Zeile  von  Gl.  (6)  dargestellt  ist. 

Fig.  329.  Fig.  830. 

^D      t>'  N 


566.  Steigen  und  Fallen  der  Flut,  ausgedruckt  durch  die 
Koordinaten  von  Hond  und  Beobachtungsort.  Es  bleibt  noch 
übrig,  den  Wert  des  Steigens  oder  Fallens  der  Flut  über  bezw.  unter 
den  mittleren  Stand  in  den  Koordinaten  des  Beobachtungsortes  und 
des  Mondes  auszudrücken.  Die  Lage  des  Ortes  auf  der  Erdoberfläche 
wird  durch  seine  geographische  Breite  und  Länge  bestimmt,  die  des 
Mondes  durch  den  Winkel,  um  den  sich  die  Erde  um  ihre  Axe  gedreht 
hat,  seit  der  Mond  im  Meridian  von  Green  wich  stand,  oder  durch  den 
sogenannten  Stundenwinkel  des  Mondes  und  den  Winkel,  den  die  tod 
C  nach  dem  Mond  gezogene  Linie  mit  der  Äquatorebene  bildet,  d.  h. 
die  Deklination  des  Mondes.  Es  mögen  die  (westliche)  Länge  und  die 
(nördliche)   Breite,  HY  und  YZ  in  Fig.  330  mit  l  und  l  bezeichnet 
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werden;  der  Stundenwinkel  HK  und  die  Deklination  MK  mit  ^  und  8, 
Unsere  Aufgabe  ist,  cos^>  in  diesen  Koordinaten  auszudrücken. 

Offenbar  ist  9  der  wahre  Zenitabstand  des  Mondes,  d.  h.  der 
Winkel,  den  die  Vertikale  an  dem  betreffenden  Orte  mit  der  von  C 
nach  dem  Mittelpunkte  des  Mondes  gezogenen  Linie  bildet.  Es  möge 
Fig.  329  die  Himmelskugel  darstellen,  N  und  S  die  Pole,  EHE  den 
Äquator  und  M,  G  und  Zdie  Punkte,  in  denen  die  yon  C  nach  dem  Monde, 
nach  Greenwich  und  nach  dem  Beobachtungsort  P  gezogenen  Radien 
die  Himmelskugel  schneiden.  Man  schlage  größte  Kreise  von  N  durch 
6r,  M  und  Z,  die  den  Äquator  in  JET,  K  und  T  schneiden,  und  man 
verbinde  MZ  durch  einen  größten  Kreisbogen.  MZ  stellt  den  Zenit- 
abstand q>  des  Mondes  vor. 

Betrachten  wir  jetzt  das  sphärische  Dreieck  NMZ,  Der  Winkel 
bei  j^  wird  durch  KY^  also  durch  EY  —  HK  oder  l  —  ^,  gemessen. 
Femer  sind  NM  und  NZ^  die  Seiten  dieses  Dreiecks,  ä/2  —  ö  bezw. 
z/2  —  A.  Die  fundamentale  Elementarformel  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie ergibt 

cosMZ=  cosNMcosNZ  +  sinNMsinNZcosKY 
oder 

costp  =  sin  ksinö  -\-  cos k cos dcos(l  —  ^), 
and  daraus 

Scos^ip  —  1  =  3[sin^ksin^d  +  cos^ k  cos^ ö cos^ (l  ^  t) 

-f  2  cos  kcosö  sin  i  sind  cos  (l  —  tif)]  —  1 
3 
=  -  cos^  k  cos^  d  cos  2(1  —  if)  +  Qcosk  sin  kcosö  sin  Ö  cos  (l  —  tif) 
^  1 

+  i(3sm>Ä  —  l)(Bsinn  —  1)      (5) 

Also  hat  man,  wenn  man  ^  für  ^Ma*/ED^  setzt,  für  das  gesamte 
Steigen  oder  Fallen  au: 

au=  -^co$^kcos^8(cos2lco82il;  +  sin2lsin2if) 


+  rt  $  stw  2  A  sin  2  d  (cos  Icos  if  -i-sinl  sin  ^) 
+  -^$(1  —  3cos2d)(Ssinn  —  1) 


(6) 


Ein  genau  analoger  Ausdruck  gilt  für  die  Höhe  der  Sonnenflut. 
Die  den  Mond  und  die  Erde  betreffenden  Zahlen  werden  durch  die 
entsprechenden,  Sonne  und  Erde  betreffenden  Zahlen  ersetzt,  die  Flut- 
höhe wird  ausgerechnet  und  zu  der  Mondflut  für  denselben  Augenblick 
hinzugezählt,  um  die  gesamte  Erhebung  bezw.  Ebbe  des  Wasserstandes 
zu  ergeben. 

Die  erste  Zeile  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  stellt  die 
halbtägige  Flut,  die  zweite  die  ganztägige  Flut  dar,  die  dritte  Zeile 
stellt  die  sogenannte  DeklinationsQut  dar. 

41* 
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Wenn  dS  ein  Element  der  Erdoberfläche  bezeichnet,  dann  ist,  wie 
leicht  bewiesen  werden  kann,  fdS  über  die  Oberfläche  gleich  null, 
d.  h.  das  aus  der  Ebberegion  verdrängte  Volumen  ist  gleich  dem  Aber 
den  gewählten  mittleren  Stand  in  die  Region  der  Fluterhebung  ge- 
stiegenen Volumen.  Allerdiogs  würde  dies  nur  für  einen  die  ganze 
Erde  bedeckenden  Ozean  gelten.  Wenn  die  Erde  nur  teilweise  davon 
bedeckt  ist,  muQ  in  GL  (6)  für  den  Ausdruck  für  au  eine  Größe  av! 
hinzugefügt  werden,  die  die  Bedingung  erfüllt,  daH  /a(u  -{-  u')dS, 
über  die  ganze  Wasserfläche  genommen,  null  ist. 

567.  Diskussion  der  Glieder  in  der  Formel  für  Flut  und  Ebbe. 

Die  halbtägige  Flut  ändert  sich  für  einen  Ort  von  null  bis  zu  einem 
Maximalwert  und  wieder  auf  null  zurück,  dann  auf  einen  negatiTen 
Maximalwert  und  wieder  auf  null  zurück,  während  der  Stundenwinkel 
t^  sich  um  180^  ändert.  Abgesehen  yon  der  sich  ändernden  Ampli- 
tude ist  der  Wechsel  eine  einfache  harmonische  Schwingung,  die  in  dem 
Zeiträume  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Durchgängen  des 
Mondes  durch  den  Meridian  in  derselben  Richtung  alle  ihre  Phasen 
zweimal  durchläuft  Die  Amplitude  ändert  sich  wie  das  Quadrat  des 
Kosinus  der  Deklination  des  fluterzeugenden  Körpers  und  auch  wie 
das  Quadrat  der  Breite  des  Ortes,  sie  ist  also  null  an  den  Polen  und 
ein  Maximum  am  Äquator.  Die  Deklination  variiert  im  Falle  der 
Sonne  von  null  bis  zur  Schiefe  der  Ekliptik  cd  (=23o  27'  10")  nördlich 
oder  südlich,  im  Falle  des  Mondes  mit  veränderlicher  Weite  auf  beiden 
Seiten  von  null,  die  niemals  größer  als  o  -|~  *'  oder  kleiner  als  &  —  t  sein 
kann,  wo  i  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Äquatorebene  ist. 
Also  variiert  die  Amplitude  von  Flut  und  Ebbe  mit  der  Änderung  des 
Wertes  der  Deklination  von  einem  Maximal-  zu  einem  Minimalwerte, 
ohne  zu  verschwinden,  und  ist  am  größten,  wenn  die  Deklination 
null  ist. 

Die  Deklination  durchläuft  in  einer  Umdrehung  eine  ganze  Reihe 
von  Werten ,  da  sie  in  der  einen  Hälfte  der  Periode  des  Himmels- 
körpers negativ ,  in  der  anderen  positiv  ist.  Es  ist  eine  sehr  häufig 
beobachtete  Tatsache,  daß  der  Mond,  wenn  er  z.  B.  gegen  Ende  des 
ersten  Viertels  sehr  tief  steht,  am  Ende  des  dritten  Viertels  ent- 
sprechend hoch  steht. 

Die  beiden  Hochwasser  und  beiden  Niedrigwasser,  die  in  je 
24  Mondstunden  und  die  in  je  24  Sonnenstunden  eintreten,  sind  Ter- 
schieden  hoch  infolge  der  durch  die  zweite  Zeile  dargestellten  Fiat, 
die  alle  ihre  Werte  durchläuft,  während  ^  sich  von  0  auf  360®  ändert 
Diese  Komponente  heißt  die  ganztägige  Flut.  Sie  ändert  sich  wie  der 
Sinus  der  zweifachen  Deklination  und  verschwindet  daher,  wenn  der 
fluterzeugende  Himmelskörper  auf  dem  Äquator  ist.  Dies  ist  hei  der 
Sonne  nur  der  Fall  in  den  Äquinoktien,  für  den  Mond,  wenn  er  Auf 
dem   einen  oder  dem  anderen  der  Knoten  seiner  Bahn  um  die  Erde 
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ist.  Die  Amplitude  ist  daher  positiv  von  einer  Äquinoktie  (bezw. 
Knoten)  zur  nächsten  und  negativ  in  der  anderen  Hälfte  der  tropischen 
Periode  des  Himmelskörpers,  d.  h.  in  der  Periode  von  einer  Äquinoktie 
(bezw.  Knoten)  zur  übernächsten. 

Ferner  verschwindet  die  ganztägige  Flut  sowohl  am  Äquator  als 
an  den  Polen  infolge  des  in  der  Amplitude  vorkommenden  Faktors 
sin  2  A. 

Die  dritte  Zeile  stellt  die  Deklinationsflut  dar,  d.  h.  für  den  Mond 
die  14tägige,  für  die  Sonne  die  halbiährige  Flut.  Sie  verschwindet, 
aber  nicht  infolge  des  Faktors  1  —  3co82d^  denn  d  erreicht  nie  den 
Wert,  für  den  cos  2  Ä  =  7s  ^ird ,  sondern  sie  ist  infolge  des  Faktors 
Ssin^k  —  1  null  für  Punkte  von  der  Breite  35 ^  15'  52"  oder  rund 
35^  16'.  Wenn  sich  der  Körper  auf  dem  Himmelsäquator  hefindet, 
hat  das  Glied  einen  maximalen  positiven  Wert  für  eine  gegebene  Breite 
von  weniger  als  35^  16'  und  einen  maximalen  negativen  Wert  für  eine 
gegebene  Breite  von  mehr  als  35^16';  denn  dann  hat  1  —  3  cos  2  ö 
den  Wert  —  2,  während  3  sin^  l  —  1  am  Äquator  den  Wert  —  1  und 
an  den  Polen  den  Wert  2  hat  und  für  k  =  arcsin  y^'^   verschwindet. 

Da  die  (Sröße,  soweit  sie  von  der  Deklination  abhängt,  unabhängig 
von  deren  Nord-  oder  Südrichtung  ist  und  mit  il)  nichts  zu  tun  hat, 
so  kann  man  sich  die  Deklinationsflut  als  von  zwei  Kreisen  von  Materie 
erzeugt  denken,  die  [im  Falle  des  Mondes  aus  Mond  und  Gegenmond 
zusammengesetzt  sind,  deren  jeder  gleichförmig  um  den  zu  dem 
Äquator  parallelen  Kreis,  auf  dem  er  liegt,  verteilt  ist.  Diese  Kreise 
liegen  daher  in  gleichen  Abständen  auf  den  beiden  Seiten  des  Äquators, 
und  sie  nähern  sich  einander  mehr  und  mehr  mit  vom  äußersten  Wert 
auf  null  abnehmender  Deklination,  bis  sie  in  der  Äquatorebene  sich  zu 
einem  Kreise  verbinden.  Ein  analoges  Verhalten  gilt  für  die  halb- 
jährige Flut. 

568.  »Fluten  von  langer  Periode.  Die  Knotenlinie  der  Mond- 
bahn dreht  sich  in  einer  Periode  von  19  Jahren  einmal  herum,  so  daß 
die  Grenzen  der  Deklination  in  dieser  Zeit  eine  vollständige  Reihe  von 
Änderungen  von  gj  -\-  i^hxB  w  —  i  und  wieder  zurück  durchlaufen. 
Infolgedessen  ändern  sich  alle  drei  Fluten  unter  diesem  Einfluß,  und 
zwar  in  einer  19  jährigen  Periode. 

Auch  die  Entfernung  des  Himmelskörpers  erfährt  eine  vollständige 
Reihe  von  Änderungen  [in  einer  Umdrehungsperiode  infolge  der 
Elliptizität  der  Bahn.  Dies  ergibt  die  monatlichen  und  jährlichen 
sogenannten  elliptischen  Fluten. 

569.  Das  Torhandensein  von  Kontinenten  von  großem 
Einfluß  auf  Flut  und  Ebbe.  Es  ist  mit  Nachdruck  darauf  hinzu- 
weisen, daß,  selbst  vom  Standpunkte  der  Gleichgewichtstheorie  aus, 
jede  der  hier  erörterten  Fluten  durch  die  Tatsache,  daß  die  Erde  nur 
teilweise  mit  Wasser  bedeckt  ist,  stark  modifiziert  wird.      Der  Leser 
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sei  auf  die  sehr  ausführliche  Behandlnng  der  Frage  in  Thomson  und 
Taits  Theoretischer  Physik  oder  auf  G.  H.  Darwins  Artikel 
üher  die  Grezeiien  in  der  Encyclopaedia  Britannica  (19.  Auflage) 
verwiesen;  nur  das  sei  hier  gesagt,  daß,  wenn  die  Theorie  dadurch 
korrigiert  ist  (was  nur  in  unvollkommenem  Maße  geschehen  kann), 
daß  die  Verteilung  von  Land  und  Wasser  in  Rechnung  gezogen  wird, 
für  keinen  Ort  mehr  notwendigerweise  Flut  oder  Ebbe  dann  eintritt, 
wenn  er  in  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  das  fluterzeugende 
Gestirn  hindurchgehenden  Ebene  sich  befindet;  sondern  es  kann  als- 
dann  der  Zeitpunkt  der  halbtägigen  sowohl  als  der  ganztägigen  Flut 
vor  oder  nach  diesem  Augenblick  eintreffen. 

Die  halbtägige  Flut  verschwindet  femer  alsdann  nicht  an  den 
Polen,  wie  der  obige  Ausdruck  besagt.  Die  ganztägige  Flut  ist  weder 
am  Äquator  noch  an  den  Polen  null.  Femer  verschwindet  die 
14tägige  Mond-  und  die  halbjährige  SonnenBut  nach  der  Formel,  wie 
wir  wissen,  in  der  Breite  k  =  aresin  1/V3  =  35®  16',  was  in  der 
korrigierten  Theorie  nicht  der  Fall  ist.  Es  kann  gezeigt  werden ,  daß 
der  korrigierte  Wert  der  Verschwindungsbreite  der  Deklinationsflut 
arcstnV(l  +  JB)/3  ist,  wo  E  der  mittlere  Wert  von  Zsin^k  —  1  für 
den  mit  Wasser  bedeckten  Teil  der  Erde  ist.  G.  H.  Darwin  hat  für 
arcsinV(l  +  E)/3  den  Wert  34®  40'  bezw.  34°  67'  gefunden,  je  nach- 
dem ein  gewisser  mutmaßlicher  antarktischer  Kontinent  in  Rechnung 
gezogen  wird  oder  nicht.  Es  wird  also  vom  Wert  35®  16'  nur  wenig 
abgewichen.  Etwas  stärker  abweichende  Werte  erhält  man,  wenn  man 
für  die  beiden  Halbkugeln  gesondert  rechnet,  nämlich  rund  32^  für 
die  nördliche,  rund  37^  für  die  südliche. 

570.    Wirkung  des  Nachgebens  der  ümeren  Teile  der  Erde. 

Es  ist  angenommen  worden,  daß  der  innerhalb  der  Wasserschicht 
befindliche  Teil  der  Erde  starr  sei,  und  daß  Flut  und  Ebbe  lediglich 
die  Folge  der  relativen  Verschiebung  des  Wassers  seien.  Wenn  der 
innere  Teil  der  Erde  so  leicht  nachgäbe,  als  ob  er  flüssig  wäre,  wenn 
er  z.  B.  aus  einer  Flüssigkeit  bestände,  die  von  der  äußeren  Flüaslg- 
keitsschicht  durch  eine  biegsame  Decke  getrennt  wäre,  so  würde  die 
Umwandlung  in  die  Sphäroidgestalt  fast  gänzlich  auf  Rechnung  der 
Verschiebung  der  Flüssigkeit  innerhalb  der  Decke  und  nur  sehr  wenig 
davon  auf  das  Steigen  und  Fallen  des  Oberflächenwassers  relativ  zur 
Decke  entfallen.  Die  flüssige  Oberfläche  würde  sich  sehr  ähnlich  ver- 
halten wie  eine  dünne  Ölschicht  auf  der  Oberfläche  des  Meeres;  ihre 
Dicke  würde  sich  kaum  ändern. 

Anderseits  sind  Flut  und  Ebbe  zweifellos  geringer,  als  sie  sein 
würden,  wenn  die  innere,  anscheinend  feste  Materie  ganz  starr  wäre, 
um  wieviel  geringer,  ist  nicht  sicher.  Die  Frage  ist  von  Lord  Kelvin 
behandelt  worden,  der  zu  dem  Schluß  gekommen  ist,  daß  die  Nach- 
giebigkeit der  Erde,   wenn   sie  aus  einem  Material  von  der  Starrheit 
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des  Glases  bestände,  die  ozeanischen  Gezeiten  auf  ^5  ^^^  denen  herab- 
mindern würde,  die  stattfinden  müßten,  wenn  die  Erde  absolut  starr 
wäre.  Wäre  die  Erdkugel  so  starr  wie  Stahl,  so  würden  die  Gezeiten 
2  :{  von  denen  des  Ozeans  einer  vollkommen  starren  Erde  ausmachen. 
Lord  Kelvin  glaubt,  daß  die  ozeanische  Flut  sicherlich  größer  ist  als 
die  Hälfte  der  Flut  auf  einer  starren  Erde,  und  vieUeicht  eher  kleiner 
als  die  Flut,  die  entstehen  würde,  wenn  die  Materie  des  Erdinnern  so 
starr  wie  Stahl  wäre,  und  er  schließt,  daß  die  Starrheit  sicherlich  größer 
ist  als  die  des  Glases  und  möglicherweise  kleiner  als  die  des  Stahls. 
Lord  Kelvin  nimmt  also  an,  daß  die  Erde  im  Innern  fest  ist, 
und  schließt  aus  der  Tatsache,  daß  die  Elliptizität  ihrer  Oberfläche  fast 
der  augenblicklichen  Rotationsgeschwindigkeit  entspricht,  daß  sie  sich 
erst  verhältnismäßig  kürzlich  gefestigt  haben  müsse,  als  die  Rotations- 
geschwindigkeit annähernd  dieselbe  war  wie  jetzt.  Eine  bedeutende 
Wahrscheinlichkeit,  die  noch  durch  andere  Betrachtungen  verstärkt 
wird,  ergibt  sich  daraus  für  die  Annahme,  daß  die  Erde  nicht  aus  einem 
flüssigen  inneren  Teil  besteht,  der  durch  eine  feste  Kruste  von  einem 
äußeren,  teilweise  mit  Wasser  bedeckten  Teil  getrennt  ist.  Eine  feste 
Kruste,  selbst  eine  von  einer  Dicke  von  mehreren  Meilen,  würde  den 
Schwingungen  der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  vollständig  nachgeben, 
und  es  würden  nur  sehr  geringe  Änderungen  der  Meerestiefe  eintreten. 

571.  Die  Ergebnisse  der  Gleichgewichtstheorie  werden 
durch  die  tatsächlichen  Gezeiten  nicht  bestätigt.  Frage  der 
14tägigen  Fluten.  Die  statische  Fluttheorie  ist  als  Ganzes  keines- 
wegs eine  richtige  Gezeitentheorie.  Die  für  ihre  Richtigkeit  notwendigen 
Bedingungen  sind  nicht  einmal  annähernd  erfüllt:  Die  Erde  dreht  sich 
mit  solcher  Geschwindigkeit  um  ihre  Axe,  daß  keine  Zeit  zur  Annahme 
der  Form  eines,  mit  Bezug  auf  den  fluterzeugenden  Himmelskörper 
stationären,  Flutensphäroids  vorhanden  ist,  und  daß,  was  vielmehr 
herauskommt,  ein  System  erzwungener  Schwingungen  des  die 
Erde  bedeckenden  Wassers  ist,  Schwingungen,  die  erstens  durch  die 
Reibung  und  zweitens  durch  die  Gestalt  der  die  Oberflächenschicht  des 
Wassers  begrenzenden  Kontinente  und  Inseln  beeinflußt  werden.  Die 
statische  Fluttheorie  ist  immerhin  wertvoll  wegen  des  allgemeinen 
Einblicks,  den  sie  in  den  Gegenstand  gewährt,  und  wegen  der  Zerlegung 
in  Fiatkomponenten,  zu  denen  sie  Veranlassung  gibt;  überdies  reprä- 
sentieren die  aus  ihr  sich  ergebenden  14tägigen  Mond-  und  halb- 
jährigen Sonnenfluten  mit  ziemlicher  Annäherung  die  tatsächlich  sich 
ereignenden  Fluten.  La  place  hat  bemerkt,  daß  diese  letzteren  Fluten 
infolge  der  Reibung  möglicherweise  die  Gleichgewichtsform  annehmen 
können;  aber  G.  H.  Darwin  hat  darauf  hingewiesen,  daß  die  Periode 
nicht  lang  genug  ist,  als  daß  diese  Anordnung  sich  vollziehen  könnte, 
zum  mindesten  für  die  14tägigen  Fluten.  Denn  (siehe  §  574)  jede 
durch  eine  mit  der  Geschwindigkeit  proportionale  Reibung  verzögerte 
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Bewegung  des  Wassers  würde  in  einer  Zeit  t  im  Verhältnis  des  Faktors 
e~**/2  2u  eins  abnehmen,  und  es  würde  von  dem  Wert  von  t  abhängen, 
der  nötig  wäre  um  ktJ2  =  1  zu  ergeben,  ob  die  Reibung  in  dieser 
Weise  wirksam  wäre  oder  nicht.  Je  kleiner  der  Wert  von  t  —  d.  h. 
von  2/k  —  d.  h.  je  größer  k  ist,  desto  wirksamer  ist  die  Reibung; 
und  /  müßte  klein  sein  im  Verhältnis  zur  halben  Fintperiode  —  d.  L 
im  Vergleich  mit  einer  Woche,  um  die  Bemerkung  von  Laplaceiu 
rechtfertigen. 

Wäre  der  Gesichtspunkt  von  Laplace  richtig,  so  mü£te  es  mög- 
lich sein,  durch  Vergleichung  des  beobachteten  Betrages  derUtägigen 
Flut  mit  dem  theoretischen  Betrage  sich  eine  Schätzung  von  der  Flut- 
nachgiebigkeit  der  festen  Erde  zu  bilden ;  aber  obzwar  der  beobachtete 
Wert  dem  theoretischen  nicht  entspricht,  ist  man  doch  aus  dem  eben 
festgestellten  Grunde  nicht  berechtigt,  eine  solche  Schätzung  za  machen. 
Der  aus  der  Beobachtung  gefundene  Betrag  der  halbjährigen  Fluten 
ist  zu  unsicher ,  um  eine  Grundlage  für  eine  Schätzung  solcher  Art  zu 
gewähren. 

572.  Abschweifung  über  freie  und  erzwungene  Schwin- 
gungen« Der  Ausdruck  erzwungene  Schwingung  hat  eine  be- 
stimmte sachliche  Bedeutung.  Er  bezeichnet  eine  Schwingung,  die  ein 
System  ausführt,  wenn  es  der  Einwirkung  periodischer  Kräfte  unterliegt, 
die  von  dem  schwingenden  System  unabhängig  sind.  Wenn  z.  B.  ein 
Pendel  abgelenkt  und  dann  sich  selbst  überlassen  wird ,  führt  es  du 
aus,  was  man  freie  Schwingungen  nennt.  Wenn  aber  eine  perio- 
dische Kraft  von  einer  von  der  Bewegung  verschiedenen  Periode  ton 
außen  auf  das  Pendel  wirksam  ist  —  d.  h.  eine  Kraft  noch  aaßer  der 
periodischen  Kraft,  die  aus  seiner  Bewegung  relativ  zur  Ejrde  resultiert—, 
so  ist  das  Pendel  gezwungen,  in  der  Periode  der  Kraft  zu  schwingeo. 
Betrachten  wir  z.  B.  ein  Pendel,  das  Schwingungen  von  sehr  geringer 
Weite  ausfuhrt,  und  nehmen  wir  an,  daß  die  periodische  Kraft  ihre 
Wirkung  beginne  und  damit  fortfahre.  Die  freie  Schwingung  wird 
durch  die  Gleichung 

X  =^  acos(nt  —  s) C^) 

charakterisiert,  wo  x  die  Abweichung  von  der  mittleren  Lage  zur  Zeit /t 
ferner  2  7t /n  die  Periode ,  e  die  Phase  und  a  die  Amplitude  (§  43)  der 
Bewegung  ist.     Die  Differentialgleichung  ist 

d^x 

und  Gl.  (7)  ist  ihre  vollständige  Lösung. 

Wenn  jetzt  eine  Kraft  Äcosmt  auf  den  Pendelkörper  wirkt,  bo  irt 
die  Differentialgleichung  der  Bewegung 

-—  4-  n^x  ^=  Acosmt (^) 
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unter  YemachläBsigung  der  Reibung.    Um  diese  Gleichung  zu  lösen,  sei 
x  =  Bcosmt  angenommen  und  substituiert.    Man  erhält  die  Bedingung 

Ä 


B  = 


m'* 


Folglich  wird  Gl.  (8)  durch  denjenigen  Wert  von  x  befriedigt,  welcher 
in  dem  Ausdruck 

n*  —  m^ 
gegeben  ist. 

Dieses  ist  zwar  eine  teilweise  Lösung  der  Gleichung,  aber  nicht  die 
YoIIständige.  Diese  erhält  man,  indem  man  zu  diesem  Werte  von  x 
den  durch  GL*  (7)  gegebenen  hinzufügt,  so  daß 

X  =  -r^ cosmi  +  acos{nt  —  e)     ....     (10) 

n^  —  tn^ 

herauskommt.  Denn  es  ist  klar,  daß  das  zweite  Glied  den  Wert  der 
linken  Seite  von  Gl.  (8)  nicht  verändert,  und  daß  es  zwei  willkürliche 
Konstanten  a  und  £  einführt,  welche  nach  der  Theorie  dieser  Art  von 
Differentialgleichungen  für  die  vollständige  Lösung  gebraucht  werden. 

Der  erste  Teil  stellt  die  erzwungene  Schwingung  dar,  der  zweite 
eine  ihr  superponierte,  freie  Schwingung.  Wenn  die  Bewegung  stationär 
geworden  ist,  ist  die  freie  Schwingung  nicht  mehr  wahrnehmbar;  in  der 
Wirklichkeit  wird  sie  durch  Reibungswiderstände  erstickt,  und  es  bleibt 
nur  das  erste  Glied  übrig.  Im  allgemeinen  erkennt  man  die  freie 
Schwingung  nur,  wenn  die  Bewegung  angeht  oder  gehemmt  wird  oder 
wenn  eine  Veränderung  von  der  erzwungenen  Schwingung  aus  stattfindet. 

Wenn  wir  dann  nur  die  erzwungene  Schwingung  betrachten,  sehen 
wir,  daß,  wenn  n*  >  m^  ist,  die  Ablenkung  x  und  die  Kraft  gleiches 
Vorzeichen  haben,  und  daß  sie,  wenn  n^  <Z  m^  ist,  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben.  Im  ersteren  Falle  nennt  man  die  Schwingung  eine 
direkte,  im  letzteren  eine  inverse.  Die  Kraft  und  die  Ablenkung  haben 
immer  größte  Zahlenwerte  im  selben  Augenblicke.  Ferner  ist,  wenn 
n^  fast  gleich  m^  ist,  die  Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung  sehr 
groß  —  d.  h.  die  Anwendung  einer  periodischen  Kraft,  die  sehr  an- 
nähernd die  freie  Periode  (wie  sie  oft  genannt  wird)  des  Systems 
hat,  ergibt  eine  große  Schwingungsweite.  Wenn  geradezu  n  =  m  ist, 
besagt  Gl.  (9),  daß  die  Amplitude 

W2    —    /W2 

unendlich  ist;  man  muß  aber  bedenken,  daß,  wenn  die  Amplitude  groß 
geworden  ist,  Kräfte  ins  Spiel  getreten  sein  werden,  die  in  der  Diffe- 
rentialgleichung nicht  berücksichtigt  worden  sind,  und  diese  werden 
der  Bewegung  Grenzen  auferlegen,  so  daß  sie,  statt  unendlich  stark  zu 
werden,  endlich,  wenn  auch  sehr  stark  bleibt. 
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573«  Beispiele  erzwungener  Schwingungen.    Es  gibt  im  wirk- 
lichen Leben  viele  Beispiele  für  die  großen  Schwingungsweiten,  welche 
Yon  Impulsen  herrühren,  die  in  der  natürlichen  Periode  des  Systems 
erteilt  werden.     Das  Rollen  eines  Schiffes  in  einem  Seegang,  worin  die 
Periode  der  Wellen  der  freien  Rollperiode   annähernd  gleich  ist,  ist 
ein  Fall  dieser  Art.     Das  Schiff  wird  in  großer  Gefahr  sein,  über  den 
Grenzwinkel,  innerhalb  dessen  das  Reibungsmoment  positir  ist  (§  417> 
hinaus  zu  kippen,  wenn  es  nicht  längsseits  senkrecht  gegen  die  Wellen- 
kämme gestellt  wird,  so  daß  sie  nur  noch  Stampfen  heryorrofen,  wofür 
das  Schiff  eine  viel  längere  Periode  hat.    Eine  periodische  Kraft,  selbst 
von  kleinem   Betrage,   kann,   wenn  sie   während  einer  beträchtlichen 
Zeitdauer  wirkt,  in  einer  massiven  Konstruktion,  z.  B.  einer  Hinge- 
brücke,   eine   große  Abweichung  von   der  Gleichgewichtslage  herror- 
bringen,  vorausgesetzt,  daß  die  Kraft  in  oder  annähernd  in  der  Periode 
der  freien  Schwingung  des  Systems  wirkt     So  vermeidet  man  es  ge- 
wöhnlich, einen  Truppenkörper,  der  über  eine  Hängebrücke  marschiert, 
in  gleichem  Schritt  gehen  zu  lassen ,  damit  die  gehäufte  Wirkung  der 
dem  Bau  erteilten  periodischen  Impulse  nicht  eine  gefahrbringende  Ab- 
weichung der  Brücke  aus  ihrer  gewöhnlichen  Ruhelage  hervorrufe. 

574.   Erzwungene  Schwingungen  eines  der  Reibung  lIJlte^ 
worfenen   Systems«      Erzwungene  Schwingungen  werden  in  wesent- 

Fig.  331. 


lieber  Art  durch  die  Reibung  beeinflußt.  Die  erregten  Schwingungen 
seien  durch  eine  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  proportio- 
nale Reibung  verzögert     Dann  ist  die  Bewegungsgleichung 

^  +  Ä  ^  +  n^o;  =  Acosmt W 

at^  dt 

Die  Lösung  der  Gleichung,  welche  aus  dieser  hervorgeht,  wenn  rechts 
null  geschrieben  wird,  lautet: 

X  =  ae~'^^^^  cos  (Vn^  —  V/^ k^  .  t  —  s)    .    .    •    O^) 
Die  Periode  wird  also  durch  die  Wirkung  der  Reibung  im  Ver- 
hältnis von  n  :  j/n^  —  ^/^k^  vergrößert,  während  die  Amplitude  infolge 
des  Faktors  e~  *     in  geometrischer  Progression  in  dem  Maße  abnimmt, 


Erzwungene  Schwingungen. 


651 


Fig.  332. 


wie  die  Zeit  in  arithmetischer  Progression  zunimmt.  Diese  Art  der 
Änderung  der  Amplituden  wird  durch  Fig.  331,  in  anderer  Weise  aber 
durch  Fig.  832  (yergl.  auch  S.  63)  veranschau- 
licht. Es  möge  sich  der  Radiusvektor  OP  mit 
gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  in  der 
Richtung  dem  Pfeil  entgegen  um  0  drehen.  Die 
L&Dge  von  OP  wird,  dem  hier  ausgesprochenen 
Gesetze  entsprechend,  mit  einem  Wert  von  A; 
abnehmen,  der  von  dem  konstanten  Werte  der 
Neigung  der  Kurve  gegen  den  Radiusvektor 
abhängt. 

Nun  gehen  wir  zur  erzwungenen  Schwin- 
gung, also  zur  Gl.  (11)  über;  eine  spezielle 
Lösung  von  ihr  sei 

X  ==  Bco8(mt  —  9); 
durch  Substitution  in  Gl.  (11)  erhalten  wir 

Bin^  —  fn^)cos(fnt  —  g?)  —  kmBsin(mt  —  <p)  =  Äcosmt. 

Wird   diese  Gleichung  entwickelt  und  werden  die  Koeffizienten   von 
cosmt  und  sinmt  auf  den  beiden  Seiten  gleichgesetzt,  so  ergibt  sich 

A  sin  fp 
tnk 


B  = 


und  folglich 


wo 


Ä  sin  qp 
mk 


tgtp  = 


cos(nit  —  qp) 


mk 


(13) 


n-«  —  W 

ist.     Also  können  wir  für  die  erzwungene  Schwingung  den  Ausdruck 
aufstellen : 

Äcos(mt  —  cp) 

....  (^3*) 


X  = 


Vn*  +  w*  —  2  w»  (n*  —  J  Ä»)  ' 

Die  vollständige  Lösung  erhält  man  durch  Addition  dieser  zu  der 
in  Gl.  (12)  enthaltenen  Lösung  der  entsprechenden  Differentialgleichung 
für  die  freie  Schwingung. 

Es  folgt  aus  Gl.  (13  a),  daß,  wenn  k  nicht  groß  ist,  der  Wert  von  x 
sehr  groß  ist,  wenn  m  annähernd  gleich  n  ist.  Auch  ist  alsdann  q) 
gleich  7t/2,  so  daß  die  Sch¥ringung  um  eine  viertel  Periode  in  der  Phase 
hinter  der  Kraft  zurück  ist. 

Ist  k  genau  null,  so  gelangen  wir  zu  den  schon  gefundenen  Lösungen 
zurück. 


575.    Die  Gezeiten  als  System  erzwungener  Schwingungen 
betrachtet.     Fortpflanzung  von  Wellen.     Um  diese  Betrachtungen 
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auf  die  Gezeiten  anzuwenden,  sei  zanachst  bemerkt,  daß  die  relativen 
Stellungen  von  Erde,  Sonne  und  Mond  sich  fortwährend  periodisch 
ändern.  Blieben  Sonne  und  Mond  relativ  zum  Erdmittelpunkte  fest, 
so  würde  die  an  einem  bestimmten  Orte  der  Erdoberfläche  einwirkende 
Flutkraft  sich  periodisch  mit  der  die  ganztägigen  und  halbtägigen 
Fluten  erzeugenden  Erdrotation  ändern.  Aber  diese  Himmelskörper 
ändern  ihre  Stellungen  in  ihren  eigenen  Perioden:  Die  Rektaszension 
der  Sonne  durchläuft  alle  ihre  Werte  an  einem  Sonnentage,  die  des 
Mondes  in  einem  Mondtage  (dem  Zeiträume  z¥nschen  zwei  aufeinander 
folgenden  Durchgängen  des  Mondes  durch  den  Meridian  in  derselben 
Richtung);  die  Deklination  der  Sonne  und  die  Entfernung  der  Sonne 
haben  eine  jährliche,  die  Deklination  und  Elnifernung  des  Mondes  eine 
monatliche  Periode,  und  außerdem  gibt  es  oben  erwähnte  Inderongen 
von  noch  längeren  Perioden. 

Die  Erde  und  ihre  Gewässer  sind  demnach  periodischen  Flatkr&ften 
unterworfen,  und  diesen  entspricht  nicht  die  Gleichgewichtstfaeone, 
sondern  die  eines  Systems ,  welches  bestimmte  natürliche  Arten  freier 
Schwingungen  hat  und  außerdem  der  Reibung  unterworfen  ist.  Um 
die  Natur  dieser  Schwingungsarten  zu  verstehen,  stellen  wir  nns  Tor, 
der  Wasserspiegel  in  einem  Kanal  finge  an  am  einen  Ende  Hebungen 
und  Senkungen  nach  dem  einfachen  harmonischen  Gesetze  auszofüliren, 
d.  h.  so,  daß  die  Höhe  rj  über  dem  mittleren  Stande  durch  die 
Gleichung 

fl  =  acosnt 

gegeben  ist.  Nach  dem  Beginn  dieser  Störung  wird  der  Wasserspiegel 
an  einer  anderen  Stelle  gestört  werden  und  die  Störung  sich  den  Kansl 
entlang  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  fortpflanzen.  Nach  einer 
gewissen  Zeit  wird,  wenn  der  Kanal  lang  genug  ist,  die  Störung  eine 
gewisse  Strecke  im  Kanal  zurückgelegt  haben,  und  jenseits  dieser 
Strecke  wird  das  Wasser  in  Ruhe  bleiben.  Nahe  bei  der  Erregnngs- 
quelle  folgt  die  Schwingung  dem  einfachen  harmonischen  Gesetze  so- 
wohl was  die  Änderung  der  Höhe  mit  der  Zeit  an  einer  bestimmten 
Stelle,  als  was  die  Änderung  der  Höhe  mit  fortschreitendem  Abstände 
von  der  Quelle  in  einem  bestimmten  Augenblicke  betrifft.  Also  wird  — 
unter  Vernachlässigung  der  Reibung  —  das  Wellenprofil  zu  irg«Dd 
einer  Zeit  an  beliebiger  Stelle  schließlich  durch  den  Ausdruck 

r^  =  aco8(nt  —  ntx) (1^) 

gegeben  sein,  so  daß,  wenn  x  =  0,  i^  =:  acosnt  ist,  und  wenn  /  =  0 
ist,  rj  =  acosmx  ist,  oder  wenn  t  einen  beliebigen  Wert  hat,  so  daß 
n/r-^6  ist,  fi  ^=  acos(mx  —  e)  ist.  Jeder  Wert,  den  tj  zu  einer  Zeit  < 
in  der  Entfernung  x  von  der  Quelle  hat,  wird  nach  einem  Zeiträume  t 
in  einem  um  |  größeren  Abstand  von  der  Quelle  durch  die  Gleichung 

nt  —  mx  =  n(t  4-  t)  —  nt{x  -]-  |) 
gegeben  sein,  so  daß 
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1  =  1!? 

m 

ist.     Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  V  der  Störung  ist  somit  n/fik 
Dieselben  Werte  von  17  wiederholen  sich  längs  der  Störung  in  Abständen 
von  2  TCJm,     Diese  Entfernung  heißt  die  Wellenlänge  der  Störung  und 
wird  allgemein  mit  k  bezeichnet. 
Also  ist 

_  2ä 
m 
und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist 

K=  — . 
23r 

Die  Wellenlänge  ist  die  von  der  Störung  in  einer  Periode,  d.  h.  in  der 
Zeit  2  3r/n  oder  T  zurückgelegte  Strecke.  Also  stehen  Periode,  Wellen- 
länge und  Geschwindigkeit  zueinander  in  der  Beziehung 

T 

576.  Wellen  in  einem  Kanal.  Lösung  für  Wellen  in  einem 
Kanal  von  endlicher  Länge.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
Welle  im  Kanal  hängt  von  der  Tiefe  des  Wassers  ab,  falls  die  Wellen- 
länge groß  ist  im  Vergleich  zur  Tiefe.  Es  mögen  zwei  Querschnitte 
des  Kanals  in  den  Abständen  x  und  x  -\-  dx  von  einem  gewählten 
Anfangspunkte  für  x  betrachtet  werden.  Der  erste  Querschnitt  möge 
der  linke  heißen,  und  die  Welle  möge  sich  von  links  nach  rechts  be- 
wegen. Wenn  p  der  Druck  im  ersten  Querschnitt  in  irgend  einer  Höhe 
über  dem  Grunde  des  Kanals  ist,  so  ist  der  Druck  in  derselben  Höhe 
des  anderen  Querschnittes  (wenn  der  Wert  von  17  und  daher  die  Be- 
wegung überall  sehr  klein  ist): 

Auch  ergibt  sich,  da  die  ganze  Bewegung  in  der  o;- Richtung  stattfindet 
(da  die  vertikale  Komponente  vernachlässigt  wird)  für  die  Bewegungs- 
gleichung 

8u   \   dp 

'dl  ~~  ^  'q  d~x' 
oder,  da 

d_p ^dri 

ist, 


di  =  ^^  dx 


du ?ij 
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Nun  ist  aber  der  Zuwachs  an  Tiefe  tlber  die  mittlere  Tiefe  hinaos 
zwischen  den  betrachteten  beiden  Querschnitten  gleich  i],  und  d&s 
FlüssigkeitsYolumen  über  dem  Dnrchschnittsstande  ist  r^häx,  wenn  h 
die  Breite  des  Kanals  ist.  Die  in  der  Sekunde  durchtretende  Flüssig- 
keit ist  f&r  den  linken  Querschnitt  Abu,  für  den  rechten  QuerschDitt 


Ä6(u  +  |^dx). 


Die  für  den  Raum  zwischen  den  Querschnitten  in  Betracht  kommeDde 

Differenz  beider  Größen  ist 

du 
—  hh-^  dx, 

ox 

Dies  muß  gleich  dem  zeitlichen  Zunahmegrad  von  hrjäx^  also 
sein.     Folglich  ist 


8ij ,8« 

oder,  wenn  der  zeitliche  Änderungsgrad  beider  Seiten  genommen  wird: 

o8~ 

8f^  _  _       dt 

dt*  ~  dx  ' 

Eliminiert  man  hierans  „ 

du 

OX 

mit  Hilfe  der  oben  gegebenen  Bewegungsgleichung,  so  ergibt  nch: 

^  _  ^Ä  ^ (15) 

die  Gleichung  der  Wellenfortpflanzung  in  einem  geraden  Kanal  mit 
senkrechten  Wänden  und  von  gleichförmiger  Tiefe. 
Setzt  man 

V  =fi(^  -  Vi)  +A(^  +  yt) 0« 

wo  fi  und  /j  willkürliche  Funktionen  sind  und 

V=y^ (16») 

ist,  so  ist  die  Grleichung  befriedigt  Die  Funktionen  /^  und  fi  können 
so  gewählt  werden,  daß  sie  jede  mögliche  Bedingung  oder  Wellenform 
befriedigen.  Sie  stellen  zwei  mit  der  Geschvrindigkeit  V  den  Kanal  der 
Länge  nach,  aber  in  entgegengesetzten  Richtungen  durchmessende  Wellen 
dar.  Denn  wenn  X  um  eine  Größe  |  und  t  um  T  vergrößert  wird,  wo 
Fr  =  I  ist,  so  wird  man  sehen,  daß  der  Wert  von  /i  nnge&ndert 
geblieben  ist.  Wenn  anderseits  /2  ungeändert  bleiben  soll,  so  muß  sich 
X  um  —  Vr  ändern,  wenn  /  sich  um  r  ändert. 
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Ebenso  kann,  wenn  |  die  horizontale  Verschiebung  des  Wassers 
an  irgend  einer  Stelle  im  Kanal  bedeutet,  gezeigt  werden,  daß  die 
Gleichung  einer  freien  ungehinderten  Welle 

?il  =  c«?!l (17) 

lautet,  wo  c^  für  gh  gesetzt  ist.  Sie  hat  dieselbe  Lösungsform  wie  die 
schon  gefundene  Gleichung  für  rf.  Unter  der  Annahme,  daß  die  Welle 
in  der  zeitlichen  Änderung  von  £  einfach  harmonisch  ist,  können  wir 
setzen : 

^=f(x)cos(nt  +  e) (18) 

wo  f(x)  diejenige  Funktion  bezeichnet,  welche  den  Wert  von  {  für  ver- 
schiedene Werte  von  x  gibt.  Demnach  erhält  man  durch  Substitution 
in  GL  (17)  die  neue  Gleichung 

und  als  ihre  Lösung 

f=Aco8—x-\-Bsin—x (20) 

c  c 

wo  n  nach  den  Grenzbedingungen  des  Kanals  bestimmt  werden  muß. 
Es  ist  demnach 

^  =  (äcos  —X  +  B  sin  —xjcos(nt  +  «)  .     .     (21) 

Die  allgemeinste  Lösung  gewinnt  man  durch  Addition  aller  mög- 
lichen Lösungen  von  dieser  Form. 

Betrachten  wir  z.  B.  einen  Kanal  von  der  L&nge  {  mit  senkrechten 
Enden.  Der  Anfang  sei  am  einen  Ende;  es  muß  für  alle  Werte  von  t 
dann  |  =  0  sein,  wenn  o;  =  0  und  wenn  x  •=^  l  ist.  Das  ergibt 
^  =  0  und  B  sin  (nl/c)  =  0  oder 

,      c 
n  =  kn  j, 

wo  h  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  daher  für  diesen  Fall  die  allgemeine 
Lösung: 

I  =  ü  Äsm  -y-  cos  [-^  +  £»j      ....    (22) 
wo  £  Snmmation  für  sämtliche  Werte  von  h  bezeichnet. 

577.  Erzwungene  Wellen  in  einem  Kanal*  Betrachten  wir 
jetzt  eine  erzwungene  Welle  in  einem  Kanal.  Ihre  Differential- 
gleichung lautet: 

y=^'-j+^ <^^> 

wo  X  eine  periodisch  wirkende  Kraft  ist. 
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Wir  setzen  in  Gl.  (23) 

X  =  C  cos  (nt  +  mx  +  9) 
ein  und  y  er  suchen  als  Lösung  den  Ausdruck 

^  =  D  cos  (nt  -t-  mx  +  qp). 
Durch  Substitution  in  Gl.  (23)  erhält  man 

^  ~  "~  n«  _  c2^2 

und  folglich 

Q 

^  =  —  ^a  _  ga^a  ^^^  (^*  +  mx  +  9?)  .     .    .    .    (24) 

Die  Welle  ist  demnach  direkt  oder  inyers «  d.  h.  sie  hat  die  Phase 
der  Kraft  oder  die  entgegengesetzte  Phase,  Je  nachdem  c^  >  oder 
<  n^/m^  ist.  Die  Geschwindigkeit  c  ist  die  einer  freien  Welle,  nod 
n/m  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  periodischen  Kraft  und 
der  erzwungenen  Welle.  Die  erzwungene  Welle  ist  also  direkt  oder 
invers,  je  nachdem  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Kraft  kleiner 
oder  größer  ist  als  die  Geschwindigkeit  einer  freien  Welle. 

578«  Wellen  in  einem  ÄquatorialkanaL  Nun  sei  der  Kanal 
mit  senkrechten  Wänden  und  gleichförmiger  Tiefe  um  den  ganzen 
Äquator  herumgeführt.  Er  kann  dann  als  ein  gerader  Kanal  gelten, 
und  die  oben  für  die  Fortpflanzung  von  Wellen  gefundenen  Formeln 
können  auf  ihn  Anwendung  finden  unter  der  Voraussetzung,  daß  g  für 
die  Wirkung  der  Erdrotation  korrigiert  wird,  wie  in  §  281.  Die  wirk- 
same periodische  Kraft  kann  als  von  Mond  und  Gegenmond  (s.  §  561). 
beide  im  Himmelsäquator  gedacht,  herrührend  angesehen  werden. 
Daher  muß  die  Periode  der  Kraft  die  Hälfte  der  Rotationsperiode  der 
Erde  relativ  zum  Monde  betragen.  Der  Punkt  des  Kanales,  um  den 
es  sich  handelt,  liege  in  einer  Entfernung  x  von  einem  Bezugsmeridian 
nach  Osten;  der  Winkel  zwischen  diesem  Meridian  und  dem  Meridian 
durch  den  Mond,  vom  letzteren  aus  nach  Osten  gemessen  {NH  und  1  ^ 
in  Fig.  330),  sei  n't,  so  daß  n'  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde 
relativ  zum  Monde  bedeutet.  Der  ganze  Winkel,  um  den  sich  der 
nach  dem  betrachteten  Punkte  gezogene  Radius  von  der  Mondricbtong 
weg  gedreht  hat,  ist  nt  -\-  x/a,  wo  a  der  Erdradius  ist.  Da  nun  die 
Kraft  X  während  einer  Erddrehung  relativ  zum  Monde  zwei  Perioden 
durchmacht,  und  in  Ansehung  des  Umstandes,  daß  die  Horizontalkraft 
unter  dem  Monde  null  und  an  allen  Punkten  auf  beiden  Seiten  von 
dieser  Lage  nach  ihm  zu  gerichtet  ist,  können  wir  den  Ansatz  machen: 


X  =  —  4  0  sm  2 


(■•■'  +  !)• 


Somit  ergibt  sich  für  die  horizontale  Verschiebung  des  Wassers  in  der 
erzwungenen  Gezeit: 
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(25) 


Infolge  der  Yerschiebang  |  hat  die  Breite  einer  vertikalen  Schicht 
sich  Yon  dx  in 

H'  +  U) 

verwandelt  und  von  h  auf  Ä  +  iy  an  Tiefe  zugenommen.     Da  das  Vo- 
lumen dasselbe  sein  muß  wie  vorher,  so  ergibt  dies 

welches  der  oben  in  §  675  gebrauchten  Beziehung 

drj  du 

dt  ~^  "      di 
äquivalent  ist.     Demnach  findet  sich  nach  Gl.  (25) 

Wenn  ^  den  äußersten  Unterschied  zwischen  Flut  und  Ebbe  der 
halbtägigen  Gezeiten  nach  der  Gleichgewichtstheorie  bezeichnet,  so  ist 
in  §  564  gezeigt  worden,  daß 

_  _3  Ma*^ 

^  ~'2  ED^ 

ist;  und  da  nach  Gl.  (1)  annähernd 

und 

ist,  so  ergibt  sich 


*^-  2  *  D» 


1  ^ 


Also  kann  die  Gl.  (26)  in  der  Form 

'  =  -Iä?^,.""K"''+0  ■  ■  •  '='> 

geschrieben  werden. 

Die  Gezeit  ist  also  direkt  oder  invers,  je  nachdem  c'  >  oder 
<C  n'^a^  ist.  Im  ersten  Falle  ist  die  Geschwindigkeit  der  erzwungenen 
Welle  geringer  als  die  der  freien,  und  es  herrscht  Flut  unter  dem 
Monde;  im  zweiten  ist  die  Geschwindigkeit  der  erzwungenen  Welle 
größer  als  die  der  freien,  und  es  herrscht  Ebbe  unter  dem  Monde. 

Die  Zeit,  die  eine  freie  Welle  brauchen  würde,  um  den  ganzen 
Kanal  rund  herum  zu  durchwandern,  ergibt  sich  nach  Gl.  (16  a)  durch 
die  Formel 
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F=^,    also     r=p.=^' 

WO  L  die  L&nge  und  h  die  Tiefe  des  Kanals,  beides  in  cm,  und  Tdie 
Zeit  in  sec  ist;  in  Stunden  wird  also 

3600  y^A 
Damit  also  die  Welle  den  Weg  um  den  Kanal  herum  in  24  Sonnen- 
stunden  zurückzulegen  imstande  sei,  müßte 

3600  Vi/. 24        3600.31,31.24' 
also 

h  =  2180  000  cm 

sein,  d.  h.  die  Tiefe  21.8km  betragen,  was  die  Meerestiefe  selbst  an 
den  tiefsten  Stellen  bedeutend  übertrifft. 

579.  Kanaltheorie  der  Gezeiten.  Es  geht  aus  dem  Voran- 
gegangenen klar  hervor,  daß  —  da  die  Erde  sich  unter  der  Ton  der 
Sonne  herrührenden  Flutkraft  dreht  —  eine  erzwungene  Flutwelle  sof 
jeder  Seite  der  Erde  vorhanden  ist  und  in  12  Sonnenstunden  halb  um 
sie  herum  wandert.  Danach  entsteht  an  jedem  Punkte  eine  halbt&gige 
Flut.  Ist  die  Tiefe  geringer  als  22V2km,  so  ist  die  Periode  der  er- 
zwungenen Sonnenflut  kleiner  als  die  freie  Periode,  und  die  Gezeiten 
kehren  sich  um,  es  ist  niedriges  Wasser  unter  der  Sonne. 

Ein  gleiches  Ergebnis  gilt  für  die  von  der  Flutkraft  des  Mondes 
in  der  Periode  von  1 2  Mondstunden  herrührenden  Mondflut.  Für  eine 
zwischen  der  kritischen  Tiefe  für  die  Mondflut  und  der  für  die  Sonnen- 
flut  liegenden  Tiefe  würde  Umkehrung  der  Sonnenflut  Btattfinden. 
während  die  Mondflut  direkt  verlaufen  würde.  Auch  würden  infolge 
des  Umstandes,  daß  freie  und  erzwungene  Perioden  beinahe  zusammen- 
fallen, beide  Fluten  sehr  stark  sein. 

Wenn  also  der  Ozean  aus  einem  Kanal  rund  um  den  Äquator 
bestände,  so  würden  wir  bei  einer  der  Wirklichkeit  entsprechenden 
Tiefe  des  Wassers  eine  inverse  halbtägige  Flut  haben,  d.  h.  es  würde 
senkrecht  unter  dem  Monde  niedriges  Wasser  sein. 

Für  einen  dem  Äquator  parallelen  Kanal  in  der  geographischen 
Breite  0  liegt  die  Sache  anders.  An  Stelle  des  Gliedes  i/a  in  der 
wirksamen  periodischen  Kraft  tritt  ein  Glied  x/{acos6)  auf,  und  man 
gewinnt  die  Formel  für  die  erzwungene  Flut  in  diesem  Falle  durch 
Einsetzung  von  acos(l  für  a.  Also  wird  die  Flut  direkt  oder  inver« 
sein,  je  nachdem  c^  >  oder  <;  n'^a^cos^d  ist.  Für  c  >  n'a  würde 
die  P^lut  immer  direkt  sein,  und  für  c  <Z  n'a  würde  sie  nur  dann  invers 
«ein,  wenn  n'a  cos  ii  nicht  unter  den  Wert  von  c  sänke. 

Also  würde  es  nach   der  Kanaltheorie  für  eine  gewisse  Wasser- 
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tiefe  —  die  kleiner  ist  als  die  kritische  für  den  Äquator  —  eine  Breite 
geben,  jenseits  deren  die  Flut  im  Kanal  direkt  sein  würde.  L&ge  der 
Kanal  in  minderer  Breite,  so  würde  die  Flut  invers  sein;  und  bestände 
der  Ozean  aus  einer  Reihe  von  gleich  tiefen,  voneinander  durch  Scheide- 
wände parallel  dem  Äquator  getrennten  Kanälen,  und  bedeckte  er  die 
ganze  Erde,  so  würden  alle  Fluten  in  höheren  Breiten  direkt  und  in 
niederen  invers  sein. 

580*  Allgemeines  €rezeitenprobleiii.  Die  Schwierigkeit  des 
Gezeitenproblems  nimmt  ganz  ungemein  zu,  wenn  man  sich  diese  Scheide- 
wände weg  denkt,  und  es  ist  unmöglich,  hier  eine  auch  nur  einiger- 
maßen befriedigende  Darstellung  davon  zu  geben.  Die  Scheidewände 
hatten  die  Bewegung  des  Wassers  auf  Hin-  und  Herschwingungen 
längs  des  Kanals  beschränkt,  es  ist  aber  einleuchtend,  daß  in  dem  eben 
angenommenen  allgemeineren  I^alle  ebensogut  eine  Strömung  in  den 
Süd-  und  Nordrichtungen  stattfinden  muß.  Ferner  kommt  das  von  den 
Polen  nach  dem  Äquator  zu  fließende  Wasser  in  eine  Region  größerer 
Geschwindigkeit  längs  der  Oberfläche  und  fließt,  relativ  zur  £rde,  in 
westlicher  Richtung,  während  das  vom  Äquator  nach  den  Polen  zu 
fließende  Wasser  eine  nach  Osten  gerichtete  Geschwindigkeit  relativ  zur 
Erde  annimmt.  Alles  das  macht  die  Bewegungen  sehr  kompliziert, 
und  es  ist  ganz  unmöglich,  hier  auch  nur  eine  Andeutung  des  Systems 
von  Flutströmungen  zu  geben,  das  in  einem  solchen  Ozean  existieren 
würde. 

Indessen  ist  der  allgemeine  Schluß  richtig,  daß  die  Fluten  in  nie- 
deren Breiten  invers,  in  hohen  direkt  sind.  Es  könnte  scheinen,  daß 
in  der  Übergangsbreite  von  inverser  zu  direkter  Flut  unendlich  starke 
Flut  herrschen  müßte.  Dem  ist  aber  nicht  so;  im  Gegenteil  zeigt  eine 
vollständige  Erörterung  des  Gegenstandes,  daß  die  Übergangsbreite 
eine  solche  ist,  in  welcher  das  Wasser  weder  steigt  noch  fällt.  Hierauf 
kann  jedoch,  wie  gesagt,  nicht  eingegangen  werden;  der  Leser  sei  zu 
weiterer  Belehrung  auf  die  Mecanique  Celeste  von  Laplace  und 
auf  G.  H.  Darwins  Artikel  über  die  Gezeiten  in  der  19.  Auflage  der 
Encyclopaedia  Britannica  verwiesen.  Der  letztere  Autor  hat  den  Gegen- 
stand neuerdings  auch  in  einem  besonderen  gemeinverständlichen 
Buche  „Ebbe  und  Flut^  (deutsche  Ausgabe,  Leipzig  1902)  dargestellt. 

581«  Harmonische  Gezeitenanalyse.  Beobachtung  durch 
Flutmesser.  Das  Problem  wird  noch  unendlich  mehr,  selbst  als  eben 
angedeutet  wurde,  durch  die  Verteilung  von  Land  und  Wasser  kom- 
pliziert, und  die  Möglichkeit,  Flut  und  Ebbe  des  Wassers  an  einem 
Orte  vorherzusagen,  beruht  nur  auf  der  Beobachtung  von  Ebbe  und 
Flut  mittels  eines  selbstregistrierenden  Apparates  an  eben  diesem  Orte 
während  einer  langen  Zeitdauer  und  Auflösung  der  periodischen  Ände- 
rungen in  die  einfachen  Sinuslinien,  aus   denen   sie  sich   zusammen- 

42* 
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setzen.  Mit  einer  ganz  kurzen  Darstellung  dieser  Auflösung  und  der 
Art  der  Vorhersage  sei  die  vorliegende  Erörterung  geschlossen. 

Es  werden  in  allen  Haupth&fen  mittels  Flutmessern  Flatkurven 
gezeichnet.  Diese  Kurven  kann  man  betrachten  als  zusammengesetzt 
aus  einer  Anzahl  von  einfach  harmonischen  Schwankungen  der  Wasser- 
höben  von  yerscbiedenen  Perioden;  es  sind  das  die  von  den  wirksamen 
Flutkräften  erzeugten  erzwungenen  Schwingungen.  Die  Ordinaten  sind 
Fluthöben  selbst  oder  ihnen  proportional,  die  Abscissen  sind  Zeiten 
Yon  einem  gewählten  Nullpunkte  ab  gerechnet.  Aus  diesen  Knrven 
können  durch  Messung  einer  genügend  großen  Zahl  von  Ordinaten 
diejenigen  Daten  gefunden  werden,  welche  zur  Bestimmung  von  Ampli- 
tude, Periode  und  Phase  jeder  dieser  Komponenten  notwendig  sind. 
Dann  sind  diese  Daten  zur  Berechnung  zukünftiger  Fluten  und  zur 
Bildung  von  Fluttabellen  für  die  betreffenden  Häfen  benutzbar. 

Ein  Apparat  —  Flutanalysator  genannt  —  der  als  Ergänzung  zo 
dem  alsbald  hier  in  der  Beschreibung  folgenden  Flutvorhersager  be- 
trachtet werden  kann,  ist  von  Lord  Kelvin  erfunden  worden.  Man 
braucht  nur  die  Niederschrift  des  Flutmessers  auf  einen  Zylinder  za 
ziehen  und  die  Kurve  mit  einer  Zeichenspitze  am  Apparate  zu  yer- 
folgen,  80  kann  man  die  Konstanten  der  verschiedenen  konstituierenden 
Sinuslinien  vom  Apparate  ablesen.  Die  Beschreibung  findet  man  in 
Thomson  u.  Tait,  Theoret.  Physik,  Bd.  I,  1.  Teil. 

582.  Flutankündiger.  Man  sieht  ein,  daß  man  die  Kombina- 
tion der  Fluthöhen  dadurch  erreichen  kann,  daß  man  die  Kurven  aller 
Komponenten  auf  derselben  Skala  von  Zeit  und  Höhe  aufzeiebnet,  sie 
längs  derselben  Datumlinie  in  den  richtigen  Lagen,  wie  sie  durch  die 
Phasen  bestimmt  sind,  aufträgt,  und  dann  die  Höhen  für  jede  Abscisse 
zusammen  addiert,  um  die  dort  resultierende  Höhe  und  die  resultierende 
Kurve  für  alle  Abscissen  zu  erhalten.  Folglich  ist  es  theoretisch  mög- 
lich, einen  Apparat  zu  konstruieren,  der  die  resultierende  Kurte 
zeichnet.  Man  braucht  dazu  nur  eine  Anzahl  einfach  harmonischer 
Bewegungen,  die  von  untereinander  verbundenen,  durch  eine  Kurbel 
oder  ein  Triebgewicht  betriebenen  Spitzen  des  Apparates  ausgeführt 
werden. 

Wie  man  also  einerseits  durch  Analyse  die  empirisch  verzeichneten 
Wasserstände  in  ein  System  von  Sinusschwingungen  auflösen  kann, 
so  kann  man  anderseits  durch  Synthese  theoretisch  gegebene  Sinus- 
schwingungen zu  einem  komplizierten  Systeme  künftiger  Wasserstände 
vereinigen. 

Einen  solchen  Apparat  hat  Lord  Kelvin  konstruiert,  und  die  bei- 
folgende Zeichnung  (Fig.  333)  erläutert  seine  Wirkungssri  Eine 
kreuzförmige  Schlitz  Vorrichtung  zur  Erzeugung  von  Sinusschwingnngen 
von  der  auf  S.  39  beschriebenen  Art  wird  durch  eine  Kurbel  in  Gang 
gesetzt,  deren  Ausladung  die  halbe  Amplitude  von  einer  der  durch  den 


Fiatmesser  und  Flatankündiger. 


661 


Fiatmesser  gelieferten  FlutkompoDenten  hat.  Der  Schlitz  tr&gt  an 
seinem  oberen  Ende  eine  Rolle  Pj,  deren  gesamte  vertikale  Bewegungs- 
weite natürlich  das  Doppelte  der  Kurbellänge  ist.  fline  am  einen  Ende 
an  einem  festen  Punkte  Ä  befestigte  Schnur  geht  um  P^  herum, 
über  die  feste  Rolle  Qi ,  um  die  Rolle  P2  *  ^^^i*  ^i^  ^^^^^  Rolle  Q2 ,  um 
die  Rolle  P3  u.  s.  w.,  und  ist  schließlich,  nachdem  sie  zuletzt  über  eine 
feste  Rolle  gelaufen  ist,  an  einem  Schreibstifte  p  befestigt,  der  einen 
gleitenden  Papierstreifen  berührt  Gleichzeitig  wird  dieser  Papier- 
streifen von  einer  Trommel  ab-  und  auf  eine  andere  aufgerollt,  und 
zwar  im  gleichen  Geschwindigkeitsgrade,  mit  dem  die  Trommelober- 
fläche sich  bewegt. 

Wenn  die  Rollen  Pjf  ^s  ^'  ^*  ^*  ^®  ^^^^  ^^^^f  so  stellt  die  Bewegung 
Yon  Pi  eine  einzelne  Flutkomponente  dar.  Wenn  aber  Pj,  Pj  u.  s.  w. 
alle  von  „Sinusschlitzen"  getragen 
werden,  die  mit  der  Treibkurbel  von 
Pi  verbunden  sind,  so  daß,  wäh- 
rend Pj  seine  Bewegung  beschreibt, 
P2,  Pt  u.  s.  w.  andere  Komponen- 
ten von  Flut  und  Ebbe  in  richtiger 
Periode  und  richtiger  Phase  be- 
schreiben, so  wird  das  Schnurende 
mit  dem  Schreibstift  in  jedem  Augen- 
blicke eine  Yerrückung  erfahren, 
welche  das  Doppelte  der  algebrai- 
schen Summe  der  Verschiebungen 
der  Rollen  Pj ,  P2 ,  P3  u.  s.  w.  ist. 
Gleichzeitig  werden  die  das  Papier 
in  Bewegung  setzenden  Trommeln 
mit  einer  Geschwindigkeit  betrieben, 
die  derjenigen  proportional  ist,  mit 
welcher  die  Kurbel  des  Apparates  getrieben  wird.  Darum  stellt  jedes- 
mal der  dem  Schreibstift  geradeüber  stehende  Punkt  des  Papiers  einen 
einzelnen  Zeitmoment  dar,  und  die  Länge  des  Papierstreifens,  die  als- 
dann, seit  eine  bestimmte  vertikale  Linie  der  Spitze  gegenüber  war, 
an  dem  Schreibstifte  vorbeigeglitten  ist,  stellt  den  Zeitraum  zwischen 
einem  gewählten  Nullpunkte  der  Rechnung  und  dem  in  Rede  stehenden 
Augenblick  dar. 

Es  sei  denn  also  eine  genügende  Anzahl  von  Rollen  Pj,  Pj,  Ps  u.  s.  w. 
vorhanden,  um  die  hauptsächlichsten  Flutkomponenten  darzustellen; 
sie  seien  mit  Hilfe  der  durch  Flutaufzeichnungen  an  Ort  und  Stelle 
erhaltenen  Information  so  aufgestellt,  daß  sie  zu  einer  gegebenen  Zeit 
die  richtigen  Verschiebungen  und  Bewegongsrichtungen  ausführen,  und 
so  verbunden,  daß  sie  in  den  richtigen  relativen  Geschwindigkeits- 
verhältnissen betrieben  werden.  Der  Schreibstift  wird  sich  so  auf  und 
ab  bewegen,  daß  er  sich  in  der  geeigneten  Entfernung  vom  mittleren 
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Niveau  befindet,  um  Anschwellen  oder  Abfall  der  Flut  für  denienigen 
Zeitmoment  darzustellen,  welcher  durch  das  der  Spitze  geradeüber 
befindliche  Stück  des  Papierstreifens  bezeichnet  ist.  Auf  diese  Welse 
¥rird  also  die  Flutkurve  für  die  Zukunft  gezeichnet,  und  man  kann 
durch  Messung  ihrer  Ordinaten  und  Eintragung  ihrer  Längen  Flut- 
tabellen für  den  betreffenden  Ort  konstruieren. 

583.  Flutreibung.  Auf  die  Erde  wirksames  yerzogemdes 
KrSftepaar.  Wir  betrachten  jetzt  ganz  kurz  die  Wirkung  der  Flut- 
reibung auf  die  Bewegungen  von  Erde  und  Mond.  An  erster  Stelle  geht 
nach  den  in  §  574  bis  §  579  gefundenen  Ergebnissen  die  Wirknng 
der  Beibung  dahin,  wenn  die  erzwungene  Flutwelle  direkt  ist,  die  lange 
Axe  dessen,  was  wir  weiter  das  Flutsph&roid  nennen  wollen,  vorwärts 
zu  drehen,  in  der  Richtung  der  Erdrotation  jenseits  der  Linie  CM  vom 
Erdmittelpunkte  nach  dem  Monde  (linke  Seite  der  Fig.  334).   Wätrend 

Fig.  334. 


sich  die  Erde  dreht,  bleibt  das  Flutsph&roid  fest  in  seiner  Stellung 
relativ  zum  Monde.  Die  von  dem  näheren  Teile  der  Flutschweilung 
auf  den  Mond  ausgeübte  Kraft  ist  größer  als  die  vom  entfernteren 
Teile  ausgeübte,  infolgedessen  liegt  die  resultierende  Kraft  anf  den 
Mond  in  der  Linie  MQ  statt  in  der  Richtung  MC,  Dies  verursacht 
eine  auf  den  Mond  wirksame  Kraft  gegen  den  Erdmittelpunkt  C  zu 
und  eine  tangentiale  Komponente  in  der  Richtung  der  Bahnbewegimg 
des  Mondes.  Auf  die  Erde  wirkt,  wie  wir  sehen  werden,  eine  Kraft 
längs  der  Linie  CM  und  ein  die  Erddrehung  verzögerndes  Kräftepaar, 
das  eine  Zerstreuung  der  Rotationsenergie  der  Erde  erzeugt. 

Anderseits,  wenn  die  Flutwelle  der  Kraftrichtung  entgegen,  also 
invers  ist,  so  geht  die  Wirkung  der  Reibung  dahin,  die  Flutschwellung 
zurückzuwerfen  (rechte  Seite  von  Fig.  334),  und  wie  vorher  bleibt  das 
Flutsphäroid  fest  in  seiner  Stellung  relativ  zum  Monde.  Würde  das 
Sphäroid  nach  vorn  geworfen,  so  würde  die  im  ersten  Falle  auftretende 
Energiezerstreuung  hier  durch  einen  Zuwachs  der  Erde  an  kinetischer 
Energie  ersetzt  werden,  und  der  Mond  würde  sich  nach  innen  be- 
wegen.    In  diesem  Falle  wirkt  wiederum  ein  Kräftepaar  auf  die  Erde 


Fiatreibung«  663 

in  dem  Sinne,  die  Erdrotation  zu  verzögern  und  Energiezerstreuung 
zu  verursachen,  und  eine  Tangentialkraft  auf  den  Mond  in  der  Rich- 
tung seiner  Bahnhewegung.  Die  Wirkung  ist  also  die  gleiche,  ob  die 
Welle  direkt  oder  invers  ist;  es  ist  die  Flutdeformation  in  den  äqua- 
torialen Regionen,  welche  in  der  oben  beschriebenen  Art  am  wirksam- 
sten ist.  Es  wird  also,  um  auf  die  Ergebnisse  näher  einzugehen, 
genügen,  den  auf  der  linken  Seite  von  Fig.  334  dargestellten  Fall  zu 
betrachten. 

Um  denn  zunächst  zur  Berechnung  der  tangentialen  Kraft  auf 
den  Mond  und  des  eben  erwähnten  Kräftepaares  zu  gelangen,  so  wird 
es,  anstatt  das  ganze  Sphäroid  zu  betrachten,  für  ein  richtiges  Ver- 
ständnis des  Gegenstandes  genügen,  das  Kräftepaar  zu  betrachten,  das 
von  den  Anziehungen  des  Mondes  auf  Teilchen  von  der  Masse  1  in 
Ä  und  B  herrührt,  und  anderseits  die  von  der  Anziehung  dieser  Teil- 
chen auf  M  herrührende  Tangentialkraft. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  ACM  mit  6,  die  Strecke  CA  mit  a 
und  CM  mit  r,  so  gilt  annähernd 

{AMY  =  r3  Tl  —  3  -  cos  (i) ,    (BM)^  =  rs  ^1  +  3  -  cos  ti\ 

co8AMC  =  —^j-^^-,     cosBMC^-—^^ 

.     .  __ „        asinO  .    ^^^        asinO 

smAMC  =  ^j^^ ,  sfnBMC=  ^^  ■ 

Jetzt  sei  auf  jedes  Erdteilchen  von  der  Masse  1  eine  Kraft  vom 
Betrage  JcM/r^  in  der  Richtung  MC  wirksam  gedacht;  dann  wirkt 
auf  das  Teilchen  von  der  Masse  l  in  A  eine  Kraft  JgM/(AM)^  in  der 
Richtung  nach  M  und  eine  Kraft  JcM/r^  parallel  mit  (MC).  Auf  das 
Teilchen  in  B  wirken  gleichfalls  kM/{BM)^  nach  M  zu  und  kM/r^ 
parallel  mit  (MC).  Durch  Auflösung  längs  (CM)  und  senkrecht  zu 
(CM)  (d.  h.  parallel  mit  Aä)  ergibt  sich 

kM 
Kraft  in  A:     Komponente  //  (CM)  =      —  2acos(f 

.    ,  ,    ^         kM  sin  (I      ,      ,    ^ 

„  //  (Aa)  = ~ a  (r  +  Sacosii), 

r* 

Kraft  in  ^ :  .,  //  (CM)  =  —  ^  2acos 0 

,,  r  M    X  kMsin  (I  «  .V 

„  V  (^a)   =  —        -. —  a(r  —  Hacosfi). 

Der  Abstand  zwischen  den  Wirkungslinien  des  ersten  T^aares 
paralleler  Kräfte  ist  2a sind,  der  zwischen  den  Wirkungsiinien  des 
zweiten  Paares  2acos0.     Wenn  man  die  Glieder  mit  cosO  im  zweiten 
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Paare  yernachläsBigt,  erhält  man  für  das  ganze  auf  die  beiden  Teilchen 
wirksame  Kräftepaar 

3  — r-  sin  2  0. 

Anderseits  ist  die  Tangentialkraft  auf  den  Mond  augenscbeinlich 

gleich  der  algebraischen  Summe  der  beiden  mit  A  a  paraUelen  Kräfte. 

nämlich 

^  JcMa    .    „,    ' 
3  — --  stn2e. 

Auf  diese  Weise  kann  das  von  dem  ganzen  Flutsphäroid  her- 
rührende Eräftepaar  und  Tangentialkraft  dadurch  gefunden  werden, 
daß  man  die  von  Paaren  von  Teilchen  herrührenden  bezüglichen  Kräfte 
summiert.  Es  wird  einleuchten,  daß  das  Eräftepaar  und  die  Kraft  lich 
wie  die  inverse  sechste  Potenz  des  Abstandes  r  ändern.  Denn,  wie  wir 
sahen,  ändert  sich  das  Eräftepaar  pro  Masseneinheit  umgekehrt  wie 
die  dritte  Potenz,  und  ebenso  ändert  sich  die  gesamte  Flut  und  Ebbe 
wie  die  umgekehrte  dritte  Potenz. 

584.  Scheinbare  „Beschleunigung^^  des  Mondes.  Die  Wir- 
kung des  Mondes  ^uf  die  Gezeiten  geht  also  dahin,  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erdrotation  zu  vermindern  und  daher  die  Dauer 
des  Tages  zu  verlängern.  Eine  in  Sonnentagen  gemessene  Zeit  wird 
alsdann  kürzer  erscheinen,  als  sie  in  Wahrheit  ist,  und  der  beobachtete 
Ort  des  Mondes  wird  nach  irgend  einer  beliebigen  Zeit  dem  jenigen  Orte 
voraus  gefunden  werden,  welcher  unter  der  Annahme  unveränderter 
Tageslänge  für  das  Ende  dieser  Zeit  berechnet  worden  war.  Es  sei » 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  im  Bogenmaß  pro  Sekunde  am 
Anfang  eines  Zeitraumes  T,  und  —  n  sei  der  als  konstant  angenommene 
Änderungsgrad  von  «,  so  daß  n  positiv  ist.  Nach  einem  Zeiträume  i 
ist  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Bogenmaß,  bezogen  auf  die  ursprüng- 
liche Sekunde,  n  —  iit  Darum  wird  sich  die  Erde  in  einem  kurzen 
Zeitelemento  dt  um  einen  um  einen  Betrag 

kleineren  Winkel  drehen,  als  sie  sich  gedreht  hätte,  wenn  ihre  M  inkel- 
geschwindigkeit  unverändert  geblieben  wäre.  Folglich  dreht  sie  ßicn 
im  Zeiträume  T  um  einen  um 

J   dt  2    dt 

0 

kleineren  Winkel. 

Es  könnte  also  n  gefunden  werden,  wenn  der  Winkel  bekannt 
wäre,  um  den  der  Mond  infolge  der  Verzögerung  der  Erdrotation  vor 
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seinem  vorbeBtimmten  Orte  voraus  ist.  (Man  erwähnt  dies  gewöhnlich 
als  „Beschleunigung^  der  Mondbewegung.  Diese  Benennung  stimmt 
aber  nicht  überein  mit  der  Bedeutung  des  Ausdruckes  Beschleunigung 
in  der  Dynamik  und  würde  richtiger  das  Yoraneilen  heißen,  wie  Lord 
Kelyin  vorgeschlagen  hat;  das  Entgegengesetzte  würde  dann  ein 
Zurückbleiben  sein.) 

Man  könnte  nun  aber  von  der  Yoraneilung  keinen  Gebrauch 
machen  ohne  die  Annahme  einer  Änderung  der  Winkelgeschwindigkeit 
der  Bahnbewegung  des  Mondes  um  die  Erde.  Es  ist  oben  §  537 
gezeigt  worden,  daß  die  Wirkung  einer  tangential  gerichteten  stören- 
den Kraft  den  Mond  veranlassen  muß,  von  der  Erde  zurückzuweichen 
und  sich  in  seiner  Bahn  um  die  Erde  mit  abnehmender  linearer  Ge- 
schwindigkeit zu  bewegen.  So  nimmt  also  sowohl  infolge  zunehmender 
Entfernung  als  abnehmender  Greschwindigkeit  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Mondes  auf  seiner  Bahn  ab,  und  der  Monat  wird  länger.  In- 
dessen ist  diese  Verzögerung  klein  im  Vergleich  mit  der  von  der  Ver- 
langsamung der  Erde  herrührenden  scheinbaren  Beschleunigung  n. 
Wäre  der  Betrag  der  tangentialen  Kraft  bekannt,  so  könnte  das  ganze 
Zurückbleiben  des  Mondes  aus  dieser  Ursache  leicht  berechnet  werden, 
indem  nach  der  in  §  537  angegebenen  Weise  die  Geschwindigkeits- 
abnahme  und  Zunahme  des  Abstandes  gefunden  wird  (s.  Thomson 
und  Tai t,  Theoret.  Physik). 

585.   Moment  der  Bewegungsgröße  des  Erde-Mond-Systems. 

Es  muß  femer  beachtet  werden,  daß  die  Zunahmegrade  der  Tages- 
und Monatslänge  miteinander  in  Beziehung  stehen.  Das  Moment  der 
Bewegungsgröße  der  Erde  ist  um  eine  um  23^  27'  10"  zu  einem  Lot 
zur  Ebene  der  Ekliptik  geneigte  Axe  gerichtet;  der  Mond  kann  als  in 
der  Ebene  der  Ekliptik  fortschreitend  angenommen  werden.  Das  Mo- 
ment der  Bewegungsgröße  des  Systems  besteht  erstens  aus  dem  von 
der  Bewegung  ihrer  Zentren  und  zweitens  aus  dem  von  ihren  Rota- 
tionen herrührenden  Momente  der  Bewegungsgröße.  Die  Masse  E  der 
Erde  ist  das  81  fache  der  Mondmasse  M,  und  ihre  Entfernung  vom 
gemeinsamen  Schwerpunkte  ist  Vsa  '^on  der  ganzen  Entfernung  des 
Mondes  von  der  Erde.  Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Bahnbewegung 
des  Mondes  ist  ungefähr  n/27,3,  wenn  n  diejenige  der  Erdrotation  ist 
Das  von  der  Bewegung  der  Zentren,  die  als  in  der  Ekliptik  statt- 
findend angenommen  wird,  herrührende  Moment  der  Bewogunge große 

ist  rund  ^,     ^^„    ^ 

En  602  a> 

"27,3~>r82 ' 

das  aus  der  Erdrotation  stammende,  die  um  eine  gegen  ein  Lot  zur 
Ekliptik  um  23^  27'  10"  geneigte  Axe  stattfindet,  ist  anderseits 

l  Ea^n 
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nach  einer  Schätzung  ^)  der  Verteilung  der  Materie  in  der  Erde.  Also 
ist  das  Verhältnis  des  ersten  zu  dem  zweiten  Momente  der  Bewegungs- 
größe  ungefähr  4,8.  Das  resultierende  Moment  ist  ungefähr  dag 
6,73  fache  von  der  Bewegungsgröße  der  Erdrotation  und  findet  um  eine 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  von  Erde  und  Mond  statt,  die  in  einem 
Winkel  von  ungefähr  19^26'  zur  Erdaxe  geneigt  ist.  Fig.  335  er- 
läutert diese  Sätze:  AB  stellt  die  Bewegungsgröße  der  Erdrotation, 
ÄC  das  Bahnmoment  der  Bewegungsgrdße  dar.  Der  Winkel  BAC 
stellt  den  Winkel  zwischen  der  Erdaxe  und  einem  Lot  zur  Bahn- 
ebene  dar. 

Da  also   die   Bewegungsgröße  der  Erdrotation   infolge  der  Eut- 


Fig.  385. 
D 

4 


reibung  eine  Abnahme  erfährt,  so 
muß  das  Moment  der  Bewegungä- 
große  der  Bewegungen  der  Zentren 
dieser  Himmelskörper  in  solchem  Grade 
zunehmen,  daß  Bichtung  und  Betrag 
des  resultierenden  Momentes  gerade 
ungeändert  bleiben. 

Wir  werden  zunächst  annehmen, 
daß  die  Ebenen  der  Mondbahn  und  des 
Äquators  zusammenfallen.  IHes  wird 
die  beiden  Seiten  des  Parallelogramnis 
in  Fig.  335  in  eine  Linie  bringen,  and 
es  wird  AB  -\-  ÄC  =  AB  werden. 
Die  Ebene,  in  der  sich  die  Zentren  der 
beiden  Himmelskörper  bewegen,  wird 
die   unveränderliche  Ebene,  und  das 

gesamte  Moment  der  Bewegangsgröße 

^  ^  ^     wird    das    5,8  fache    der    Bewegungs- 

größe der  Erdrotation,  was  vom  tatsächlichen  Werte  nur  unbedeutend 
abweicht. 

586.  Zukunft  yon  Erde  und  Mond.  Der  Mond  weicht  weiter 
und  weiter  von  der  Erde  zurück  unter  Überführung  des  Momentes  der 
Bewegungsgröße  von  der  Rotations-  zur  Bahnbewegung,  bis  sich 
schließlich    beide   Weltkörper    um    ihren    gemeinsamen    Schwerpunkt 


B 


')  Es  ist  nämlich  von  S errat  (Annales  de  Tobservatoire  de  Paris,  S,  324, 
1859)  gefunden  worden,  daß,  wenn  C  das  Trägheitsmoment  der  Erde  um  ihre 
polare  Axe  und  X  das  um  ihre  äquatoriale  Axe  ist, 

Q    A 

— - —    =  0,00327 

ist.     Dies  ergibt  nach  einer  in  §  824  von  Thomson  u.  Taits  theoretischer 
Physik  gegebenen  Tabelle  annähernd 


^=3 


Ea\ 
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drehen,  als  ob  sie  Teile  eines  starren  Systems  wären.  Die  angenäherte 
Periode  dieser  Umdrehung  und  der  Abstand  der  beiden  Himmelskörper 
Toneinander  sind  leicht  zu  berechnen.  Die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Bahnbewegung  sei  n  am  Anfange  der  in  Betracht  stehenden  Zeit,  und 
sie  sei  vi  geworden  zu  der  Zeit,  wo  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Erdrotation  und  die  der  Bahn  einander  gleich  geworden  sind,  während 
der  Abstand  sich  von  r  auf  r*  yergrößert  hat.  Es  mögen  /»  und  H  das 
Moment  der  Bahnbewegungsgröße  am  Anfange  und  am  Ende  dieses 
Zeitraumes  bezeichnen.  Dann  ist  j?  annähernd  das  gesamte  Moment 
der  Bewegungsgröße  des  Systems.  Denn,  wie  man  ohne  weiteres  ein- 
sehen wird,  steht  das  schUeßliche  Moment  der  Bahnbewegungsgröße 
der  Erde  zu  dem  des  Mondes  im  Verhältnis  MjE^  d.  h.  rund  Vsi* 
Ferner  ist  das  Moment  der  Bewegungsgröße  der  Erdrotation  nach  dem 
Ausgleich  ungefähr  ^/s  des  von  ihrer  Bahnbewegung  herrührenden, 
d.  h.  ungefähr  ^7243  von  dem  von  der  Bahnbewegong  des  Mondes 
herrührenden.  Wir  wollen  daher  die  Rotationsbewegung  der  Erde 
vernachlässigen,  wenn  wir  eine  Schätzung  der  Winkelgeschwindigkeit 
und  des  Abstandes  der  Himmelskörper  voneinander  vornehmen.  Es 
ist  demnach 

ME  , ,       ME 

80  daß 

wird.     Ferner  ist  nach  dem  dritten  Kepler  sehen  Gesetze 

n'2  =  7i"   "^'"   ;7v^=^' 

und  folglich 

r'        E^        5,8» 

7  =  -F  =  4,8*=^'*^' 

in  Worten:  der  Abstand  der  Zentren  der  beiden  Himmelskörper  vonein- 
ander hat  von  etwa  60  Erdradien  auf  etwa  87,6  Erdradien  zugenommen. 
Femer  ergibt  eich 

n'2         r3  1  ,  ,  n 

Die  Länge  des  Monats,  die,  wenn  dieser  Wechsel  vor  sich  gegangen 
ist,  auch  die  Länge  des  Tages  ist,  ist  also  das  1,77  fache  seiner  früheren 
Länge,  d.  h.  ist  gleich  rund  48,36  Tagen  von  früherer  Länge.  Die 
lange  Axe  des  Flutsphäroids  ist  nach  dem  Monde  zu  gerichtet,  und  der 
Mond  erzeugt  keine  weitere  Verzögerung  der  Rotationsgeschwindigkeit 
der  Erde  durch  die  Gezeiten. 

Indessen  wird  dieser  Zustand,  wenn  er  einmal  erreicht  ist,  nicht 
dauernd   sein.      Die  Wirkung    der   Sonne   auf   die   Sonnenfluten    geht 
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dabin,  die  Erdrotation  zu  verlangsamen  und  die  Rotationsperiode  mit 
der  Länge  des  Jahres  in  Koinzidenz  zu  bringen.  Aber  infolge  der 
grÖJBeren  Entfernung  der  Sonne  ist  diese  Wirkung  unmerklich  im  Yer- 
gleich  mit  der  des  Mondes.  Wenn  Erde  und  Mond  sich  wie  ein  starrer 
Körper  drehen  und  die  Wirksamkeit  des  Mondes  aufgehört  hat,  $o 
fährt  die  der  Sonne  fort,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  zu  ver- 
ringern ,  und  so  wird  die  Rotationsperiode  der  Erde  größer  als  die  des 
Mondes.  Der  Mond  aber  dreht  immer  weiter  dieselbe  Seite  der  Erde 
zu,  und  seine  Bahngeschwindigkeit  wird  durch  die  Wirkung  der  Sonne 
nicht  direkt  berührt.  Aber  das  irdische  Flutsphäroid  befindet  sich 
relativ  zum  Monde  in  solcher  Lage,  daß  das  von  der  Anziehung  des 
Mondes  erzeugte  Flutkräftepaar  der  Yerlangsamung  der  ErdrotstioD 
entgegenwirkt,  und  daß  dem  Monde  eine  seiner  Bahnbewegung  ent- 
gegengesetzte tangentiale  Kraft  erteilt  wird.  Infolge  dieses  Um- 
standes  wird  sigl^  der  Mond  der  Erde  in  einer  sehr  allmählichen  Spirale 
nähern  und  schließlich  auf  sie  fallen. 

587.  Vergangenheit  von  Erde  und  Mond.  Das  Vorliegende  LH 
nur  eine  sebr  flüchtige  Andeutung  eines  Gegenstandes,  der  in  einigen 
wichtigen  Abhandlungen  von  G.H.Darwin  (a.a.O.,  S.  588)  eingehend 
behandelt  worden  ist.  Es  ist  dem  Verfasser  darin  gelungen,  sowohl 
die  wahrscheinliche  Vergangenheit  des  Systems  von  Erde  und  Mond  zu 
enthüllen,  als  seine  zukünftige  Konfiguration  vorauszusagen.  £r  fand, 
daß  es  zwei  Gruppen  von  Umständen  gibt,  unter  denen  die  Bewegung 
der  beiden  Himmelskörper  als  eines  starren  Systems  möglich  ist,  deren 
eine  einem  großen,  die  andere  einem  verhältnismäßig  kleinen  Aufwände 
an  Energie  entspricht.  Die  erstere  bestand,  als  der  Mond  sich  um  die 
Erde,  fast  in  Kontakt  mit  ihrer  Oberfläche,  in  einer  Periode  von  drei 
bis  fünf  Stunden  drehte ;  die  andere  verwirklicht  den  eben  betrachteten 
Fall,  in  dem  der  Mond  infolge  des  Zurückbleibens  durch  die  Flut- 
reibung durch  die  Reaktion  des  Flutsphäroids  nach  außen  getrieben 
worden  ist. 

Bis  zu  der  früheren  Starrheitskonfiguration  kann  die  Geschichte 
des  Mondes  an  der  Hand  eines  völlig  befriedigenden  dynamischen  Pro- 
zesses zurück  verfolgt  werden,  aber  jenseits  jenes  Zeitpunktes  gibt  es 
nur  noch  Spekulation.  Die  Erde  verliert  in  der  gegenwärtigen  Zeit  in 
sehr  beträchtlichem  Grade  Wärme  aus  dem  Innern,  und  das  Innere 
hat  eine  große  Wärme  im  Vergleich  mit  der  Oberfläche.  Dieser  Wärme- 
verlust dauert  seit  ungeheuren  Zeiträumen,  also  muß  die  Erde  früher 
einmal  so  heiß  gewesen  sein,  daß  sie  in  einem  plastischen  Zustande 
war,  in  dem  sie  deformierenden  Kräften  leicht  nachgab.  Denken  wir 
uns  also  die  halb  geschmolzene  plastische  Erde  in  einer  Periode  wn 
etwa  drei  Stunden  um  eine  Axe  rotierend,  die  gegen  eine  zur  Ekliptik 
senkrechte  Axe  um  12<^  geneigt  ist.  Der  unter  der  Wirkung  der 
Zentrifugalkraft  nachgebende  Planet  wird  um  den  Äquator  sehr  stark 
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abgeplattet,  und  es  entstehen  Gezeiten  unter  der  Wirkung  der  Sonne. 
Es  fliegen  Stücke  von  ihm  rund  um  den  Äquator  ab  wie  Teile  vom 
Radreifen  eines  überjagten  Schwungrades,  und  eins  von  diesen,  ein 
besonders  großes  oder  vielleicht  eine  aus  verschiedenen  Stücken  zu- 
sammengeschmolzene Masse,  bildet  den  Mond.  Dann  sind  Erde  und 
Mond  beide  vorhanden,  drehen  sich  um  ihren  gemeinsamen  Schwer- 
punkt und  außerdem  um  ihre  betreffenden  Axen  in  fast  genau  der- 
selben Periode  y  so  daß  jedes  dem  anderen  immer  fast  genau  dieselbe 
Seite  zukehrt 

Die  direkte  Ursache  für  das  Losreißen  des  Mondes  ist  ungewiß. 
Darwin  hält  aber  für  möglich,  daß  die  freie  Schwingungsperiode  der 
Erde  für  Gestaltänderung  beinahe  der  Hälfte  ihrer  Rotationsperiode 
gleich  kam.  Die  freie  Periode  einer  homogenen  Kugel  von  der  Masse 
der  Erde,  wenn  sie  einer  Gestaltänderung  unterworfen  wird,  ist  für  die 
langsamste  Scbwingungsart  1  Stunde  34  Minuten.  Nun  ist  die  Erde 
nicht  homogen  und  die  Periode  wahrscheinlich  etwas  länger.  Wenn 
also  damals  die  Erde  in  einer  Periode  zwischen  3  und  6  Stunden 
rotierte,  würden  die  halbtägigen  Sonnenfluten  eine  Periode  von  der 
Hälfte  dieses  Betrages  gehabt  haben,  und  dies  könnte  ganz  genau  die 
Periode  der  freien  Schwingung  des  Weltkörpers  gewesen  sein.  Die 
Gezeiten  der  Erde  würden  durch  die  Übereinstimmung  der  Perioden, 
sozusagen  durch  die  Resonanz,  bedeutend  verstärkt  worden  und  ein 
Bruch  unvermeidlich  geworden  sein. 

Die  beiden  Weltkörper  würden  in  so  enger  Nachbarschaft  un- 
geheure Gezeiten  ineinander  erregen,  und  ihre  Umdrehung  mit  einander 
zugekehrten  gleichen  Seiten  würde  unstabil  sein.  Wäre  die  Periode 
des  Trabanten  in  seiner  Bahn  etwas  kleiner  als  die  Rotationsperiode 
des  primären  Körpers,  so  würde  der  Trabant,  wie  oben  auseinander- 
gesetzt wurde,  in  den  primären  Körper  zurückfallen;  wäre  das  Gegen- 
teil der  Fall,  so  würde  sich  der  Trabant  mit  abnehmender  Bahn- 
geschwindigkeit weiter  weg  bewegen.  Das  Vorhandensein  des  Mondes 
beweist,  daß  er,  sobald  er  abgeflogen  war,  sich  in  seiner  eigenen  Bahn 
in  einer  etwas  größeren  Periode  als  der  der  Erdrotation  gedreht  hat. 
Mit  fortschreitender  Zeit  nahm  die  Länge  des  Tages  und  die  Zahl  der 
Tage  im  Monat  beides  zu.  Die  erstere  wird  indessen  weiter  zu- 
nehmen, bis  Tag  und  Monat  gleich  sind,  die  letztere  hat  ihren  Maximal- 
wert (ungefähr  29)  bereits  überschritten  und  sinkt  gegenwärtig  all- 
mählich auf  den  Wert  1  herab,  den  sie  erreichen  wird,  wenn  Tag  und 
Monat  gleich  sein  werden. 

588.  Wirkung  des  von  der  Flutreibung  herrührenden  Kräfte- 
paares auf  die  Richtung  der  Erdaxe.  Es  ist  möglich,  die  Wirkung 
der  Fintreibung  auf  die  Richtung  der  Erdaxe  in  Betracht  zu  ziehen. 
Infolge  des  Nichtzusammenfallens  der  langen  Axe  des  Flutsphäroids 
mit  der  Äquatorebene  wirkt  auf  die  Erde  ein  Eräftepaar  in  dem  Sinne, 
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sie  um  eine  Axe  in  der  Äqnatorebene  rotieren  za  lassen,  und  ein  an- 
deres, die  Rotation  um  die  Figuraxe  yerzögerndes  Kräftepaar.  Denn 
es  möge  Fig.  336  einen  Schnitt  durch  die  Polaraxe  ON  und  darch  die 
lange  Axe  AB  der  spb&roidal  angenommenen  Flutfigur  darstellen.  Die 
Axe  ^^ist,  wie  schon  erklärt  wurde,  der  Stellung  des  Mondes  Tor- 
aus;  der  Mond  dreht  sich  in  der  gegen  den  Äquator  EE  im  Winkel 
ADE  geneigten  und  die  Äquatorebene  in  der  Linie  OD  schneidenden 
Ebene  durch  AB.  Das  als  Folge  des  Mondes  wirksame  Kräftepaar 
werde  durch  die  beiden  Kräfte  F,  F  dargestellt,  die  in  A  und  B  in  der 
Umdrehungsebene  des  Mondes  angreifen.  Dieses  Kräftepaar  löst  sich 
in  zwei  Komponenten  auf,  eine  um  die  Axe  OE,  die  andere  um  die 
Rotationsaxe  ON.     Die  Wirkung  der  letzteren  ist,  die  Erdrotation  lu 

verzögern ,  die  der  ersteren  die  Er- 


Fig.  336. 
N 


Zeugung  eines  Momentes  der  ße- 
wegungsgröße  um  OE.  Wenn  sich 
der  Mond  bewegt,  so  folgt  ihm  die 
mittlere  Lage  des  Flutsph&roids, 
I  und  die  Axe  OE  ändert  sich  dem- 

^j/^  I  entsprechend.    Aber,  wie  oben  §  260 

^'^^'""•"~ —  bewiesen  wurde,   ist  das  Ergebnis 

der  Wirkung  eines  Kräftepaares  um 
eine  Axe,  die  sich  wie  OE  mit 
dem  Körper  bewegt,  eine  Drehung 
2  des  Körpers  um  eine  Axe  m  er- 
zeugen ,  die  sowohl  z\i  OE  als  zur 
Rotationsaxe  senkrecht  ist.  Also 
dreht  sich,  wie  man  aus  den  Rich- 
tungen der  Rotation  und  des  Krälte- 
paares  einsehen  wird,  die  Axe  OS 
nach  OA,  d.  h.  die  Neigung  des 
Äquators  gegen  die  Ekliptik  nimmt  zu.  Wenden  wir  uns  jetxt 
zurück  zur  Fig.  335  (unter  der  Annahme,  daß  AC,  die  längere  der 
sich  in  A  treffenden  Seiten  des  Parallelogramms,  jetzt  das  Rotations- 
moment darstelle),  so  wird  es  einleuchten,  daß,  wenn  die  Schiefheit 
der  Äquatorebene  gegen  die  unveränderliche  Ebene  zunimmt,  die  Nei- 
gung der  Bahnebene  gegen  die  unveränderliche  Ebene  ebenfalls  zu- 
nimmt, es  sei  denn,  daß  das  Rotationsmoment  AC  schnell  genug  ah- 
nimmt,  um  die  Wirkung  seiner  Richtungsänderung  aufzuheben.  Wenn 
die  Rotationsperiode,  wie  hier  angenommen  wird,  klein  und  die  Zähig- 
keit genügend  groß  ist,  so  erzeugt  das  Kräftepaar  eine  größere  Nei- 
gung der  Axe,  und  somit  wächst  auch  die  Neigung  der  Bahnebene 
gegen  die  unveränderliche  Ebene.  Das  Rotationsmoment  A  C  ist  groß 
und  der  Winkel  BAD  klein.  Folglich  verursacht  das  Wachstum  de« 
Winkels  BDA  ein  Wachstum  des  Winkels  BAD,  selbst  wenn  ilC ab- 
nimmt.    Das  Gegenteil  wird  sich  in  einem  sehr  viel  späteren  Stadium 
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der  Geschichte  yon  Erde  und  Mond  ereignen.  Dann  wird  das  Rota- 
tionsmoment sehr  klein  sein  im  Vergleich  mit  dem  Bahnmoment,  welches 
dann  wirklich  sehr  annähernd  dem  Gesamtmoment  gleich  sein  wird. 
Daher  wird  Abnahme  des  Kotationsmomentes  selbst  bei  Wachstum  des 
Winkels  BDÄ  Abnahme  des  Winkels  BAD  bedeuten.  Natürlich  wird 
dies  alles  von  der  Wirkung  der  Sonne  beeinflußt,  deren  bisher  noch 
nicht  Erwähnung  geschehen  ist.  Hier  kann  nur  gesagt  werden,  daß 
die  Neigung  der  Mondbahn  zu  der  von  Darwin  so  genannten  „Sonder- 
ebene"  (d.  h.  die  Ebene,  die  an  Stelle  der  unyeränderlichen  tritt,  wenn 
der  Einfliiß  der  Sonne  in  Rechnung  gezogen  wird)  zuerst  zunahm,  bis 
sie  ein  Maximum  erreichte,  dann  anfing  abzunehmen  und  immer  noch 
abnimmt.  Die  Abnahme  wird  dauern,  bis  beide  Weltkörper  sich  wie 
ein  starres  System  um  ihren  .gemeinsamen  Schwerpunkt  drehen. 

589.  Wirkung  der  Flutreibung  auf  die  Exzentrizität  der 
Mondbahn.  Von  weiteren  Wirkungen  der  Flutreibung  sei  hier  noch 
eine  erwähnt:  die  durch  sie  erzeugte  Änderung  der  Exzentrizität  der 
Mondbahn.  Wenn  sich  der  Mond  um  die  Erde  dreht,  ändert  sich  seine 
Entfernung  von  ihr  und  folglich  auch  die  Stärke  der  durch  ihn  er- 
zeugten Gezeiten.  Im  Perigäum,  wenn  der  Mond  der  Erde  am  näch- 
sten ist,  ist  die  Gezeit  am  stärksten,  und  am  schwächsten  im  Apogäum, 
wenn  er  ihr  am  fernsten  ist.  Infolgedessen  stellt  sich  die  Wirkung 
der  Flutreibung  dar  als  aus  einem  konstanten  Mittelwerte  und  einem 
periodischen  Teile  bestehend,  der  im  Perigäum  zu  dem  konstanten  Teile 
zugezählt  und  im  Apogäum  von  ihm  abgezogen  wird.  Demnach  wirkt 
auf  den  Mond,  wenn  er  ins  Perigäum  hineingeht  und  aus  ihm  heraus- 
schreitet, eine  tangentiale  Kraft,  die  seine  Entfernung  vergrößert  und 
seine  Winkelgeschwindigkeit  vermindert,  und  zwar  beides  über  den 
Mittelwert  hinaus.  Wenn  der  Mond  ins  Apogäum  kommt,  ist  er  daher 
weiter  entfernt,  als  er  sein  würde,  wenn  die  mittlere  Wirkung  erzeugt 
worden  wäre;  also  ist  die  apogäische  Entfernung  vergrößert  worden. 
In  derselben  Weise  wirkt  auf  den  Mond,  während  er  sich  im  Apogäum 
befindet,  eine  tangentiale  Kraft,  kleiner  als  die  mittlere,  der  zufolge  er 
ins  Perigäum  in  kleineren  Erdabstand  herum  geschleudert  wird,  als  der 
Fall  wäre,  wenn  im  Apogäum  die  mittlere  Kraft  gewirkt  hätte.  In- 
soweit also  verringert  sich  der  perigäische  Abstand  und  vergrößert  sich 
der  apogäische,  d.  h.  die  Exzentrizität  nimmt  zu. 

Man  muß  aber  anderseits  bedenken,  daß  sich  der  Mond  im  Peri- 
gäum schneller,  im  Apogäum  langsamer  als  im  Durchschnitt  bewegt. 
Ist  die  Revolutionsperiode  des  Mondes  der  Rotationsperiode  der  Erde 
gleich,  so  wird  der  Mond  im  Perigäum  das  irdische  Flutsphäroid  über- 
holen und  im  Apogäum  dahinter  zurückbleiben.  Die  tangentiale  Kraft 
auf  den  Mond  aber  ist  gegen  die  oder  mit  der  Bahndrebung  des 
Mondes,  je  nachdem  der  Mond  hinter  dem  Flutsphäroid  zurück  oder 
ihm  voraus  ist.    Folglich  ist  der  Mond,  wenn  er  nach  der  Verzögerung 


672  Vierzehntes  KapiteL 

im  Apogäum  herumkommt,  hinter  dem  Flutsphäroid  zurück,  und  Bomit 
▼ergrößert  sich  sein  Abstand  —  d.  h.  der  peiig&ische  Abstand  — ;  auf 
dieselbe  Weise  yerringert  sich  der  apogaisohe  Abstand,  und  so  nimmt 
die  Exzentrizität  ab.  Es  scheint  demnach  eine  Reyolntionsperiode  za 
geben,  für  welche  die  Exzentrizität  konstant  bleibt. 

Es  gibt  noch  andere  Ursachen,  die  die  Exzentrizität  beeinflosseD; 
es  muß  aber  in  betre£E  ihrer,  wie  für  näheres  Eingehen  auf  die  hier  nur 
kurz  skizzierten  Fragen  Yon  neuem  auf  die  schon  mehrfach  genannten 
Arbeiten  von  Darwin  verwiesen  werden. 

590.  Betrag  der  Flutverzögerung  der  Erdrotation.   Was  des 

Betrag  der  Verzögerung  der  Erdrotation  durch  die  Flut  betrifft,  so 
herrscht  darüber  noch  große  Unsicherheit.  Die  Astronomen  sind  nicht 
einig  darüber,  wieviel  die  Beschleunigung  des  Mondes  infolge  der 
hundertjährigen  Änderungen  in  der  Exzentrizität  der  Erdbahn  aus- 
macht. Nach  J.  C.  Adams  beträgt  die  Beschleunigung  der  Bewegung 
in  mittlerer  Länge,  wie  sie  sich  aus  der  Berechnung  der  Zeiten  ergibt, 
zu  denen  gewisse  Verfinsterungen  eingetreten  sein  müssen,  deren  Beob- 
achtung an  bestimmten  Orten  verzeichnet  ist:  11,4  Winkelsekanden 
pro  Jahrhundert,  so  daß  in  100  Jahren  die  mittlere  Länge  um  5,7  Se- 
kunden größer  ist,  als  sie  ohne  diese  Beschleunigung  gewesen  wire. 
Dieses  Voran  eilen  ist  von  Delaunay  durch  Hinzufügung  kleiner 
Glieder  auf  6,1  Winkelsekunden  vergrößert  worden. 

Nun  ist  aber  der  beobachtete  Wert  des  Voraneilens  ungefähr  12", 
also  ungefähr  das  Doppelte  des  von  Adams  berechneten  theoretischen 
Wertes.  Es  wurde  zuerst  von  Delaunay  darauf  hingewiesen,  daß 
an  diesem  Unterschiede  die  Verzögerung  der  Erdrotation  schnld  sein 
könnte;  und  wenn  man  dieser  Ursache  6"  zuschreibt,  so  wurde  nach 
einer  von  Adams  an  Thomson  und  Tait  als  Autoren  der  Theore- 
tischen Physik  mitgeteilten  Schätzung  die  Erde  in  einem  Jahrhundert 
um  ungefähr  22  Sekunden  hinter  einem  fehlerlosen  Zeitmesser  zurück- 
bleiben, der  am  Anfange  des  Jahrhunderts  auf  Einhaltung  mittlerer 
Sonnen  zeit  genau  gerichtet  worden  wäre.  Adams  war  indessen  der 
Meinung,  daß  der  genaue  Betrag  der  Verzögerung  durch  die  Gezeiten 
ganz  ungewiß  wäre  (s.  Thomson  u.  Tait,  2.  Teil). 
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Elastizität. 


591.  Einffihrungsbegriffe  und  Definitionen.  Homogene 
Deformationen.  Der  Begriff  der  Elastizität  ist  im  neunten  Kapitel 
definiert  worden,  auch  sind  daselbst  Erklärungen  in  betreff  elastischer 
Kräfte  und  ihrer  Unterscheidung  von  den  aus  der  Zähigkeit  herrühren- 
den Kräften,  sowie  Definitionen  solcher  Ausdrücke  wie  Druck,  Defor- 
mation, Isotropie,  Homogenität  u.  s.  w.  gegeben  worden,  deren  Wieder- 
holung hier  unnötig  wäre.  Es  soll  hier  nur  eine  Skizzierung  der 
Elastizität  isotroper  Körper  gegeben  werden,  mit  deren  Hilfe  man 
experimentelle  Untersuchungen  des  Gegenstandes  verfolgen  kann, 
während  die  ausführliche  theoretische  Darlegung  in  den  Hauptwerken 
über  die  mathematische  Theorie  der  Elastizität  gesucht  werden  muß, 
von  denen  hier  folgende  besonders  erwähnt  seien: 

Lam^,  Le^oDs  s.  1.  th^orie  de  l'lllasticit^  etc.    PariBl852.    2.  Aufl.,  1866. 
Glebsch,  Theorie  d.  Elastizität  fester  Körper.     Leipzig  1862. 
Barr^  de  St.  Venant,  Verschiedene  M^moires. 
Fr.  Neumann,  Vorl.  ü.  d.  Theorie  d.  Elastizität.    Leipzig  1885. 
Lord  Kelvin,   Elasticity.    Encycl.   Brit.     9.  Aufl. ,   Bd.   VII.      Sonder« 
abdrnck:  Elasticity  and  Heat.    Edlnb.  1880. 
A.  B.  H.  Love,  Math.  Th.  of  Elasticity. 

Todhunter  and  Pearson,  History  of  math.  Th.  of  Elasticity. 
Kirchhoff,  Vorl.  über  Math.  Physik.    Bd.  L 

Yon  einem  elastischen  Körper  sagt  man,  daß  er  eine  homogene 
Deformation  erleide,  wenn  seine  Teilchen  (nicht  die  konstituierenden 
Molekeln,  sondern  die  im  Besitz  der  charakteristischen  Eigenschaften  des 
Körpers  gedachten  kleinsten  Elemente)  derart  verrückt  sind,  daß  durch 
solche  Teilchen  in  ibnen  markierte  parallele  gerade  Linien  auch  parallele 
gerade  Linien  bleiben,  und  daß  alle  Entfernungen  zwischen  Teilchen  in 
ihm,  parallel  zu  irgend  einer  gewählten  Richtung  genommen,  sich  im  selben 
Verhältnis  ändern.  Dieses  Verhältnis  nun  ist  im  allgemeinen  für  ver- 
schiedene Kichtungen  verschieden,  ist  aber,  wenn  es  für  zwei  nicht 
parallele  Richtungen,  etwa  für  zwei  Richtungen  senkrecht  zueinander, 
gegeben  ist,  natürlich  für  alle  Richtungen  parallel  zu  einer  sie  ent- 

Gr»y,  Phytik.    I.  48 
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haltenden  Ebene  gegeben,  und  wenn  es  für  drei  Richtungen,  deren 
keine  zwei  parallel  sind,  etwa  für  drei  aufeinander  senkrechte  Rich- 
tungen, gegeben  ist,  für  alle  Richtungen  im  Räume  gegeben. 

Da  parallele  Linien  parallele  Linien  bleiben,  so  bleiben  parallele 
Ebenen  auch  parallele  Ebenen.  Ein  Kreis  wird  zur  Ellipse,  und  zwei 
aufeinander  senkrechte  Durchmesser  eines  Kreises  werden  zu  den- 
jenigen Durchmessern  der  EUlipse  deformiert ,  deren  jeder  mit  der  am 
Ende  des  anderen  Durchmessers  an  die  Ellipse  gezogenen  Tangente 
parallel  ist;  d.  h.  diese  Durchmesser  des  Kreises  werden  zu  konjugierten 
Durchmessern  der  EUlipse  deformiert 

Femer  ist  einleuchtend,  daß  die  homogene  Deformation  eine 
Kugel  in  ein  EUipsoid  verwandelt,  und  daß  beliebige  drei  aufeinander 
senkrechte  Kugeldurchmesser  in  drei  konjugierte  EUipsoiddurchmeBser 
deformiert  werden.  Im  allgemeinen  werden  die  Winkel  zwischen 
geraden  Linien  im  Körper  durch  die  Deformation  verändert,  und  es 
wird  aus  einem  rechtwinkligen  System  gerader  Linien  ein  schiefes 
System;  aber  es  gibt,  wie  aus  §  593  ersichtlich  werden  wird,  immer 
im  undeformierten  Körper  drei  aufeinander  senkrechte  gerade  Linien, 
die  auch  nach  der  Deformation  aufeinander  senkrecht  bleiben,  und  die 
daher  den  Hauptaxen  desjenigen  E^psoids  parallel  sind,  in  welches  die 
Deformation  einen  sphärischen  Teil  des  Körpers  verwandelt  Diese» 
EUipsoid  heißt  Deformationsellipsoid.  Ein  EUipsoid  bleibt  natnr- 
Uch  ein  EUipsoid,  den  speziellen  FaU,  daß  es  in  eine  Kugel  verwandelt 
wird,  eingeschlossen. 

Da  der  Deformationszustand  eines  Körpers  durch  Verrückung  des 
Körpers  als  Ganzes  oder  durch  seine  Drehung  um  eine  Axe  nicht 
berührt  wird,  wird  er  auch  durch  die  Annahme,  daß  ein  Punkt  0  des 
Körpers  fest  bleibt,  nicht  berührt  werden.  Es  mögen  also  die  Lagen 
der  Körperteilchen  auf  rechtwinklige  Axen  vom  festen  Punkte  0  aus 
als  Anfangspunkt  bezogen  werden.  Wenn  dann  x,  y,  e  die  ursprüng- 
lichen Koordinaten  des  Teilchens,  x\  y\  t!  seine  Koordinaten  nach 
erfolgter  Deformation  darsteUen  und  die  Deformation  homogen  ist)  so 
müssen  x\  y\  /  lineare  Funktionen  von  x^  y,  z  nach  dem  Schema 

x'  =  a^x  +  \y  -\-  Cifrj 

y'  =  a^x  +  b^y  -{-  c^g\ 0) 

z*  =  a^x  '\-  h^y  +  Csis) 
sein.    Denn  diese  Gleichungen  erfüllen,  wie  man  nach  den  elementarsten 
Theoremen  der  Geometrie  leicht  einsieht,  alle  Bedingungen  der  homo- 
genen Deformation,  während  keine  andere  Form  von  Beziehungen  dies 
tun  würde.     Z.  B.  ist  die  Hneare  Beziehung 

Äx  +  By  +  Cjb  +  D  =  0 
die  Gleichung  einer  in  dem  Körper  gezogenen  Ebene,  und  es  erhellt 
aus  GL  (1),  daß  eine  lineare  Beziehung  von  derselben  Form  in  o/,  Jft^ 
auch  durch  die  Koordinaten  der  deformierten   Lage  der  Teilchen 
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befriedigt  wird.  Folglich  liegen  die  Teilchen  weiter  in  einer  Ebene, 
nnd  o£Eenbar  liegen  auch  Teilchen,  die  vor  der  Deformation  in  parallelen 
Ebenen  liegen,  auch  nach  der  Deformation  in  parallelen  Ebenen,  nnd 
Bomit  bleiben  parallele  Linien  parallele  Linien. 

Löst  man  die  Gl.  (1)  nach  x,  y,  e  anf ,  so  erhält  man  drei  Glei- 
chungen von  der  Form 

X  =  aix'  +  /J,y'  +  yj/  | 

y  =  a,x'  +  Ay'  +  Y,e'\ (2) 

e  =  a^x'  +  ßst/  +  y%B*  J 

Die  Koeffizienten  «i,  /S^  u.  s.  w.  werden  entweder  nach  den  yon  der 
Theorie  der  einfachen  Gleichungen  gelieferten  Regeln  gebildet  oder 
können  direkt  für  jeden  gegebenen  Fall  bestimmt  werden. 

592.  Deformationsellipsoid.  Wir  wollen  jetzt  eine  um  0  als 
Mittelpunkt  in  dem  undeformierten  Körper  geschlagene  Kugel  betrachten. 
Ihre  Gleichung  ist 

a^^  +  y^  +  ^*  =  r\ 
Die   durch  die  Koordinaten   x\  %f,  z*  irgend    eines   Oberflächen- 
punktes der  Kugel  nach  der  Deformation  erfüllte  Bedingung  ist  nach 
Gl.  (2)  durch  die  Gleichung 

(«lO/  +  M  +  yi^O'  +  .  .  .  =  r«     .     .     .     .     (3) 

ausgedrückt,  welches  die  Gleichung  eines  Ellipsoids,  und  zwar  tatsäch- 
lich des  Deformationsellipsoids  ist.     Sie  kann  in  der  Form 

Ax'^  +  B\('^  4-  C/*  4-  ^D'ifs/  4-  2^jpV  +  2Fa/y'  =  r^.  .  (4) 
geschrieben  werden,  wenn 

^  =  «»  4-  «/  4-  «a'.-.,  D  =  hvx  +  /Jfy«  +  fty«-. 

ist,  wo  die  .  .  .  mit  entsprechenden  Werten  für  B^  C,  ^,  Y  auszu- 
füllen sind« 

593.  Hauptaxen  des  Deformatioiisellipsolds.  Um  die  Axen 
dieses  Ellipsoids  zu  finden,  muß  man  beachten,  daß  die  Richtungs- 
kosinos  einer  Normalen  mit 

As!  +  -Fy'  +  JK^',  Y^'  +  -By'  +  i>^',  EJ  ^  Brf  ^  Cii 

proportional  sind  und  daß  die  Richtungskosinus  eines  Radiusvektors 
es  mit  x\  y,  $/  sind.  Folglich  sind,  wenn  die  Normale  in  einem  Ober- 
flftchenpunkt  mit  einem  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Radiusvektor 
zusammenfällt,  die  Richtungskosinus  der  Normale  proportional  mit 
o/y  y',  e\  das  ist  z.  B. 

Aoif  +  FyT  +  Ez'  _  Faf  +  By' +  Dz'  _  Ex'  +  Dy'  +  Cz'  _ 

x'  -  y'  -  z'    ^  —^ 
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Folglich  ist 

Fx'  +  (B—k)y'  +  D^  =  0  [     •    •    (5) 

was  durcli  Elimination  von  x^,  j/,  g'  eine  kubische  Gleichung  für  die 
Bestimmung  von  k  (siehe  §  168)  ergibt.  Diese  Gleichung  hat,  wie  leicht 
gezeigt  werden  kann,  drei  reeUe  Wurzeln,  und  es  gibt  daher  drei  auf- 
einander senkrechte  Richtungen  normal  zur  Oberfläche;  die  Winkel 
zwischen  ihnen  werden  durch  die  Deformation  nicht  ver&ndert.  Nach 
Gl.  (4)  ist,  da 

r'a  =  a;'a  +  y'a  ^_  ^'2 
ist, 

r'a  —  r«  =  (I  —  Ä)x'^  +  (1  —  B)y'^ 

+  (1  —  C)i^^  —  2Dp'e'  —  2E/x'  —  2Fx'y'. 
Wenn  man  dann  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  einen  konstanten 
Wert  K^  erteilt,  sieht  man.  daß  für  alle  Radienvektoren   der  quadra- 
tischen Oberfläche 

(1  _  A)x'^  +  (1  -  B)y'^  +  (1  -  O^'^  I         ^ö) 

—  2Dy'e'  —  2Ee'x'  —  2Fx'y'  =  K^  f 
der  Überschuß   von  r'*  über  r'  gleich  groß  ist.     Anders  geschriebeo. 
wenn 

-^  —  fr ,     ^,  =  m ,     -p  —  n 
gesetzt  wird: 

(1  —  A)V^  +  (1  —  B)m'^  +  (1  —  Qn'» 

—  2Dm'n'  —  2En'V  -  2FVni!  =  % 
Die  Größe  auf  der  linken  Seite  ist 

und  die  Gleichung  besagt,  daß  von  Radius  zu  Radius  der  durch 
Gl.  (6)  definierten  quadratischen  Oberfläche  sich  dieses  Verhältnis  um- 
gekehrt wie  das  Quadrat  des  Radiusvektors  ändert. 

594.  Theorie  kleiner  Deformationen.  Diese  Erörterung 
genügt  vielleicht,  um 'die  Art  der  Behandlung  endlicher  Deformation 
anzugeben.  Es  sollen  jetzt  die  Verrückungen  relativ  zum  Punkte  0.  tl^ 
klein  angenommen  und  nur  die  veränderten  Lagen  von  Punkten  nahe 
bei  0  betrachtet  werden.  Dies  wird  für  die  meisten  physikaliflchen 
Zwecke  genügen,  auf  welche  die  Theorie  angewandt  wird.  £b  mögen 
ti,  t7,  w  die  Yerrückungen  eines  nahe  bei  0  gelegenen  Punktes  P  he- 
zeichnen,  dessen  Koordinaten,  auf  feste  Axen  durch  0  bezogen,  £t  ^>  ^ 
sind.  Die  Yerrückungen  Uy  v^  w  nehmen  wir  als  endliche  stetige 
Funktionen  von  |,  ri,  £  an.     Dann  ist,  da  u,  t;,  «7  in  0  null  sind: 


Kleine  Deformation. 


677 


ydu  ,  du  ,  ,  du 
ydv  ,  dv  .  ,  dv 
ydw    ,        dw    .    .  dw 


(7) 


Die  Ausdrücke  du/dx  u.  s.  w.  bedeuten  die  Werte  dieser  Größen  für 
den  Punkt  0  und  werden  als  unveränderlich  angesehen. 

Daher  ist  die  Deformation,  die  nur  der  einen  Bedingung ,  klein 
zu  sein,  unterworfen  wurde,  homogen  bis  zu  dem  betrachteten  Nähe- 
rungsgrade. 

Wenn  jetzt  J',  fj',  5'  die  Koordinaten  von  P  nach  der  Verrückung 
bezeichnen,  so  ist  * 

and  die  letzten  Gleichungen  können  in  der  Form 


+ <■ + 1-:)  I 


öx 


.dv 

'de 


(8) 


geschrieben  werden. 

Da  aber  |,  r^,  ^  und  du/dx  u.  s.  w.  alle  klein  sind,  so  sind 
^cu/dx^ridu/dy^,.,hiB  auf  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  beziehungs- 
weise gleich  ^' du/dx  u.  s.  w.,  so  daß  man  schreiben  kann 


—  _  t'^ 


1?=-^ 


dx 


t 


^  _  wo«? 


dx 


,du 

^  de 

+  ,'(1- 

dv\ 
~dy) 

f.,dv 
*  de 

,dw 

+  .t'(l  - 

dvl\ 
de)) 

w 


595.  Einheitsetongation  einer  Linie  oder  lineare  Dilatation. 
Elongationsfläche.  Wenn  OF  =  q  und  OP'  =  p'  =  ^  +  ap 
gesetzt  wird,  so  ist 

nnd  wenn  I,  m,  n  die  RichtangskoginuB  von  OP  sind,  so  daß 

J  — ^    m—  '^    «  — ^ 
9  9  9 

i>t,  to  ist 


(9a) 


^=2?i-U«.*^ 


H 


=  1^^  4-  m  ^-^  4-  n 
9  9  9  9 
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Nun  ist  aber  d|  =  «,  Äjj  =  t?,  Äf  =  to;  nach  GL  (7)  and(9a)wirdalB0 

6(f       ,/,8tt    ,       du    ,      8t*\    ,       /,8v    ,       8t^    ,     8«\ 


,      /.dw    .       dw    .     dv\ 


8a?  8y  dß 


+  »»(F,  +  B)  +  Olf)  +  '-(i 


■8» 
Dies  wird  h&ufig  in  der  Form 


(10) 


-i  =  el»  +  /m»  +  ^n»  +  28,mn  +  28,nl  +  2s,Im    (10») 

geschrieben,  wo  e, /,  g^  23i,  2  5s,  ^^3  ^^^  Werte  der  Koeffizienten  von 
l^t  m^  u.  8.  w.  in  dem  vorhergehenden  Ausdruck  sind,  also: 


e 

du 

2si 

dw 

.       dv  dw 

,    8v  '        8u       8«;  8t;      8« 

'^  di'  ^^^-di  ^  Tx'  ^''  —di^  ¥y 


(lOb) 


Die  Größe  SqIq  ist  die  Verlängerung  der  Linie  OF  in  Brach- 
teilen ihrer  ursprünglichen  Länge.  Sie  wird  in  Deutschland  lineare 
Dilatation,  in  England  aber  gewöhnlich  Elongation  genannt;  wir  wollen 
hier  den  ersteren  Ausdruck  benutzen.  Wenn  der  Größe  pdp  ein  kon- 
stanter Wert  fc2  erteilt  wird,  so  hat  man  nach  GL  (10a),  wenn  man 
mit  9>  multipliziert, 

also  die  Gleichung  einer  quadratischen  Oberfläche.  Für  alle  Radien- 
vektoren  dieser  Oberfläche  ist  (fdg  eine  Eonstante  k^,  und  deshalb  ist 
Sq/q  umgekehrt  proportional  mit  g^.  Diese  Fläche  heißt  Dila- 
tationsfläche. 

596.  Kegel  ohne  Elongation  und  Kegel  mit  konstanter  Dila- 
tation« Wenn  dg  für  eine  bestimmte  Reihe  Yo.n  Richtungen  negativ 
ist  (wenn  z.  B.  die  Substanz  längs  allen  Linien  in  einer  Richtung 
ausgedehnt  und  längs  allen  Linien  senkrecht  zur  ersten  komprimiert 
wird),  so  wird  die  konjugierte  Fläche 

e|"  +fv'  +  9t'  +  ^sM  +  Ss^eS  +  2 Sali?  =  -- h^  (12) 
die  (negative)  Elongation  für  diese  Richtungiu  darstellen.  Die  beiden 
Regionen  sind  getrennt  durch  den  Kegel 

«1»  +/V^  +  gt^  +  2s.  1,6+  2s,e{+  2s,|ij  =  0.  .(13) 
der  diese  beiden  Flächen  in  einer  unendlichen  Entfernung  Yon  0 
berührt.     Dieser  Kegel  heißt  Kegel  ohne  Dilatation. 
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Die  Richtungskosmus  derjenigen  Radien vektoren ,  für  welche  die 
Dilatation  einen  gegebenen  Wert 

-^=6 (13a) 

9 
hat,  befriedigen  die  Gleichung 

eP  +  fm^  +  gn^  +  2simn  +  2^2«^  +  2ssZt»  =  6 

oder,  da  Za  +  m2  +  n2  =r  1  ist, 

(c  — f)?a  +  (/— 6)»»2+  (^— *)n2  +  2siww  +  2$^nl  +  2Silm=0. 

Diese  Radienvektoren  sind  daher  Generatoren  des  Kegels 


+  2s,nt  +  2s,e|  +  2 


a,  =  o}-   (^*) 


597.    Änderung  der  Linienrichtung.    Linien  ohne  Drehung. 

Werden  die  Richtungskosinas  einer  Linie  yon  l,  Mj  n  in  l  -\-  SJ^  m  -{-  dm, 
n  -^  dn  verwandelt,  so  hat  sich  die  Linie  um  einen  kleinen  Winkel 
öd  gedreht,  der  durch  den  Ausdruck 

dö  =  \(diy  +  (dm)^  -f  (Än)2      ....     (15) 

gegeben  ist.  Denn  nach  den  Regeln  der  analytischen  Geometrie  ist 
ganz  allgemein,  d.  h.  auch  für  endliche  Werte  von  Ä0,  81,  dm,  Ön: 

008(86)  =  1(1  +  81)  +  m(m  +  8m)  +  w(n  +  An); 
nun  ist  aber 

1  —  cos  (80)  =  2sin^(^8f)\ 

also  für  kleine  Winkel  80: 

1  —  cos  (80)=  1(80)^. 

Man  erhält  daher  der  Reihe  nach: 

{80y  =  2[1  —  Z(Z  +  «0  —  m(m  +  8m)  —  n(n  +  ön)] 
=  —  2(?*Z  +  m8m  +  n8n) 
=  i»  +  w«  +  n«  —  [(Z  +  8\Y  +  (w  +  8my  +  (n+  8nf\ 

+   «72   _^   dw2   -f    Än2; 

und  schließlich,  da  sowohl 

Z2  +  w2  +  «2  =  1 
als  auch 

(Z  +  ÄZ)2  +  (m  +  8my  -}-  (w  +  ön)«  =  1 
ißt: 

(dÖ)2  =  ÖZ»  4-  8m^  +  ön». 

Nun  ist,  da  Z  =  I/9  . .  .,  ö|  =  u  .  • .  ist,  sowie  mit  Rücksicht 
auf  Gl.  (7)  und  Gl.  (13a): 


ÖZ 


=  ö(-)  =  -S  —  1-^  =Z^ V  m- y  n- «Z 
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und  ebenso  für  $m  und  8n.     Folglich  ist 


w=KII- 

-)+4; 

,       8«!« 

L  ox 

^<- 

OX 

+  "83. 

+  Ho.  - 

-)] 

(16) 


Soll  insbesondere  dO  verschwinden,  so  muü  jedes  von  den  drei 
Gliedern  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwinden.  Folglich 
ergibt  sich 


'0-:-)+" 

cu 

,       8u 

=  0 

dx                         \öy 

•) 

+  ~l^ 

=  0 

öx 

dtc 

8y 

+  KS 

-)=» 

was  zu  der  Determinante 

!  du 

1  di  ~  * 

8u 

8y 

du 

8jr 

=  0 

1  dv 
'  dx 

8t> 
8y 

£ 

dv 
Tz 

•    • 

dw 
dx 

8w 

8» 

dw 

(18) 


d.  h.  zu  einer  kubischen  Gleichung  für  die  lineare  *  Dilatation  £  führt 
Diese  kubische  Gleichung  mui}  natürlich  mindestens  eine  reelle  Wnnel 
haben.  Die  beiden  anderen  Wurzeln  können  entweder  beide  imagiD&r 
oder  beide  reell  sein.  Jede  Wurzel  liefert  ein  zugehöriges  Wertiyltem 
der  ^  m,  «. 

Eine  Linie,  die  in  ihrer  Richtung  unge&ndert  bleibt,  heißt  eine 
Linie  ohne  Drehung.     Es  gibt  immer  mindestens  eine  solche  Linie. 

598.  Superposition  kleiner  Terilndenuigeii.  Wenn  |,  %  t 
der  Reihe  nach  zwei  Änderungen  u,,  t^i,  Wi  und  ti,,  v^^  Wf  unterworfen 
werden,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  unter  Vernachlässigung  tod 
Größen,  die  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  sind  als  die  hier 
noch  berücksichtigten,  die  gesamte  resultierende  Änderung  tfi  -f  ^' 
Vi  +  Vj,  tt;j  +  M?2  ist,  und  daß  sie  von  der  Reihenfolge,  in  der  die 
Änderungen  vorgenommen  werden ,  unabhängig  ist.  Der  Leser  kADO 
sich  hiervon  leicht  überzeugen. 

Wir  gehen  dazu  über,  eine  gewöhnliche  kleine  Deformation  io 
eine  reine  Deformation  und  eine  Rotation  aufzulösen. 
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599.  AuflSsimi^  einer  gewöhnlichen  kleinen  Deformation 
in  eine  reine  Deformation  und  eine  Drehung. 

Einer  allgemein  üblichen  Bezeichnung   entsprechend   führen  wir 
die  Zeichen  2  0],  2  02«  ^^s  ™^^  folgender  Bedeutung  ein: 

oy        dß  de       ox  dx       dy 

nach  den  Ausführungen  des  §  361  ist  dann  die  Bedeutung  von  d^i  Ü^, 
Oi  einleuchtend:  dort  waren  u^  r,  w  die  Geschwindigkeitskomponenten, 
01*  02«  ^8  <i^^  Komponenten  der  Drehungsgeschwindigkeit  (Wirbel- 
geschwindigkeit); hier  sind  u,  v,  w  die  Yerrückungskomponenten,  also 
Oll  0s«  ^8  entsprechend  die  Drehungskomponenten. 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben   festgesetzten  Werte  von  s, ,  8^,  8^ 
wird  nun: 

g^  =  s,  +  0„     _  =  sj  +  02,    g^  =  S3  +  Ol« 
8t' /i       ^*^ /j       ^** u 

Also  ergibt  sich  nach  61.  (7): 

«  =  (e  S  +  Ss^  +  s^t)  +  (Ö2?  -  08i?)l 
t^  =  (Ssl  +  /i?  +  s,i)  +  (0^5  -  Öif)        .    .     (19) 
w  =  (S2I  +  Sx^  +  i75)  +  (011?  -  0s5)J 
Hiernach  setzen  sich  die  u,  v,  w  aus  je  zwei  Teilen  zusammen, 
einem  von  den  e,  /,  ^,  Si,  $2«  ^s  abhängigen  und  einem  von  den  0},  02,  0$ 
abhängigen.      Der  letztere   aber   stellt  offenbar  diejenige  Verrückung 
dar,    welche  eine  Folge  einer  für  alle  mit  0  benachbarten  Teilchen 
gleichen  Winkeldrehung  ist.     Da  hierbei  eine  Änderung  der  relativen 
Lage  der  Teilchen  nicht  stattfindet,  kommt  er  für  unsere  elastischen 
Fragen  nicht  in  Betracht,  und  es  bleibt  nur  der  erste  Teil  übrig.   Diese 
ersten  Teile   der  Ausdrücke   in  Gl.  (19)  heißen   demgemäß  die  Kom- 
ponenten der  reinen  Deformation.    Diese  letzteren  sollen  mit  lii,  v^, 
i(7i,  die  Änderungen   durch  die  Rotation  mit  Mj,    v^,    w^  bezeichnet 
werden.     Somit  ist 

U  =  Uj    +   1*2»       V  ^  Vi    +    ^2'       tO  =  Wi    +    «72, 

und  diese  verschiedenen  Teile  können  in  beliebiger  Reihenfolge  in  An- 
wendung kommen,  ohne  das  Ergebnis  zu  ändern;  für  die  Komponenten 
der  reinen  Deformation  aber  hat  man: 

t'i  =S3S  +  /17  +  3x5 (19a) 

600.  Entstehnni^  der  reinen  Deformation   aus  drei   Dila- 
tationen nnd  drei  Scherungen.    Bedeutung  der  Soherungsdefor« 
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mation.  Es  ist  wichtig,  eine  reine  Deformation  als  ans  sechs  Teil- 
deform ationen,  nach  dem  folgenden  Schema  entstanden,  ku  hetrachten 
(die  Indices  1  bis  6  haben  mit  den  obigen  1  und  2  natürlich  nicht« 
zu  tun): 


1.  Ui  =  e^.  Vi  =  0,    «7i  =  0, 

2.  «a  =  0,    ^2  =  /ij,  tt'a  =  0, 

3.  «3  =  0,    Vj  =  0,     ti?s  =  gi. 


5.  «5  =  Sa 5,  Vj  =  0,     fT;.  =  *',|. 

6.  Ue  =S3^»  «^6  =  S3S1  ««'6  =  0- 


B 

[^ 

/\       N; ,.-^ 

/     ^^\   i    '-'ß// 

t 71k/ 

ME ' 

/ 
/ 
/ 

■■■     ;   » 

/c 

_ ^-*rl — ! 1: 

• 

Die  drei  ersten  partiellen  Deformationen  stellen  einfache  lineare 
Dilatationen  des  Körpers  in  den  Richtungen  der  x,  y,  j?-Axe  dar.  Die 
Dilatation  im  ersten  Fall  ist  6,  im  zweiten  /,  im  dritten  g.   Wir  nennen 

deshalb  die  Deformatio- 
nen einfache  Dilatationen 
von  den  Betragen  f,/.(/. 
Sie  können  natürlich 
positiv  oder  negativ  sein 
und  können  im  letzteren 
F^alle  entweder  als  „ne- 
gati  ve  Dilatationen"* 
oder  als  „Kontraktio- 
nen" bezeichnet  werden. 
Infolge  des  Wachs- 
tums von  l,  %  £  ändert 
sich  das  Volumen  des 
rechtwinkligen  Eiemen» 
tes,  das  die  Kanten 
g,i2,ghat,  von  Ji?J*dI 

g(i+e)i?(i+/)S(i+!;). 

d.  h.  es  wächst,  wenn 
man  Produkte  der  kleinen  Größen  c,  /,  g  vernachlässigt,  pro  Einheit 
seines  früheren  Betrages  um  e  +  /  +  g. 

Denken  wir  uns  den  Körper  von  einer  Ebene  senkrecht  zu  i)z 
durchschnitten,  und  zwar  durch  den  Punkt  P  hindurch  (in  dem  die 
Deformation  betrachtet  wird),  wie  es  Fig.  337  darstellt.  OJ/,  J^^ 
stellen  |,  77,  die  Koordinaten  von  P  dar.  Durch  P  hindurch  zeichnen 
wir  das  Quadrat  ÄBCJD,  dessen  Seiten  mit  der  x-  und  y-Seite  parallel 
sind,  und  dessen  Mittelpunkt  in  0  liegt.  Dasselbe  kann  als  Durch- 
schnitt eines  kubischen  Teils  des  Körpers  betrachtet  werden,  dessen 
Mittelpunkt  in  dem  festen  Punkte  liegt,  der  als  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  genommen  wird,  also  im  allgemeinen,  da  P  auch  eine 
jer-Koordinate  hat,  nicht  in  der  Papierebene.  Indessen  können  wir /' 
als  in  der  x,  y- Ebene  gelegen  ansehen,  so  daß  der  angenommene 
Durchschnittsmittelpunkt  0  wirklich  der  Anfangspunkt  ist,  ohne  da£ 
der  Fall  etwas  von  seiner  allgemeinen  Gültigkeit  einbüßt 

Nun  ziehen  wir  durch  P  eine  unter  45^  geneigte  Linie,  welche 
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die  Axen  Ox,  Oy  in  E  und  F  trifft,  so  daß  OE  =  OF  wird,  und 
lösen  die  Yerrückongskomponenten  s^  17,  s^  |  (also  u^,  Vg)  von  P  in  neue 
Komponenten,  die  eine  längs  der  Linie  EF^  die  andere  senkrecht  zu 
ihr  auf.     Die  erstere  ergibt 

17-1 


h 


V2 


als  Verruckung  yon  P  in  der  Richtung  yon  E  nach  F,  Die  zweite 
Auflösung  ergibt 

als  Verrückung  von  P  parallel  mit  OÄ.  Nun  werde  PL  parallel  mit 
AO  derart  gezogen,  daß  es  OD  in  X  trifft;  dann  sind  offenbar  die 
Längen  von  OL  und  LP: 

OL  =  L:^,LP  =  L+Jl, 

V2  V2 

OL  und  LP  stellen  dann  die  gedachten  Verrückungskomponenten 
von  P  dar:  eine  Verrückung  s^.  OL  in  der  Richtung  von  L  nach  0 
und  eine  andere  s^  .LP  von  L  nach  P  hin.  So  ist  z.  B.,  wenn  P  in 
der  Diagonale  OÄ  liegt,  die  erstere  Verruckung,  wenn  es  auf  der 
Diagonale  OD  liegt,  die  letztere  gleich  null.  Die  £inheitsverrückung 
ist,  was  hervorgehoben  werden  muß,  in  jedem  Falle  8^. 

Dasselbe  Ergebnis  würde  für  jede  andere  Lage  von  P,  etwa  P' 
herauskommen,  wenn  man  dieselbe  Konstruktion  machte  und  in  der- 
selben Weise  vorginge.  Also  erleidet  der  Körper  um  0  herum  infolge 
der  betrachteten  Verrückungen  eine  lineare  Dilatation  83  längs  jeder 
Linie  parallel  mit  OÄ  und  eine  ebensolche  Kontraktion  längs  jeder 
Linie  parallel  mit  OD. 

Ein  räumlicher  Teil  des  Körpers  nimmt  die  in  Fig.  337  durch  den 
Rhombus  Ä'JffCD*  bezeichnete  Gestalt  an,  wobei,  um  die  Veränderung 
in  der  Zeichnung  kräftig  zur  Geltung  kommen  zu  lassen,  die  Wirkung 
als  sehr  beträchtlich  angenommen  ist.  Der  Punkt  P  ist  durch  die 
Verrückungen  Pp,  pQ  von  den  durch  diese  Linien  angegebenen  Be- 
trägen und  Richtungen  nach  Q  verschoben. 

Die  hier  betrachtete  Deformation  wird  Scherungsdeformation 
oder  einfach  Scherung  genannt,  und  die  Linien  OÄ,  OD  heißen  die 
Scherungsaxen. 

Der  numerische  Betrag  der  Scherung  wird  als  2s^  angenommen, 
was,  wie  man  leicht  einsehen  kann,  für  eine  kleine  Deformation  der- 
jenige Betrag  ist,  um  welchen  der  Winkel  B* ÄlLf  nach  der  Defor- 
mation kleiner  ist  als  3r/2,  oder  um  welchen  der  Winkel  G  If  A! 
alsdann  größer  ist  als  ?r/2.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  bis  zu  dem  hier 
durchgeführten  Annäherungsgrade  diese  Deformation  das  Volumen  des 
Körpers  nicht  ändert. 
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Ebenso  kann  man  zeigen,  daß  die  beiden  anderen  Deformations- 
paare   (^4,  to^)    und  (U5,  tOi)    Scheningen   in   Ebenen    senkrecht  zur 
x-,  und  ^-Aze  sind,  und  daß  ihre  Axen  längs  den  Linien  liegen,  welche 
die  Winkel  zwischen  den  in  diesen  Ebenen  gelegenen  Axen  halbieren. 
pi^  333^  Es  sei  beil&ofig  bemerkt,  daü 

man  in  einfacherer,  aber  freüich 
aucb  speziellerer  Weise  eine  typi- 
sche Scherung  auch  durch  einen 
Würfel  darstellen  kann,  dessen 
Basis  fest  (z.  B.  auf  die  Unterlage 
aufgekittet)  ist,  und  auf  dessen 
Deckfläche  eine  geeignete  «sche- 
rende Kraft ^  ausgeübt  wird,  so 
daß  er  sich  in  ein  Rhomboeder  yerwandelt  (Fig.  338),  gerade  wieder 
Würfel  in  Fig.  337.  Der  Unterschied  ist,  wie  man  sieht,  der,  daß  hier 
nicbt,  wie  oben,  die  Diagonalen,  sondern  die  Horizontalflächen  ungedreht 
bleiben;  aucb  finden  hier  andere  Kantenbeziehungen  zwischen  Würfel 
und  Rhomboeder  statt. 


601.     Analytische )  Bedingungen  der   reinen   Deformation. 
Hauptaxen   der   DilatationsHäche.      Deformations -InTarianten. 

Wenn  die  Änderung  eine  reine  Deformation,  also  di  =  Öj  =  61  =  Ö 

ist,  so  ist 

dv dw     dw du     du dv 

dz^  dy'    Jx^  di'    dy~dx 

Dies  beweist,  daß  tt,  v,  w  die  DiSerentialquotienten  8^p/9x,  'b^!^-h 
dq>/d£  einer  Funktion  <p  von  rr,  y,  g  sind,  eine  Tatsache,  von  der  wir 
alsbald  Gebrauch  machen  werden.  Die  Komponenten  der  Verrückung 
reduzieren  sich  dann  auf  e^  +  SsfJ  +  82^  n.  s.  w.,  und  die  Gleichung 
der  Dilatationsfläche  lautet 

Um  die  Richtungskosinus  der  Hauptaxen  der  Dilatationsfläche  zu  finden, 
hat  man  sich  an  die  leicht  abzuleitenden  Gleichungen 

eJ  +  «8»»  +  s^n  =  xl  1 

s^l  +  fm  +  Sin  =  xm\     -     •     •    •    '    (2^) 

Sil  +  Sifn  -f  gn  =1  xn] 
zu  halten,  die  für  x  die  kubische  Gleichung 

x*  —  (e  +  /  +  g)x^  4-  ifg  +  ge  +  ef  —  s^  —  i 

—  efg  —  2s,SaS8  +  es}  +  fs^  +  s^l 
liefern. 

Die  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung  sind  alle  reeU,  und  wenn 
man  sie  der  Reihe  nach  nimmt  und  in  Gl.  (20)  sabatituiert,  soerbü*®" 
die  für  die  Axen  notwendigen  drei  Reihen  von  Werten  von  ?,  «•  ^ 


■js)*}  (22) 
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Die  durch  Elimination  von  h  m,  n  aus  Gl.  (21)  erhaltene  Determinante 

«8»  /  ^   X,  Sil 

«2»        «1.  g  —  ^l 

heißt  die  Diskriminante  von 

(e  -  x)|»  +  (/-  x)i7«  +  (p-  x)g«  +  2s,ijg  +  2  8ag|  +  2s,|ij, 

weil  ihr  Verschwinden  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür  ist,  daß  der  letztgenannte  Ausdruck  in  zwei  Faktoren  von  der 
Form  ^1  +  jiAi?  +  i'S  zerlegt  werden  könne.  Nun  leuchtet  es  ein, 
daßy  wenn  dieser  Ausdruck  durch  Transformation  der  Koordinaten 
ohne  Änderung  des  Anfangspunktes  geändert  wird,  er  sich  für  den- 
selben Wert  von  x  immer  noch  in  Faktoren  muß  auflösen  lassen,  inso- 
fern nur  X  (|2  +  V^  '+  e«)  ungeändert  bleibt  Also  bleiben  die  Werte 
von  X  bei  der  Transformation,  und  somit  auch  die  Koeffizienten  in  der 
kubischen  Gl.  (22)  ungeändert.  Wie  also  auch  immer  die  Dilatations- 
fläche durch  Beziehung  auf  neue  rechtwinklige  Aixen  vom  selben 
Anfangspunkt  transformiert  werden  mag,  die  Größen 

1.  e  +  /  +  ^ 

2.  f9  +  ge  +  ef--  s^  ^  s/  -  s/ 

3.  efg  +  2S1S281  —  es,3  — /s|  —  gs^ 

bleiben  dabei  ungeändert;  sie  heißen  deshalb  die  Invarianten  der 
Deformation. 

602.  Räumliche  Dilatation.  Wird  die  Gleichung  der  Dila- 
tationsfiäche  auf  ihre  Hauptaxen  als  Koordinatenaxen  transformiert, 
so  fallen  die  drei  doppelten  Produkte  in  Gl.  (20)  aus  Symmetriegründen 
fort,  und  die  Gleichung  der  Fläche  wird,  wenn  die  neuen  Koeffizienten 
der  Quadrate  mit  £1,  £21  ^s  bezeichnet  werden: 

iii'  +  fji?'  +  ht'  =  *« (23) 

Die  Größen  f^,  f^,  £3  heißen  die  linearen  Hauptdilatationen;  wenn 
sie  alle  positiv  sind,  ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid.  Nach  der  oben 
bezeichneten  ersten  invarianten  Beziehung  ist 

e  +  f+  g  =  f^  +  e^  +  es (24) 

Man  kann  jetzt  mit  Beziehung  auf  dieselben  Axen  die  Gleichung 
desjenigen  Ortes  finden,  auf  welchem  die  Teilchen  liegen,  die  vor  der 
Deformation  auf  einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  0  lagen.  Vor  der 
Deformation  waren  die  Koordinaten  eines  Punktes  beliebige  |,  ^f  ^ 
die  nur  die  Beziehung 

i'  +  v'  +  t'  =  ** 

erfüllten.     Nach  der  Deformation  sind  die  Koordinaten  desselben  Punktes 

r  =  (1  +  «i)S,  17'  =  (1  +  h)n,  r  =  (1  +  «.)5 

geworden,  so  daß,  unter  Weglassang  der  Striche,  die  Gleichung  des  Ortes 
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f*  n*  t* 

+  TT^-TT.  +  TT^-rr^  =  **  •    •    •    (25) 


(1  +  «,)'  (1  +  «*)*  '  (I  +  «,)* 
ist  Dies  stellt  ein  Ellipsoid  dar,  gleichviel,  welches  die  YorzeiclieD 
Yon  £],  fjf  ^s  B^^^  mögen.  Das  Verhältnis  des  Ellipsoid volumens  zom 
Eugelyolumen  ist 

(1  +  «,)(!  +  «t)(l  +  c,) 
oder,  wenn  nur  Größen  berücksichtigt  werden,  die  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung  sind: 

1    +    f  1    +    «2    +    h- 

Daher  ist  das  Verhältnis  des  Volumenzuwachses  zum  ursprünglichen 
Volumen  «,  +  «j  +  *8»  ®8  wird  kubische  oder  räumliche  Dila- 
tation genannt: 

z/  =  £i  -h  6j  +  a, (25a) 

Gl.  (24)  zeigt,  daß  die  räumliche  Dilatation  für  jedes  gewählte  System  recht- 
winkeliger Axen  die  gleiche  Ausdrucksform  und  den  gleichen  Wert  bat 

603.  Gleichung  des  Deformatioiisellipsoids.  Der  Betrag  der 
räum  liehen  Dilatation  und  die  Form  des  Deform  ationsellipsoida  würden 
nicht  beeinflußt  werden,  wenn  man  ihm  die  Drehung  6i,  öj,  Ö3,  erteilte, 
die  nui*  das  Ellipsoid  als  Ganzes  drehen  würde.  Die  Gleichung  des 
auf  die  ursprünglichen  Axen  bezogenen  EUipsoids  erhält  rnani  indem 
man  an  Stelle  von  |,  iy,  g 

(1  —  c)|  —  Sf^Tj  —  Sag,     —  S3I  +  (1  — /)i7  —  Sit. 
—  SjS  —  s,fi  +  (1  —  g)t 
in  die  Gleichung  der  Kugel  einsetzt;  sie  lautet 

(1  -  2c)g«  +  (1  -  2/)ij»  -f  (1  -  2g)t'  \    ,2j) 

-  4Sii75  -  4s,g|  -  4sj|ij  =  *»  j 

I 

604.  Lineare  Dilatation,  dargestellt  durch  eine  rSomliche 
Dilatation  und  zwei  Scherungen.  Es  ist  nach  Gl.  (19)  klar,  daß 
die  Verrückung  bei  einer  reinen  Deformation  durch  drei  Dilatations- 
verrückungen  in  den  Richtungen  der  Hauptaxen  der  Dilatationaflache 
dargestellt  werden  kann.  Es  kann  nun  anderseits  gezeigt  werden, 
daß  eine  einfache  Dilatation  durch  eine  gleichförmige  räomliehe  Dila- 
tation und  zwei  Scherungen  dargestellt  werden  kann.  Betrachten  wir 
zu  diesem  Zwecke  das  Schema 

3  (£il        «1^1         «iS) 
3  (hl  —  £iV^  0) 

3  (fil,  0,  —  Fl?). 
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Die  erste  Zeile  enthält  die  Komponenten  der  Ton  einer  gleichförmigen 
räumlichen  Dilatation  B  herrührenden  Yerrückung,  die  beiden  anderen 
Zeilen  enthalten  die  von  zwei  Scherungen,  jede  vom  Betrag  |£i,  eine 
in  der  £17-,  die  andere  in  der  |S -Ebene,  herrührenden  Yerrüokungen. 
Das  Behauptete  ist  somit  bewiesen. 

605.  Auflösung  der  reinen  Deformation  in  eine  räumliche 
Dilatation  und  drei  Scherungen.  In  ganz  derselben  Weise  kann 
die  Yerrückung  £2^  &^s  gleichwertig  mit  den  aus  einer  gleichförmigen 
räumlichen  Dilatation  vom  Betrage  £3  und  zwei  Scherungen  vom  Be- 
trage §£*  in  den  iy£-  und  fiy- Ebenen  herrührenden  Yerrückungen 
gezeigt  werden;  ebenso  kann  die  Yerrückung  £3^  behandelt  werden. 

Es  sind  daher  die  drei  Yerrückungen  dem  folgenden  Yerrückungs- 
schema  äquivalent: 

L(«i  +  «2  +  h)^.      (h  +  «a  +  ^sH     («1  +  «2   +  fOS] 


[0,  (£2  —  £3))?,  —  (€j  —  «8)61 

[(«1   -  hU.  0,  -  (£,   -  £3)£] 

[(«1  —  *2)f»        —  (h  —  hH  Öl- 


Auf  diese  Weise  wird  eine  reine  Deformation  in  eine  gleichförmige 
räumliche  Dilatation  und  drei  Scherungen  zerlegt. 

Dabei  ist  nachdrücklich  zu  bemerken,  daß  zwei  beliebige  reine 
Deformationen,  denen  ein  Körper  nacheinander  unterworfen  wird,  im 
allgemeinen  durchaus  nicht  gerade  eine  reine  Deformation  erzeugen;  sie 
tun  das  nur  dann  unter  allen  Umständen,  wenn  sie  beide  sehr  klein  sind. 
Man  sieht  dies  ohne  weiteres  ein,  wenn  man  zuerst,  nach  §  599,  |,  17,  t 
durch  reine  Deformation  in  $',  ij\  ^'  verwandelt  und  dann  wiederum 
den  Größen  {',  17',  J'  eine  reine  Deformation  erteilt.  Die  für  reine 
Deformation  notwendige  Beziehung  der  Koeffizienten  wird  alsdann  von 
den  endgültigen  Yerrückungskomponenten  nicht  erfüllt  sein,  außer  in 
speziellen  Fällen.  Dagegen  ist  es  immer  möglich,  dem  Körper  eine 
dritte  reine  Deformation  zu  erteilen,  die,  mit  den  beiden  ersten  kombi- 
niert, eine  reine  Deformation  ergibt.  Man  muß  nur  eine  reine  Defor- 
mation von  allgemeinem  Typus  finden,  die  eine  Rotation  erzeugt, 
welche  der  durch  die  beiden  vorhergehenden  reinen  Deformationen 
erzeugten  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 

Ebenso  können  drei  reine  Deformationen  herausgefunden  werden, 
die  miteinander  reine  Rotation  ohne  jede  Deformation  der  Substanz 
erzeugen  werden. 


688 


Fünfzehntes  KapiteL 


606.  Definition  des  elastischen  Druckes.  KrSfle  auf  ein 
Körperelement  von  der  Form  eines  Tetraeders.  Wenn  ein  eU- 
stisoher  Körper  durch  äußere  Kr&fte  einer  Deformation  unterzogen 
wird,  so  nimmt  er  einen  neuen,  deformierten  Gleichgewichtszustand  an. 
Es  ist  das  ein  Beweis  dafür,  daß  in  ihm  innere  Spannungen  wach- 
gerufen werden,  welche  den  äußeren  Kräften  das  Gleichgewicht  halten. 
Man  nennt  diese  inneren  Kräfte  die  elastischen  Kräfte  oder  die 
elastischen  Spannungen  oder  den  elastischen  Druck.  Dieser 
Druck  ist  in  jedem  Augenblicke  durch  die  eben  vorhandene  Deformation 
bestimmt.  Um  ffir  seine  exakte  Definition  bestimmte  Anhaltspunkte 
zu  gewinnen,  denken  wir  uns  durch  den  festen  Punkt  0,  relativ  zu 
p«     33^  welchem    die  schon  be- 

trachteten Verrückungen 
erzeugt  gedacht  sindf 
drei  Koordinatenebenen 
gezogen  senkrecht  zu 
den  Ox-,  Oy-,  0/-Axen, 
wie  in  Fig  339,  und  eine 
vierte  Ebene,  die  die^e 
Axen  in  den  Punkten 
Ä,  Bj  C  schneidet,  so 
daß  die  vier  Ebenen  ein 
Tetraeder  von  dem  Kör- 
per abschneiden.  Auf 
dieses  Tetraeder  sind  in- 
folge der  Deformation 
Kräfte  wirksam,  die  von 
der  umgebenden  Materie 
auf  die  vier  Flächen  aus- 
geübt werden,  sowie  es 
selbst  auf  diese  Ma- 
terie gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Kräfte  ausübt.  Es  ist  also  durch  die  Oberfläche  hin- 
durch ein  Druck  wirksam,  dessen  einer  Aspekt  eine  Kraft  auf  das 
Tetraeder,  dessen  anderer  Aspekt  eine  Kraft  auf  die  umgebende  Materie 
ist.  Diese  Drucke  variieren  natürlich  von  Flächenpunkt  zu  Fläcben- 
punkt,  werden  aber  jeder  einen  bestimmten  Mittelwert  pro  Flächen- 
einheit der  betreffenden  Ebene  haben.  Wenn  also  F  der  Inhalt  einer 
Fläche  und  FF  die  gesamte  in  der  Richtung  Ox  von  der  den  Körper 
umgebenden  Materie  auf  die  Fläche  ausgeübte  Kraft  ist,  so  ist -P  der 
mittlere  Wert  des  parallel  mit  0  x  durch  die  Fläche  pro  Flächeneinheit 
wirksamen  Druckes. 

Es  wirkt  also  durch  jede  Fläche  hindurch  ein  Druck,  welcher 
bestimmte  mittlere  Kraftkomponenten  (sowohl  von  der  Umgebung  aof 
das   Element,   als  vom  Element  auf  die  umgebende  Materie)  in  den 
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Ojc-,  Oy-  und  Oje^-Richtungen  liefert.  Für  die  Fläche  senkrecht  zu  Ox 
BoUen  die  ersteren  (die  letzteren  sind  entgegengesetzt  gleich),  jede  pro 
Flächeneinheit  gerechnet,  mit  X«,  Txj  Zx  bezeichnet  werden.  Das 
Suffix  besagt  also,  daß  die  betrefEende  Fläche  senkrecht  zur  x-Axe  ist, 
die  X,  r,  Z  besagen  die  Richtungen  der  Komponenten.  Entsprechende 
Bedeutung  für  die  Fläche  senkrecht  zur  ^-Axe  haben  dann  Xy,  Yy,  Zy, 
für  die  Fläche  senkrecht  zur  e^Axe  Xg^  Yg,  Zg,  Diese  neun  Größen 
heilSen  die  elastischen  Druckkomponenten,  ihre  Resultanten  sind 
-Pr»  Py,  P,.  Für  die  vierte  Tetraederfläche  und  überhaupt  für  irgend 
eine  Fläche,  deren  Normale  die  Richtung  n  hat,  sind  die  Druckkompo- 
nenten X„,  Ynj  Znt  und  ihre  Resultante  ist  P„. 

Nun  werden  im  allgemeinen  Kräfte  über  die  Fläche  verteilt  sein, 
die,  wenn  das  Element  vollkommen  starr  wäre,  durch  drei  im  Schwer- 
punkte der  Fläche  angreifende  Kraftkomponenten  und  drei  Kräfte- 
paare um  die  Koordinatenaxen  äquilibriert  werden  würden.  Wird  das 
Element  klein  genommen,  so  schließen  die  Momente  dieser  Kräftepaare 
die  Dimensionen  der  Fläche  in  einer  um  einen  Grad  höheren  Potenz 
ein,  als  dies  die  Kräfte  tun,  und  sind  daher  im  Grenzwerte  im  Vergleich 
mit  den  letzteren  zu  vernachlässigen.  Femer  wird,  wenn  das  Element 
kleiner  und  kleiner  gewählt  wird,  die  mittlere  Kraft  pro  Flächen- 
einheit, multipliziert  mit  der  Fläche  dF  eines  kleinen  Oberflächen- 
elementes, sich  mehr  und  mehr  der  tatsächlich  infolge  des  vorhandenen 
Druckes  auf  das  Element  dF  ausgeübten  Kraft  nähern.  Wenn  man 
also  das  Element  genügend  klein  wählt,  vernachlässigt  man  die  Kräfte- 
paare und  nimmt  nur  die  Kräfte  pro  Flächeneinheit,  die  man  so  be- 
betrachtet, als  hätten  sie  die  Werte,  denen  sie  sich  nähern,  wenn  das 
Element  unendlich  verkleinert  wird,  während  sein  Scheitel  bei  0  er- 
halten wird.  Die  Größen  Xx,  Yx,  Zx  u.  s.  w.  haben  offenbar  nicht  die 
Dimensionen  von  Kräften  im  Sinne  von  Massenkräften,  sondern  die  von 
Druckkräften,  d.  h.  von  Kräften  pro  Flächeneinheit;  ihre  Dimensions- 
formel ist  also: 

^  =  [L-^T-^Ml 

Von  den  neun  Druckkomponenten  sind  diejenigen  drei,  deren 
Indexbuchstabe  mit  dem  Hauptbuchstaben  übereinstimmt,  nämlich 
Xj-,  Yy,  Zg  (vergl.  Fig.  339)  Normaldrücke,  d.  h.  es  sind  zu  den 
Flächen,  auf  die  sie  wirken,  senkrechte  Kräfte.  Die  anderen  Kräfte 
Xy,  Xg  u.  s.  w.  sind  auf  die  drei  Seitenflächen  des  Tetraeders  wirksame 
Tangentialkräfte,  d.h.  ihre  Richtung  fällt  in  die  betreffende  Fläche 
selbst.  Solcher  Tangentialdrucke  gibt  es  formal  sechs,  tatsächlich 
aber  auch  nur  drei,  denn  es  wird  weiter  unten  gezeigt  werden,  daß 
Zy  =  Ygy  Xg  =  Zjj,  Yx  =  Xy  ist.  Schließlich  ist  noch  der  Richtungs- 
sinn  der  Druckkräfte  zu  beachten;  derselbe  ist  durch  die  Koordinaten- 
axen vollständig  bestimmt.     In  der  Figur  sind  der  größeren  Deutlich- 

Gtäj,  Phyfik.    T.  ^ 
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keit  zuliebe  die  Pfeile  den  Koordinaten  entgegengesetzt  gezeiclmet> 
also  für  die  Normaldrucke  (die  demnach  hier  Normalzüge  sind)  nach 
außen.  Die  Tangentialkräfte  werden  h&ufig  auch  Scherungskrifte 
genannt  (vergl.  Fig.  338  und  die  dazu  gemachten  Bemerkungen). 

Es  bleibt  noch  die  Fläche  ABC^  die  vierte  schiefe  Tetraeder- 
fläche, zu  betrachten.  Durch  sie  hindurch  ist  ein  Druck  P«  wirksam, 
der  die  Komponenten  X«,  Fn,  Zn  in  den  in  Fig.  339  angegebenen  Rich- 
tungen ergibt. 

Schließlich  wird  auf  die  Masse  des  Tetraeders  noch  das  wirken, 
was  man  gewöhnlich  als  Massenkrftfte  bezeichnet,  nämlich  auf  die 
Teilchen  im  Innern  des  Elementes  wirksame  Kräfte«  die  ans  äußeren 
Triebkräften  herstammen,  z.  B.  von  der  Gravitation,  elektrischer  oder 
magnetischer  Anziehung  und  Abstoßung  u.  s.  w.  herrührende  Kräfte. 
Diese  werden  in  Betracht  gezogen  werden  müssen,  wenn  es  zar  Er- 
örterung des  Gleichgewichtes  eines  unter  Druck  stehenden  Körpers 
kommt;  vorläufig  aber  genügt  es,  einzusehen,  daß  für  das  kleiner  and 
kleiner  werdende  Tetraeder  solche  Kräfte,  da  sie  mit  seiner  Masse  and 
folglich  mit  seinem  Volumen  in  Relation  stehen,  schließlich  im  Vergleich 
mit  den  infolge  des  Druckes  auf  seine  Oberflächen  wirksamen  Kräften 
verschwinden;  denn  sie  werden  klein  von  der  dritten  Ordnung,  die 
elastischen  nur  von  der  zweiten  Ordnung. 

607.  Gleichgewicht  des  Tetraeders.  Es  kann  jetzt  das  Gleich- 
gewicht des  Tetraeders  betrachtet  werden.  Wenn  Z,  m,  n  die  Richtungs- 
kosinus der  nach  außen  gezogenen  Normalen  zur  Fläche  ABC  sind 
und  A  der  Inhalt  dieser  Fläche  ist,  so  sind  die  Inhalte  der  Fischen 
senkrecht  zu  0<r,  Oy,  Ob  gleich  ?A>  w  A,  n  A;  also  ist  für  die  Gesamt- 
kraft,  die  in  der  Ox  entgegengesetzten  Richtung  auf  diese  Flachen 
wirkt, 

Xxl^  +  XymA  +  X,nA. 
Dies  wird  durch  die  x- Komponente  der  auf  ABC  wirkenden  Druck- 
kraft (Xn  •  A)  gerade  aufgehoben;  mit  den  anderen  Kräften  kann 
ebenso  verfahren  werden.  So  kommt  man,  wenn  man  die  Drackkompo- 
nenten  auf  ABC  (bisher  Zn,  T«,  Zn)  jetzt  mit  F,  G,  H  bezeichnet 
und  den  Faktor  A  beiderseits  wegläßt,  zu  den  drei  Gleichgewichts- 
gleichungen 

F  =  ZZx  +  mXy  +  nX/ 

(?  =  Z  Yo:  +  w  Ty  -f  n  r, ' (27) 

fi  =  7  Zo:  +  m  Zy  +  n  Z, 

Diese  Gleichungen,  dies  ist  zu  beachten,  ergeben  die  Druckkompo- 
nenten  in  jedem  Punkte  durch  jede  Ebene,  deren  Normale  die  Bich- 
tuDgskosinus  l^  my  n  hat,  ausgedrückt  durch  die  Drucke  auf  Ebenen, 
die  durch  denselben  Punkt  senkrecht  zu  den  Koordinatenaxen  gelegt 
sind,  d.  h.  auf  seine  Projektionen  auf  die  Koordinatenebenen.   Überdies 
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sind  —  was  von  großer  Wichtigkeit  ist,  wenn  das  Dreieck  ABC  der 
Fig.  339  einen  Teil  der  Oberfläche  des  Gesamtkörpers  bildet  —  F^  Q,  H 
diejenigen  Eraftkomponenten ,  welche  durch  die  auf  diesen  Teil  der 
Grenze  ausgeübten  äußeren  Druckkräfte  aufgehoben  werden  müssen, 
damit  Gleichgewicht  herrsche.  Also  können  auch  die  auf  die  Ober- 
fläche wirksamen  Kräfte  durch  die  inneren  Drucke  auf  jedes  Ober- 
fläcbenelement  und  damit  durch  die  Drucke  auf  seine  Projektionen  auf 
die  Eoordinatenebenen  ausgedrückt  werden. 


Gleichgewicht  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedons. 
Druckgleichungen.  Wir  kommen  jetzt  zur  Betrachtung  des  Gleich- 
gewichtes eines  kleinen 
rechtwinkligen  Parallel- 
epipeds  (Fig.  340}  der 
Substanz,  mit  Flächen- 
paaren senkrecht  zu  den 
Koordinatenaxen ,  dem 
Mittelpunkte  in  0  und 
Eantenlängen  dx^dy,dg. 
Infolge  der  im  Material 
herrschenden  Drucke 
werden  die  auf  die 
Oberflächen  ausgeübten 
Drucke  die  durch  die 
Pfeile  bezeichneten  sein. 
Die  Richtungen  dieser 
Drucke  entsprechen,  wie 
man  sieht,  der  schon  in 
Fig.  339  zum  Ausdruck 

gebrachten  Festsetzung.  Die  der  rechten  Fläche  des  Elementes  erteilte 
Kraft  längs  Orr  ist  ein  Zug  in  der  positiven  Richtung ,  die  mit  Ox 
parallele,  auf  die  linke  Fläche  wirkende  ist  ebenfalls  ein  Zug  nach 
anüen,  ist  aber,  als  Kraft  auf  das  Element  betrachtet,  von  negativer 
Richtung. 

Wenn  X«,  T«,  Z«  die  numerischen  Werte  der  Druckkomponenten 
auf  eine  Ebene  durch  0  senkrecht  zur  x-Axe  sind,  so  kann  man,  so- 
weit es  nicht  schon  nach  der  Figur  an  sich  einleuchtend  ist,  durch  ein 
Verfahren,  das  dem  in  §  355  angewandten  entspricht,  zeigen,  daß  die 
Druckkomponenten  durch  die  rechten  und  linken  Seitenflächen 

X   •   ^ 


±2 


dx 


^•±2    87''* 


sind,  wo  das  positive  Vorzeichen  für  die  rechte,  das  negative  für  die 
linke  Seite  gilt  Entsprechende  Ausdrücke  für  die  Druckkomponenten 
durch  die  beiden  anderen  Flächenpaare  hindurch  können  berechnet 
werden. 

44* 
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Nun  ist  die  vom  Druck  durch  die  rechte  Seitenfl&che  senkrecht  zu 
Ox  herrührende  a?-Komponente  der  Kraft  pontiY  und  Tom  Betrage 

die  durch  die  linke  Seitenfläche  wirkt  in  negativer  Richtung  und  beträgt 


folglich  ist  die  erste  am 


i^^'')^^^' 


größer  als  die  zweite.    Ebenso  kommt  von  den  beiden  zur  ^Axe  senk- 
rechten Seitenflächen  eine  Kraft 


(>y  <'«')<^««^^' 


und  TOD  den  beiden  zn  e  senkrechten  Fl&chen  eine  Kraft 

rdx. 


{^ä.)ä.ät,. 


Dazu  kommen  nun  die  äußeren  Massenkrafte ;  wenn  deren  Kom- 
ponenten pro  Yolumeneinheit  mit  X,  Y,  Z  ohne  Suffixe  und  die  Dichte 
des  Elementes  mit  Q  bezeichnet  werden,  so  erhält  man  als  Gesamtkrifte 
in  den  Axenrichtungen : 

gXdxdydZy     (fYdxdydz,     gZdxdyde, 
Also  ist  die  in  der  Jc-Richtnng  auf  das  Element  ausgeübte  Gesamt- 
kraft 

r  ^  ^8x       ax       8X.1   ^ 

L  ox  cy         d  z  i 

wenn  nun  das  Element  keine  Verrückung  längs  Ox  erfahren  soll,  so 
muß  dieser  Ausdruck  verschwinden.  Ebenso  werden  die  beiden  an- 
deren Richtungen  behandelt.  Wir  erhalten  so  die  drei  Gleichgewichts- 
gleichuDgen  in  Bezug  auf  translatorische  Bewegung 

dX,        , 


^X  + 
9Y  + 


dX:, 

^  ^y  ^ 

dx 

+  '''''  + 
^  ?>y  ^ 

8Zx 
dx 

+  ^^^  + 

dz 

dz 


qz  +  vr  +  ■v^  +  ^/'  =  o 


cz 


(28) 


Außerdem  gibt  es  noch  drei  Gleichungen,  die  gelten  müssen,  damit 
keine  Rotation  um  die  Koordinatenaxen  eintreten  könne.  Es  ist  in* 
dessen  zu  beachten,  daß,  wenn  das  Element  unendlich  klein  ist,  aUe 
Momente  um  die  Axe,  welche  die  Massenkräfte  ausüben  können,  klein 
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sind  im  Vergleich  mit  den  von  den  Drucken  auf  die  Oberflftchen  her- 
rührenden Dmcken,  und  im  Vergleich  mit  diesen  letzteren  beliebig 
klein  gemacht  werden  können  dadurch,  daß  man  das  Element  genügend 
verkleinert.  Es  ist  daher  im  Grenzfalle  nur  nötig,  die  Drucke  auf  die 
Flächen  zu  betrachten.  Femer  sind  die  Momente  der  Abweichungen 
dieser  Drucke  von  den  Werten,  die  sie  für  parallele  Schnitte  des  Ele- 
mentes durch  0  haben,  zu  vernachlässigen  im  Vergleich  mit  den  Mo- 
menten dieser  letzteren.  Also  erhält  man,  wenn  man  die  Momente  um 
Ox  nimmt, 

Yg  X  \dedxdy  —  Zy  x  \dydxdz  ==  0, 

und  entsprechend  für  die  Momente  um  die  anderen  beiden  Azen.  So- 
mit ergibt  sich 

Yz  =  ^yf      /^x  =^  -Ai,      jLy  =   Ix       ....      (29) 

Es  kann  also  bei  den  Tangentialdrucken  der  große  mit  dem  kleinen 
Buchstaben  vertauscht  werden,  ohne  daß  der  Wert  sich  ändert,  und  es 
gibt  tatsächlich,  wie  schon  vorgreifend  bemerkt  wurde,  nur  drei  Tan- 
gentialdrucke,  im  ganzen  also  sechs  Druckkomponenten.  Der  Bequem- 
lichkeit halber  und  um  jede  Verwechselung  mit  den  Massenkräften 
X,  y,  Z  zu  vermeiden,  wollen  wir  für  sie  neue  Bezeichnungen  nach 
folgendem  Schema  einführen: 

Normaldrucke  Tangentialdrucke 

jLx       JLy       Ar  Li       Zy        Zx      J^t         ^y      Ix 

P      Q      B  ^^S^      ^T^      ^~U^ 

609.  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  und  der  Bewegung 
eines  elastischen  festen  Körpers.  Die  Gleichgewichtsgleichungen  (28) 
werden  jetzt 

0  X        0  y        c  z 


d  X        r  y        de 

^  d  X        ö  y        c  z 


(30) 


worin  die  drei  Gleichungen  (29)  durch  die  Gleichsetzung  von  Yg  mit 
Zy  u.  8.  w.  schon  mit  inbegriffen  sind. 

Es  ist  nun  ohne  weiteres  einleuchtend ,  daß ,  wenn  das  Element 
eine  Beschleunigung  erfährt,  die  Größen  auf  der  linken  Seite  von 
Gl.  (30)  jede  rmt  dxdydz  multipliziert,  wenn  ü,  t;,  ü;  die  Beschleuni- 
gungen des  Schwerpunktes  des  Elementes  sind,  gleich 

dxdydz,         -dxdydz,         -dxdydz 

sind.     An  die  Stelle  der  rechten  Seiten  treten  also  jetzt  ü,  v,  ioj  und 
die  Bewegungsgleichungen  lauten  daher 
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dT 

■^  dz 


(31) 


610.  Druckoberfl&che.  Scheningskegel  und  Normaldruek- 
kegeh  Wenn  man  die  Bezeichnungen  P,  Q,  J?,  S,  T,  ü^  in  GL  (27)  fär 
die  Erftfte  Xy,  Ty,  .  .  .,  sowie  sie  durch  OL  (29)  an  Zahl  reduziert 
sindi  einsetzt,  so  ergibt  sich 

F  =  IP  +  mü  +  nT 

G  =  lü  +  mQ  +  nS   \       (32) 

H=IT  +  mS  +  nR 

Diese  Werte,  der  Reihe  nach  mit  7,  in,  n  multipliziert  und  addiert,  er- 
geben 

1F  +  ma  +  nH 
=  l^P  +  m^Q  +  n^R  +  2mnS  +  2nlT  +  2lmü  .  .  (33) 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Oberflftche 

P^^  +QV^  +  Ri*  +  2Svt-h2  ni  +2Utri=I^  •  •  (34) 
mit  dem  Mittelpunkte  in  0  konstruiert.  Wenn  7,  m,  n  die  RiehtoDga- 
kosinus  eines  Radiusvektors  nach  der  Oberflftche  sind,  so  sind  die 
Richtungskosinus  der  im  Endpunkte  dieses  Radiusvektors  an!  der 
Oberfläche  errichteten  Normalen  proportional  mit  IP  +  mü  +  nT, 
lU -{•  mQ  +  nS,  IT  +  mS  +  nR,  also  mit  F,G,H\  und 
IF  ~\~  mü  +  nH  ist  die  Normalkomponente  des  Druckes  durch  eine 
diametrale  Ebene ,  die  auf  dem  Radiusvektor  in  der  7,  ffi,  n-Richtnng 
senkrecht  steht.  Diese  Normalkomponente  ist  für  verschiedene  Radien- 
vektoren der  Oberflftche,  deren  Gleichung  (84)  ist,  dem  Quadrat  ihrer 
Längen  umgekehrt  proportional.  Die  Flftche  wird  deshalb  Druck- 
oberfläche  genannt.  Die  Resultante  von  F,  G,  H  für  dieselbe 
Ebene  ist  senkrecht  zur  Tangentialebene  im  Endpunkte  des  Radios- 
Vektors  7,  nt.  n. 

Wo  dieser  Normaldruck  ein  von  der  Masse  auf  einer  Seite  der 
Fläche  auf  die  Masse  auf  der  anderen  Seite  ausgeübter  Zug  ist,  ist  A* 
positiv,  aber  wo  er  ein  eigentlicher  Druck  ist,  muß  für  den  Wert  der 
linken  Seite  von  Gl.  (34)  der  Wert  —  K^  eingesetzt  werden,  der  die 
konjugierte  Fläche  ergibt. 

Verschwindet  dieser  Normaldruck  in  gewissen  Richtungen,  so  sind 
Punkte  auf  in  diesen  Richtungen  durch  0  gezogenen  Linien  durch  die 
Gleichung 

Pt'+  Qv^  +  J^i'+  2Srit  +  2n^  +  2üifi=0  .  .  (35) 
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gegeben,  die  der  Kegel  Tom  Normaldrücke  null  oder  h&nfiger,  da 
der  Druck  hier  eben  überall  tangential  zu  den  Ebenen  ist,  deren 
Normalen  die  Erzeuger  jenes  Kegels  sind,  der  Normal  -  Schemngskegel 
genannt  wird.  Er  trennt  die  Richtungen,  längs  denen  der  Normal- 
druck auf  Ebenen  dxirch  den  Mittelpunkt  ein  Zug  ist,  von  denen,  längs 
denen  er  ein  eigentlicher  Druck  ist. 

Diejenigen  Linien  durch  0,  längs  welchen  der  Normaldruck  einen 
konstanten  Wert  k  hat,  sind  durch  die  Gleichung 

l^P—k)  +  m^Q  —  k)  +  nHR  —  k) 

+  2mnS  +  2nlT  +  2lmU=  0    .   .    .   .    (36) 
gegeben. 

611.  Resultierender  Druck  auf  eine  beliebige  Fiäehe.  Wenn  V 
den  resultierenden  Druck  auf  die  Fläche  (2,  m,  n)  und  A,  fi,  y  seine 
Richtungskosinus  bezeichnet,  so  ist 

F  =  IP  +  mü  +  nT  =  kV  ] 

a  =  lU  +  mQ  +  nS  =  iiv\ (37) 

H=lT+mS  +  nB  =  vv\ 

Wenn  6  die  Länge  des  Lotes  vom  Mittelpunkte  der  Oberfläche 
auf  die  Tangentialebene  im  Endpunkte  des  Radius  l,  m^  n  und  Q  die 
Länge  yl'  -\-  V^  -\-  i^  dieses  Radius  bezeichnet,  ergeben  diese  Glei- 
chungen, der  Reihe  nach  mit  l,  nt,  n  multipliziert  und  addiert, 

V=— (38) 

612.  Gegenseitige  Beziehung  der  Drucke  auf  zwei  Flächen. 
Hydrostatischer  Druck.  Die  Druckkomponente  parallel  einer  Linie 
Vm'n'  ist: 

IV P  -h  mm'Q  +  nn'R 
+  (m'n  +  fnn')S  +  (n'Z  +  nV)T  -f  (l'm  +  lfn')ü. 
Die  Symmetrie  dieses  Ausdruckes  in  Bezug  auf  l^  m^  n  und  l\  m',  v! 
besagt,  daß  der  Druck  auf  eine  Fläche  Z,  m,  n,  längs  der  Normalen  zur 
l',  m\  n'- Fläche  aufgelöst,  dem   Drucke  durch    diese  letztere  Ebene, 
längs  der  Normalen  zur  ersteren  aufgelöst,  gleich  ist. 

Findet  der  Druck  senkrecht  zur  {,  f»,  n-Fläcbe  statt,  so  ist  A,  fi,  v 
gleich  7,  m,  n  und  der  senkrecht  zur  l\  m\  n'-Fläche  aufgelöste  Druck  ist 

F(n'  +  mm'  +  wn'), 
d.  h.  VcosO,  wo  0  der  Winkel  zwischen  den  Normalen  ist. 

Folglich  ergibt,  nach  dem  soeben  aufgestellten  Theorem,  der 
Druck  F'  auf  die  V,  m',  n'- Fläche  senkrecht  zur  ^  m,  n- Fläche  auf- 
gelöst, die  Komponente  Vcos  6.  Daraus  folgt,  daß,  wenn  V'  ebenfalls 
zu  seiner  Fläche  normal  ist,  auch  diese  Komponente  V'  cos  0,  also 
V  =  F  ist.  Wenn  daher  der  Druck  auf  jede  durch  0  gelegte  Fläche 
normal  zur  Fläche  ist,  so  hat  der  Druck  auf  alle  Flächen  denselben 
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Wert.  So  haben  wir,  wenn  der  Druck  Ton  der  Natur  eines  eigentlichen 
Druckes  iet,  das  hydrostatische  Theorem,  das  besagt,  daß  der  Druck  in 
einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Flüssigkeit  überall  in  allen  Rich- 
tungen denselben  Wert  hat.  Die  Druckoberfläche,  die  im  aUgemeinen 
eine  Oberfläche  zweiten  Grades  ist,  wird  alsdann  eine  Kugel. 

613.  Hauptdruckaxen.  Druckinyarianten.  Die  Haaptaxen  der 
Druckfläche  können  mit  Hilfe  desselben  Verfahrens  gefunden  werdeo, 
das  für  die  Dilatationsfläche  oben,  §  601,  angewandt  wurde.  Für  eine 
Fläche  l,  m,  n,  auf  die  der  resultierende  Druck  normal  erfolgt,  gelten 
die  Gleichungen 

IP  -^  mU  -\-  nT  =  IV 

lü  +  mQ  +  nS  =  mV (39) 

IT  +  mS  +  nE  =  nV 
80  daß  sich  für  V  die  kubische  Determinante 

P—V,       U,  T       1=01 

ü,       Q—V,       S       \  ....    (40) 

!       T,  S,       12— Fi  ) 

ergibt  Dies  liefert  drei  reelle  Werte  Ton  V  für  die  Bestimmung  von 
drei  Reihen  von  Werten  für  l,  w,  n  nach  GL  (39).  Die  so  erhaltenen 
drei  Richtungen  stehen  senkrecht  aufeinander  (§  168)  und  ergeben  die 
drei  Hauptazen  der  Druckoberfläche.  Die  Flächen  senkrecht  zu  ihnen 
sind  die  Hauptflächen,  und  die  Drucke  gegen  diese  Flächen  die  Haupt- 
drucke. 

Wenn  jetzt  P',  Q\  R'  die  Hauptdrucke  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Druckoberfläche 

p'f^  +  Q'n^  +  R't^  =  K^ (*i) 

und  wenn  a,  h^  c  die  drei  Halbaxen  dieser  Fläche  sind,  so  sind  die 
Hauptdrucke  numerisch  gleich 

£2  x^         K^ 

o^'       "öä";       '^' 
Die  Druckinyarianten  sind 

QB-^BP  -\-PQ—S^—  T«  —V^=  Q'B'  +  B! P  +  P'^  (42) 
PQB  +  2STU—BU^—QT^—PS^  =  P'Q*B!  I 

614.  Druckellipsoid.  Wenn  jetzt  P,  Q,  B  unter  Weglassung  der 
Striche  die  Hauptdrucke  sind,  so  bezeichnet  die  Gleichung 

Ü+?i+Ü  =  l (43) 

WO  1, 17,  t,  Abstände  längs  der  Hauptaxe  sind,  ein  Ellipsoid.  Die  Druck- 
komponenten auf  die  Ebene,  deren  Richtungskosinua  |/P|  17/Q«  9^ 
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sind}  Bind  F  =  ^^  (r  =  i^,H=5,  und  die  Drackkomponente  in  der 
zu  dieser  Ebene  normalen  Richtung  ist 

P   ^  Q    ^  B 
Der  resultierende  Druck  durcli  dieselbe  Fläche  ist 


d.  h.  er  ist  numerisch   gleich  dem   Radiusvektor  q   und   wirkt  längs 
diesem.     Das  Ellipsoid  (43)  heißt  das  Druck ellipsoid. 

Die  Radienvektoren,  die  die  resultierenden  Drucke  auf  drei  ortho- 
gonale Flächen,  d.  h.  zueinander  senkrechte  Flächen,  darstellen,  sind 
selbst  nicht  orthogonal;  man  sieht  aber  leicht  ein,  daß  sie  konjugierte 
Axen  des  EUipsoids,  (iL  (43),  sind.  Denn  wennn  |i,  fj^,  S,,  £2?  ^2«  S21 
Isi  ^3i  is  <^i^  Koordinaten  ihrer  Endpunkte  sind,  so  sind  die  durch 


dargestellten  Drucke  die  resultierenden  Drucke  auf  diejenigen  Flächen, 
deren  Richtungskosinus  |i/P,  ^i/-P,  5i  P  sind;  und  wenn  diese  Flächen 
orthogonal  sind,  so  gilt  die  Beziehung 

und  zwei  andere  durch  zyklische  Yertauschung  der  Suffixe  gewonnene. 
Dies  sind  aber  die  zwischen  konjugierten  Halbmessern  gültigen  Be- 
siehungen-; die  erste  besagt,  daß  der  Punkt  |],  1}^,  ^j  auf  einer  zur 
Tangentialebene  im  Endpunkte  von  I2,  1^2  >  £2  parallelen  Fläche  liegt, 
und  so  fort  für  die  anderen. 

615.  Richtungsfläche.    Tangential-  und  Normal -Scherungs- 
kegel.     Die  Fläche 

fc2  7j2  ^2 

worin  P,  Q,  R  diQ  durch  P',  Q\  1?'  in  §  613  dargestellten  Größen  be- 
zeichnen, heißt  die  Reziproke  der  Fläche,  GL  (41).  Der  Druck  auf 
eine  diametrale  Schnittebene  dieser  Fläche  hat  die  Komponenten 

F 


^  pi    ^    Q2    ^    -n^ 


G  und  H  entsprechend  mit  rj  und  g  im  Zähler;  d.  h.  (J,  iy,  g)  p! K!\ 
wo  p  das  vom  Zentrum  auf  die  Tangentialebene  in  |,  17,  i  gefällte  Lot 
ist.  Der  resultierende  Druck  durch  diese  Fläche  hindurch  ist  somit 
PQ/K'^  wo  

Q=it'  +  n'  +  t' 
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ist,  und  hat  die  Richtung  von  p.  Daher  wird  die  Fläche  manchmgl 
Richtungsfläche  genannt. 

Die  Komponente  längs  der  Normalen  (deren  Bichtungakosmus 

sind)  ist: 

P  ^  ^  Q    ^  ^  R  _    ,  P  ^  Q^  R  _  p> 
Ä'a  —  P  ^'4  —  ^j* 

Wenn  die  Normalkomponente  überall  positiv  ist,  so  ist  diese  Fläche 
ein  EUipsoid,  ist  sie  überall  negativ,  so  ist  die  Fläche  ebenfalls  ein 
EUipsoid,  aber  eins  mit  der  Gleichung 
f«         V^         fa 

P   "^   Q    -^  R=^^" ^^^^ 

Ist  der  Druck  in  einigen  Richtungen  ein  Zug  und  in  anderen  ein 
eigentlicher  Druck,  so  gilt  GL  (45)  für  die  ersteren  und  Gl.  (46)  für 
die  letzteren.  Die  Gleichungen  stellen  alsdann  zwei  konjugierte  Hyper- 
boloide dar,  die  durch  den  Kegel 

1*4.^4.^  =  0 (47) 

P   ^   Q    ^  R  ^   ^ 

getrennt  werden;  dies  ist  der  Tangential  -  Scherungskegel. 
Anderseits  ist  der  Druck,  wie  wir  sahen,  in  allen  Punkten  normal  zum 
reziproken  Kegel 

Pt^  +  Qn^  +  Bt'  =  0 (48) 

und  dies  ist  der  Normal- Scher ungskegel.  Keiner  Ton  diesen 
Kegeln  ist  vorhanden,  wenn  der  Druck  überall  von  gleichem  Charakter, 
d.  h.  überall  ein  Druck  oder  überall  ein  Zug  ist. 

616.  Transformation  yon  Drucken.  Beliebige  Drucke  durch 
die  Hauptdrucke  ausgedrückt.  Die  Übertragung  der  Definition  des 
Druckes  von  einem  Azengerüst  auf  ein  anderes  ist  von  großer  Wichtig- 
keit, besonders  aber  die  Zurückführung  des  beliebigen  Systems  Ton 
Drucken  P,  Q,  R,  S,  T,  ü  auf  die  Hauptdrucke  .P',  ^,  2?.  Es  seien 
7, ,  m^ ,  ni ,  ^2 )  ^  f  ^2 }  ^3 1  ^  f  ^  die  Richtungskosinus  der  Azen  eines 
beliebigen  Systems  von  Drucken  P,  Q,  12,  S,  T,  U^  bezogen  auf  die 
Axen  eines  beliebigen  gegebenen  Systems,  P',  Q\  R\  S\  I*,  ü*-  Sub- 
stituiert man  in  GL (32)  P',  §'...  für  P,  Q.. .  und  ?i,  ni|,  nj,  /«,  «j»  *4i 
h^  ^^^  ^  ^^^  Reihe  nach  für  /,  m,  n,  so  erh&lt  man  drei  Reihen  Ton 
Werten  von  F,  Gr,  Hj  nämlich  erstens: 

F  =  hP  +  m^ü'  +  n^r 

G  =  j^Tr  +  fn,Q'  +  n,  S' 

H=hr  +  m^S'  +  fHlf, 
und  zwei  weitere,  durch  geeignete  Änderung  der  Suffixe  aus  diesen 
erhaltene.     Diese  erste  Gruppe  enthält  die  Komponenten  auf  diejenige 
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Fläche,  deren  Normale  die  Eichtungskosinns  7|,  «ni,  n^  hat,  also  die 
neae  y,jer- Ebene.     Die  Normalkomponente  an!  diese  Ebene  ist  daher 

-\-  2m^n^8'  -\-  2nJ^r  -\-  2l^m^ir    .    .     .     (49) 

mit  entsprechenden  Formeln  für  Q,  JR,  die  dorch  Änderung  der  Suffixe 
an  den  Kosinus  sich  ergeben. 

Die  Werte  von  F^  ö,  H  für  die  neue  2;,  y- Ebene  sind  7,  jP'  +  iWj  17* 
-|-  f?8  T'  .  .  .  Die  mit  y  parallele  Komponente  durch  diese  Fläche  ist 
l^T  '\-  tn^G  +  n^H  und  ist  der  Wert  Ton  S.     Demnach  ist 

+  (nam«  +  tn.ns)  S'  +  (7,ns  +  n^?»)  T'  +  (m,?»  +  7,ms)  TT]  ^°"^ 
mit  entsprechenden  Formeln  für  T  und  77. 

Wenn  P,  Q,  Jß  Hauptdrucke  sind,  so  sind  S,  T,  £7  alle  drei  gleich 
null,  und  Gl.  (49)  genügt  für  die  Transformation.  Sind  P,  Q\  E* 
Hauptdrucke,  so  werden  P,  Q^  Ä,  S,  T,  U  durch  Unterdrückung  der 
zweiten  Zeilen  der  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  (49)  und  (50) 
gefunden.     In  diesem  Falle  gelten  die  Formeln: 

P  =  l^p  +  m^Q'  +  n^E! 

Q  =  J^P'  +  fn^Q'+niE!.      ....     (49a) 

E=liF'  +  miQ^  +  n,'E' 
S  =  UkP"  +  mjWsC'  +  n^n:,E' 
T  =  1,1,1^  ^  m^w^Q'  +  nsn,E'  ^     •     •     •     (ÖOa) 
17  =  ZjZjP'  +  mim^Q'  +  n^n^E' 

Diese  Formeln  können  auch  für  die  Transformation  der  reinen 
Deformation  benutzt  werden.  Man  braucht  nur  in  GL  (49)  und  (50) 
statt  P,  Q,  E,  2S,  2T,  2Ü  die  Größen  e,  /,  g,  2Si,  2^2,  2$^  einzu- 
setsen  mit  den  entsprechenden  Substitutionen  für  P',  Q'  u.  s.  w.  Die 
Gl.  (49  a)  und  (50a)  ergeben  e,/,  g,  Sj ,  s^,  83,  wenn  £1,  £21  ^37  ^^^ 
Ilauptelongationen,  für  P',  Q',  E*  gesetzt  werden. 

617.  Äquivalenz  yon  Zug  und  Druck  in  aufeinander  senk- 
rechten Richtungen  mit  einem  System  yon  Scherungsdrucken. 

Wir  können  jetzt  leicht  äquivalente  Drucksysteme  auffinden,  die  von 
großer  Wichtigkeit  für  die  praktische  Anwendung  sind.  Betrachten 
wir  z.  B.  ein  System,  das  aus  zwei  Hauptdrucken,  einem  Zug  P'  auf 
alle  Flächen  senkrecht  zurHauptaxe  Ooc^  und  einem  Druck  von  gleichem 
Betrage  auf  alle  Flächen  senkrecht  zur  Hauptaxe  Oy'  besteht.  Sie 
wirken  auf  Flächen,  die  durch  einen  Punkt  Q  in  den  in  Fig.  341  (a.  f.  S.) 
angegebenen  Richtungen  durchgelegt  sind.  Der  äquivalente  Druck  auf 
zwei  Flächen,  beide  parallel  zur  je^-Axe  und  die  Winkel  zwischen  der 
Ox-  und  Oj^-Axe  halbierend,  kann  ohne  weiteres  aus  den  soeben  mit- 
geteilten Formeln  gefunden  werden.     Die  Richtungskosinus  der  Or'-, 
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0/-,  0/-Axen,  bezogen  auf  die  Ox-,  Oy-  und  Oz-Axen  (da  Oz  und  0^ 
zusammenfallen),  sind: 

1  1 

1  1 

7a  =  7^,        iwa  =        — ,        /j  =  0,     tWs  =  0,     Hj  =r  i. 

Folglich  ist  nach  Gl.  (49  a): 

p  =  |p'  —  |P'  =  0,    e  =  0,    i?  =  0,    I 

S  =  0,       T  =  0,       f7  =  1  P'  +  i  P'  =  P'  I 

Also  sind  nach  Fig.  341  die  durch  die  neue  xz-  und  y/ -Koordi- 
natenebene   in    Q  hindurchwirkenden   Kräfte    die    beiden  Tangential- 

Fig.  341. 
J' 


(51) 


kräfte  ü,  wie  sie  aus  Fig.  340  (mit  Xy  und  Z,  bezeichnet)  ersichtlich 
sind ;  nämlich  eine  Tangentialkraft  (P  pro  Flächeneinheit)  auf  die  zur 
neuen  x  -  Axe  senkrechte  Fläche  in  der  Richtung  von  B  nach  i  ^^ 
eine  gleiche  Tangentialkraft  auf  die  zur  neuen  y-Axe  senkrechte  Fläche 
und  von  C  nach  Q  gerichtet  Die  ursprünglichen  Drucke  in  Q  ^^^ 
auf  die  Masse  innerhalb  des  Winkels  MQN,  die  äquivalenten  Tan^^^' 
tialdrucke  in  Q  wirken  auf  die  Masse  innerhalb  des  Winkels  CQj*- 
Also  ist  das  gegebene  Drucksystem  gleich  einem  Scherungssystein  »i" 
Flächen  durch  den  betreffenden  Punkt,  die  um  45<»  gegen  die  Ax«d 
geneigt  sind. 

Das  in  Fig.  342  auf  die  Flächen  eines  rechtwinkeligen  B«»«"*^ 
wirkend  gezeigte  System  von  Drucken  veranschaulicht  die  Druc»^* 
welche  als  von  der  umgebenden  Masse  irgend  einem  solchen  EIcb"^^  ' 
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mit  dem  Mittelpunkte  in  0,  erteilt  gedacht  werden,  wenn  das  System 
das  soeben  behandelte  ist.  Das  Innere  des  rechtwinkeligen  Elementes 
erweist  sich  als  unter  dem  äquivalenten  tangentialen  oder  Scherungs- 
druck  stehend.  Die  yon  dem  inneren  Kern  des  Elementes  den  drei- 
eckigen Prismen  außerhalb  desselben  erteilten  entgegengesetzten 
Tangentialdrucke  äquilibrieren  gerade  die  auf  diese  durch  den  Normal- 
druck gegen  ihre  äußeren  Flächen  wirksamen  Kräfte. 

Fig.  342. 

r 


IUI. 

^iiii 

— ► 
— > 

— > 

tttr 

tttt 

X' 


618.  Reduktion  eines  einfachen  Längszuges  auf  gleich- 
förmigen Zug  in  allen  drei  Richtungen  und  zwei  Systeme  von 
Scherungsdrucken.  Aus  dem  eben  Gesagten  ergibt  sich  klar,  daß 
jeder  einfache  Normalzug  auf  eine  Schar  paralleler  Ebenen  zurtick- 
geführt  werden  kann  auf  einen  gleichförmigen  Normal zug  auf  diese 
Kbenenschar  und  die  beiden  anderen  mit  ihm  orthogonalen,  nebst  zwei 
Drucksystemen,  die  dem  vorhin  erörterten  System  ähnlich  sind.  Denn 
es  sei  der  Druck  ein  Zug  F  auf  die  zur  x-Axe  senkrechten  Ebenen; 
betrachten  wir  ein  kubisches  Körperelement  mit  dem  Mittelpunkte  in  0; 
durch  das  auf  der  rr-Axe  senkrechte  entgegengesetzte  Flächenpaar 
wirkt  der  Zug  P.  Nun  werde  senkrecht  zu  jedem  der  beiden  anderen 
Flächenpaare  ein  Druck  wirksam  angenommen,  der  aus  einem  Zug 
Vs  P  und  einem  Druck  Vs  P  besteht ,  wie  dies  in  Fig.  343  angedeutet 
ist;  dies  ist  erlaubt,  denn  es  ergibt  natürlich  den  Druck  null  für  jedes 
Flächenpaar,  ausgenommen  das  senkrecht  zur  x- Achse.  Jetzt  haben 
wir  für  jedes  Paar  paralleler  Flächen  einen  Zug  ^/a  P,  d.  h.  es  wirkt 
ein  gleichförmiger  räumlicher  Dilatationszug  von  diesem  Betrage  auf  den 
Körper.  Femer  aber  wirkt  senkrecht  zu  dem  mit  der  y  x:- Ebene  parallelen 
Flächenpaar  ein  Zug  Va^  ^^^  senkrecht  zu  dem  mit  der  x^x- Ebene 
parallelen  Flächenpaar  ein  Druck  vom  gleichen  Betrage  Endlich  ist 
ein  eben  solches  System   von  Zug  und  Druck  durch  die  zwei  Gruppen 
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Fig.  844. 


von  Flächen  senkrecht  zur  y^er- Ebene  und  senkrecht  zur  xj^- Ebene 
wirkflam.  Jedes  der  beiden  letzteren  Drucksysteme  l&ßt  sich,  wie  in 
§  617,  auf  ein  System  tangentialer  Drucke  parallel  mit  den  Halbiemngs- 
ebenen  der  Winkel  zwischen  der  x-  und  y-Axe  und  parallel  mit  den 
Halbierungsebenen  der  Winkel  zwischen  der  x-  und  z-Axe  reduzieren. 
Somit  läßt  sich  wirklich  der  auf  ein  Element  wirkende  einfache  L&ngs- 
zug  auf  einen  nach  allen  drei  Richtungen  gleichförmigen  Längszug  und 
zwei  Systeme  von  Scherungen  zurückführen,  deren  jedes  in  der  in  §617 
beschriebenen  Weise  auf  das  Element  wirkt 

Hieraus  folgt,  daß  jedes  Drucksystem,  das  sich  auf  drei  einfache 
Längszüge  (positive  oder  negative)  parallel  zu  den  Hauptazen  zurück- 
führen läßt,  sich  des  weiteren  auf  einen 
gleichförmigen  räumlichen  Dilatationszug 
und  drei  Systeme  yon  Scherungsdnicken 
reduzieren  läßt,  die  parallel  mit  den  drei 
Flächenpaaren  wirken,  die  die  Winkel 
zwischen  den  Axen  halbieren. 

Fig.  344  zeigt  die  Linien,  in  denen 
ein  axialer  Querschnitt  AB  CD  eines 
Stückes  Draht  sich  zur  Konfiguntion 
A'B'Cfjy  umändert.  Die  iJlngsdehnung 
▼on  AC  zu  Ä'(f  und  die  Querkontraktion 
▼on  CD  zu  CD'  sind  stark  übertrieben 
und  weit  von  ihrem  richtigen  Verhiltnis 
entfernt.  Aber  die  gestrichelten  Linien  sind  so  gezogen,  daß  ein  Teil- 
chen, das  in  der  ursprünglichen  Konfiguration  auf  einer  von  ihnen  li^ 
auch  in  der  neuen  Konfiguration  wieder,  an  anderer  Stelle,  sich  ao! 
derselben  Linie  befindet  Sie  stellen  deshalb  Yersohiebungslinien  der 
Teilchen  vor. 


>^^  /    /    /    !    ;    \    V  A 


cc^ 


FD 


619.    Beziehungen  zwischen  Druek  und  Deformation.    Wir 

müssen  nun  die  Beziehungen  zwischen  Druck  Jind  Deformation  be- 
trachten. Dabei  wollen  wir  annehmen,  daß  es  keine  aus  der  Wirkung 
des  Druckes  auf  den  Körper  hervorgehenden  Energieänderungen  gebe, 
die  nicht  genau  iu  Rechnung  gezogen  w&ren,  wenn  die  durch  die  wirk- 
samen Kräfte  geleistete  Arbeit  und  die  Änderung  der  potentielien 
Energie  infolge  der  der  Deformation  entsprechenden  Änderung  der  Kon- 
figuration der  elastischen  Substanz  bewertet  werden.  Li  der  hier  mög- 
lichen begrenzten  Erörterung  werden  Energieänderungen  infolge  ton 
Temperaturwechsel  und  anderen  Veränderungen  des  inneren  Zustandes 
des  Körpers  vernachlässigt,  und  es  wird  dieserhalb  auf  die  Lehrbücher 
über  Thermodynamik  oder  auf  den  zweiten  Teil  dieses  Werkes  ver- 
wiesen. 

Vorausgesetzt  nun,  daß  der  Körper  entweder  bei  konstanter  Tem- 
peratur deformiert  wird,  oder  daß  er  der  Bedingung  unterworfen  wird. 
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daß  kein  Teil  der  deformierten  Substanz  Wärme  aufnimmt  oder  ab- 
gibt, wenn  also,  wie  man  sagt,  die  Vorgänge  entweder  isothermisch 
oder  adiabatisch  sind,  so  sind  die  Änderungen  der  potentiellen  Energie 
unabhängig  von  der  Reihenfolge  der  dem  Körper  auferlegten  Deforma- 
tionskonfigurationen,  d.  h.  die  während  einer  Änderung  auf  den  Körper 
verwandte  Arbeit  hängt  nur  von  seiner  anfänglichen  und  seiner  schließ- 
lichen Konfiguration  ab.  Es  gibt  also  eine  Arbeitsfunktion,  welche 
die  von  den  angreifenden  Kräften  bei  der  Überführung  der  Substanz 
Ton  einer  Konfiguration  zur  anderen  geleistete  Arbeit  durch  die  statt- 
gehabten Deformationen  ausdrückt.  Mit  anderen  Worten :  Die  bei  einer 
kleinen  deformierenden  Änderung  irgend  welcher  Form  pro  Einheit 
der  Änderung  geleistete  Arbeit  ist  ein  vollkommenes  Differential  einer 
Funktion  der  Koordinaten  (es  kann  das  eine  einzige  oder  es  können 
mehrere  sein),  welche  die  Deformationskonfiguration  ausdrücken. 

620.  Hookesches  Gesetz.  Deformation  infolge  einfachen 
Zuges.  Wir  wollen  also  jetzt  die  Aufgabe  in  Angri£E  nehmen,  auf 
Grund  gewisser  Annahmen  die  Natur  einer  durch  irgend  eine  Art  von 
Druck  erzeugten  (kleinen)  Deformation  zu  bestimmen,  und  zwar  soll 
angenommen  werden,  daß  verschiedene  Drucke  oder  verschiedene  Ele- 
mente eines  einzigen  Druckes  in  dem  Sinne  voneinander  unabhängig 
sind,  daß  jeder,  unabhängig  vom  Vorhandensein  der  anderen,  seine 
eigene  Wirkung  hervorbringt.  Mit  anderen  Worten:  Die  Deformation 
wird  als  mit  dem  vorhandenen  Druck  proportional  angenommen  werden. 
Daß  dies  für  kleine  Deformationen  von  einer  bestimmten  Art  annähernd 
der  Fall  war,  wurde  zuerst  von  Hooke  gefunden;  die  Proportionalität, 
die  zwischen  kleinen  Deformationen  und  ihren  korrespondierenden 
Drucken  besteht,  wird  jetzt  gewöhnlich  als  Hookesches  Gesetz  be- 
zeichnet. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  ein  einfacher  Zug  in  einer  Richtung,  etwa 
eine  auf  einen  Stab  oder  Draht  in  seiner  Längsrichtung  angewandte 


Fig.  845. 


streckende  Kraft,  nicht  nur  eine 
Verlängerung  erzeugt ,  sondern 
gleichzeitig  auch  die  Querdimen- 
sionen des  Yersuchsstückes  än- 
dert; daß  dagegen  ein  isotroper 
Körper,  wenn  er  einem  gleich- 
förmigen allseitigen  Druck  oder 
Zug  unterworfen  wird,  keine  Ge- 
staltänderung erleidet,  und  daß 

er  umgekehrt,  wenn  er  unter  dem  Einfluß  reiner  Scherungskräfte  seine 
Gestalt  ändert,  dies  ohne  Änderung  des  Volumens  tut. 

Die  Dimensionsänderungen  in  den  Querrichtungen,  welche  die  Folge 
von  Längsbeanspruchungen  sind,  hat  man,  da  sie  von  ganz  besonderer 
wissenschaftlicher  Wichtigkeit  sind,  nach  den  verschiedensten  Methoden 
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untersucht.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  natflrlich  hei  Kor^ 
pern,  die  sich  stark  yerändem,  z.  B.  hei  Kautschuk;  hier  kann  man. 
worüber  Röntgen  (1876)  eine  eingehende  Arbeit  publiziert  hat,  die 
Längsdilatation  und  Querkontraktion  infolge  des  Längszuges  direkt 
messen,  indem  man  im  gedehnten  Znstande  auf  die  Mantelfläche  einen 
Kreis  aufprägt,  der  sich  nach  der  Entlastung  in  eine  Ellipse  verwandelt 
(Fig.  345,  a.  v.  S.).    Von  anderen  Methoden  wird  noch  die  Rede  sein. 

621.  Elastizitätsgrenze.  Yollkominene  Elastizitiit.  Wenn 
einem  Körper  eine  Reihe  kleiner  Deformationen  irgend  welcher  Art 
erteilt  wird,  so  kann  die  sich  steigernde  Deformation  aufhören  klein 
zu  bleiben,  und  sie  wird  alsdann,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  nicht  länger 
dem  ihm  erteilten  Gesamt  druck  jener  Art  proportional  bleiben,  llao 
sagt  dann,  daß  der  Körper  über  seine  Elastizitätsgrenze  hinaus  fär  die 
betreffende  Art  der  Deformation  beansprucht  worden  ist.  Diese  Grenze 
liegt  für  die  meisten  Körper  ausnehmend  tief;  wir  werden  später  Ergeh- 
nisse  in  Bezug  auf  Elastizitätsgrenzen  in  besonderen  Fällen  betrftchten. 

Es  hat  sich  sogar,  nach  F.  Kohlrausch  und  0.  Thompson, 
neuerdings  herausgestellt,  daß  auch  für  ganz  kleine  Beanspracbangfn 
die  Deformationen  nicht  genau  proportional  mit  ihnen  sind,  sondern 
etwas  schneller  wachsen;  mit  anderen  Worten :  Das  Hookesche  (jetjetz 
ist  nur  in  erster  (wenn  auch  oft  sehr  guter)  Annäherung  gültig. 

Man  bezeichnet  einen  Körper  dann  als  vollkommen  elastisch 
bei  konstanter  Temperatur  und  für  jede  Art  von  Deformation,  gleichviel 
ob  Volumen-  oder  Ge.staltänderung  oder  irgend  welche  bestimmte  Kom- 
bination beider,  wenn  bei  ihm  nach  Erreichung  einer  schließlichen  Sod- 
figuration,  bei  welcher  eine  Reihe  von  allmählich  gesteigerten  Drucken 
eine  Reihe  von  allmählich  gesteigerten  Deformationen  zur  Folge  hat, 
bei  Aufhebung  dieser  Drucksteigerungen  in  umgekehrter  Reihenfolge 
.sich  die  Reihe  der  Deformationen  ebenfalls  in  umgekehrter  Ordnung, 
und  zwar  in  genau  derselben  Weise  wieder  zurückbiJdet.  Mit  anderen 
Worten :  Die  Substanz  besitzt  vollkommene  Elastizität  von  der  betref- 
fenden Art,  wenn  die  irgend  einem  Werte  von  Druck  entsprechende 
Konfiguration  in  einem  Kreise  von  Beobachtungen  immer  dieselbe  ist, 
gleichviel  ob  der  Druck  diesen  Wert  im  Laufe  einer  Zunahme  oder 
einer  Abnahme  erreicht.  Wenn  dies  der  Fall  ist ,  so  ist  die  durch  die 
angreifenden  Kräfte  bei  der  Erzeugung  der  Deformation  auf  den  Körper 
geleistete  Arbeit  genau  gleich  der  bei  der  Rückkehr  zur  ursprünglicher 
Konfiguration  von  dem  Körper  auf  die  äußeren  Kräfte  geleisteten  Arheit. 
Es  wird  sich  herausstellen,  daß  ein  Überschuß  an  Arbeit  auf  einen  un- 
vollkommenen elastischen  Körper  ausgegeben  wird,  wenn  er  einem 
Zyklus  von  Veränderungen  unterworfen  wird,  und  es  wird  geieigt 
werden,  wie  dies  graphisch  dargestellt  werden  kann. 

622.  Deformationsarbeit.  Nach  einem  von  Green  angegebenen 
Vorgehen  können  wir  einen  Ausdruck  für  die  Arbeit  hinschreiben,  die 
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bei  einer  kleinen  Yerrackung  des  Körpers  durch  die  auf  seine  Oberflftche 
wirksamen  Kräfte  und  die  Massenkräfte  geleistet  wird;  wir  könnten 
diesen  Ausdruck  in  einen  anderen  transformieren,  bei  dem  er  aus- 
gedrückt erscheint  durch  diejenigen  inneren  Drucke,  welche  infolge 
dieser  angreifenden  Kräfte  entstehen,  und  würden  zu  dem  Ergebnis 
gelangen,  daß,  wenn  e,/,  ^,  2Si,  2ss,  2S;t,  oder,  wie  Ton  nun  an  ge- 
schrieben  werden  soll,  e^  f,  g,  a^  b,  c  die  oben  definierten  Dilatationen 
und  einfachen  Scheruogen  sind,  wir  für  die  bei  Erhöhung  dieser  Werte 
um  de,  df,  dg,  da,  dh,  de  geleistete  Arbeit  den  Wert 

dW=  /(Pde  +  Qdf  +  Bdg  +  Sda  +  Tdh  +  üdc)dz  .  .  (52) 

erhalten  würden,  wo  c2r  ein  Yolumenelement  ist,  und  das  Integral  über 
das  ganze  Volumen  des  Körpers  genommen  wird.  Die  pro  Volumen- 
einheit  geleistete  Arbeit  ist  also: 

Pde  +  Qdf  +  lldg  +  Sda  +  Tdh  +  üdc. 

Es  entsprechen  demnach  P,  Q,  B  den  Dilatation sdeformationen  de,  df, 
dg  und  S,  T,  U  den  Scherungsdeformationen  da,  db,  de  in  dem  Sinne, 
daß  die  von  jedem  Druck  geleistete  Arbeit  das  Produkt  des  Druckes 
und  der  von  ihm  erzeugten  spezifischen  Deformation  ist.  Diese  Resul- 
tate sollen  vorläufig  als  gegeben  angesehen  werden. 

Nimmt  man  nun  als  weiteres  Ergebnis  an,  daß  W  nur  eine  Funk- 
tion der  Deformationskoordinaten  e, /,  ^,  a,  &,  c  ist,  so  ist  unter  der 
festgesetzten  Bedingung,  nämlich  daß  entweder  die  Temperatur  kon- 
stant ist  oder  daß  kein  Teil  des  Körpers  weder  Wärme  aufnimmt  noch 
hergibt : 


de  df  dg 

__^       ^_dW      ,r_dW 

^  -    da'     ^  ~    86  '     ''  —    de 


(53) 


623.  Elastizitätsmoduln  eines  isotropen  Körpers.  Younfi^- 
scher  Modul.  Wir  unterscheiden  zwei  Hauptmoduln  oder  Elastizitäts- 
konstanten, den  Yolnmenmodul  und  den  Gestalts-  oder  Starrheits- 
modul. In  beiden  Fällen  wird  der  Modul  durch  das  Verhältnis  des 
wirksamen  spezifischen  Druckes  und  der  durch  ihn  erzeugten  (kleinen) 
Deformation  gemessen.  Der  Yolnmenmodul  soll  mit  k,  der  Gestaltsmodul 
mit  n  bezeichnet  werden. 

Außer  diesen  gibt  es  noch  den  Youngschen  Modul  oder  Modul 
für  einfachen  Längszug  und  den  Modul  für  einfache  Längsdehnung. 
Beide  werden  durch  das  Verhältnis  des  Längszuges  zu  der  (kleinen) 
von  ihm  erzeugten  relativen  Dehnung  gemessen;  aber  der  erste  wird 
ohne  Rücksicht  auf  die  gleichzeitige  Änderung  der  Querdimensionen, 
der  andere  ohne  Rücksicht  auf  irgend  welchen  zur  Verhütung  dieser 
Änderungen  der  Querdimensionen  angewandten  Querdruck  betrachtet. 

Gray,  Physik.    I.  4.-, 
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Sie  sollen  mit  E  und  El  bezeiclinet  werden ,  and  es  wird  sieb  alsbald 
die  Möglichkeit  ergeben,  sie  durch  n  und  k  auszudrücken.  Die  Größe  £ 
heißt,  da  sie  praktisch  am  wichtigsten  ist,  auch  schlechthin  Elastizit&ta. 
modul. 

Es  sei  noch  besonders  betont,  daß  alle  diese  als  ^ Moduln*  be- 
zeichneten Größen  Verhältnisse  von  Drucken  zu  Deformationen  sind. 
Vielfach  werden  statt  dessen  die  Verhältnisse  der  Deformationen  zu  den 
Drucken,  also  die  reziproken  Größen  eingeführt;  man  tut  gut,  sie  (rar 
Unterscheidung  Ton  den  Moduln)  „Koeffizienten''  (Volumen-,  Gestalts-. 
Elastizitatskoeffizient)  zu  nennen. 

624.  Gieichimgen  zwischen  Drucken  und  Deformationen. 
Bestimmung  der  Koeffizienten.  Es  wird  angenommen,  daß  die 
Hauptdruckazen  und  die  Hauptdeformationsazen  des  Körpers  zasammen- 
f allen  und  yom  Anfangspunkt  0  aus  gezogen  sind,  in  dem  der  Zostand 
des  Körpers  betrachtet  wird.  Die  Hauptdeformationen  werden  mit 
e,  /,  g,  die  Hauptdrucke  mit  P,  Q,  R  bezeichnet  Nach  dem,  was  oben 
konstatiert  wurde,  muß  jeder  Druck  eine  lineare  Funktion  der  Deforma- 
tionen sein.  Nun  ist  klar,  daß  in  einer  Gleichung  für  den  Dnick, 
etwa  P,  die  Drucke  /,  g,  die  in  den  beiden  Richtungen  senkrecht  in  P 
stattfinden,  mit  einem  und  demselben  Proportionalit&tsfaktor  erscheinen 
müssen ,  da  der  Körper  isotrop  ist.  Die  Deformation  e  hingegen  wird 
einen  anderen  Koeffizienten  haben.  In  denselben  Beziehungen  stehen 
die  anderen  Hauptdrucke  zu  den  Deformationen,  und  zwar  mit  den- 
selben Faktoren  (da  der  Körper  isotrop  ist).  Folglich  kanu  man,  wenn 
man  den  Faktor  der  Querrichtungen  Jedesmal  mit  A ,  den  der  Hanpt- 
richtung  jedesmal  mit  k  -\-  (i  bezeichnet,  schreiben: 

P^  X(e  +  f+  g)  A-  (le 

Q  =  X(e  +  /  +  g)  +  tif (&^) 

R  =  k(e+f  +  g)  +  iig 

wo  A  und  fi  Konstanten  sind. 

Man  kann  k  und  ft  folgendermaßen  durch  k  und  n  ausdrücken. 
Es  sei  zunächst  P  =  Q  =  Jt^  dann  ist  offenbar  e  ^=  f  ^=  9-  ^^ 
geben  aber  die  Gl.  (54)  durch  Addition: 

P  =  (3  A  +  fi)  c      oder      3  A  -[-  /ii  =  -  • 

Nun  ist  die  Deformation  in  diesem  Falle  offenbar  eine  Dilatation  tom 
Betrage  D^rr:^e  +  f  +  g=Se.  Da  aber  k  der  Volumenmodul  ist, 
so  ist 


also: 


+  Jl^  =  ^- ■    ^''^ 
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Es  sei  ferner  P  =  —  Q  nnd  B  =  0,  dann  ist  nach  61.  (54) : 

P  =  ß  -{■  li)e  +  k(f  +  g)  =  —  {l  +  fi)f  -  kie  +  g), 
(X  +  ii)g  +  A(«+/)  =  0. 

D^r  in  diesem  Falle  erteilte  Druck  ist  ein  Scberungsdruck  vom  Betrage 
P,  und  es  ist  anzunehmen,  daß  die  entsprechende  Deformation  eine 
Scherung  mit  derselben  Axe  und  Tom  Betrage  P/n  ist,  wo  n  der  Starr- 
heitsmodul ist.  Aber,  wie  oben  (§  600)  gezeigt  wurde,  ist  die  Scherung 
numerisch  gleich  dem  Doppelten  der  Einheitsdilatation  in  der  P- Rich- 
tung oder  dem  Doppelten  der  Kontraktion  in  der  Q- Richtung.  Folg- 
lich ist  P/n  =  2e  =  —  2/,  und  somit  e  =  —  /.  Die  obige  Be- 
ziehung 

(A +  /*)<;  + A(e+y)  =  0 

reduziert  sich  hierdurch  auf  ^  =  0,  was  mit  der  Annahme  bezüglich 
der  Deformation  übereinstimmt.     Somit  verwandelt  sich  die  Gleichung 

in 

P:=(A  +  ft)c  —  le  =  iie\ 

somit  ist,  da  P/2  e  =  n  ist: 

ft  =  2n. 

Setzt  man  dies  in  61.  (55)  ein,  so  findet  sich  als  Schlußergebnis: 


A=&-|« 


(56) 


/i  =  2n 
Gl.  (54)  können  letzt  in  der  Form 

P  =^  l(e  +  f  +  g)  +  2ne 

Q  =  X{e+f+g)-\-2nf\ (57) 

Ji  =  A(e+/+^)  +  2ng  J 
gesehrieben  werden,  wo  A  den  Wert  k  —  Jn  hat. 

625«  Der  Youngsche  Modul  durch  den  Gestaltsmodul  und 
den  Tolumenmodul  ausgedrückt.  ElastizitfitszahL  Betrachten 
wir  jetzt  den  Fall  des  einfachen  Läugszuges  P.  Nach  Gl.  (54)  haben 
wir,  d&  Q  =  B  =  0  ist: 

P=  A(c+/-h  i/)  +  2ne 
0  =  k(e  +/+  (7)  4-  2nf 
0  =  A(e  +/-f  ^)  +  2ng; 
es  muß  also/=  g  sein,  und  zwar: 

1  A 


f=g  =  —  o  e 


2      k  +  n 

45'» 
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Demnach  ist: 

Wenn  aber  E  der  Dehnungs-  oder  Elastizit&tsmodnl  ist,  eo  ist 
E  =  P/ß,  und  somit: 

_  n(3k  +  2n)  _      9nk 
^  -        l  +  n       -  3T+^ ^^^^ 

letzteres  mit  Rücksicht  auf  k  =^  k  —  fn.     Also  ist  der  Elastixitats- 
modul  ein  zusammengesetzter  Modul,  der  die  beiden  Hauptmodoln  eines 
isotropen  Körpers  in  sich  enthält. 
Das  Verhältnis 

1  A 

2  A  +  n 

des  numerischen  Betrages  der  Querkontraktion  zur  Längsdehnong  ist 
bekannt  als  Elastizitätszahl  (zuweilen  auch  Poissonsches  Verhält- 
nis genannt,  obgleich,  wie  wir  sehen  werden,  die  Poissonsche  Be- 
wertung desselben  inzwischen  widerlegt  ist).  Sie  soll  mit  17  bezeichnet 
werden,  und  es  gilt  für  sie  die  Beziehung 

—  1       ^        _    3fe  —  2n  .5^. 

^  ~"  2  A  +  n  ""  2  (3*  +  n) ^ 

Von  dem  natürlichen  Dehnungsmodul  E  verschieden  ist  der  Modal 
E'  einer  reinen  Längsdehnung  ohne  Querkontraktion  (deren  Auftreten 
durch  besondere  Vorkehrungen  zu  verhüten  ist).  Man  erhält  diesen 
Modul  aus  Gl.  (57),  indem  man  /  =  p  =  0  setzt,  so  daß 


P=(A  +  2n)e  =  (k  +  jny 


(60) 


wird.     Es  ist  alao: 

E'  =  k  +  ^n (61) 

Der  zur  Verhütung  der  Querkontraktion  notwendige  Druck  ist  dem- 
nach ein  Zug  in  jeder  der  zur  Dehnung  senkrechten  Richtungen  Tom 
Betrage  {k  —  |  w)e  oder 

A:  —  —  n 
k  +  jn 

626.  Die  allgemeinen  Drucke  durch  die  Hauptdrucke  aus- 
gedrückt. Die  Werte  der  Drucke  des  Systems  P,  Qy  B,  S,  T,  l 
können  durch   die  Transformationsformeln   (49  a)  und  (50a)  aus  den 
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Hauptdmcken  gefanden  werden,  die  jetzt  zur  Unterscheidung  mit 
P',  Q',  B!  bezeichnet  werden  sollen.  Die  Hauptdeformationen  (sie  seien 
e\  f^  g')  werden  ebenfalls  durch  entsprechende  Formeln  auf  das  System 
^1  /f  9y  A>  ^»  c  abertragen.  Infolgedessen  wird  der  Leser ,  wenn  er  den 
Prozeß  durchführt ,  die  Werte  von  P  . . .  in  Gliedern  von  P*  . . .  hin- 
schreibt, nach  Gl. (49a)  (z.B.  P  =  P'l?  +  Q'mf  +  Bfn^)  die  Werte 
von  P',  Q\  B'  ans  Gl.  (57)  substituiert  und  die  Anwendung  von 
GL  (49)  und  (50)  auf  die  Umwandlung  der  Deformation  nach  §  616 
sowie  die  Un Veränderlichkeit  von  ^  -\-  f  -\-  ^  berücksichtigt,  finden: 

P  =  Ai)  +  2ne,     ^  =  ^-D  +  2n/,     Ä  =  AD  +  2n(/  ]      ^^^^ 

S  =  «a,     T  ==  nb,     Z7  =  «c  J      ' 

wo 

die  räumliche  oder  kubische  Dilatation  ist 

627.     Bewegungsgleichungeii    eines    elastischen    Körpers. 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  8tt/8a?  für  e^  ...,  'bwj'by  +  8t;/8jer  für 
«...  ein,  so  erhält  man  Werte  von  P,  Q,  -R,  S,  T,  CT,  die  für  die 
Transformation  der  Gl.  (31)  in  Gleichungen,  die  statt  der  P  ...  nur 
noch  die  Yerrücknngen  u,  v,  w  selbst  enthalten,  brauchbar  sind.  Wenn 
dann  z/  den  Operator 

8^  8^  8g 

^x^  "^  8y2  +  a^2' 

d.  h.  die  Summe  der  drei  zweiten  Differentialquotienten  der  dahinter 
stehenden  Größe  nach  den  Koordinatenrichtungen  bezeichnet,  so  werden 
die  Gleichungen  kleiner  Bewegungen: 

n^u   +(A  +  n)^  +  9X  =  p'^ 


n^v    +(A  +  n)  —  +  pr=p^^ 
nz/w  +  (A  +  n)  -gj  +  pZ  =  p  -^ 


(63) 


Sie  gehen  in  die  Gleichgewichtsgleichungen  Über,  wenn  ü,  t;,  w  gleich 
null  gesetzt  werden.  Durch  Einführung  der  Dotationen  di,  6I3,  63  kann 
sie  der  Leser  in  die  äquivalenten 

mit  zwei  eben  solchen  Gleichungen  für  v  und  w  verwandeln. 

Aus  der  letzteren  Form  der  Gleichungen  ist  zu  ersehen,  daß,  wenn 
die  Deformation  ohne  Rotation  erfolgt,  die  Gleichungen  von  der  ver- 
gleichsweise einfachen  Form 
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(A  +  2n)|f  +  9X=,^^ («*) 

mit  zwei  eben  solchen  Gleichungen  für  ü  und  v  sind. 

628.    Längsdehnung  ohne  Änderimg  der  Querdimensionen. 

Es  ist  einleuchtend,  daß  es,  wenn  ein  schmaler  gerader  oder  kegel- 
förmiger Streifen  der  Substanz  einer  Dehnung  längs  der  Stabaxe  oder 
längs  Linien  durch  den  Scheitelpunkt  des  Kegels  unterworfen  wird, 
während  die  seitlichen  Begrenzungen  unverändert  bleiben »  d.  h.  wenn 
Längsdehnung  ohne  Querkontraktion  vorhanden  ist,  keine  Rotation 
gibt.  Die  eben  mitgeteilten  Gleichungen  für  kleine  Bewegungen  sind 
dann  bequem  anwendbar,  zum  mindesten  für  den  Fall  eines  geraden 
Stabes  von  gleichförmigem  Querschnitt.  Denn  betrachten  wir  den 
dünnen  geraden  Stab  und  nehmen  wir  seine  Länge  in  der  x-Richtnng 
an.  Es  gibt  keine  Bewegung  eines  Teilchens  in  der  «/-  oder  j?- Rich- 
tung, und  die  Dehnung  längs  x  ergibt  eine  reine  Dilatation.  Wenn 
die  Dilatation  im  Mittelpunkte  eines  kleinen  Stückes  von  der  Länge  (fx 
gleich  2)  ist,  so  ist  die  Deformation  an  den  beiden  Enden  des  Stückes: 

je  nachdem  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  genommen  wird.  Da 
der  Modul  der  einfachen  Längsdehnung 


k  +  2n  =  (k  +  jn^ 


ist,  so  ist  die  dem  linken  Ende  des  Stückes  von  der  noch  weiter  nach 
links  liegenden  Masse  des  Stabes  pro  Flächeneinheit  erteilte  Kraft  (Zag) 


(A+2n)(i)-l||ix). 


und  die  dem  anderen  Ende  von  der  nach  rechts  gelegenen  Hasse  des 
Stabes  erteilte  ist 


(A-f  2«)(D  +  l||dx). 


SO  daß  ein  Übergewicht  von  Zug  nach  rechts  von 

vorhanden  ist ,  und  es  ist ,  wenn  6  der  Querschnitt  ist ,  die  gam«  ^^ 
das  Element  nach  rechts  hin  ausgeübte  Kraft 

Da  ferner  die  Massenkraft  pro  Masseneinheit    nach    rechts  längs  t 
gleich  X  ist,  gibt  es  eine  ganze  Massenkraft  nach  rechts  vom  Betrag« 
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XQödx,  da  Qödx  die  Masse  des  Elementes  ist.  Die  Summe  dieser 
beiden  Kräfte  muß  gleich  Qödxü  sein,  wenn  es  eine  Beschleiinigong 
des  Elementes  gibt,  oder  gleich  null,  wenn  Gleichgewicht  herrscht,  so 
daß  sich 

(>l+2„)||  +  ,X  =  (>^ («ö) 

ergibt.     In  diesem  Falle  ist,  wie  beachtet  werden  muß: 

ox 

629.  Radiale  Deformation.  In  dem  anderen  Falle,  dem  der 
radialen  Dilatation  eines  schmalen  Kegels,  betrachten  wir  eine  Schicht 
zwischen  zwei  Kugeloberflächen  von  den  Radien  r  und  r  -|-  dr,  vom 
Scheitel  des  Kegels  als  Mittelpunkt  aus  beschrieben.  Yon  dieser  Schicht 
nehmen  wir  an,  sie  sei  um  eine  Strecke  w  nach  außen  yerschoben;  es 
ist  daher  die  radiale  Dilatation  im  Mittelpunkte  des  Elementes  dw/dr. 
Dies  ist  aber  nicht  die  einzige  Deformation  in  diesem  Punkte.  Es  gibt 
zwei  tangentiale  Deformationen  senkrecht  zueinander  und  zum  Radius» 
jede  vom  Betrage  w/r,  so  daß  die  Dilatation 

dw    ,     ^  w 

■^  +   2  — 
Cr  r 

beträgt.  Um  dies  zu  beweisen,  ist  es  nur  nötig,  die  Schicht  von  der 
Dicke  dr  zu  betrachten,  wenn  sie  in  ihrem  Mittelpunkte  einer  radialen 
Verrückung  w  unterworfen  wird.  Die  radiale  Yerrückung  beträgt  bei 
der  inneren  Fläche 


bei  der  äußeren 


1  dtv  ^ 


«<•  +  -2   g7  dr. 


Daher  wird  die  äußere  Fläche  im  Verhältnis  zur  inneren  um  eine  Streck 
dw/dr,dr  yerschoben,  so  daß  die  Dicke  der  Schicht 

dr  +  -^  dr 
dr 

geworden  ist.  Aber  der  Querschnitt  der  Schicht  ist  durch  ihre  Ver- 
schiebung längs  der  Kegelaxe  um  die  Strecke  w  im  Verhältnis  von 
(r  4"  ^y  zu  r^  d.  h.  im  Verhältnis  von  (1  +  2  w/r)  :  1  yergrößert 
worden. 

Das  Verhältnis  des  neuen  Volumens  des  Elementes  zum  alten  ist 


(•+!-: 


..^  ('  +  ¥) 


; 
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80  daß,  da  w  klein  ist,  die  Zunahme  der  Volumeneinheit 

beträgt.  Dies  ist  die  räumliche  Dilatation.  Folglich  ist  nach  Gl.  (64), 
wenn  r  in  der  jer- Richtung  genommen  wird  (da  die  Rotationen  offenbar 
null  sind): 

WO  Z  die  nach  außen  gerichtete  Massenkraft  pro  Masseneinbeit  im 
Mittelpunkte  des  Elementes  ist.  Wenn  der  deformierte  Körper  im 
Gleichgewichte  ist,  so  ist  u;  =  0,  und  es  ist  dann: 


<'  +  =")|(|7  +  =t)  +  '^  =  « 


(67) 


630.  Deformation  einer  Kugelschale  unter  gegebenen  inneren 
und  äußeren  Drucken.  Ein  sehr  wichtiger  Fall  dieser  Gleicbung  ist 
derjenige,  in  welchem  Z  =  0  ist,  d.  h.  in  welchem  eine  Substanz,  uf 
die  keine  Massenkräfte  wirken ,  radialer  Deformation  und  den  m  be- 
gleitenden tangentialen  Deformationen  unterworfen  wird.  Dies  ist 
z.  B.  der  Fall  einer  isotropen  Eugelschale,  die  einem  auf  ihre  äaüere 
und  innere  Oberfläche  wirkenden  Drucke  unterworfen  wird.  In  diesem 
Falle  ist  die  durch  die  radiale  Yerrückung  erfüllte  Differentialgleichung 

^(|!f+2^)  =  0 (68) 

dr  \dr  r) 

Die  vollständige  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

w  =  Ar  +  ^:' (69) 

wo  A  und  B  Konstanten  sind.     Daraus  ergibt  sich 

dt  r^        r  r^ 

und  daher  nach  Gl.  (57)  der  radiale  Druck 

jj  =  A  (^  +  2^  +  2np  =  iSl  +  2n)A-4n^,  ■  •  •  (70) 
\or  rj  er  r' 

und  der  Tangentialdruck 

P  =  ;t  (|!?  +  2^W  2n^  =  (3A  +  2n)^  +  2n4  .  •  •  (71) 

Der  äußere  und  der  innere  Radius  seien  r,  und  ro,  der  äußere 
und  der  innere  Druck  p^  und  po;  dann  hat  man  für  die  Bestimmung 
von  A  und  B  die  Gleichungen: 
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p,  =  -(3l  +  2n)A  +  in- 

Po  =  — (3A+  2n)A  +  4n  J 
und  findet  demnach 

3A  +  2n      r^  —  r-'     '  4tn      rf  —  r,f' 

Also  ist  die  radiale  Verrückung^im  Abstände  r  vom  Mittelpunkte 

^  —    ^    r^o^^zPiTi  4.  i^o-Pi  .Tu'rL  il (j2) 

«'  — r-»_r»[  3A  +  2n     ^      4n      r«  — r„^  r^J  ^^ 

und  die  radiale  Deformation: 

^ L_  r^or^- Pir'  _  JPoj— Pi  _^lrL  11  /7Q^ 

i^r        rf  — rj*L3A+2n  2n      r-»  — r^*  r»J'  "  '  '  ^  ^ 

Die  tangentiale  Deformation  «;/r  ist  ohne  weiteres  in  Gl.  (72)  gegeben. 

Diese  Ergebnisse  werden  bei  der  Erörterung  einiger  von  Regnault 
und  anderen  gefundener  Ergebnisse  über  die  Kompressibilität  von 
Flüssigkeiten  von  Nutzen  sein,  die  im  zweiten  Bande  behandelt  werden 
sollen.  Ferner  spielt  die  hier  betrachtete  Deformation  bei  Thermo- 
meterkugeln eine  wichtige  Rolle;  aUerdings  sind  die  Thermometer- 
körper gerade  bei  feineren  Instrumenten  keine  Kugeln»  sondern  nähern 
sich  mehr  zylindrischer  Gestalt;  man  kann  aber  das  obige  Problem 
leicht  auch  für  den  Hohlzylinder  lösen  (s.  §  631)  und  dann  beide  Fälle 
in  geeigneter  Weise  kombinieren. 

Was  schließlich  das  Problem  der  Deformation  einer  Yollkugel  unter 
der  Wirkung  ihrer  eigenen  Schwere  betrifft,  so  ist  dasselbe  wichtig  im 
Zusammenhange  mit  der  Physik  der  Erde  und  leicht  zu  lösen. 

631.  Zylindrische  Röhre.  Steif  werden  eines  biegsamen  Rohres 
durch  hydraulischen  Druck.  Betrachten  wir  jetzt  ein  durch  koaxiale 
gerade  zylindrische  Oberflächen  und  flache  oder  runde  Enden  begrenztes 
Rohr.  Der  innere  Radius  des  Zylinders  sei  ro,  der  äußere  r^,  der 
innere  Druck  po,  der  äußere  pi»  Ferner  sei  angenommen,  was  tatsäch- 
lich annähernd  der  Fall  ist,  daß  der  yon  den  Drucken  an  jedem  Ende 
auf  die  Rohrwandungen  ausgeübte  Zug  n  {ptiT^  — P\^\)  gleichförmig 
über  den  Querschnitt  verteilt  ist,  so  daß  sein  Betrag  pro  Flächen- 
einheit 

Pq^?.^  Pi/l 
r'i r'^ 

ist.  Es  sei  dann  ferner  R  der  radiale  Druck  (wie  Torher  numerisch 
positiv  gedacht,  wenn  es  ein  Zug  ist),  T  der  peripherische  Druck  oder 
n Wandungsdruck ^ ,  wie  er  häufig  genannt  wird,  und  P  der  Längszug, 
alle  in  einem  Punkte  der  Rohrwandung  in  der  Entfernung  r  von  der 
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Fig.  346. 


Axe.     Betrachten  wir  das  Gleichgewicht  eines   Elementes  (Fig.  346). 

das  hegrenzt  ist    durch   zwei    koaxiale   Oberflächen   von    den  Radien 

r  —  ^dr  und  r  + 1 ^ **,  »wei  radialen 
Flächen,  die  Ton  der  Axe  A  ans 
einen  Winkel  dO  miteinander  bil- 
den, und  zwei  zur  Axe  senkrechten 
Flächen  vom  Abstände  eins  tod- 
einander.  Die  radiale  Kraft  nach 
innen  auf  die  innere  gekrümmte 
Oberfläche  des  Elementes  ist 


Rrdti  — 


1  d(Rr) 


.  dr  .  dO, 


2      dr 
die  radiale  Kraft  nach  außen  auf  die  andere  gekrümmte  Seite  ist 

RrdO  +  l/Jf-^  dr.de, 
2      dr 

so  daß  ein  Überschuß  an  äußerer  Kraft  vom  Betrage 

d(Rr) 

dr 

vorhanden  ist.     Der  Wandungsdruck  ergibt  (§  205)  eine  Kraft  nadi 
innen  vom  Betrage 


drdd 


Tdr 


rdO 


oder  TdrdO.    Daraus  ergibt  sich  für  das  Gleichgewicht  die  Bedingang 

d(Rr) 


dr 


=  T 


(74) 


Wenn  «;,  wie  vorher,  die  radiale  Yerrückung  bezeichnet,  so  sind 
die  radialen  und  tangentialen  Deformationen  dto/dr  und  ir/r;  die 
Längsdeformation  sei  g.  Dann  kann  man  die  Gleichungen  der  Be- 
ziehungen zwischen  Deformationen  und  Kräften  in  der  Form 


•  (75) 


schreiben.     Der  Wert  von  P  ist  gegeben,  und  es  ergibt  sich  daher  aus 
der  dritten  Gleichung 


9=  — 


_(|!?  +  !f)  +  C     ...  .(7« 
ln\dr        r) 


A  +  2i 
wo  C  die  Konstante  P/(A  +  2«)  ist.    Benutzt  man  diesen  Wert  von  ^ 
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in  der  ersten  und  zweiten   der  Gl.  (75)  und  substitaiert  hieraus  in 
Gl.  (74),  so  erhält  man  leicht  die  Bedingung 


r 
dr 


oder 

'^'^    .    ^''         «  ,»»\ 

^  +  -  =  2c (77) 

dr        r 

wo  c  eine  Konstante  ist.    Diese  Gleichung  ergibt,  wie  man  durch  rück- 
wärtiges Differenzieren  ohne  weiteres  findet: 

iv  ^=  er  -\ (78) 

wo  c'  eine  zweite  Eonstante  ist. 

In  der  inneren  Oberfläche  ist  r  =  Tq  und  —  jfj  =  jjq,  in  der 
äußeren  r  =  ri  und  —  R  =  Pi-  Setzt  man  diese  Werte  von  r  und  R 
[mit  dem  entsprechenden,  durch  Gl.  (78)  gegebenen  Werte  von  w]  der 
Reihe  nach  in  die  erste  der  Gl.  (75)  ein,  so  erhält  man  zwei  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  c  und  c\  Der  Leaer  wird,  wenn  er 
bedenkt,  daß  3A  +  2n  =  3*  und 

p  _  Pofj-zJ^i 

ist,  leicht  nachweisen,  daß 

^  —  3  jfc      r^-r^    '  2n  r^'-r^   '   ' 

ist.     Hiemach  ergibt  Gleichung  (78) 

w  : 

und  folglich 

'  _  J_Po» 
3k      r 

w  _  J^  PoT^  —  Pir?        J_  Po—p,     «   o  1  ,j.,x 

7  —  3*      r^-r^      "^  2n  r^'  —  r^'    '   '  r»*    '       '   ^     ^ 

Die  Deformation  in  der  Wandung  besteht  daher  aus  einer  gleich- 
förmigen Dilatation  Tom  Betrage 

PorS  —  Pir^ 
Ä  {r,'  -  r^) 
und  einer  Scherung  in  jedem  Querschnitte  des  Bohres  Tom  Betrage 


3  k      r{  —  r^  '    2  n  r/  —  r^    ^   '■   r 


dr  ~  3k      r^-r,'  2n  r^  —  ri    '^  r^'   '       '   ^  ^ 
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Die  Dilatation  wird  negativ  Bein,  d.  h.  es  wird  eine  KontrakiioD  der 
Substanz  der  Wandung  stattfinden ,  wenn  pi  r^  >»  po  r^,  Ist  also 
Pi^Po^  so  wird  an  allen  Wandstellen  Yolumenverminderung  eintreten. 
Wenn  anderseits  nur  innerer  Druck  wirkt  (pi  =  0),  so  tritt  stets  nnd 
überall  Dilatation  ein. 

Wenn  die  Dicke  der  Wände  groß  ist  im  Vergleicb  mit  dem  inneren 
Radius  und  der  ganze  Druck  ein  innerer  Druck  ist,  so  ist  die  Scherong 
der  inneren  Fläche  Po/n,  Es  ist  also,  soweit  die  Nachgiebigkeit  gegen 
diese  Scherung  in  Betracht  kommt,  dadurch,  daß  man  das  Rohr  sehr 
stark  oder  Ton  sehr  kleinem  Lumen  macht,  wenig  Vorteil  zu  gewinnen. 

GL  (76)  ergibt  für  Pi  =  0 

also  einen  Zug.  Folglich  kann  das  Rohr  zum  Widerstände  gegen 
inneren  Druck  dadurch  gefestigt  werden,  daß  man  Reifen  untlegt,  die 
ihm  Wandungsdruck  erteilen.  Innerer  Druck  erzeugt  Erleichterung  des 
inneren  Rohres  von  dieser  Deformation  und  strebt  dahin,  die  änfieren 
Teile  zu  strecken.  Der  Widerstand  der  Kanonen  gegen  das  Bersten 
wird  auf  diese  Weise  Terstärkt. 

Für  die  radiale  Deformation  ergibt  sich,  wenn  es  keinen  äußeren 
Druck  gibt, 

^  =  .PolL(J__±''?\ (83) 

gr         r'j^  —  rS  \3k        2  »  r  V 

und  wenn  es  keinen  inneren  Druck  gibt, 

^  _  _    Pi^i      {2 L  rA  .    (841 

dr  r^  —  r^KSk        2nrV      *    ' 

Für  die  meisten  Stoffe  ist  k  größer  als  n  und  folglich  rr  <  «"' 

und  somit  ist,  da  r  <  fj  ist,  der  Wert  dw/dr^  für  den  äußeren 
Druck  null,  immer  negativ,  d.  h.  es  gibt  in  diesem  Falle  immer  radiale 
Eontraktion.  Wenn  es  anderseits  keinen  inneren  Druck  gibt  nnd  die 
Wandung  dick  genug  ist,  kann  r^/r^  <;  2n/(3Ä)  sein,  und  die  rsdisje 
Deformation  ist  außerhalb  des  Zylinders  Tom  Radius  ro  V(3i);(2«) 
eine  Kontraktion,  dagegen  in  allen  Punkten  innerhalb  dieses  Zylinders 
eine  Ausdehnung.  Wenn  aber  die  Wandung  nicht  dick  genug  ist,  so 
ist  die  radiale  Deformation  in  allen  Punkten  eine  Kontraktion. 

Für  Stahl  ist  k  ungefähr  1500  X  19»  Dynen  pro  Quadrstzenti- 
meter,  n  =  730  x  10^  Dynen  pro  Quadratzentimeter,  also  ist  für 
Stahl  3A;/2n  rund  gleich  3.  Für  Flintglas  nähert  sich  das  Verhältnis 
mehr  dem  Werte  2,6. 

Es  ist  in  diesem  Zusammenhange  beachtenswert,  daß  ein  sonst 
biegsames   Rohr    mit  Hilfe    hydrostatischen  Druckes  im  Innern  steif 
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gemacht  werden  kann.  Wenn  z.  B.  ein  Rohr  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt an  den  Enden  Yerschlossen  und  ihm  der  innere  Druck  p  erteilt 
würde,  so  würde  eine  Dehnung  vom  Betrage 

_  P^o    _ 
3fc(r»— r») 

in  der  Längsrichtung  des  Rohres  erzeugt  werden.  Wenn  dann  Sorge 
getragen  würde,  das  Rohr  immer  gestreckt  zu  erhalten,  so  könnte  es 
als  Stütze  dienen,  um  einen  wirkenden  Druck  auszuhalten.  Auch  würde 
das  Rohr  der  Durchbiegung  so  lange  widerstehen,  bis  der  resultierende 
Druck  80  groß  wäre,  daß  er  die  Dehnung  infolge  des  inneren  Druckes 
überträfe.  Die  Steifigkeit  der  gefüllten  Pneumatik  eines  Fahrrades  ist 
ein  Beispiel  dafür.  Fitz -Gerald  hat  darauf  hingewiesen,  daß  man 
unter  Benutzung  dieser  Prinzipien  leicht  transportierbare  Stützen  für 
militärische  Brücken  und  andere  Bauten  herstellen  könnte. 


632.  Torsion  eines  zylindrischen  Stabes.  Man  wird  ohne 
Schwierigkeit  einsehen,  daß  einem  Würfel,  wie  oben  §  346  angedeutet 
wurde,  dadurch  eine  reine  Scherungsdeformation  erteilt  werden  kann, 
daß  man  in  einem  Stück  des  Würfels  eine  Schar  Ton  Flächen,  die  mit 
vier  Würfelkanten  parallel  sind,  um  eine  Strecke  verschiebt,  die  ihren 
senkrechten  Abständen  von  einer  der  beiden  Endflächen  proportional 
ist.  Die  eine  Diagonale  wird  verlängert,  die  andere  verkürzt,  und 
zwar  um  einen  Betrag,  der  gleich  dem  halben  Scherungsmaße  ist,  wäh- 
rend sie  beide  senkrecht  zueinander  bleiben.  Der  einzige  Unterschied 
zwischen  dieser  Scherung  und  der  in  §  600  beschriebenen  liegt  darin, 
daß  sich  die  Lage  der  Diagonalen  ändert,  indem  sie  sich  (Fig.  192)  um 
die  kleinen  Winkel  ABA'  oder  CBC  drehen. 

Jedem  Teile  eines  geraden  zylindrischen  Stabes  aus  einem  Mate- 
rial, dessen  elastische  Eigenschaften  in  allen  zur  Länge  senkrechten 
Richtungen  die  gleichen  sind,  kann  man  sich  eine  Deformation  dieser 
Art  folgendermaßen  erteilt  denken.  Die  Enden  des  Stabes  seien  Flächen 
senkrecht  zur  Länge  und  jede  von  ihnen  mit  einer  starren  Platte  be- 
deckt, die  mit  unnachgiebigem  Zement  im  ganzen  fest  auf  die  End- 
fläche aufzementiert  ist  Dann  denke  man  sich,  bei  Erhaltung  der 
geraden  Gestalt  des  Stabes,  etwa  durch  senkrechte  Aufhängung  oder 
Aufstellung  die  eine  Endplatte  festgehalten  und  die  andere  um  die 
Stabaxe  um  einen  Winkel  0  gedreht.  Dann  wird  jeder  Querschnitt  in 
seiner  eigenen  Ebene  um  einen  seiner  Entfernung  vom  festen  Ende 
proportionalen  Winkel  gedreht  werden,  und  es  wird  durch  den  ganzen 
Stab  hindurch  die  Scherung  gleichmäßig  verteilt  sein. 

Diese  Art,  eine  Scherung  zu  erteilen,  würde  in  der  Wirklichkeit 
nicht  angängig  sein.  Gewöhnlich  wird  eine  Querstange  auf  das  eine 
Stabende  fest  aufgelötet  oder  verklammert,  während  das  andere  durch 
Auflöten  oder  Verklammern  auf  einer  festen  Unterlage  befestigt  wird. 
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Dann  wird  die  Querstange  gedreht  und  der  Stab  der  Schenmg  unter- 
worfen, die,  wenngleich  in  der  Nähe  der  Befeatigungsstelien  sicherlich 
nicht  gleichförmig,  doch  im  übrigen  Stabe  gleichförmig  verteilt  ist  und 
tatsächlich,  wenn  der  Stab  lang  ist,  ohne  schwerwiegenden  Fehler  in 
dem  ganzen  Stücke  zwischen  den  Befestigungsstellen  als  gleichförmig 
angenommen  werden  kann. 

638.  Scherung  in  einem  Stabquersehnitte.  Es  soll  nun  die 
Yerteilung  der  Scherung  über  jeden  Querschnitt  untersucht  werden. 
£s  ist  nochmals  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  es  sich  entweder 
um  einen  festen  Stab  mit  kreisförmig  zylindrischer  Umgrenzung  oder 
um  eine  durch  zwei  koaxiale  kreiszylindrische  Flächen  begrenzte  B5hre 
Fig.  347.  handelt.     Es  ist  klar ,  daß ,  wenn  der  Stab  aus 

gleichförmig  elastischem  Material  besteht,  die 
Deformation  gleichförmig  verteilt  sein  muß,  da 
sonst  kein  Gleichgewicht  bestehen  könnte.  Denn 
wenn  die  Deformation  in  einem  Querschnitte 
von  der  in  einem  anderen  yerachieden  wäre,  so 
würde  der  in  einem  dieser  Querschnitte  dem 
Stabstück  zwischen  ihnen  Ton  der  Masse  jen- 
seits des  Querschnittes  erteilte  Druck  nicht 
durch  den  dem  anderen  Ende  auf  dieselbe  Weise 
erteilten  Druck  ausgeglichen  werden.  Es  ist 
daher  der  Winkel,  um  den  ein  Querschnitt 
relativ  zu  einem  anderen  Querschnitt  im  Ab- 
stände eines  von  ihm  nach  einer  oder  der  an- 
deren Seite  um  die  Axe  gedreht  worden  ist: 
6//?,  wenn  l  die  Stablänge  ist.  Diese  Deformation  eines  Stabes  heißt 
Drillung  oder  Torsion. 

Betrachten  wir  in  einem  beliebig  gewählten  Querschnitte  rvrei 
konzentrische  Kreise  von  den  Radien  r  und  r  -\-  dr  um  den  Schnitt- 
punkt der  Axe  mit  dem  Querschnitt  als  Mittelpunkt.  Der  Radius  OP 
nach  einem  Punkte  P  eines  Querschnittes  (Fig.  347)  ist  nach  Q  ge- 
dreht worden,  so  daß  der  Winkel  POQ  =  0  ist.  Folglich  ist  der 
Winkel,  um  den  sich  ein  Radius  nach  P  relativ  zum  Querschnitt  im 
Abstände  dl  gedreht  hat,  Odl/L  Die  entsprechende  Strecke,  um  die 
sich  P  in  der  Ebene  des  Querschnittes  bewegt  hat,  ist  demnach 
rOdl/Ij  und  der  Winkel,  den  eine  vorher  mit  der  Axe  parallele  Linie 
durch  P  jetzt  mit  der  Axe  bildet,  ist  rO/h  Dies  ist  das  Maß  der 
Scherung,  die  dem  kleinen  angenäherten  Parallelepipedon  erteilt  wordeo 
ist,  welches  durch  die  zwei  um  dl  voneinander  abstehenden  Quer 
schnitte,  die  beiden  radialen  Ebenen,  die  im  Kreise  vom  Radios  r 
den  Abstand 

ra<p  z=  rO  -=- 

L 
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Yoneinander  haboD,  und  die  beiden  koaxialen  Flächen  von  den  Radien 
r  und  r  -\-  dr  begrenzt  wird.  Somit  ist  die  Soherung  in  einem  Quer- 
schnittspunkte dem  Abstände  dieses  Punktes  von  der  Axe  proportional. 
Dieses  Yerb alten  ist  darum  von  Bedeutung,  weil  ein  Stab  einer  so 
starken  Drillung  unterworfen  werden  kann,  daß  seine  Oberfläche  über 
ihre  Elastizitätsgrenze  hinaus  deformiert  wird,  während  die  Deforma- 
tion im  größeren  Teile  der  inneren  Masse  sehr  wohl  innerhalb  dieser 
Grenze  bleibt. 

634.  Torsion  und  Torsionsspannung.  Um  die  Verrückungs- 
komponenten  zu  erhalten,  denken  wir  uns  x-  und  ^-Axen  vom  festen 
Axenende  des  Zylinders  und  parallel  zum  Querschnitt  gezogen,  wäh- 
rend die  Axe  selbst  die  je^-Axe  ist.  Die  Drillung  auf  die  Einheit  der 
Länge,  also  ß/l^  sei  r.  Die  Yerrückungen  ti,  f ,  w  längs  dieser  Axen 
infolge  der  Drillung  sind  alsdann  u  =  —  y^t,  v  =  xet,  w  =  0. 
Mithin  sind  die  Längsdilatationen  e,/,  p,  d.  h.  du/dxy  dv/dy,  dw/dz, 
alle  null.     Femer  ist 

dto    ,    dv 

dy       de 


du    ,    dw 

dz        o  X 
dv    ,    du 


(85) 


Nach  61.  (62)  sind  anderseits  die  Spannungen 

P=  Q  =  R  =  0,   S  =  nxr,    T  =  —  nyx,    U=0   .  .  (86) 

Um  die  Spannungen  in  einem  Elemente  zu  finden,  das  wir  als 
gleichförmiger  Drülung  unterworfen  annehmen  dürfen,  stellen  wir  uns 
ein  kleines  Parallelepipedon  des  Körpers  vor,  dessen  eine  Kante  dx^ 
dessen  zweite  dy  und  dessen  dritte  de  ist,  alle  drei  Kanten  parallel 
den  Axen  vom  Punkte  x,  y,  Z  aus  gezogen.  Nach  Fig.  340  ist  S,  das 
aus  Ya  und  Zy  besteht,  erstens  ein  Tangentialdruck  auf  die  der  Span- 
nung unterworfene  Substanz,  parallel  zur  j^-Axe  und  auf  die  zur  ^-Axe 
senkrechten,  d.  h.  mit  der  3/ x- Ebene  parallelen  Flächen  des  Elementes 
wirkend,  und  zweitens  ein  Tangentialdruck,  parallel  zur  ^er-Axe  und  auf 
die  zur  i/-Axe  senkrechten,  d.  h.  mit  der  Xjer- Ebene  parallelen  Flächen 
wirkend.  Ebenso  ist  T  der  Inbegriff  von  Zx  und  X^r,  also  erstens  ein 
Tangentialdruck,  parallel  zu  0;sr  und  auf  das  mit  der  ^jer-Ebene  parallele 
Flächenpaar  wirkend,  und  zweitens  ein  Tangentialdruck,  parallel  mit 
Ox  und  auf  die  mit  der  icy-Ebene  parallelen  Flächen  wirkend.  Selbst- 
verständlich sind  die  Kräfte  auf  gegenüber  liegende  Flächen  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  wie  das  in  Fig.  340  angegeben  ist.  Sie  sind  not- 
wendig, um  die  Substanz  in  einem  Spannungszustande  zu  erhalten,  und 
werden  dem  Elemente  von  der  außer  ihm  liegenden  Substanz  erteilt. 
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abgesehen  von  der  Begrenzungsoberfläche,  wo  sie  von  außen,  (L  h.  yod 
den  außerhalb  befindlichen  Körpern  herrühren. 

Betrachten  wir  die  Spannung  im  Elemente  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  parallel  mit  der  xr-Axe,  und  so  gelegen,  daß  ihre  Nonnale  mit 
der  rr-Axe  einen  Winkel  a  bildet.  Die  Richtungskosinus  einer  eolcheo 
Ebene  sind  cosa,  sinoc,  0.     Folglich  ist  nach  GL  (32) 

F=  0,  a  =  0,  H=  Tcosa  +  Ssin a 

=  —  nx  {ycosa  —  xsina) (87) 

Die  einzige  Spannung  ist  also  eine  Scherungsspannung  in  der  Ebene 
und  parallel  zur  Js^Axe, 

Nun  seien  x  und  y  die  Koordinaten  des  Schnittes  dieser  Ebene 
mit  dem  Rande  des  Querschnittes.  Soll  die  Mantelfläche  des  Zjlinden 
Ton  wirksamer  Spannung  frei  bleiben,  so  muß 

ycosa  —  xsina  =  0 

sein ,  d.  h.  Jede  Normale  zur  Mantelfläche  muß  durch  die  Z'Axe  hin- 
durchgehen. Offenbar  ist  die  einzige  Kurve,  welche  diese  Eigenschaft 
besitzt,  der  Kreis.  Darum  muß  der  Zylinder,  um  unter  reiner  Tonioo 
ohne  Tangentialdruck  auf  die  Mantelfläche  im  Gleichgewicht  zu  sein, 
von  kreisförmigem  Querschnitt  sein. 

635.  Moment  der  tangentialen  Spannungen  in  einem  (lae^ 
schnitte  in  Bezug  auf  die  Axe.    Torsionsschwingungen.    Die  für 

die  beti'achtete  Scherung  im  Falle  des  geraden  Kreiszylinders  erforder- 
liche tangentiale  Spannung  ist  also  nrO/l,  ihre  Richtung  ist  in  jedem 
Punkte  senkrecht  zum  Radius.  Diese  tangentiale  Spannung  ergiht 
eine  ganze  Tangentialkraft  auf  eine  Fläche  des  in  §  633  erw&hnten 
Elementes  im  Betrage  von  nrO .dr,rd(p/l  oder  nr-drdip  JllJ,  usd 
das  Moment  der  Kraft  um  die  Axe  ist  nr^drdq).0/L  Das  Moment 
um  die  Stabaze  der  auf  die  Elemente  des  Ringes  zwischen  den  zwei 
Kreisen  von  den  Radien  r  und  r  -\'  dr  wirksamen  tangentialen  Span- 
nungen ist  daher  27tnr^dr(l H,  und  das  Gesamtmoment  für  den  Qoer^ 
schnitt  ist  \nnr*ijlh 

Dies  ist,  über  jeden  Querschnitt  genommen,  das  ausgeübte  Moment 
der  inneren  Kräfte,  die  bestrebt  sind,  den  Draht  in  seinen  zwangloses 
Zustand  zurückzubringen.  Wird  also  der  Draht  senkrecht  aufgehängt 
und  ein  Querstab,  oder  besser  ein  mit  dem  Draht  koaxialer  massirer 
Zylinder,  an  seinem  unteren  Ende  starr  befestigt,  und  wird  dieses  untere 
Ende  mit  dem  daran  hängenden  Stabe  oder  Zylinder  relativ  sum  oberen 
Ende  um  den  Winkel  0  gedreht ,  so  ist  das  Gesamtmoment  der  dahin 
wirkenden  Kräfte,  daß  der  Zylinder  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage 
zurückkomme,  gleich: 

n-        ,   (i 
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Wird  das  System  sich  selbst  überlassen,  so  wird  der  Draht  sich  auf- 
drillen, der  Zylinder  wird  eine  Winkelbeschleunigong  erfahren,  bis  das 
von  der  Drillung  herrührende,  auf  ihn  wirksame  Kräftepaar  null  ge- 
worden ist,  und  wird  sich  alsdann,  entsprechend  dem  Beharrungs- 
yermögeo,  in  derselben  Richtung  weiterdrehen,  bis  er  durch  die  vom 
Anwachsen  der  Drillung  in  der  entgegengesetzten  Richtung  her- 
rührende, entgegengesetzte  Beschleunigung  zum  Stillstande  gebracht 
wird.  Dann  wird  er  umkehren  u.  s.  w.,  und  es  werden  Schwingungen 
von  bestimmter  Periode  ausgeführt  werden. 

Zur  Vereinfachung  des  Problems  könnte  die  Bewegung  als  so 
lan'gsam  angenommen  werden,  daß  der  Draht  in  jedem  Augenblicke  an 
allen  Stellen  die  gleiche  Drillnng  hat.  Genau  genommen  aber  gilt  es, 
eine  WeUe  von  Drillungsänderung  zu  betrachten,  die  beständig  den 
Draht  hinaufläuft  und  nach  der  Reflexion  am  festen  Ende  zurückkehrt, 
so  daß  der  Draht  in  einem  Zustande  stationärer  Torsionsschwingung 
erhalten  wird.    Dieser  Punkt  kann  nur  sehr  kurz  behandelt  werden. 

Nehmen  wir  nun  für  den  Augenblick  die  ;er-Axe  vom  freien  zum 
festen  Ende  gehend  an  und  betrachten  wir  zwei  Querschnitte,  um  de 
auseinander  liegend  und  vom  Abstände  g  yom  unteren  Drahtende.  Die 
Drillung  im  unteren  der  beiden  Querschnitte  sei  dO/dß]  dann  ist  sie 
im  oberen  Querschnitte 

dz       oz^ 

Folglich  ist  das  auf  das  Drahtstück  zwischen  den  Querschnitten  wirk- 
same resultierende  Eräftepaar  nach  den  obigen  Darlegungen 

1  ,3*0^ 
—•  Tcnr^  -—z  dz, 

2  dz^ 

Da  anderseits  das  Trägheitsmoment  der  Schicht  um  die  Drahtaze 

r2  dz 

nr^Qdz  '-  =  7tr^Q  — 

ist,  so  ist  die  verhältnismäßige  Änderung  des  Momentes  der  Bewegungs- 
größe der  Scheibe 

—  Ttor^dz  z: — • 
2      ^  g<» 

Indem  man  diesen  Ausdruck  dem  zuerst  erhaltenen  für  das  Kräftepaar 
gleichsetzt,  erhält  man  als  Gleichung  der  Ausbreitung  einer  Torsions- 
welle längs  des  Drahtes: 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  Torsionswelle  längs  des  Drahtes 
ist  also,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Bedeutung  des  Faktors  a  in 
der  allgemeinen  Differentialgleichung 

Gr»y,  Phyilk.    I.  46 


722  FfinfzehatM  Kapitel. 


in  nnierem  Falle 


=  ^r 


gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem  Verhältnisse  des  GrestaltsmodiÜB  zur 
Dichte  der  Substanz. 

Nun  sei  M  die  Masse  des  am  unteren  Drahtende  befestigten 
Schwingungserregers  und  k  sein  Tragheitsradius.  Die  YerhältnismiBige 
Änderung  des  Momentes  der  Bewegungsgröße  des  SchwingongBerregen 
in  irgend  einem  Augenblicke,  d.  h. 

muß  dem  Eräftepaare  am  unteren  Ende,  das  aas  der  dort  bestehen- 
den Drillung  herrührt,  gleich  sein.     Es  ergibt  sich  also 

,^,,  8'Ö         1  ^  dO 

dt^         2  dz 

für  ^  =  0.     Ferner  ist  am  oberen  Ende  des  Drahtes«  wo  ^  =  ?  «t, 

h  =  0. 
Diese   beiden   Bedingungen    ergeben  mit  GL  (88)  die  Bewegung  des 
Drahtes  und  des  Erregers.    Es  werde  nun  wie  oben  §  576  angenommen, 
daß  (m  und  c,  A  und  B  Eonstanten) 

W  =  1^  cös  f  —  jp  j  4-  5  sin  l—  z\\  cos  {mi  -\-  «) 

eine  Lösung  von  Gl.  (88)  sei,  so  daß  jeder  Querschnitt  des  Drahtes 
(und  des  Schwingungserregers  am  unteren  Ende)  in  einfachen  Sina^- 
schwingungen  von  der  Periode  T  =  27t jm  schwingt.  Man  sieht  leicht 
ein,  daß  der  Wert  von  c  gleich  ^n/Q^  d.  h.  gleich  der  FortpflsnEungs- 
geschwindigkeit  a  der  Welle  längs  dem  Drahte  ist  Für  Ä  und  B 
endlich  ergeben  die  beiden  P^ndbedingimgen  die  Beziehungen: 

A  =  —  ^-^,.i-  B  und  A  =  —  Big(-l), 

und  wir  erhalten  demnach  für  m  (=  2Jt/T)  die  Gleichung 

«»>_ (89) 

2cMk^m 

Ist  Mk^  sehr  groß,  so  wird  ml/c  sehr  klein  sein,  und  man  kaoo 
ig  ml  je  =  ml  je  setzen.     Folglich  wird,  da 

ml 
Sin  — 
A  c 

B  ~  ml 

cos  — 
c 


K?')= 
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ist,  die  Lösung,  wenn  B'  eine  andere  Eonstante  ist, 

n  =  B'  sin  -{l  —  z)  cos  {mi-\^  e) 
c 

m 


=  J3'  -  Q  —  e)  cos  {mt-\-s) 
c 


(90) 


Hieraus  folgt,  daß  für  jeden  gegebenen  Wert  von  t  der  Winkel,  um 
den  ein  Querschnitt  relativ  zum  oberen  Ende  gedreht  wird,  dem  Ab- 
stände des  Querschnittes  von  diesem  Ende  proportional  ist,  d.  h.  die 
Drillung  ist  in  jedem  Augenblicke,  solange  die  Schwingung  dauert, 
gleichförmig.  Die  Länge  des  Drahtes  stellt  tatsächlich  nur  einen  kleinen 
Teil  der  stationären  Welle  dar,  in  welcher  das  feste  Ende  ein  Knoten 
ist.     Wenn  man  ml  je  für  ig  {ml  je)  setzt,  so  erhält  man  aus  GL  (89) 


folglich  ist 


4.  3r2  :=    . . 


(91) 


636.    Experimentelle  Bestimmung  des  Gestalts  moduls.     Es 

kann    demnach    durch    Beobachtung    der   Torsionsschwingungsperiode 


Fig.  348. 


eines  Schwingungskörpers  von  bekanntem  Träg- 
heitsmomente,  der  an  einem  Stabe  oder  Draht 
befestigt  ist,  der  Gestalts-  oder  Starrheitsmodul 
eines  Materials  bestimmt  werden. 

Ein  Einwand  gegen  die  Brauchbarkeit  dieser 
Methode  besteht  in  dem  Umstände,  daß  die 
vierte  Potenz  des  Radius  des  Drahtes  in  der 
Formel  für  n  auftritt.  Jegliche  Ungenauigkeit 
in  der  Messung  von  r  wird  in  r*  enorm  ver- 
größert erscheinen,  es  wird  z.  B.  eine  Ungenauig- 
keit von  1  Proz.  in  r*  auf  ungefähr  4  Proz. 
steigen.  Man  muß  also  einen  recht  empfind- 
lichen Dickenmesser  anwenden,  die  Dicke  des 
Drahtes  in  verschiedenen  Richtungen  sowie  an 
verschiedenen  Stellen  messen  und  aus  allen  Zahlen  das  Mittel  nehmen. 

Eine  häufig  benutzte  Form  des  Schwingungskörpers  ist  die  eines 
Hohlzylinders  aus  Messing  oder  Kupfer  (Fig.  348),  der  so  befestigt  ist, 
daß  Zylinderaxe  und  Draht  in  einer  Linie  verlaufen.  Der  Zylinder 
hängt  an  einer  horizontalen  Querstange,  die  mit  dem  unteren  Draht- 
ende verklammert  oder  verlötet  ist.  Ein  (in  der  Zeichnung  nicht  ver- 
anschaulichtes) einfaches  Befestigungsmittel  liefern  zwei,  der  Quer- 
stange nahe  angepaßte  Vertiefungen,  je  eine  auf  jeder  Seite  des  Zylinders. 
Die  Stangenenden  ragen  durch  diese  Löcher  hindurch  nach  außen 
hervor,   und   zwei  in    die   obere   Stangenfiäche   eingeschnittene   Ritzen 

4()* 
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nehmen  die  oberen  Kanten  der  Vertiefungen  an!,  so  daß  es  bei  den 

Schwingungen   keine   Bewegung    des   Zylinders    relativ   zum  unteren 

Drahtende  gibt. 

Das  Tr&gheitsmoment  eines  Schwingungskörpers  von  dieser  Form 

kann  sehr  leicht  bestimmt  werden.    Das  Trägheitsmoment  des  Zylinders 

von  der  Masse  Me  und  innerem  und  äußerem  Radius  r  und  r'  ist,  wie 

unschwer  gefunden  wird, 

..  r«  +  r'a 
3/e— ^^, 

wobei  mit  Leichtigkeit  eine  Korrektion  für  die  als  Öffnungen  für  die 
Querstange  herausgeschnittenen  Stücke  gemacht  werden  kann.  Du 
Trägheitsmoment  der  Stange,  wenn  sie  von  der  Masse  nt,  der  Länge  2/ 
und  der  Breite  2  5  ist,  beträgt 

Für  die  zur  Aufnahme  der  oberen  Kanten  der  Löcher  bestimmten  Ein- 
schnitte an  den  Stangenenden  wird  die  Korrektion  am  besten  in  Yer^ 
bindung  mit  der  Korrektion  für  die  Löcher  in  dem  Zylinder  gemacht, 
indem  die  Tiefe  der  Ritzen  der  vertikalen  Breite  der  Löcher  hinn- 
gefügt  wird.  Dann  kann  das  Trägheitsmoment  der  Stange  so  genommen 
werden ,  als  ob  die  Ritzen  nicht  Torhanden  wären.  Der  in  GL  (88) 
einzusetzende  Wert  von  Mk'^  ist  alsdann 

637.    Maxwell  sehe  ^ySchwingungsnadel^^    Eine  andere  Me- 
thode,  nach  der  man  vorgehen  kann,  stellt  die  Anwendung  der  Max- 
Fig.  849.  wellschen    Schwingungsnsdel 

(Fig.  349)  dar.  Dieses  Instrument 
besteht  aus  einer  hohlen  Mesiing- 
röhre,  in  die  vier  gleiche  Messing- 
röhren, jede  von  ein  Viertel  der 
Länge  der  großen  Röhre,  eingepaßt 
werden  können.  Zwei  von  diesen  sind  leer,  die  beiden  anderen  mit 
Blei  gefüllt.  Die  beiden  leeren  Röhren  werden  in  die  Mitte,  die  beiden 
gefüllten  an  den  Enden  eingelegt.  Die  äuJßere  Röhre  wird  mit  dem 
Drahte  starr  verbunden,  indem  man  diesen  an  einem  aus  dem  Röhren- 
ende hervorragenden  starren  Stäbchen  verlötet  oder  festklammert,  ond 
es  wird  die  Schwingungsperiode  bestimmt.  Darauf  werden  die  g«* 
füllten  Röhrchen  in  die  Mitte  und  die  leeren  an  die  Enden  gebracht, 
und  die  Periode  wird  von  neuem  bestimmt.  Wenn  m  die  Hasse  des 
Bleies  in  jedem  der  kleinen  gefüllten  Zylinder,  d.  h.  der  Massennnter 
schied  zwischen  den  gefüllten  und  den  leeren  Zylindern  ist,  und  2s  die 


^^^ 
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Länge  eines  jeden  der  vier  Zylinder,  so  ist  der  Unterschied  der  Träg- 
heitsmomente fii  und  fi2  ^^^  beiden  Anordnungen 
fi^  —  ftj  =  16  WS*. 

Wenn  die  Perioden  in  den  beiden  Experimenten  T^  und  T^  sind, 
so  ergibt  die  Formel  für  n: 

man  braucht  also  die  Trägheitsmomente  selbst  gar  nicht  zu  kennen. 

In  entsprechender  Weise  kann  man  auch  vierfahren,  wenn  man 
einen  massiven  Querstab  einmal  für  sich,  das  andere  Mal  mit  an  die 
Enden  angeschraubten  (nicht  angehängten)  Gewichten  benutzt. 

638.  Torsionsmoment  eines  Stabes  yon  kreisfornügem  Quer- 
schnitt» Bis  jetzt  wurde  angenommen,  daß  der  um  seine  Axe  gedriUte 
Zylinder  ein  gerader  Ereiszylinder  sei,  und  für  das  Torsionskräftepaar, 
das  erforderlich  ist,  um  ihm  eine  Drillung  0/1  zu  erteilen,  wurde  der 
Wert  ^Ttnr^OJl  gefunden.  Der  Faktor  ^äH  kann  in  die  Form 
Jtr^.ry2  gebracht  werden,  wo  nr^  der  Flächeninhalt  des  Querschnittes 
und  rV2  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  einer  gleichförmigen  Kreis- 
scheibe um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt  hindurchgehende  Axe  senk- 
recht zu  ihrer  Ebene  ist.  Der  Faktor  \nnr^  ist  daher  gleich  dem 
Trägheitsmomente  einer  Scheibe  vom  Radius  r  und  von  der  Masse  n 
pro  Flächeneinheit  um  ihre  Axe.  Dieser  Faktor  heißt  das  Torsions- 
moment des  Stabes.  Es  wurde  zuerst  yon  Coulomb  nachgewiesen 
(und  dieses  Ergebnis  ist  durch  spätere  Experimente  bestätigt  worden), 
daß  das  elastische  Eräftepaar  der  Drillung  mit  O/l  proportional  ist, 
solange  die  Elastizitätsgrenze  nicht  überschritten  ist;  mit  anderen 
Worten:  das  Hookesche  Gesetz  ist  als  gültig  für  Scherung  bewiesen 
worden. 

Man  wird  bemerken,  daß  ein  yorgeschriebenes  Torsionsmoment 
mit  weniger  Material  erzielt  werden  kann,  indem  man  statt  des  Stabes 
eine  hohle  Zylinderröhre  Ton  kreisförmigem  Querschnitte  benutzt  In- 
dessen darf  die  Röhre  nicht  zu  dünnwandig  genommen  werden,  da  sie 
sonst,  wenn  sie  einem  Biegungsdrucke  unterworfen  wird,  zusammen- 
klappen kann. 

Die  Tatsache,  daß  das  Eräftepaar  dem  Produkte  von  n,  dem  Träg- 
heitsmomente des  Querschnittes  um  die  Axe  und  der  Drillüng  gleich 
ist,  ist  als  Goulombsches  Gesetz  bezeichnet  worden.  Dieses  Gesetz 
gilt  aber  nur  für  Stäbe  und  Röhren  von  kreisförmigem  Querschnitt 

639.  Torsion  eines  nicht  kreisförmigen  Zylinders.  Ver- 
werfung der  Querschnitte.  Das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes 
kann,  wie  sich  aus  dem  Vorangegangenen  schließen  läßt,  als  Faktor 
lediglich  benutzt  werden,  um  das  Torsionsmoment  eines  Zylinders  von 
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kreisförmigem  Qaerschnitte  anzugeben.  Denn  nur  in  dieeem  Falle  iit, 
wie  angeführt,  eine  in  einem  Querschnitte  Ton  der  Axe  nach  der  Ober- 
fläche gezogene  Linie  senkrecht  zur  Begrenzung  des  QuerschnitteB;  in 
allen  anderen  Fällen  ist  das  Problem  wesentlich  komplizierter,  und  das 
Torsionsmoment  spielt  keine  einfache  Rolle  mehr.  Betrachten  vir 
etwa  den  in  Fig.  350  gezeigten  Fall;  dort  bildet  die  Linie  OA  einen 
stumpfen  Winkel  mit  der  Tangente  J.  C  an  die  Querschnittsbegrenznng 
in  Ä.  Eine  Yerrückung  des  Querschnittspunktes  Ä  senkrecht  zu  OA, 
also  diejenige  Art  von  Verrückung,  welche  stattfindet,  wenn  jeder 
Querschnitt  in  seiner  eigenen  Ebene  um  die  Zylinderaxe  gedreht  wird, 
kann  in  zwei  Yerrückungskomponenten  zerlegt  werden,  eine  AB  senk- 
¥ift.  350.  recht  zur  Tangente  in  Ä  und  eine 

,  längs    der    Tangente    ÄC  &n  den 

/^ k^^^  \  Querschnitt.     Die  erste  dieser  Yer- 

rückungen  ist  eine  Schemng  der 
Substanz  in  der  Richtung  nach 
innen  von  der  äußeren  Seitenfiäehe 
des  Zylinders.  Um  dies  zu  erreichen, 
muß,  wie  man  aus  §  634  ersieht, 
auf  die  Oberfläche  tangentialer 
Druck  ausgeübt  werden,  damit  eine 
reine  Torsionsdeformation,  d.  h.  Drillung  ohne  Verwerfung  der  Qner- 
Bchnitte,  bestehen  könne.  Wenn  wir  die  a;-Axe  nach  außen  Ton  der 
Zylinderaxe  senkrecht  zur  Tangente  in  A^  und  die  ^-Axe  nach  Tom 
längs  der  Tangente  in  der  Drillungsrichtung  nehmen,  so  ist  der  Winkel  ff 
(§  634)  gleich  null,  und  es  ist  nach  Gl.  (87)  ü  =  —  nry.  Dies  ist 
eine  mit  z  parallele  Tangentialkraft  Tom  Betrage  nxy  pro  Flächen- 
einheit, längs  der  Seitenfläche  und  nach  dem  festen  Ende  zu  gerichtet; 
letzteres  deshalb,  weil  die  positive  Richtung  der  jer-Axe  in  Fig.  350  Tom 
Papier  zum  Leser ,  die  in  Rede  stehende  Kraft  aber  nach  hinten  geht. 
Es  ist  die  zur  Aufrechterhaltung  der  Ebenheit  des  Querschnittes  not- 
wendige Kraft.  Wenn  keine  solche  Kraft  wirksam  ist,  wird  jeder 
Punkt  A  des  Querschnittes  in  der  Richtung  nach  dem  freien  Ende  ver- 
rückt werden,  wenn  die  Rotation  in  der  Pfeilrichtung  stattfindet.  Wenn 
also  Fig.  351  den  Querschnitt  vom  freien  Ende  aus  gesehen  darstellt, 
würde  der  Punkt  A  sich  über  das  Papier  erheben,  und,  wenn  die 
Tangentialkraft  in  der  Oberfläche  nicht  vorhanden  wäre,  würden  Punkte 
zwischen  A  und  0  sich  erheben,  aber,  ]e  nach  ihrer  Lage,  zu  verschie- 
denen Höhen. 

Anderseits  würden  in  einem  Teile  des  Querschnittes,  in  dem  OAQ 
ein  spitzer  Winkel  ist,  die  verschiedenen  Punkte  unter  die  Papierebene 
herabgedrückt  werden.  Z.  B.  würde  ein  Querschnitt  eines  elliptischen 
Zylinders  in  abwechselnden  Quadranten  heruntergedrückt  und  gehoben 
werden,  wie  in  Fig.  351  durch  die  gestrichelten  und  ausgezogenen 
Kurven  angezeigt  ist.     Diese  sind  Schnittlinien  des  verworfenen  Qoer- 
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Schnittes  mit  Ebenen  senkrecht  znr  Zylinderaxe.  Die  Axen  AA!  und 
BS  Terbleiben  in  einer  Ebene;  die  Abst&nde,  bis  zn  denen  andere 
Punkte  verschoben  werden,  liegen  in  der  durch  die  Kurven  angegebenen 

Fig.  351. 
B 


Reihe,  angefangen  mit  den  äußersten  gestrichelten  Kurven,  wo  die 
größte  Konkavität  herrscht,  bis  zu  den  äußersten  ausgezogenen  Kurven, 
wo  die  größte  Konvexität  herrscht. 


640.  De  St.  Tenantsche  Theorie  der  Torsion.  St  Venant 
hat  eine  Torsionstheorie  gegeben,  in  der  die  Verwerfung  der  Schnitte 
in  Rechnung  gezogen  ist.  Die  Verrückungen  u,  v  sind  wie  in  §  634 
genommen,  während  to  als  eine  Funktion  von  a;,  y  angenommen  wird, 
die  nach  der  Natur  der  Begrenzung  zu  bestimmen  ist.     Folglich  ist 

««  =  —  yzx,    V  =  xzx^    w  =  g>  {x,y) 
und 

au  _.  av  _  8w  _ 

d  X       dy       dz  ' 


wie  vorher.     Jetzt  ist  aber 


0  y  öx 


Folglich  ist 


»  =  »(«.  +  ?£).   r=-.(,.-|£) 


(93) 
(94) 


Nun  ist 


dp  dx 

ds  ds 


und  demnach 


^-«+«"»»=-»("+lf)^-"(*-S)s!- 

Da  es  aber  nach  der  Hypothese  keine  Kraft  längs  der  Oberfläche  gibt, 
80  ist 

Tcosa  +  Ssina  =  0. 
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Folglich  18t 

tixdx  +  pdy)  +  ^  dx  —  p-dif  =  0  .   .   .   (95) 
0  y  o  X 

Nun  sei  ^  eine  solche  Funktion,  daß 

8^  dq>      8^   _        8qp 

dx        dy'    dy  ~~        dx 

ist;  dann  läßt  sich  die  61.  (95)  integrieren,  und  man  erhält 

1%  (a?«  +  y«)  +  ^  =  const (96) 

als  Gleichung  der  Begrenzung  des  Stabes.  Offenbar  sind  (p  und  i' 
das,  was  oben  (§  365)  als  konjugierte  Funktionen  der  Koordinaten 
definiert  worden  ist,  und  ^  muß  in  jedem  Punkte  die  Bedingimg 
erfüllen : 

l-UP^  =  0 (97) 

ox^        dy^ 

Als  einfachst  mögliches  Beispiel  nehmen  ¥dr  9  (=  tr)  =  —  i«ifi 
wo  k  eine  Konstante  ist.     Dies  ergibt 

und  folglich 

dil>  =  —  kxdx  +  hydy, 

^  =  lk(y^  —  x^), 

und  somit  ist  die  Gleichung  der  Begrenzung  [Gl.  (96)] 

(T  --k)  x^  +  (t  +  k)y^=  C (98) 

welches,  wenn  k  geeignet  gewählt  ist,  eine  fUlipse  ist.  Hält  man  neben 
die  Gl.  (98)  die  Ellipsengleichung  in  der  gewöhnlichen  Form 

X*        y^ 

a»  ^  /J«  ' 

so  findet  man  durch  Yergleichung  die  Proportion: 

.  =  «!-74!r (99) 


und  aufgelöst: 


Die  Deformationen  sind  demnach 

2/S» 

a  =  XX  —  kx  = ~ — =-  tx, 

«2  _j_  ^2       ' 

2  a» 


Toraioii  niohtkreisförmiger  Stäbe. 
Die  Deformation  am  Ende  der  großen  Axe  ist  also 

am  Ende  der  kleinen  Axe 

2/Ja2_ 


r, 
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und  das  Verhältnis  der  Zablenwerte  bei  den  Deformationen  ist  daher 

5o  /*  (^  +  *)  « 

ÜQ         a  (r  —  ic)        ß 

Hiernach  yerhalten  sich  die  Deformationen  an  den  Enden  der  Axen 
umgekehrt  wie  die  Axenlängen.  Der  elliptisch -sylindrische  Stab  wird 
demnach  an  den  Enden  der  kleinen  Axe  am  stärksten  und  an  den 
Enden  der  großen  Axe  am  schwächsten  deformiert 

Für  das  Dreieck  und  das  Quadrat  sind  die  Verhältnisse  im  Quer- 
schnitt durch  die  Fig.  352  a  und  Fig.  352  b  (a.  y.  S.)  yeranschaulicht 
Endlich  zeigen  die  Figuren  352  c,  d,  e  das  Aussehen  Ton  stark  tordierten 
Stäben  mit  elliptischem,  quadratischem  und  rechteckigem  Querschnitte; 
wie  man  sieht,  erfahren  alle  diese  Stäbe  eine  Änderung  der  infieren 
Gestalt;  nur  bei  kreisförmigem  Querschnitte  bleibt  die  letztere  bei  der 
Torsion  ungeändert. 

Es  ist  hier  kein  Raum,  auf  diese  Fälle  näher  einzugehen. 


641.  Biegung  und  Drillung  dunner  Stabe.  Wir  müssen  jetzt 
kurz  die  endliche  Biegung  und  Drillung  ursprünglich  gerader  Stäbe 
von  kleinem,  gleichförmigem  Querschnitt,  der  als  entweder  recht- 
winkelig oder  kreisförmig  angenommen  wird,  betrachten.  Alsdann 
soll  die  Theorie  Ton  der  Biegung  Ton  Stäben  prismatischen  QuerscbsittB 
in  verschiedenen  Ebenen  ganz  kurz  behandelt  werden. 

Es  wird  angenommen ,  daß  der  Stab  am  einen  Ende  festgehalten 
wird,  während  am  anderen  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar,  beide  Ton 
gegebener  Größe  und  Richtung,  angreifen.  Betrachten  wir  eine  Scheibe 
des  Stabes  zwischen  zwei  Querschnitten,  die  im  un deformierten  Zn- 
stande  des  Stabes  parallel  waren.  Das  Material  auf  jeder  Seite  erteilt 
dem  betreffenden  Querschnitte  eine  Kraft  und  ein  resultierendes  Krifte- 
paar.  Nach  den  oben  §  176  dargelegten  Methoden  kann  jede  Kraft 
und  jedes  Kräftepaar  in  eine  Kraft  im  Schwerpunkte  des  QuerschnitteB 
und  ein  Kräftepaar  um  eine  bestimmte  Axe  übersetzt  werden.  Es 
seien  in  dem  undeformierten  Stabe  drei  Azep  in  jedem  Querschnitte 
gewählt,  eine  von  ihnen  als  Tangente  an  die  Schwerpunktslinie,  die 
beiden  anderen  senkrecht  zueinander  und,  wenn  der  Stab  Ton  recht- 
winkliger Gestalt  ist,  auch  zu  den  Seiten  des  Querschnittes. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  zwei  die  Axe  enthaltende,  zueinander 
rechtwinklige  Ebenen;  dieselben  werden  als  Hauptbiegungsebenen 
des  Stabes  bezeichnet  werden. 

642.  Gleichungen  der  Drucke.  Die  auf  diese  Weise  senkrecht 
zur  Stabaxe  gezogenen  Axen  heißen  Quer  axen  oder  Transversalen. 
Wir  können  eine  positive  Richtung  längs  der  Stabaxe  wählen  und  diese 
als  ^-Axe  nehmen.  Dann  gewinnen  wir  mit  den  beiden  anderen  Axen 
für  jeden  Querschnitt  das  gewöhnliche  System  von  drei  Axen  x,  )fi  ^ 
(Fig.  3).    Nun  werde  der  Stab  in  der  Xif-  oder  ^r-Ebene  gebogen.  Di« 
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einzige  Wirkang  ist  die,  daß  die  Js-Axe  aafhört  eine  gerade  Linie  zn 
sein  nnd  daß  die  x-  und  ^-Azen  anfhöreD,  in  den  yerschiedenen  Qner- 
scbnitten  einander  parallel  zu  sein.  Wenn  aber  der  Krümmungsradius 
des  Stabes  in  jedem  Querscbnitte  sehr  groß  ist  im  Vergleich  mit  den 
Qaerschnittsdimensionen  des  Stabes,  so  werden  die  Querschnitte  un- 
▼erzerrt  yerbleiben,  und  die  x-  und  ^-Azen  in  jedem  Ton  ihnen  werden 
immer  noch  zueinander  senkrecht  bleiben.  Femer  werden,  wenn  dem 
Stabe  ein  geringer  Grad  von  Drillung  x  um  die  z-Axe  erteilt  wird,  so 
daß  ihr  reziproker  Wert  1/r  ebenfalls  im  Vergleich  mit  der  größten 
Dimension  des  Querschnittes  groß  ist,  die  Querschnitte  immer  noch 
eben  verbleiben,  und  sie  werden  auch  unter  einer  Kombination  solcher 
Deformationen  eben  bleiben. 

Betrachten  wir  alsdann  zwei  Querschnitte  (Fig.  353)  in  zwei 
benachbarten  Punkten  P  und  P  im  Abstände  ds  in  dem  deformierten 
Stabe;  wir  haben  ein  System  von  Azen,  die  wir 
PA,  PBf  PC  im  Punkte  P,  und  ein  gegen  das 
erste  leicht  geneigtes  System  im  Punkte  P*,  das 
wir  P^Ä',  PB^.PC'  nennen  woUen.  Das  Sy- 
stem in  P  kann  als  aus  dem  in  P  gewonnen 
betrachtet  werden,  indem  man  sich  das  anfäng- 
liche ohne  Rotation  längs  der  Axe  um  die  Strecke 
ds  fortbewegt  denkt  und  dann  dieAxen  um  die 
Axen  PA,  PB,  PC  um  die  Winkel  xds,  kds, 
xds  dreht.  Die  mit  den  x,  y,  jsr-Axen  (d.  h. 
mit  den  Linien  PA,  PB,  P  C)  parallelen  Kraft- 
komponenten mögen  für  P  mit  S\,  S^,  T,  und 
für  P  mit  Si  +  dSi,  S,  +  dS„  T  +  dT 
bezeichnet  werden.  Sie  wirken,  wie  in  Fig.  353 
gezeichnet  ist:  die  in  JP'  in  der  positiven  und 

die  in  P  in  der  negativen  Axenrichtung,  da  diese  Kräfte  der  betreffen- 
den Schicht  jedesmal  von  der  jenseits  befindlichen  Substanz  des  Stabes 
erteilt  werden.  Die  in  den  Querschnitten  wirksamen  Kräfte  £>i  und  S^ 
werden  gewöhnlich  die  Scherungskräfte,  die  Kräfte  T  die  Span- 
nungen genannt.  Lösen  wir  jetzt  die  Kräfte  in  P'  parallel  den  Axen 
in  P  auf.  Die  Axe  PA'  bildet  mit  der  Axe  PO  in  P  den  Winkel 
3r/2  -{-  Ads,  die  Axe  PB'  bildet  mit  derselben  Axe  den  Winkel 
st/ 2  —  xds.  Die  Komponenten  Si  +  dSi  und  82-^'  dS^  haben  dem- 
nach Komponenten  längs  der  Axe  PC  vom  Betrage  — (Si  -|- dS])  Ads, 
+  (S,  +  (ISa)xd«,  während  T  +  dT  längs  PC\  bis  zu  Größen  von 
zweiter  Ordnung,  einfach  T  -^^  dT  längs  PC  ergibt  Die  gesamte 
elastische  Kraft  auf  das  Element  in  der  Richtung  PC  ist  daher 
dT —  Si^da  -\-  S^Tcds.  Diese  Größe,  zusammen  mit  der  in  der  Rich- 
tung PC  auf  die  Schicht  wirkenden  Kraft  Zds  muß  ein  im  Gleich- 
gewicht befindliches  System  sein.  Eben  solche  Gleichgewichtssysteme 
werden  für  die  Kräfte  parallel  den  anderen  beiden  Axen  gewonnen. 
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Wenn  die  von  außen  auf  die  Schicht  wirksamen  Erifte  Xdi, 
Yds,  Zds  sind,  so  sind  demnach  die  Gleichgewichtsgleichungen  der 
Kräfte: 


^  —  S^r  +  Tk    +  X  =  0 
äs 

a$ 

^  —  SjA  +  iSjX  +  Z  =  0 
ds 


(100) 


Ebenso  erhält  man,  wenn  Cfi,  G^,  H  die  oben  erwähnten  Kräfte- 
paare  bezeichnen,  deren  Axen  längs  PJ.,  PJB,  PC^  aber  in  entgegen- 
gesetzten  Richtungen  laufen,  und  Gi  +  dG, ,  6rj  +  dG2,  H  -{■  dH 
in  derselben  Weise  diejenigen  Kräftepaare  bezeichnet,  deren  Axen  längs 
I^Ä\  PB\  PC  laufen,  in  Erwägung,  daß  S,  +  rfSj,  S,  +  dSj 
Momente  — (S%  +  dSi)  efs,  +  {Si  +  dSi)  ds  um  die  Axen  Pji  bezw. 
PB  haben: 

dG, 
dV 


Gtx  -\-  Hk—  Si  —  O 


ds 
dH 

ds 


Hx  +  Git  +  Si  =  0 


—  Gik-\-  G^x 


=  0 


(101) 


Gl  und  G^  heißen  die  Hauptbiegungskräftepaare  und  H  das  Torsions- 
kräftepaar. Die  beiden  Kräftepaare  G^  und  G^  sind  natürlich  einem 
einzelnen  Kräftepaare  vom  Betrage  yG^  4*  G^  und  um  eine  um  einen 
Winkel  arctg(G2/Gi)  gegen  die  Richtung  des  Kräftepaares  G^  geneigte 
Axe  äquivalent. 

Da  xdSf  kdSt  'fds  die  Winkel  sind,  um  die  das  Element  um  die 
Axen  PAy  PB  gebogen  und  um  die  Axe  PC  gedrillt  wird,  so  leuchtet 
es  ein,  daß  x  die  Krümmung  ist,  die  dem  Elemente  in  der  J? PC-Ebene 
und  k  die  Krümmung  ist,  die  ihm  in  der  ^ PC- Ebene  erteilt  worden 
ist,  während  r  der  Winkel  ist,  um  den  die  Queraxen  in  einer  Ebene  der 
Scheibe  relativ  zu  denen  eines  Querschnittes  im  Abstände  eins  henuo- 
gedreht  worden  sind.  Wir  sahen  oben,  daß  H  =  Cr  ist,  wo  C  vom 
Material  und  der  Ausdehnung  und  Gestalt  des  Querschnittes  abhängt 
Für  einen  Stab  von  kreisförmigem  Querschnitte  oder  für  eine  durch 
koaxiale  Kreiszylinder  eingeschlossene  Röhre  ist  C  das  Produkt  ans  n 
und  dem  Trägheitsmomente  um  die  Axe  des  Stabes  oder  der  Röhre. 

643.  Biegimgsmomente.  Kinetisches  Analogon  der  Biegung 
und  Torsion  eines  dünnen  Stabes«  Far  den  Fall  der  Biegung  gilt, 
wie  später  bewiesen  werden  soll, 

ö,  =  Ax,     G^  =  Bk, 


ds 

(B- 

-  C)Xt 

= 

s. 

d$ 

(C- 

-ä)tx 

= 

— 

s, 

ds 

{A- 

-B)xK 

= 

0 
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wo 

Ä  =  YouDgBcher  Modul  X  Trägheitsmoment  des  Qaerscbnittes 

um  PA, 
B  =  Toungscher  Modul  X  Trägheitsmoment  des  Querschnittes 

um  FB  \ 

ist.  ^  und  JB  heißen  die  Hanptbiegungsmomente  des  Drahtes 
oder  Stabes.  Setzt  man  diese  Werte  der  Eräftepaare  in  die  61.  (101) 
ein,  80  erhält  man  die  Gleichungen 


(102) 


Diese  Gleichungen  sind  den  Eul  er  sehen  Bewegungsgleichungen 
eines  starren  Körpers  um  seine  Hauptaxen  [vergL  S.  305,  Gl.  (95)] 
genau  analog,  nur  daß  es  sich  hier  um  räumliche,  dort  um  zeitliche 
Änderungsgrade  der  maßgebenden  Größen  (hier  Differentialquotienten 
nach  s,  dort  nach  0  handelt.  Die  räumliche  Anordnung  im  Gleich- 
gewichtszustande wird  also  hier  eine  analoge  sein,  wie  dort  die  Auf- 
einanderfolge der  Konfigurationen  bei  der  Bewegung.  Diese  Analogie, 
auf  die  ganz  besonders  Kirchhoff  (Grelles  J.  f.  Math. 56,  §  3,  1858) 
hingewiesen  hat,  ist  so  interessant,  daß  wir  noch  etwas  näher  auf  sie 
eingehen  wollen. 

Da  PA,  PB,  PC  in  den  Richtungen  der  Hauptaxen  des  Quer- 
schnittes gezogen  sind,  und  ^,  ^,  C  die  Trägheitsmomente  des  Quer^ 
Schnittes  um  diese  Axeu  mal  gewesen  Faktoren  sind,  so  kann  man 
A,  B,  C  als  die  Trägheitsmomente  eines  starren  Körpers  betrachten 
[in  der  Gl.  (95)  der  S.  305  sind  es  direkt  die  Trägheitsmomente]. 
Nimmt  man  alsdann  an,  daß  der  Schwerpunkt  dieses  Körpers  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  eins  längs  der  Körperpaare  bewegt,  während  seine 
Hauptaxen  immer  die  Lagen  einnehmen,  die  die  Axen  PA,  PB,  PC  in 
Fig.  853  der  Reihe  nach  in  den  Querschnitten  haben,  so  werden  die 
Werte  dx/ds,  dk/ds^  dr/ds  die  Änderungsgrade  sein,  mit  denen  >,k,t 
sich  mit  der  Zeit  ändern,  wenn  sich  der  Körper  bewegt.  Man  kann 
dann  einen  zweiten  starren  Körper  annehmen,  der  mit  einem  Punkte 
seiner  Axe  fest  bleibt  und  sich  um  seine  Hauptaxen  OA,  OB,  OC 
(§  282)  so  dreht,  daß  diese  immer  den  Hauptaxen  des  sich  am  Stabe 
entlang  bewegenden  Körpers  parallel  sind.  Nun  sind  aber  x,  A,  r  die 
Geschwindigkeiten,  sagen  wir  CDi,  dj,  cOg  in  jedem  Querschnitte,  mit 
denen  sich  der  Körper  um  seine  Hauptaxen  dreht,  es  wird  also  aus 
dx/ds,  dk/ds,  dx/ds  jetzt  cbi,  dl],  g>.{,  und  es  ergeben  sich  genau  die 
Euler  sehen  Gleichungen : 


734  Fünfzehntes  KapiteL 


dai 
^  dt 

—  (B  —  C)  o^o,  =  S, 

da, 
^  dt 

—  (C  —  Ä)  o.,©!  =  —  Si 

dt 

—  (Ä  —  B)  Ol©,  =  0 

(103) 


Demnach  sind  die  Änderungen  der  Winkelgeschwindigkeiten  des  zweiten 
Körpers  in  seiner  hypothetischen  Bewegung  genau  gleich  den  Ände- 
rungen der  Winkelgeschwindigkeiten  des  starren  Körpers  mit  einem 
festen  Punkte  unter  Kräftepaaren  um  die  x-  und  ^-Axe,  dessen  in 
§  282  Erwähnung  geschieht,  und  unser  elastisches  Prohlem  kommt 
auf  das  Kreiselprohlem  zurück,  das  in  demselben  Kapitel  (§  255  S.) 
erörtert  worden  ist.  

Die  Resultante  yon  x,  A,  r  von  der  Größe  co  =  \x^  -\-  l*  -\-  t- 
ist  dabei  das  Analogon  der  Winkelgeschwindigkeit  desjenigen  Körpers, 
dessen  Bewegnngsgleichungen  durch  Gl.  (103)  gegeben  sind.  Die 
Bewegung  findet  um  diejenige  Axe  statt,  welche  die  Richtungskosinns 
x/o,  A/o,  t/cd  hat,  und  welche  daher  die  der  Momentanaxe  entsprechende 
Linie  ist. 

Wenn  »Sj  und  S^  null  sind,  wie  in  §  287,  so  erhält  man  wie  dort 
[nach  Gl.  (102)]  die  Gleichungen: 

Ax^   +Bk^  +  Cr»  =K^] 

wo  K  und  G  Konstanten  sind. 

644.  Kinetisches  Analogon.  Potentielle  Energie  des  de- 
formierten Stabes.  Es  geht  aus  den  soeben  durchgeführten  Betrach- 
tungen klar  hervor ,  daß  die  Biegungen  x ,  A  in  den  Hauptebenen  und 
die  Drillung  z  unabhängig  voneinander  ausgeübt  werden  können.  Folg- 
lieh  ist  die  bei  der  Hervorrufung  dieser  Deformationen  aus  der  l^nll- 
lage  im  Elemente  geleistete  Arbeit ,  wenn  Gi,  Grj,  H  die  Endwerte  der 
Kräftepaare  sind,  , 

l  {(h^  +  (^^^  +  Ji^)ds  =  \  K^ds   .     .    .    (105) 

Also  ist  K^  das  Doppelte  der  potentiellen  Energie   des  deformierten 

Stabes  pro  Längeneinheit. 

Die  Kräftepaarkomponenten   Gi^   G^j  H  sind   die  Momente  der 
j  Bewegungsgröße  des  starren  Körpers  um  die  Axe  und  stellen  die  im- 

i  pulsiven  Kräftepaare  dar,  die  notwendig  sind,  um  die  Bewegung  aus 

der  Ruhe  zu  erzeugen ,  und  G  ist  das  resultierende  impulsive  Kräfte- 
I  paar.     Die  Gl.  (104)  bestätigen  daher,  daß  die  potentielle  Energie  pro 

j  Längeneinheit  und  das  impulsive  Kräfte  paar  in  allen  den  Querschnitten 

des  Stabes  dieselben  sind. 
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Von  dem  starren  Körper  möge  angenommen  werden,  daß  er  in 
einem  Punkte  fest  ist  und  daß  er  die  Drehung  yon  einer  Anfangslage 
aus  beginnt,  in  welcher  seine  Hauptaxen  den  Hauptaxen  eines  £nd- 
querschnittes  parallel  sind.  Wenn  dann  der  Körper  sich  mit  Kom- 
ponenten der  Winkelgeschwindigkeit  gleich  den  Werten  von  x,  A,  r 
für  den  Endpunkt  zu  drehen  beginnt  und  wenn  dann  der  Körper  sich 
selbst  überlassen  wird,  so  werden  die  Winkelgeschwindigkeiten  um 
seine  Hauptaxen  der  Reihe  nach  die  Werte  von  x,  A,  r  für  aufeinander 
folgende  Stabquerschnitte  annehmen,  so  daß  sich  der  Körper  nach  einer 
Zeit  s  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  bewegen  wird,  die  gleich  den 
Werten  der  Größen  x,  A,  t  für  den  Querschnitt  im  Abstände  s  Tom 
Ende  des  Stabes  sind. 

Wenn  nur  an  den  Enden  Kräftepaare  angreifen,  werden  Si  und  S^ 
überall  längs  des  Stabes  null  sein,  und  es  wird  das  Moment  des  resul- 
tierenden Kräftepaares  sowie  die  Lage  seiner  Axe  im  Räume  für  jeden 
Querschnitt  des  Körpers  ungeändert  bleiben,  gleichviel  wie  sich  die 
(im  Körper  festen)  Hauptaxen  und  die  Winkelgeschwindigkeiten  um 
dieselben  ändern  mögen. 

645.  Fall  gleicher  Biegungsmomente.  Ein  in  Schraubenform 
gedrillter  und  gebogener  Stab.  Wenn  die  beiden  Biegungsmomente 
A  und  B  gleich  sind,  und  die  beiden  am  freien  Ende  angreifenden 
Kraftkomponenten  Si  und  Sj  null  sind,  ergibt  sich  ein  sehr  einfacher 
und  wichtiger  Fall.  Es  bleibt  auf  das  freie  Stabende  nur  die  Kraft- 
komponente T  und  das  Kräftepaar  wirksam.  Die  dritte  der  Ol.  (100) 
zeigt,  daß  T,  beim  Fehlen  einer  wirksamen  Kraft  Z,  am  Stabe  entlang 
konstant  ist.     Die  Gl.  (103)  lauten  in  diesem  Falle: 


(106) 


Die  dritte  Gleichung  besagt,  daß  dr/ds  =  0,  oder  daß  t  am  Stabe  ent- 
lang eine  Konstante  ist.  Ferner  ergeben,  da  r  eine  Konstante  ist,  die 
beiden  ersten  Gleichungen 

A(x^  +  Aa)  =  const, 
und  die  resultierende  Krümmung  ist  in  allen  Punkten  dieselbe.     Die 
Krümmung  in  der  y^- Ebene  ist  x,  die  in  der  o^^r- Ebene  ist  A;  folglich 
ist  die  resultierende  Krümmung 

und  da  die  Biegung  um  Px  Konvexität  gegen  die  positive  Richtung 
von  Py  und  die  Biegung  um  Py  Konkavität  gegen  die  positive  Rieh- 


-'ir-<-- 

-  (7)  Oj  ©3  =  0 

A^-^-iC- 

-  A)cJs(Oi  =  0 

^  =  » 
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tnng  Ton  Px  ergibt,  so  sind  die  x-  und  y-RichtnngskosinaB  der  Nor- 
malen Xq  und  — x^;  der  jr-RichtungskosinnB  iat  natürlich  null  Die 
RicbtnngskoBinnB  der  Binormalen  sind  daher  x^,  Ap,  0.  Sie  nnd  die 
Projektionen  eines  Einheitsyektors  l&ngs  der  Binormalen  in  P.  In  P^ 
sind  die  Projektionen  der  Binormalen  auf  Px\  Py'^  F'jb'  glmch 
x^  +  diocQ),  n.  8.  w.,  nnd  das  sind  Yektorkomponenten,  die  gegen  die 
Px-^  Pp't  Pg-Axen  in  kleinen,  Ton  den  Rotationen  herrührenden  Win- 
keln geneigt  sind.  Da  die  Axen  in  P'  sich  um  den  Winkel  tds  nm 
Pe,  um  den  Winkel  xda  um  Px  und  nm  den  Winkel  Ads  nm  Py  ge- 
dreht haben,  so  sind  die  Projektionen  der  Vektoren  auf  Px,  Py,  Pe  bis 
auf  kleine  Größen  Ton  der  ersten  Ordnung 

XQ  -|-  d(xp)  —  iQXds,    Iq  -\-  d{kff)  -\-  XQtds,    kgxds  —  xpArfs, 

so  daß  sich  die  Richtungskosinus  in  Bezug  auf  Px,  Py,  Pg  um 

d(xQ)  —  kgtds,    d{kQ)  -f  xgxds^     0 

geändert  haben.  Der  Winkel,  etwa  dßj  um  den  sich  die  Binormale 
gedreht  hat,  ist  die  Quadratwurzel  der  Summe  der  Quadrate  dieser 
Größen.  Es  sei  (p  der  Winkel  zwischen  der  Binormalen  und  der  Axe 
PÄ  (d.  h.  der  Winkel  9,  den  OD  mit  0^  bildet,  wie  in  Fig.  354), 
dann  ist  XQ  =  costp,  Xq  =  —  sin(p.     Folglich  ist 

dß^  =  (sfn»9)  +  C08^<p)  (—  ^  +  ^y  ds^, 

'i  =  -^  +  '    ■  ■  •  ;••« 

Wenn  jetzt  der  Fall  einer  Schraube  angenommen  wird,  so  ergibt 
sich  nach  den  beiden  ersten  der  GJ.  (102): 

Ä^  —  (A—  C)kt  =  0,    A^  —  {C  —  A)xx  =  0. 
ds  ds 

Multipliziert  man  die  erste  hiervon  mit  A,  die  zweite  mit  x  und  sub- 
trahiert, so  erhält  man 

,  dx  dk        -4  —  C  ,  ,    ,     -,. 

Da  aber  g>  =  arctg  ( —  k/x)  iat,  so  ist 

dk        ,  dx 

dtp  ds  ds  C  —  A 

~'  ~ds   ~  """  A«  +  x»       ~        A~  ^' 
Also  ist,  da  r  konstant  ist,  dtp/ds  ebenfalls  konstant.      Da  ferner 
dß/ds  =  —  (difids)  +  r  und  anderseits  gleich  dem  Windungsgrad 
1/6  ist,  80  ist  ^ 

4=?r ('08) 

ö         A 

und  dies  ist  gleichfalls  konstant 
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Id  jedem  Querschnitte  muß  das  Eräftepaar  A  ^x^  -f-  A*  in  der 
Schmiegungsebene  und  das  Kräftepaar  Ct  um  die  Stabaxe  wirken. 
Wenn,  wie  wir  jetzt  annehmen,  die  Form  des  Stabes  eine  Schraube  ist, 
dann  ist 

wo  Q  der  konstante  Krümmungsradius  ist.  Folglich  ist,  wenn  a  der 
Winkel,  um  den  der  Stab  in  jedem  Punkte  gegen  den  Querschnitt  des 
Zylinders  geneigt  ist  und  a  der  Radius  des  Zylinders  ist: 

1        .i-z :r.        cos^a 


Auch  ist 

Q 

1         sin  a  cos  a 
6  -         a        • 

und  daher 

Ä  sin  a  cos  a 

Ca  (1<^»> 

Diese  Werte  für  Krümmung  und  Windungsgrad  können  leicht 
folgendermaßen  gewonnen  werden.  Denken  wir  uns  ein  schmales 
Papierband  so  um  einen  Zylinder  herumgewunden,  daß  die  Mittellinie 
des  Papiers  eine  Schraube  bildet.  Das  Papier  ist  in  jedem  Punkte  um 
«ine  erzeugende  Linie  des  Zylinders  gebogen.  Die  Drehung  um  die 
erzeugende  Linie  kann  in  zwei  Komponenten  zerlegt  werden,  in  eine 
um  eine  Linie  quer  durch  das  Band,  senkrecht  zur  Mittellinie,  und  eine 
andere  um  die  Mittellinie  des  Bandes.  Der  auf  einer  Strecke  ds  der 
Mittellinie  um  die  erzeugende  Linie  beschriebene  Winkel  ist  dscosa/a. 
Somit  sind  die  soeben  gedachten  Komponenten  gleich  dscos^a/a 
und  ds  cos  a  sin  a i  a.  Folglich  sind  Krümmung  und  Windungsgrad 
a>s^oi/a  und  sinacosa/a,  wie  oben  angegeben. 

646.  Ein  durch  ein  am  Ende  angreifendes  Kräftepaar  in 
Schraubenform  erhaltener  Stab.  In  jedem  Querschnitte  des  Stabes 
sind  zwei  Kräftepaare  wirksam,  eines  Cr  mit  der  Axe  dem  Stabe  ent- 
lang, und  eines  ^ros^aa,  mit  der  Axe  senkrecht  zur  Oskulationsebene. 
Das  resultierende  Kräftepaar  ist  somit 


f 


CH^  +  ^'^f «. 


Aber  mit  Rücksicht  auf  den  oben  für  r  erhaltenen  Wert  wird  daraus 
A  cos  ct/a  Die  Axe  des  Kräftepaares  A  cos*^  u/a  liegt  in  der  zum  Zylinder 
tangentialen  Ebene;  folglich  liegt  die  Axe  des  resultierenden  Kräfte- 
paares in  derselben  Ebene  und  bildet  mit  dem  Stab  den  Winkel 


\   aCt  / 


arci 
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Nun  ist  aber  Ä  C08^  a/a  Cr  =  dg  a,  und  folglich  ist  die  Aze  des  resul- 
tierenden Kräftepaares  parallel  zur  Zylinderaxe,  d.  h.  das  Kraftepasr 
wirkt  in  einer  zur  Zylinderaxe  senkrechten  Ebene. 

Hieraus  folgt,  daß  das  Kräftepaar  am  freien  Ende  Äcosaa  sein 
muß.  Man  sieht  also  ein,  daß,  wenn  ein  finde  eines  Stabes  von  rundem 
Querschnitt  fest  und  ein  Krftftepaar  G  am  anderen  Ende  wirksam  ist, 
der  Stab  zu  einer  Schraube  von  der  Krümmung  Gcosa/a  und  der 
Drillung  Gsina/C  deformiert  wird.  Der  Winkel  der  Schraube  und 
der  Radius  ihres  Zylinders  werden  durch  die  Größe  des  Kriftepaares 
und  die  Entfernung  des  festen  Stabendes  von  der  Ebene  des  angreifen- 
den Kräftepaares  bestimmt.  Wenn  d  diese  Entfernung  und  /  die  lÄnge 
des  Stabes  ist,  so  muß 

d  V?»  —  d^ 

sm  a  =  y ,    eosa  =  '—  -  -    - 

sein.     Der  Radius  des  Zylinders  ist  somit: 

G  :,  (^  ^ 

oder       — r 


Äcosa  A  y;a ^i 

647.  Ein  durch  eine  axiale  Kraft  in  Schraubenform  erhal- 
tener Stab.  Wenn  das  eine  Stabende  festgehalten  wird ,  während  am 
anderen  eine  Kraft  Jt  angreift,  so  wird  der  Stab,  Yorausgesetzt,  daß 
eine  genügende  Drillung  gegeben  ist ,  *  zu  einer  Schraube  deformiert 
werden,  deren  Axe  mit  der  Wirkungslinie  von  R  zusammenfällt  Dies 
wird  auch  dann  die  Form  des  deformierten  Stabes  sein,  wenn  anßer 
der  Kraft  B  am  freien  Ende  ein  Kräftepaar  G  angreift,  dessen  Axe  mit 
B  parallel  ist. 

Um  dies  einzusehen,  denken  wir  uns,  daß  der  Stab  die  Schrauben- 
form angenommen  habe.  Die  Kraft  B  ergibt  ein  auf  das  Stabstack 
zwischen  dem  freien  Ende  und  dem  Querschnitt  wirkendes  Kraftepaar 
Yom  Moment  Ba  und  eine  mit  B  gleiche  und  parallele  Kraft  im  Quer- 
schnitt. Das  eben  angeführte  Kräftepaar  muß  durch  die  Ton  der  Drti- 
lung  und  Biegang  des  Stabes  herrührende  elastische  Reaktion  aus- 
geglichen werden.  Es  möge  noch  ein  Kräftepaar  mehr,  mit  der  Axe 
parallel  zu  i^,  am  Ende  angreifen.  Unter  Berücksichtigung  der  Rich- 
tung Ton  Drillung  und  Biegung  des  Stabes  ist 

Gsinu  -\-  Bacosa  =  Cr 


und  somit 


—  G  cos  OL  -\-  Basinn  =  —  A , 

a 


ii=ct  ""'^  -  Ä  ??!!fL«:«« (HO) 

a  a' 

G=  Crsin«  +  Ä—~ (lU) 

a 


Stab  in  Schraabenform. 


739 


Ist  das  Kräftepaar  null,  so  ist 

Ä  cos^  a   1 

C    sin  u    a 
Ist  die  Kraft  null,  so  ist 

A  sin  a  cos  a 


und     ü  =  —  Ä 


cos^u 
a^sina 


und      G  =:  Ä 


cosa 
a 


Die  letzteren  Resultate  sind  die  schon  oben  §  645  gewonnenen. 

648.  Kinetisches  Analogon  eines  in  Scliraubenform  ge- 
bogenen Stabes.  Die  im  Querschnitt  wirksamen  Kräftepaare  erschöpfen 
die  Wirkung  dort  nicht  YoUkommen.  Durch  jeden  Querschnitt  hin- 
durch wirkt  außerdem  noch  die  nach  der  Poinsotschen  Methode  vom 

Fig.  354. 


Ende  her  übertragene  Kraft  B,  Die  Deformation  im  Stabe  kann  mit 
großem  Vorteil  im  einzelnen  studiert  werden,  indem  man  eine  Kraft 
und  ein  in  einer  zur  Wirkungslinie  der  Kraft  senkrechten  Ebene  wirk- 
sames Kräftepaar  an  einem  Stabende  angreifend  annimmt ,  während 
das  andere  festgehalten  wird.  Man  wird  finden,  daß  alle  Bedingungen 
durch  diejenige  Deformation  erfüllt  sind,  welche  das  elastische  Analogen 
der  stationären  Bewegung  des  Kreisels  unter  der  Wirkung  der  Schwere 
(5.  Kapitel)  bildet  Der  Leser  mag  sich  von  den  folgenden  Resultaten 
überzeugen.  Es  mögen,  wie  in  §  282  und  Fig.  153  oder  Fig.  354, 
(i  als  die  Neigung  der  Kreiselaze  0  C  gegen  die  Vertikale  0  Z  ge- 
nommen werden,  OÄ^  OB,  OC  die  Richtungen  der  Hauptaxen  sein 
und  (if  9,  ^  die  Winkel  bezeichnen,  welche,  wie  in  Fig.  355,  die  Lagen 
der  Hauptaxen  OA^  OB,  OC  in  Bezug  auf  feste  Azen,  OZ  vertikal 
und  OX,  OY  horizontal,  bestimmen.  Die  Kraft  in  dem  kinetischen 
Analogen  hat  Komponenten  S^  £»2  ,  T  parallel  den  Richtungen  der 
Hauptaxen;  und  wenn  R  die  vertikal  gerichtete  Kraft  am  freien  Stab- 
ende ist,  so  sind  die  Werte  von  S^  und  —  S,,  die  auf  der  rechten  Seite 
der  beiden  ersten  der  Gl.  (102)  stehen,  BsinOsinq>  bezw.  BsinOcostp. 

47* 
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Ist  die  Bewegung  Btationär,  so  ist  die  Drehongsgeachwindigkeit 
d,  (==  r)  um  die  Axe  konstant  und  zwar  gleich 

wo  tp  die  Drehungsgeschwindigkeit  des  Körpers  um  OC  relativ  zor 
Ebene  ZOC^  und  p  die  aus  der  Bewegung  des  Körpers  als  Ganzes  um 
die  Vertikale  OZ  herrührende  Komponente  der  Drehungsgeschwindigkeit 
ist.    Also  ist  in  dem  elastischen  Analogon 

ds  d$ 

konstant      Ferner  sind  sowohl  p  (=  dt/ds)  als  6  konstant  in  der 
stationären  Bewegung,  und  so  ist  dtp/ds  den  Stab  entlang  konstant 
Fernere  Resultate  sind: 

8ine^  =  Vx«  -r  A«  =  i (112) 

ds  ^  Q 

so  daß  l/Q  konstant  ist.  Sodann  ist  <p  =  arctg{ —  A')<),  und  es  ist 
somit  q>  mit  dem  Winkel  zwischen  der  Binormalen  0  D  und  der  Haupt- 
axe  OA  (Fig.  354)  identifiziert.  Also  gewinnt  man,  da  cosOdi'ids 
=  (AgO)/r  ist,  für  den  Windungsgrad  1/6  den  Wert: 

1_  _  ctg  0 

Die  beiden  ersten  der  Gl.  (102)  mit  den  oben  gegebenen  Werten  tod 
Sg  und  —  Si  führen  schließlich  zu  dem  Resultate 

CtQ  —  AcotO  =  RQ^sinO (113) 

was,  dA  dgO  =  fgoi  ist,  mit  Gl.  (HO)  übereinstimmt. 

649.  Deformation  eines  Drahtes  aus  einer  Schraubenfom 
in  eine  andere.  Als  ein  letztes  Beispiel  für  die  Deformation  eioer 
Spiralfeder  seien  die  Werte  der  Kraft  und  des  Er&ftepaares  eines  Renks 
(yergl.  §  177)  festgestellt,  der  notwendig  ist,  um  einen  Draht,  der  ohne 
Zwang  die  Form  einer  Schraube  vom  Radius  b  und  der  Steigung  ß 
hat,  die  Form  einer  Schraube  vom  Radius  a  und  der  Steigung  a  vi 
geben,  unter  der  Bedingung,  daß  der  Renk  derart  ist,  daß  er  die  Linie 
auf  der  Drahtoberfläche,  die  mit  dem  Zylinder  vom  Radius  b  in  Kon- 
takt war,  nunmehr  mit  dem  Zylinder  vom  Radius  a  in  Kontakt  erhalte. 
In  diesem  Falle  darf  x  als  null  und  r  als  identisch  mit  1/6  angenommen 
werden. 

Die  Änderung  in  r  ist  daher 

sin  «  cos  a        sin  ß  cosß 
~~a  b         ' 


^    .       /cos^a        cos^ßy 
—  Äsma  l 


(114) 
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und  die  Änderung  der  Krümmung 

cos^ «        cos^  ß 

Die  Werte  von  B  und  G  für  den  Renk  werden  dadurch  gewonnen,  daß 
man  in  Gl.  (110),  (111)  für  die  dort  yorkommende  Drillung  und  Krüm- 
mung diese  Differenzen  einsetzt.     Also  ist 

^          ^         fsin  u  cosa        sin  ß  cosß\ 
Sa  =  Ccosa  (—^ ^^—^) 

„  .       /sin  «  cos  «       sin  ß  cos  ß\ 
G    =Cs^na[-— ^— j 

^Acosa{^'^-''^ 

Wenn  die  Steigungen  a,  ß  der  Spirale  klein  sind,  ist  das  zweite 
Glied  auf  der  rechten  Seite  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  klein  im 
Vergleich  mit  dem  ersten.    Vernachlässigt  man  es  und  beachtet  man»  daß 

cosß        b  l  '^        '^         l 

ist,  wo  h,  Hq  die  axialen  Längen  der  Spirale  in  den  beiden  Fällen  sind, 
und  l  die  Länge  des  Drahtes  ist,  so  erhält  man: 

J{  ^=  C cos u  cosß  — rv^     oder     ä  —  Äq  =  ^ ^  H       (115) 

'^     ahl  C cos u  cosß 

Natürlich  sind  a  und  h  tatsächlich  sehr  annähernd  gleich,  und  es  ist 
cos  acosß  nahezu  eins. 

Die  letzte  Gleichung  spricht  eine  von  J.Thomson  gegebene  Regel 
zur  Auffindung  der  durch  eine  axiale  Kraft  R  erzeugten  Verlängerung 
einer  Spiralfeder  von  kleiner  Steigung  aus.  Der  Draht  werde  längs 
der  Zylinderaxe  ausgezogen  und  am  einen  Ende  festgehalten,  während 
am  Rande  einer  kreisrunden  Scheibe  vom  selben  Radius  wie  der  Zylinder, 
die  in  ihrer  Mitte  senkrecht  zum  Draht  befestigt  ist,  eine  Kraft  R 
tangential  angreift  Diese  £j"aft  wird  den  Draht  drillen,  bis  die  Tor- 
sionsreaktion das  Kräftepaar  Ra  gerade  aufhebt.  Die  Strecke,  um  die 
sich  ein  Punkt  auf  dem  Rande  der  Scheibe  bewegt  hat,  ist  h  —  Hq. 


650.  Biegung  eines  gleichförmigen  Stabes.  Uauptaxen. 
Elastische  Mittellinie.  Wir  wollen  jetzt  ganz  kurz  die  in  einer  Ebene 
verlaufende  Biegung  eines  dünnen  gleichförmigen  Stabes  betrachten, 
der  gerade  ist,  so  lange  er  keinem  deformierenden  Zwange  unterliegt. 
£&  wird  wie  vorher  angenommen  werden,  daß  die  Krümmung  in  jedem 
Punkte  eine  solche  ist,  daß  der  Krümmungsradius  groß  ist  im  Vergleich 
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mit  jeder  Dimension  des  Stabquerscbnittes,  und  überdies,  daß  die  Breite 
des  Stabes  senkrecbt  zur  Biegungsebene  klein  ist  im  Vergleich  mit  dem 
geometrischen  Mittel  aus  dem  Krümmungsradius  und  der  Dicke  in  der 
Biegungsebene.  Der  hierdurch  ausgeschlossene  Ausnahmefall  ist  der 
eines  breiten  dünnen  Bandes,  wie  eine  flache  Uhrfeder,  das  zu  einem 
so  kleinen  Kreise  zusammengebogen  ist,  daß  die  Breite  mit  dem  an- 
geführten geometrischen  Mittelwerte  vergleichbar  wird.  Wenn  die 
obigen  Bedingungen  erfüllt  sind,  und  wenn  der  Stab  in  der  Weise 
beansprucht  wird,  daß  die  axiale  Dilatation  oder  transversale  Scherung 
relativ  unbedeutend  ist,  kann  man,  wie  de  St.  Venant  in  seiner 
Theorie  der  Biegung  von  Prismen  dargelegt  hat,  als  Annäherung  an  das 
wirkliche  Verhalten  den  Querschnitt  als  von  Verdrehung  frei  ansehen. 

Nun  stellen  wir  uns  eine  sehr  dünne  Schicht  des  Stabes  vor,  in 
einem  beliebigen  Querschnitte,  mit  ihren  Flächen  dem  Querschnitt 
parallel.  Diese  Scheibe  wird  Hauptaxen  des  Trägheitsmoments  senk- 
recht zueinander  haben,  auf  die  wir  uns  als  auf  die  Hauptaxen  des 
Trägheitsmoments  des  Querschnittes  beziehen  wollen;  den  Trägheits- 
mittelpunkt der  Scheibe  werden  wir  als  Trägheitsmittelpunkt  des 
Querschnittes  betrachten.  Wenn  der  Stab  gebogen  wird,  bleiben  diese 
Axen  nicht  gerade  Linien,  sondern  werden  Kurven. 

Wir  werden  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  Trägheitspiittel- 
punkte  der  Querschnitte  enthält,  die  elastische  Mittellinie  oder  ein- 
fach  die  Mittellinie  des  Stabes  nennen. 

651.  Haupt -Biegimgsebenen.  In  jedem  Querschnitte  kann 
eine  Tangente  an  die  elastische  Mittellinie  gezogen  und  durch  diese 
Tangente  können  zwei  Ebenen  so  gelegt  werden,  daß  sie  die  beiden 
Kurven  berühren,  die  in  dem  un deformierten  Stabe  die  Hauptaxen  des 
Trägheitsmoments  des  Querschnittes  waren.  Diese  Ebenen  werden  die 
Hauptbiegungsebenen  des  Stabes  genannt.  Es  soll  zunächst  angenommen 
werden,  daß  die  Biegung  in  einer  Ilauptebene  liegt,  d.  h.  so,  daß  die 
Krümmungsradien  jeder  der  Linien,  die  der  undeformierten  elastischen 
Mittellinie  parallel  waren,  jetzt  einer  Hauptbiegungsebene  parallel  sind. 

Die  Wirkung  der  Biegung  ist  die,  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar 
zu  erzeugen,  mit  denen  die  Substanz  auf  der  einen  Seite  eines  Quer- 
schnittelements auf  die  auf  der  anderen  Seite  des  Elementes  befindliche 
Substanz  wirkt.  Betrachten  wir  alsdann  einen  die  elastische  Mittellinie 
in  einem  Punkte  P  schneidenden  Querschnitt,  und  unterscheiden  wir 
die  Substanz  auf  den  beiden  Seiten  des  Querschnittes  als  die  Substanz  auf 
der  linken  und  die  auf  der  rechten  Seite  des  Querschnittes.  Die  in  jedem 
Querschnittelement  auf  die  Substanz  der  rechten  Seite  wirkende  Kraft 
und  Kräftepaar  kann  nach  der  Poinsot sehen  Methode  in  eine  Einzel- 
kraft in  P  und  ein,  den  Querschnitt  um  eine  zur  Biegungsebene  senk- 
rechte Axe  zu  drehen  bestrebtes  Kräftepaar  verwandelt  werden.*  Die 
Kraft  wird  zwei  Komponenten  ergeben,  eine,  T,  längs  der  Tangente  an 
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die  Mittellinie  in  P,  die  andere  N,  pro  Längeneinheit  der  Mittellinie, 
nach  dem  KrÜmmungsmittelpunkte  des  Elementes  der  elaBtischen  Mittel- 
linie in  P.  Diese  Komponenten  sollen  also  T  und  N  heißen.  Die 
letztere  läuft  dem  Querschnitt  entlang  und  wird  gewöhnlich  Scherungs- 
kraft  genannt,  die  erstere  ist  eine  streckende  Kraft  längs  der  elastischen 
Mittellinie. 


Fig.  355. 


N-fdN 


T+dT 


658.  Gleichgewichtsgleichungen.  Der  Gleichgewichtsgleichungen 
einer  Schicht  des  Stabes  wird  es  drei  geben,  deren  zwei  durch  Auf- 
lösung der  Kräfte  tangential  zur  elastischen  Mittellinie  und  normal 
zur  Mittellinie  in  der  Biegungsebene  gefunden  werden,  und  deren  dritte 
ausdrückt,  daß  die  Momente  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte sind.  Es  sei  in  Fig.  855  T  die  streckende  Kraft  nach  links 
längs  der  Tangente  an  die  Mittellinie  am  linken  Ende  der  Schicht,  dann 
wird  T  -|-  ^T  die  streckende  Kraft  nach  rechts  längs  der  Tangente 
am  rechten  Ende  der  Schicht 
bezeichnen.  Femer  seien 
X,  Y  die  Komponenten  der 
äußeren  Kraft  längs  der 
Mittellinie  und  nach  innen, 
d.  h.  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte zu  gerichtet, 
jede  pro  Längeneinheit  des 
Elementes.  Die  Scherungs- 
kraft  am  linken  Ende  des 
Elementes  ist  vom  Krüm- 
mungsmittelpunkte weg, 
die  am  rechten  Ende  ist 
nach  dem  Krömmungs- 
mittelpunkte  zu  gerichtet, 
und  zwar  ist  jene  Tom  Be- 
trage Nf  diese  vom  Betrage 

N  +  dN,  Alles  dies  liefert  zwei  Resultanten:  Eine  Resultante  längs 
der  Tangente  an  die  Mittellinie  am  rechten  Ende  des  Elementes  Tom 
Betrage 

dT  —  NdO  +  Xds, 

die  für  den  Gleichgewichtsznstand  verschwinden ;  und  eine  zweite  nach 
dem  Krümmungsmittelpunkte  zu  als  dN  -\-  TdO  -^  Yds^  die  ebenfalls 
verschwinden  muß.  Wenn  R  der  Krümmungsradius  ist,  so  ist  dO  =  ds/R. 
Somit  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 


ds         11  +  ^-^' 


^  +  |+r=o.  .(116) 


Eline  dritte  Gleichung  erhält  man  aus  den  auf  die  Schicht  wirkenden 
elastischen  Kräftepaaren  (r,  G  -\-  dG^  aus  dem  von  den  angreifenden 
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Kräften  X,  Y  herrührenden  Krftftepaar  Hds  und  den  Momenten  der 
inneren  Kräfte  T,  N.     Offenbar  ist  diese  Gleichnng: 

^  ^  N  ^  H=0 (117) 

OS 

Natürlich  gibt  es  außerdem  in  jedem  wirklichen  Falle  Bedingungen, 
die  an  den  Stabenden  erfüllt  sein  müssen;  dieselben  werden  in  den 
folgenden  Beispielen  Yorkommen.  Die  soeben  gefundenen  Gleichungen 
sind  manchmal  Ton  Nutzen ,  aber  in  den  meisten  Fällen  erreicht  man 
die  Lösung  des  Problems  am  besten  durch  direkte  Anwendung  der 
Grundprinzipien. 

65S.  Ermittelang  des  Biegungskräftepaares  im  Quersehnitte. 

£s  ist  zunächst  notwendig,  sich  klar  zu  machen,  in  welcher  Weise  das 
Kräftepaar  G  Ton  der  Größe  der  Biegung  im  Querschnitt  abhängt 
Eine  ToUständige  Behandlung  dieses  Punktes  ist  unmöglich  ohne  Ein- 
gehen auf  Betrachtungen  über  die  allgemeine  Theorie,  Betrachtungen, 
die  außerhalb  des  Rahmens  dieses  Werkes  liegen;  was  hier  daräber 
gesagt  wird,  müßte,  wenn  der  Raum  es  zuließe,  ausführlicher  begründet 
und  sogar,  bis  zu  einem  gewissen  Grade,  berichtigt  werden.  Gensn 
genommen  gibt  es  gar  keine  mit  der  Stabaxe  parallele  Linie,  die  unver- 
ändert in  der  Länge  bleibt;  alle  ändern  sich,  und  auch  die  elastische 
Mittellinie  ist  unter  Umständen  weit  davon  entfernt,  mit  der  dilatations- 
freien oder,  wie  man  sie  nennen  kann,  neutralen  Linie,  zusammen- 
zufallen. Mit  einer  gewissen  Annäherung  an  den  Wert  des  Kräfte- 
paares G  kann  man  indessen  annehmen :  Stablinien,  die  auf  der  konvexen 
Seite  einer  zylindrischen  Fläche  durch  die  elastische  Mittellinie  senkrecht 
zur  Biegungsebene  liegen,  erfahren  eine  Längsdehnung,  diejenigen,  welche 
auf  der  innerer  Seite  dieses  Zylinders  liegen,  erfahren  eine  Verkürzung 
im  Vergleich  mit  der  elastischen  Mittellinie;  der  Betrag  dieser  relativen 
Dilatation  oder  Kontraktion  ist  dem  Abstände  des  Punktes  von  der 
ZylinderoberBäche  proportional.  Es  wird  also  durch  jedes  Querschnitts- 
element hindurch,  in  welchem  relative  Dehnung  stattfindet,  auf  die 
Substanz  auf  der  einen  Seite  A  des  Querschnittes  von  der  Substanz  auf 
der  anderen  Seite  B  ein  Zug  ausgeübt;  dagegen  wird  durch  jedes  Ele- 
ment, in  welchem  relative  Kontraktion  stattfindet,  auf  die  Substanz  suf 
der  A-Seite  von  der  Substanz  auf  der  J?- Seite  ein  Druck  ausgeübt,  in 
jedem  Falle  relativ  zur  Wirkung  durch  ein  Element  in  der  Mittellinie 
hindurch.  Dies  ist  in  Fig.  356  veranschaulicht.  Es  wird  angenommen, 
daß,  wenn  die  Flinheitsdebnung  oder  Kontraktion  e  ist,  die  auf  ein 
Flächenelement  df  des  Querschnittes  wirksame  Kraft  Eedf  ist,  wo  E 
der  Elastizitätsmodul  für  das  betreffende  Material  ist.  Dies  kommt 
der  Annahme  gleich,  daß  jede  Längsfaser  der  Substanz  sich  der  Breite 
nach  in  voller  Freiheit  ausdehnt  und  zusammenzieht,  gerade  als  ob 
ihre  seitliche  Oberfläche  frei  wäre.    Somit  wirkt  durch  jeden  Querschnitt 
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hindurch  ein  Eräftepaar  mit  der  Tendenz,  den  Querschnitt  in  die  Bie- 
gungsebene herumzudrehen,  so  daß  es  den  Stab  gerade  richten  würde, 
und  dieses  Kräftepaar  wird  aufgehoben  und  der  Stab  gebogen  erhalten 
durch  das  im  Querschnitt  wirksame  Moment  der  den  Stab  von  außen 
angreifenden  Kr&fte  und  durch  das  Moment  beliebiger  angreifender 
Kräftepaare. 

Daß  die  Fasern  des   Materials  der  Breite    nach    schwellen    oder 
schrumpfen,  je  nachdem  sie  der  Längsrichtung  nach  verkürzt  oder  ver- 

Fig.  357. 
Fig.  356.  A  C 

'  ^" — "^ ' ^0' 


längert  werden,  zeigt  sich  in  der  Tatsache,  daß  der  Querschnitt  aus  der 
durch  die  gestrichelten  Linien  in  Fig.  357  angegebenen  rechteckigen 
Form  in  die  durch  die  ausgezogenen  Linien  angegebene  gekrümmte 
Form  verschoben  wird.  Die  konvexe  Seite  des  Querschnittes  liegt  auf 
der  in  der  Biegungsebene  konkaven  des  Stabes  und  umgekehrt.  In 
Fig.  358  ist  eine  räumlich  -  per-  ^iz.  358. 

spektivische  Andeutung  der  Ge- 
stalt gegeben,  wie  man  sie  durch 
Biegung  eines  Kautschukpar- 
allelepipedes  sich  leicht  vor  Augen 
führen  kann.  Für  den  in  §  650 
erwähnten  Fall  einer  flachen  Feder 

würde  —  vorausgesetzt,  daß  die  dort  gegebene  Bedingung  erfüllt  ist  — 
die  halbe  Dicke  AX  des  Stabes  viel  bedeutender  sein,  als  die  Ent- 
fernung zwischen  Ä'  und  der  Linie  XX  und  viel  geringer  als  der 
Abstand  zwischen  B'  und  derselben  Linie.  Die  Elongationen  und 
Kontraktionen  an  den  Kanten  würden  dann  von  den  in  der  hier  ge- 
gebenen annähernden  Behandlung  der  Biegung  angenommenen  sehr 
verschieden  sein. 

Für  eine  ein  geh  ende  Behandlung  der  Frage  muß  auf  die  Unter- 
suchungen von  St.  Venant  verwiesen  werden. 

Unter  der  Annahme,  daß  der  Querschnitt  eben  und  rechtwinklig 
bleibt,  kann  man  leicht  das  durch  den  Querschnitt  hindurch  wirkende 
Kräftepaar  berechnen,  x  sei  der  Abstand  der  betrachteten  Faser  von 
der  llaupttfxe,  um  welche  die  Biegung  stattfindet,  und  ds  sei  der  Ab- 
stand auf  der  elastischen  Mittellinie  zwischen  dem  betrachteten  Quer- 
schnitt und  dem  anderen  Querschnitt  einer  Schicht  des  Stabes.  Die 
Einheitsdehnung  einer  Faser  im  Abstände  x  in  oder  parallel  der  Bie- 


746  FünfxehnteB  Kapitel. 

gnngsebene  ist  mit  x  proportional;  sie  soll  ax  genannt  werden.  Das 
um  die  eben  herrorgehobene  Hanptaxe  gerichtete  Moment  der  an!  ein 
Flächenelement  df  wirkenden  Kraft  ist  daher  Eax^df,  Den  Beirag 
des  Kräftepaares  erhält  man  durch  Integration  dieses  Ausdruckes  über 
den  ganzen  Querschnitt,  da  das  Ton  der  Kontraktion  herrührende 
Moment  bestrebt  ist,  den  Querschnitt  in  derselben  Weise  heramzu- 
drehen.     Folglich  ist,  wenn  G  das  Biegungskräftepaar  ist: 

a  =  Ea/x^df=  EaJ (118) 

wo  J  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  ist.  Es  bleibt  noch  der 
Proportionalitätsfaktor  a  zu  bestimmen.  Die  Neigung  des  einen  End- 
querschnittes der  Schicht  gegen  den  anderen  ist  ax(ds/x)  oder  ads. 
Dies  ist  aber  der  Winkel  dO  zwischen  den  Krümmungsradien  der  ela- 
stischen Mittellinie  an  den  Stellen,  wo  sie  die  Querschnitte  trifft  Folg- 
lich ist  a  =  dO/ds  =  l/B.     Somit  ist 

G  =  EJ^ (119) 

in  Worten :  Das  Kräftepaar  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Debnangs- 
modal,  dem  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  und  der  Krümmung. 
Die  Größe  EJ  wird  häufig  das  Biegungsmoment  oder  der  Bie- 
gungswider st  and  des  Stabes  genannt. 

Ist  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  Bechteck  von  den  Dimensionen 
2  a,  2  6,  so  ist  das  Biegungsmoment  4Ea^h/S  oder  AEabyS^  je  nach- 
dem die  Biegangsebene  die  den  beiden  Seiten  von  der  Länge  2  a  oder 
denen  von  der  Länge  2  b  parallele  Ebene  ist.  Wie  man  hieraus  ersieht, 
kann  der  Biegungswiderstand  eines  Balkens,  also  das  zur  Erzeugung 
der  Krümmung  eins  in  einem  Querschnitte  erforderliche  Kräftepaar 
beliebig  groß  gemacht  werden,  indem  die  Dimensionen  in  der  Biegungs- 
ebene genügend  vergrößert  werden.  Der  Leser  mag  selbst  die  Schwierig- 
keit, eine  Latte  in  ihrer  eigenen  Ebene  zu  biegen,  mit  der  Leichtigkeit 
▼ergleichen ,  mit  der  sie  sich  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  ihrer  Breite 
liegen  läßt.  Während  das  erforderliche  Kräftepaar  mit  der  Breite  (quer 
zur  Biegungsebene)  einfach  proportional  ist,  wächst  es  wie  der  Kubus  der 
Dicke  des  Balkens  (in  der  Biegungsebene),  d.  h.  bei  einem  doppelt  so 
dicken  Balken  ist  schon  die  achtfache,  bei  einem  10 mal  so  dicken  die 
1000  fache  Kraft  erforderlich. 

654.  Die  elastische  Linie.  Dynamisches  Analogon.  Der  Fall 
eines  durch  Kräfte,  die  an  seinen  Enden  angreifen,  gebogenen  Drahtes 
läßt  die  Erläuterung  durch  ein  dynamisches  Analogon  zu.  In  einem 
Querschnitt  P,  in  dem  die  Krümmung  1/q  beträgt,  werde  eine  Tangente 
an  den  Draht  gezogen,  die  einen  Winkel  0  mit  der  Wirkungslinie  einer 
am  einen  Drahtende  angreifenden  Kraft  K  bildet,  während  der  Draht 
von  einem  durch  den  Teil  jenseits  P  (Fig.  359)  auf  ihn  wirkenden 
Kräftepaar  gebogen   erbalten    wird.     Dieses  Kräftepaar  ist  B/q  on^ 
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wirkt  in  dem  durch  den  gebogenen  Pfeil  angedeuteten  Sinne.  Wenn 
aber  6  der  in  der  Zeichnung  angegebene  Winkel  ist  und  ds  (oder  P  Q) 
in  der  Richtung  von  P  p.     g^^ 

nach  Q  genommen  wird, 
80  ist  1/q  =  —  dO/ds, 
Das  ELräftepaar  in  P 
ist  demnach  numerisch 
gleich  — B de/ ds.  Fer- 
ner ist  das  Moment  der 
Kraft  iC  um  P  gleich 
Kl  sin  6,  wenn  l  der  Ab- 
stand des  Punktes  P  vom  Schnittpunkt  T  der  Tangente  mit  der  Linie 
▼on  K  ist.     Folglich  ergibt  sich 

B^  +  KlsinO  =  0. 
ds 

Hieraus  erhält  man  durch  Differentiation 

B^^^  +  K-^sinO  +  Klcosd^  =  0     -     •     (120) 
ds*    ^        ds  ^  ds  ^       ^ 

Nun   möge  die  Tangente  in   Q  die   Wirkungslinie   Ton  K  in  L 
schneiden,  und  LM  sei  senkrecht  zu  TP.    Dann  ist  offenbar 

äl  =  ds-(TM)  =  ds+^-^  =  ds-ldO  ""'^^ 


Folglich  ist 


tgfi 


.    r,  dl  ^  dO 

Sin 0  -r  =  sind  —  Icosd  -r-^ 
ds  ds 


Sinti 


und  aus  GL  (120)  wird 


B—  +  KstnO 


(121) 


also  die  nach  einer  andern  Methode  gefundene  und  etwas  anders  ge- 
schriebene Gl.  (117). 

Wenn  ds^  statt  eines  Streckönelementes,  ein  Zeitelement  bedeutet, 
so  wird  die  Gl.  (121)  die  Bewegungsgleichung  eines  einfachen  Pendels 
von  der  Länge  ^^/£,  das  in  einem  endlichen  Winkel  schwingt.  Wenn 
also  im  Verlauf  der  Schwingung  des  Pendels  die  verschiedenen  Werte 
von  ff  der  Reihe  nach  für  die  einzelnen  Zeitpunkte  genommen  werden, 
80  entsprechen  diesen  Neigungen  des  Pendelfadens  gegen  die  Horizontale 
die  Neigungen  der  Tangente  gegen*  die  Wirkungslinie  von  K  in  den 
einzelnen  Querschnitten  des  Drahtes.  ' 

Die  Kurve,  in  die  der  Draht  gebogen  wird  und  mit  der  sich  zuerst 
Bernoulli  eingehend  beschäftigte,  heißt  die  linea  elastica  oder  elastische 
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Kurve.  Verschiedene  Formen  davon  sind  in  den  Fig.  360  bis  365 
dargestellt.  Bei  der  elastischen  Linie  mit  Inflezionspnnkten ,  wie  in 
Fig.  361,  werden  die  Richtungen  ihrer  Tangenten  durch  ein  schwingen- 
des Pendel  dargestellt  (wenn  es  zur  EIrzielung  eines  passenden  Schwin- 
p.     ggQ  gungsbogens     notwendig    ist,    mit 

einem  Anschlag  versehen).  Kommen 

j^- -^,^^^^  dagegen,    wie   in    Fig.  364,    keine 

y^  ^N.  InBexionspunkt«  in  der  elastischen 

^^_ :--^B     Kurve  vor,  so  werden  die  Richtungen 

der  Tangenten  durch  ein  rotieren- 
des Pendel  angegeben,  d.  h.  ein  Pendel,  das  sich  in  einer  vertikalen 
Ebene  stets  in  demselben  Sinne  dreht. 

655.  Gestalten  der  elastischen  Linie.  —  Wir  können  non 
einige  einfache  Probleme  lösen.  Es  sei  zunächst  der  Fall  eines  gleich- 
förmigen Bogens  betrachtet,  der  durch  eine  in  der  Sehne  wirkende 
dehnende  Kraft  gebogen  ist,  wie  in  Fig.  360. 

Wenn  K  die  Dehnkraft  in  der  Sehne  ist  und  x^  y  die  Koordinaten 
(von  A  als  Anfangspunkt,  der  Sehne  entlang  und  senkrecht  zu  ihr) 
des  betrachteten  Querschnitts  P  sind,  so  ist  G  =  Ky.  Folglich  irt 
EJ/B  =  Ky,  wo  J?  der  Krümmungsradius  ist,  oder,  wenn  EJ  K  —  a^ 
gesetzt  wird: 

By  =  a^ (122) 

Nach  einer  bekannten  P'ormcl  der  Infinitesimalgeometrie  ist  aber 
1  dx^ 


"  [•  +  (S)T 


und  somit 

d^y  dp 

dx^  „  d^ 


y  =  <^'  7^ rj::r^:^.  =  « 


b  -  (f )T 


(1  +  p»)y. ' 


wenn  p  die  Bezeichnung  für  dy/dx  ist.     Dies  kann  in  der  Form 

geschrieben  werden,  was  durch  Integration 

oder 

1  dx  C  —  y^ 


p        ^y       y4a*  —  (C  —  y^y 

ergibt.     Hieraus  folgt 


(I23s) 
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....   124) 

JV4a*  -  (C  —  y^y 

worin  entweder  der  positive  oder  der  negative  Wert  der  Quadratwurzel 
genommen  werden  kann. 

61.  (123)  kann  in  der  Form 

2  a« 


+  yi  +i,«  = 


C  —  y^ 

geschrieben  werden.     Folglich  ist,  wenn  jj  =  0  ist,  C  —  y«  =  +  2  a* 
und 

y  —  ±SC±  2a« (125) 

Dies  ergibt  die  Punkte  der  Maximal-  oder  Minimalwerte  von  y,  je  nach- 
dem das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  unter  der  Wurzel  auf  der 


Fig.  861. 


Fig.  362. 


Fig.  363. 


Fig.  364. 


Fig.  365. 


rechten  Seite  gewählt  wird.  Wenn  C  kleiner  ist  als  2  a«,  kann  das 
negative  Vorzeichen  unter  der  Wurzel  rechts  nicht  genommen  werden. 
Nimmt  man  dann  das  obere  Vorzeichen,  so  sieht  man,  daß  das  obere 
und  das  untere  Vorzeichen  vor  der  Wurzel  gleiche  und  entgegengesetzte 
Zahlenmaxima  von  y  ergeben,  wie  in  den  Fig.  361  bis  363.  Ipt  C!>-  2  a«, 
so  gibt  es  abwechselnd  Maximal-Minimal  werte  wie  in  Fig.  364.  Diese 
Figur  entspricht  dem  positiven  Vorzeichen  vor  der  Wurzel;  das  negative 
Vorzeichen  würde  eine  ebensolche  Kurve  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  a;-Axe  liefern. 

Wenn  y  klein  ist,  kann  die  Gleichung  der  Kurve  durch  allmähliche 
Annäherung  gefunden  werden.  Hierfür  sei  der  Leser  auf  die  Theo- 
retische Physik  von  Thomson  und  Tait,  Bd.  I,  2.  Teil,  §  611  ver- 
wiesen. 

Die  Fig.  364  und  365  zeigen  verschiedene  Formen  der  elaHtischen 
Linie  ohne  Inflexion.  Fig.  365  ist  die  Kurve  für  den  Grenzfall,  wo 
C  gerade  gleich  2a^  in  Gl.  (123)  gesetzt  wird.  Die  Gleichung  der 
Kurve  ist  (wie  der  Leser  selbst  feststellen  möge),  wenn  die  j/-Axe 
die  gestrichelte  Symmetrielinie  ist: 
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x  =  +  V4a2  —  y2  ±  a2o^ 2ULJ! ?L  .     .  (126) 

Die  Kurve  hat  zwei  Äste,  die  vom  Scheitelpunkt  ausgehen,  und  deren 
einer  bei  x=-\-  co,  der  andre  bei  x^=  —  00  endet.  Die  Gleichung  drückt 
dien  zweiten  oder  den  ersten  Ast  aus,  je  nachdem  das  obere  oder  das 
untere  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  benutzt  wird.  Diese  Kurve  ist 
physikalisch  wichtig  als  die  Kurve  der  kapillaren  Oberfläche  längs  einer 
in  eine  Flüssigkeit  eintauchenden  ebenen  Platte. 

656.  Biegung  eines  am  Ende  auf  Unterlagen  lose  anf- 
liegenden Stabes;  freie  Enden.  Ein  gleichförmiger  Stab  wird  an  den 
Enden  auf  gleich  hohe  Unterlagen  aufgelegt  und  durch  sein  eigenes 
Gewicht  und  ein  zwischen  den  Unterlagen  befestigtes  Gewicht  G  gebogen. 

Es  seien  Ä,  B  (Fig.  366)  die  Unterlagen  und  0  der  Punkt,  an 
dem  das  Gewicht  angreift.     Es  sei  ferner  2Z  die  Länge  des  Stabes, 


a  der  Abstand  zwischen  0  und  ^  und  s  das  Gewicht  des  Stabes  pro 
Längeneinheit.  Es  ist  notwendig,  zuerst  die  Krümmung  in  einem  Quer- 
schnitt P  in  einem  horizontalen  Abstand  x  (<C  a)  von  A  zu  bestimmen. 
Die  Schneide  bei  A  trägt  die  Hälfte  des  Stabgewichts  und  den  Teil 
(2 1  —  a)/2  l  von  6r.  Folglich  wirkt  in  A  eine  aufwärts  gerichtete  Kraft 
sl  -\-  G{21  —  0)121.  In  dem  Querschnitt  in  der  Mitte  zwischen  A 
und  P  wirkt  eine  nach  unten  gerichtete  Kraft  sx.  Der  horizontale 
Abstand  dieses  Punktes  von  P  ist,  unter  der  Annahme,  daß  die  Biegung 
nur  klein  sei,  Vs^*  I^as  ganze,  dem  linken  Ende  des  von  P  rechts 
befindlichen  Stabstückes  durch  das  Stabstück  links  von  P  erteilte  Kräfte- 
paar ist  somit 


/  ,    ,    21  —  a     \  1 


wenn  die  durch  den  Pfeil  dargestellte  Drehungsrichtung  als  positiv  gilt. 
Wenn  y  nach  unten  gemessen  und  B  für  das  Biegungsmoment  EJ 
gesetzt  wird,  erhält  man 

Integriert  man  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  x,  so  erhält  man 
dv         \  21  —  a     1  x^         1 
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wenn  a  die  Neigung  des  Stabes  gegen  die  Horizontale  in  Ä  ist.    Durch 
abermalige  Integration  ergibt  sich 

-By=(sl+   ^^"^  G^'^--^sx*-Bxtga   .    .    (128) 

ohne  eine  hinzuzufügende  Konstante,  da  y  null  ist,  wenn  x  null  ist. 
Hierin  ist 

die  in  Ä  angreifende  Kraft;  setzt  man  die  entsprechende  in  B  an- 
greifende Kraft 

80  ergibt  eine  entsprechende  Rechnung  für  einen  Punkt  P  rechts  Ton  0 

(129) 


^By=jKA2l-x)^^^3(2I  —  xy  —  B(2J-x)tgß 

wo  ß  die  Neigung  des  Stabes  gegen  die  Horizontale  in  B  ist  (wie  in 
Fig.  366  angedeutet)  und  x  jetzt  den  Abstand  ÄP'  bezeichnet. 

Die  in  den  Gl.  (127),  (128)  und  (129)  fflr  p  und  dy/dx  gegebenen 
Werte  müssen  für  x  =  a  zusammenfallen.  Wenn  man  also  &  für  2  7  —  a 
setzt,  erhält  man  für  x  =  a: 


-By  = 


—  By  = 

dx 
dx 


■g  ÄiO»  —  24  *"*  ~  Batg« 
jK,b»  —  ^sb*-Bbt!fß 
-  K^a'  —  i  sa»  —  Btga 


(130) 


(131) 


wird: 


Die  beiden  ersten  GL  (130)  ergeben,  wenn  y  aas  ihnen  eliminiert 


btgß)  =  j  {K^a»  -  jr,6')  _  ^«(a*  -  b*). 


B  (atga 

und  die  beiden  andern,  (131),  wenn  dy/dx  eliminiert  wird: 

B(tgec  +  tgß)  =  1  (Ä",««  +  ir,b»)  —  i  8(a»  +  b»); 

daraus  folgt,  wenn  ß  eliminiert  wird: 

JB(a  +  l>)/^«  =  -iÄ,o»(3b+-o)  +  i-ir,l>»—  JLs(4a»6  +  o* +36*) 
o  o  24 

und  ebenso,  wenn  anderseits  u  eliminiert  wird: 
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Bia-{-b)igß=lKtbH3a  +  b)  +  ^K,a^  -  ^-s(4b»a-\-b*+ 3a*). 
b  o  24 

Nun  ist  aber  X,  =  sZ  -f  (rb/Ca  +  l>)  und  K^  =  sl  +  Ga/{a  +  6). 
Setzt  man  dies  in  die  beiden  letzten  Gleichungen  ein  und  reduziert,  so 
erhält  man 


B(a  +  h)tgcc  =  j  Gab(a  +  2.6)  +  ^s(a  +  by 
B{a  +  h)igß=^GdbQ>  +  2a)  +  ^s(a  +  hY 


.  (132) 


wodurch  die  Neigungen  des  Stabes  an  seinen  Enden  bestimmt  sind; 
das  erste  Glied  rechts  rOhrt  Ton  dem  angehängten  Gewichte,  das  zweite 
von  dem  Eigengewichte  des  Stabes  her.  Der  Leser  mag  die  gefundenen 
Resultate  näher  studieren,  indem  er  entweder  G  oder  s  als  zu  yernach- 
lässigende  Größe  annimmt. 

Der  Wert  von  y  ist  für  jeden  Wert  von  x  durch  Gl.  (128)  und 
(129)  gegeben,  wenn  die  Werte  von  tga  oder  tg  ß  und  Ki  oder  K^  ein- 
gesetzt werden.  Der  Leser  mag  sich  davon  überzeugen,  daß  die  nur 
der  Aufhängung  eines  Gewichtes  G  an  einem  Punkte  Q  zuzuschreibende 
Krümmung  des  Stabes  an  einem  andern  Punkte  P  derjenigen  Krüm- 
mung gleich  ist,  welche  im  Punkte  Q  hervorgerufen  werden  wurde, 
wenn  G  im  Punkte  P  aufgehängt  worden  wäre.  Wenn  G  am  Mittel- 
punkte angreift,  so  daß  a  =  5  =  7  und  JT^  =  |  Gsl  wird,  so  erhält 
man  nach  Reduktion: 

By  =  \  G?V+  ^s?* (133) 

wodurch  die  Senkung  des  Stabes  im  Mittelpunkt  gegeben  ist 

Wenn  das  Eigengewicht  2  sl  des  Stabes  selbst  zu  vernachlässigen 
ist  im  Vergleich  mit  6r,  so  ist 

^=if <-, 

Durch  Beobachtung  dieses  Wertes  von  y  kann  der  Elastizitätsmodul  E 
(=  B IJ)  für  das  Material  des  Stabes  bestimmt  werden.    Es  ist  nämlich 

i'=-^-^-'- (135) 

6    Jy 

Der  Leser  mag  selbst  das  Problem  eines  Stabes  lösen,  der  in  seinem 
Mittelpunkt  auf  einer  Schneide  aufgehängt  ist  und  durch  sein  eigenes 
Gewicht  gebogen  wird.  Es  wird  sich  finden,  daß  die  Enden  gegen  den 
Mittelpunkt  um  einen  Betrag  von  ^^  sl*/B  herunterhängen. 

657.  Ein  an  den  Enden  unterstützter  Stab;  horizontale 
Enden.  Der  Leser  mag  gleichfalls  das  Problem  eines  Stabes  lösen,  der, 
an  seinen  Enden  auf  zwei  Unterlagen  ruhend  und  durch  ein  einziges, 
an  einem  beliebigen  Punkte  C  angreifendes  Gewicht  gebogen,  im  Gegen- 
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satze  za  dem  bisherigen  Falle  aber  der  Bedingung  unterliegt,  daß  die 
Enden  unter  dem  Zwange  stehen,  horizontal  zu  bleiben.  Um  diese 
horizontale  Lage  zu  erzie- 
len, muß  man  sich  Kräfte- 
paare Jdi,  M^  an  den 
Enden  wirkend  denken,  wie 
in  Fig.  367.  Für  einen 
Punkt  P  zwischen  ^  und  C 
ergibt  sich 

B^^  =  Mi—K,x (136) 

und  für  einen  Punkt  i^  zwischen  C  und  B 

5^  =  M,-K,(2l-x) (137) 

Diese  Formeln  ergeben  integriert  für  P  und  f 

Bi,  =  Im,(2I-  xy  —  i   IT, (21  -  x)3 


(138) 


Diese  Werte  von  y  müssen  aber  in   C  zusammentreffen,   wo  x  =  a, 
21  —  o;  =:  2>  angenommen  wird.     Folglich  ist 

Auch  muß  dy/dXf  wie  es  aus  den  beiden  Gl.  (138)  gewonnen  wird,  für 
C  dasselbe  sein,  und  diese  Bedingung  ergibt 

a(2if,  —  K,a)  =  —  5(2  Jf^  —  Kab). 

Zwei   weitere    Gleichungen  werden  dadurch  gewonnen,  daß   man  die 
Momente  um  B  und  Ä  nimmt,  nämlich 

^  Gh  +  M,  --  Jfa       ^   _  Ga  +  31^  —  M, 

aus  denen  dann  mit  Hilfe  der  vorhergehenden  Gleichungen  die  Werte 
von  Jt/i,  Mit  Kl,  Kl  ermittelt  werden  können. 

Die  in  Gl.  (138)  eingesetzten  Resultate  ergeben  schließlich  die 
Biegung  in  jedem  beliebigen  Punkte  in  .^  C  oder  CB.  Die  Inflexions- 
punkte  können  durch  P^insetzen  der  Werte  von  ilf|,  K^  in  Gl.  (136) 
und  ^2,  K^  in  Gl.  (137)  und  Nullsetzung  von  d^y/dx^  ermittelt  werden. 

658.  Clapeyronsches  Theorem  der  drei  Momente.  Es  soll 
hier  ein  weiteres  Problem  betrachtet  werden,  das  in  der  Technik  von 
Wichtigkeit  ist.  Denken  wir  uns  einen  nur  durch  sein  eip^enes  Gewicht 
gebogenen  Stab  auf  einer  beliebigen  Anzahl  von  gleich  hohen  Unter- 
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lagen  in  den  Punkten  A;  B  vl  8.  w.  (Fig.  368)  ruhend.  Wir  können 
von  einer  beliebigen  Unterlage,  etwa  B,  ausgehen,  wenn  wir  die  auf  die 
Stabteile  auf  beiden  Seiten  dieser  Unterlage  wirkenden  Scherungskräfte 
Kit  K^  und  das  in  B  auf  die  Substanz  des  Stabes  auf  jeder  Seite  der 
Unterlage  durch  die  Substanz  auf  der  andern  Seite  wirkende  Kr&fte- 


paar  Mb  betrachten.     Rechnet  man  den  Abstand  x  von  B  nach  rechts, 
so  ergibt  sich  für  einen  Punkt  P': 

entsprechend  ergibt  sich,  wenn  n^an  den  Abstand  nach  links  für  einen 
Punkt  P  nimmt: 

^^^  =  ^B  -  K,x  ^   \sx^     .     .     .     .     (140) 

Da  y  nach  unten  gerechnet  wird,  so  ist  nach  61.  (139),  wenn  ß  die 
Neigung  des  Stabes  gegen  die  Horizontale  bei  der  Unterlage  B  ist, 

By  =  J-  Mbx^'  -  ^  K,x^  +  2"^  sx^  —  Bxtgß.     .  (141) 

und  nach  Gl.  (140) 

By  —  ^^Mbx^  —  J  K,x^  -f  ±  sx*  +  Bxtgß  .    .  (142) 

Das  X  bedeutet  in  der  ersten  dieser  Formeln   den  Abstand  zwischen 
P'  und  Bj  in  der  zweiten  den  Abstand  zwischen  P  und  B. 

Wenn  a  der  Abstand  BA  und  h  der  Abstand  B  C  ist,  Mj,  und  Mc 
die  BieguDgskräftepaare  in  A  und  C  sind,  dann  ist,  da  Bd^yjdx^  in 
Gl.  (140)  das  Kräftepaar  in  A  wird,  wenn  x  =  a  ist,  und  Bd^y;dx^ 
in  Gl.  (139)  dasjenige  in  C,  wenn  x  =  b  ist, 

Ma  =  Mb  —  K^a  +    \  sa^    Mc  =  Mb  —  K^h  +  ^  sh^  .  .  (143) 

woraus  Ki  und  K2  aus  den  Biegungskräftepaaren  Ma,  Mb,  Mc  und 
den  Abständen  a,  h  bestimmt  werden  können. 

Ferner  ergibt  sich  aus  Gl.  (141)  und  (142),  da  y  =  0  ist,  wenn 
X  =  b  und  wenn  a:  =  a  ist: 

1  Mnb  -  l  K,b'^  +  ±  sl>3  -  Btgß  =  0 

J  O  24 

2  M„a  -  I  K,a<^  +  ±  sa'>  +  Btgß  =  0. 


Fig.  369. 


Fig.  370. 
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Eliminiert  man  hieraus  K^  und  K^  nach  61.  (143),  so  erhält  man 

a{MA  +  2Mb)  +  h{Mc  +  2Mb)  =  ]^s(a^  +  «>')..  (144) 

4 

eine  die  drei  Kräftepaare  Ma%  Mb,  Mc  in  den  drei  aufeinander  folgenden 
Unterlagen  miteinander  verbindende  Beziehung. 

Für  nähere  Einzelheiten  über  allgemeine  Elastizität stheorie  und 
Erörterung  einiger  ihrer  tiefsten  Probleme  sei  der  Leser  auf  Thomson 
und  Tait  und  auf  die  St.  Yenantschen  Untersuchungen  verwiesen. 
Übrigens  ist  auf  diesem  Gebiete  viel  mit  Hilfe  graphischer  Methoden 
geleistet  worden,  besonders  in  der  Behandlung  der  Probleme  von  prak- 
tischer oder  industrieller  Bedeutung,  doch  muß  hierfür  auf  die  Lehr- 
bücher der  angewandten  Mechanik  verwiesen  werden. 

659.  Festigkeit  eines  langen  Stabes  unter  Druckwirkung 
(„Säulenfestigkeif).    Ein  an  den, Enden  abgerundeter  Stab.    Das 

folgende  Problem  der  elastischen 
Linie  ist  von  praktischer  Bedeutung. 
Ein  langer  gerader  Stab  von  ge- 
gebenem Biegungsmoment  B,  das  in 
allen  durch  die  Axe  gelegten  Ebenen 
dasselbe  ist,  wirkt  als  ein  Pfeiler,  der 
einem  Enddruck  von  gegebenem  Be- 
trag K  Widerstand  leistet.  Offenbar 
wird  der  Stab,  wenn  der  Druck  zu 
groß  wird  und  die  Knden  so  fest- 
gehalten werden,  daß  sie  sich  nicht 
nach  der  Seite  bewegen  können,  an 
einem  Zwischenpunkte  nachgeben, 
er   wird    durchbrechen    (indem    er 

nämlich  auf  der  einen  Seite  zusammengepreßt  und  auf  der  anderen  aus- 
einandergerissen wird);  oder  aber,  wenn  ein  Ende  für  seitliche  Bewegung 
frei  ist,  wird  er  die  in  der  zweiten  Zeichnung  der  Fig.  369  angegebene 
Lage  annehmen.  Es  gibt  zwei  Fälle,  die  wir  betrachten  können: 
1.  der,  in  welchem  die  Enden  hinsichtlich  der  Richtung  ohne  Zwang 
sind,  dadurch,  daß  sie  verrundet  sind  und  sich  infolgedessen  frei  drehen 
können;  2.  der,  in  dem  die  Tangenten  an  die  Stabenden  gezwungen 
sind,  die  Richtung  der  Drucklinie  zu  haben,  wie  in  Fig.  370.  Wir 
wollen  annehmen,  daß  in  beiden  Fällen  die  Stabenden  in  der  Druck- 
linie liegen.  Im  ersten  Falle  sind  die  Enden  Punkte  von  der  Krümmung 
null,  d.  h.  Inflexionspunkte  auf  der  elastischen  Linie;  im  zweiten  Falle 
gibt  es  Inflexionspunkte  bei  C  und  D. 

Der  Stab  werde  leicht  abgebogen,  während  die  Enden  in  der 
Drucklinie  festgehalten  werden,  wie  in  der  ersten  Zeichnung  der  Fig.  369; 
dann   ist,  wenn  x  längs  der  Drucklinie  von   einem   festen  Ende  aus 

48* 
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gemessen  und  der  Abstand  eines  Stabpunktes  von  dieser  Linie  mit  y 
bezeichnet  wird,  unter  {Einsetzung  von  m*  für  K/B: 

Die  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

y  =  Äcos {mx  -f-  a), 

unter  der  Bedingung,  daß  y  =  0  ist,  wenn  x  =  0  ist  und  wenn  x  =  2l^ 
der  Länge  des  Stabes,  ist.     Diese  Bedingungen  sind  erfüllt,  wenn 

a  =  (2n  +  1)  |,     2mZ  +  a  =  (2n  4-  3)  I 
ist,  so  daß  2nü  =  n  oder 

f  (2IP  =  «» (U5) 

ist  Also  wird  der  Stab  unstabil  sein,  wenn  K/B  einen  größeren  Wert 
hat  als  n^/AlK 

660.    Ein  an  beiden  Enden  befestigter  Stab  resp.  Säule.   Im 

zweiten  Falle  (§  659)  muß  ein  Kräftepaar  vom  Moment  M  an  jedem 
Ende  angreifen,  um  die  Tangenten  an  die  Enden  in  der  Drucklinie  zu 
erbalten.  In  der  Praxis  kann  dies  geschehen«  indem  man  die  Säalen- 
enden  eben  macht  und  sie  zwingt,  zur  Drucklinie  senkrecht  zu  bleibeiL 
Folglich  lautet  die  Gleichung  des  Gleichgewichts: 

und  ihre  Lösung: 

y  =  —  +  Äcos(fnx  4-  a). 

Die  Bedingungen  sind,  daß  wiederum  y  =  0  sei,  wenn  x  =  0  and 
wenn  x  =  21  hi]  ferner  aber,  daß  dy/dx  =  0  ist,  wenn  a?  =  0,  wenn 
X  =  1  und  wenn  x  ^=  21  ist  Diese  Bedingungen  sind  alle  erfüllt, 
wenn 

l.   -j7  =  Ä,  2.   a  =  (2n  -f  l)3r, 

3.   ml  +  a  =  (2n  +  2);r,         4.   m2l  +  a  =  (2n  +  3)» 

gesetzt  wird.     Folglich  ist 

ml  =  n 
oder 

^(20a  =  4Ä> (146) 

Demnach  wird  der  Stab  unstabil  sein,  wenn  K/B  >  ä*/Z*  ist  Der 
Stab  hat  also  die  vierfache  Widerstandskraft  gegen  Druck,  wie  der 
(ebenso  lange)  Stab  aus  §  659. 
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Der  Wert  von  y  an  den  Inflexioospunkten  ist  MI  K^  und  mitten 
swischen  diesen  Punkten  ist  er  2M/K.  Also  liegen  die  Inflexions- 
punkte  \  l  von  den  Enden  entfernt  Man  sieht  leicht  ein,  daß  dies  den 
größten  Abstand  der  die  Enden  verbindenden  Linie  von  der  Ver- 
bindungslinie der  Inflexionspunkte  ergibt  Man  wird  ferner  bemerken, 
daß  der  mittlere  Teil,  der  die  halbe  Länge,  7,  des  ganzen  Pfeilers  hat, 
wie  ein  den  in  §  659  aufgeführten  Bedingungen  unterliegender  Pfeiler 
wirkt,  und  daß  der  Wert  von  K/B,  nämlich  ?r^/7^  entsprechend  ist 

Eb  gibt  noch  andere  Fälle,  die  aber  alle  in  derselben  Weise  bearbeitet 

werden  können.     Man  wird  bemerken,  daß  die  Theorie  »2/4  7^,  n^/1\ 

9  31«/ 16  7*  als  die  Grenzwerte  von  K/B  für  drei  Säulen  von  derselben 

Fig.  371. 

0 


Fig.  37*2 


Länge  2  7  mit  ihren  Enden  in  der 
Drucklinie  ergibt,  deren  erste  ab- 
gerundete Enden,  deren  zweite  be- 
festigte Enden  in  der  Druckriohtung 
und  deren  dritte  ein  abgerundetes 
und  ein  in  der  Druckrichtung  be- 
festigtes Ende  hat  Die  Ergebnisse 
im  Falle  seitlicher  Verrückung  der 
Enden  können  ohne  weiteres  aus 
einer  Betrachtung  der  Wirkung  eines  der  in  Fig.  370  zwischen  einem 
InBexionspunkt  und  dem  anstoßenden  Ende  gelegenen  Stabteiles  oder 
der  einen  Hälfte  des  mittleren  Teiles,  je  nach  dem  vorliegenden  Falle, 
gewonnen  werden. 

In  Fig.  371  und  372  sind  für  zwei  verschiedene  Fälle  die  mit 
steigender  Beanspruchung  eintretenden  Gestalten  von  Stäben  mit  freiem 
Kopfende  veranschaulicht. 

661.    Kurzer  Balken.     In  der  Praxis  gebräuchliche  FormeL 

Es  wird  ohne  weiteres  einleuchten,  daß  der  Balken,  wenn  er  sehr  kurz 
ist,  nicht  in  der  hier  betrachteten  Weise  seitlich  ausweichen,  sondern 
der  zermalmenden  Kraft  nachgeben  wird.    Eine  empirische  Formel  von 
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Gordon  als  Ergebnis  der  Ho dgkinson sehen  Experimente  über  die 
St&rke  Ton  Säulen  unter  verschiedenen  Umst&nden  findet  sich  in 
Rankines  „Angewandter  Mechanik". 

Wenn  P  der  gesamte  wirksame  Druck  ist,  /  und  a  Konstanten 
sind,  L  die  Länge  des  Balkens,  S  die  Fläche  und  k  den  Tragheits- 
radius  des  Querschnittes  bezeichnet,  so  lautet  die  Formel: 

^=     ---  i, 04') 

Die  Werte  von  /  und  a  werden  so  gewählt,  daß  die  P- Werte  mit 
dem  Experiment  übereinstimmen.  Es  findet  sich,  daß  die  obige  Theorie 
nur  dann  mit  dem  Experiment  übereinstimmt,  wenn  der  Balken  sehr 
lang  ist;  für  Balken  von  auch  nur  mittlerer  Länge  muß  die  empirische 
Formel  benutzt  werden.  Die  Ilodgkinsonschen  Experimente  ergeben 
folgende  Werte  von  /  und  a: 


f 

1  (kj^/qcm) 

a 

2520 

I 
30(M» 

5600 

1 

5600 

l 
400 

Schmiedeeisen,  massiver  rechteckiger  Querschnitt 
Gußeisen,  hohler  Zylinder 


Die  erwähnten  Experimente  beweisen,  daß  eine  Säule  oder  ein 
Balken,  wenn  sie  an  beiden  Enden  verrundet  sind,  so  daß  sie  dort  in 
Bezug  auf  Richtung  frei  sind,  dieselbe  Biegsamkeit  und  dieselbe  Starke 
haben  wie  eine  Säule  von  demselben  Material  und  Querschnitt,  die  an 
beiden  P^nden  festgemacht  und  von  der  doppelten  Länge  ist.  Dieses 
Ergebnis  ist  in  Gl.  (145)  und  (146)  ausgedrückt. 

662.  UnYoUkoninieiiheit  der  Elastizität.  Dauernde  Deforma- 
tion. Das  Thema  der  den  gewöhnlichen  Substanzen  anhaftenden  Un- 
Vollkommenheit  der  Elastizität  und  der  Elastizitätsgrenzen  ist  viel  zu 
umfassend,  um  in  diesem  Kapitel  behandelt  zu  werden;  aber  einige 
Andeutungen  über  das  Verhalten  gewöhnlicher  Materialien  müssen 
gemacht  werden.  Unter  gewissen  Umständen  scheint  es  tatsächlich 
selbst  nach  starken  Deformationen  eine  vollkommene  Rückkehr  zar 
ursprünglichen  Gestalt  zu  geben ;  z.  B.  wird  eine  Elfenbein-  oder  Stahl- 
kugel, wenn  man  sie  auf  eine  Marmortafel  herunterfallen  läßt,  merklich 
abgeplattet  und  gewinnt  dann  ihre  vollkommene  Kugelgestalt  wieder. 
Anderseits  gibt  es  Umstände,  unter  denen  die  Wiederherstellung  nur 
näherungsweise  erfolgt;   einem  Eisen-  oder  Stahldraht  kann  nur  eine 
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m&ßigeVerlängeraDg  erteilt  werden,  ohne  daß  sie  Ursache  einer  dauernden 
Verlängerung  wird.  Femer  scheint  die  Fähigkeit  der  Körper,  ihre 
Gestalt  wiederzugewinnen,  von  der  Zeit  abhängig  zu  sein,  während 
welcher  der  Körper  in  deformiertem  Zustande  erhalten  wird.  Ein  für 
lange  Zeit  in  Dehnung  erhaltenes  Gummiband  erweist  sich  seiner  Fähig- 
keit, sich,  wieder  zusammenzuziehen,  verlustig  gegangen,  ebenso  ein 
eisernes  Band.  Es  scheint,  daß  das  Material  im  Verlaufe  der  Zeit  eine 
neue  molekulare  Anordnung  annimmt,  in  der  die  potentielle  Energie 
des  Zuges  nicht  mehr  vorhanden  ist.  Wenn  der  Körper  diesen  neuen 
inneren  Zustand  annimmt,  wird  die  Energie  in  situ  zerstreut.  Man 
sagt  dann  von  der  Substanz,  daß  sie  eine  dauernde  Deformation  er- 
litten hat. 

Die  Verlängerung  eines  Drahtes,'  selbst  wenn  er  keine  vollkommene 
Wiederherstellung  nach  Entfernung  des  Zwanges  erfährt,  ist  annähernd 
proportional  der  dehnenden  Kraft.  Die  Dilatationskurve  (die  Abscissen 
stellen  die  Dilatationen,  die  Ordinaten  den  Zug  dar)  ist  zuerst  eine 
gerade  Linie,  nachher  nehmen  die  Dilatationen  schneller  zu  als  der 
Zug,  und  die  Kurve  ist  nach  unten  konkav.  Bei  noch  weiterer  Elonga- 
tion  erreicht  der  Zug  die  sog.  Elastizitätsgrenze,  und  eine  kleine 
Zunahme  der  dehnenden  Kraft  bewirkt  eine  bedeutende  Zunahme  der 
Länge.  Das  Objekt  hat  angefangen  an  gewissen  Stellen  plastisch 
zu  werden. 

663.  Wirkung  der  abwechselnden  Anwendung  und  Auf* 
hebung  des  Zwanges  auf  die  Elastizitätsgrenzen.  Man  hat  beob- 
achtet, daß,  wenn  ein  —  nicht  zu  starker  —  Zug  eine  Reihe  von  Malen 
nacheinander  angewandt  und  wieder  aufgehoben  wird,  die  Substanz 
einen  stationären  Zustand  annimmt,  in  welchem  die  durch  die  An- 
wendung des  Zwanges  hervorgerufene  Dilatation  mit  seiner  Aufhebung 
wieder  aufhört.  Ein  analoges  Ergebnis  zeigt  sich,  wenn  andere 
Änderungen  durch  Anwendung  von  Zwang  erzeugt  werden  —  z.  B. 
Änderungen  im  induzierten  Magnetismus  eines  Eisendrahtes  unter  der 
Wirkung  einer  magnetisierenden  Kraft.  Mit  der  Anwendung  und  Auf- 
hebung dehnender  Kraft  und  seitlichen  Druckes  finden  quasi  elastische 
Änderungen  der  Magnetisierung  statt,  die  erst  nach  einer  beträcht-' 
liehen  Anzahl  von  Anwendungen  und  Aufhebungen  der  Beanspruchung 
einen  konstanten  Wert  annehmen.  Also  scheint  es,  daß  durch  den 
Zwang  in  dem  Eisen  eine  molekulare  Änderung  erzeugt  wird,  die  von 
verwandter  oder  gleicher  Natur  ist  wie  die  bei  der  Magnetisierung  in 
Betracht  kommende  molekulare  Änderung,  und  die  nach  wiederholter 
Anwendung  und  Aufbebung  der  Beanspruchung  einen  konstanten  Wert 
annimmt. 

Man  hat  femer  experimentell  an  Drähten  beobachtet,  daß  die 
meisten  einer  raschen  Folge  von  Dehnungen  und  Zusammenziebungen 
ausgesetzten  Substanzen  eine  Verringerung  der  den  Zusammenhang  der 
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Teile  zerreißenden  Beanspracbung,  der  sog.  Zugfestigkeit,  aufweisen. 
Ferner  ist,  wenn  ein  Draht  durch  ganz  allmähliche  Steigerung  der 
Belastung  his  zum  ZerreilSungsp unkte  gedehnt  wird,  die  hierzu  er- 
forderliche Beanspruchung  sehr  wesentlich  größer,  als  wenn  die  Be- 
lastung plötzlich  ToUzogen  wird;  es  scheint,  daß  der  Draht  durch  die 
allmähliche  Behandlung  „temperiert^  und  zu  größerer  Festigkeit  ^ei^ 
zogen  *^  wird. 

Die  langsame  Dehnung  von  Drähten,  die  unter  Belastung  stehen, 
ist  ein  Gegenstand  sehr  interessanter  Beobachtung.  Bei  geringer 
Belastung  vollzieht  sich  die  Dehnung  momentan,  bei  etwas  größerer  immer 
noch  in  kurzer  Zeit;  nähert  sich  indessen  die  Belastung  der  kritischen, 
so  erstreckt  sich  die  Dehnung  über  eine  beträchtliche  Zeit,  und  es  ist 
schwer,  diese  Zeit  abzuwarten  und  zu  bestimmen,  weil  die  Dehnung 
mit  fortschreitender  Zeit  immer  geringer  wird  und  annähernd  wie  eine 
Exponentialfunktion  der  Zeit  (mit  negativem  t  im  Exponenten)  verliaft 

Für  Jede  feste  Substanz  gibt  es  eine  Grenze,  jenseits  deren  sie 
nicht  beansprucht  werden  kann,  ohne  dauernde  Deformation  zu  er- 
leiden; diese  Grenze  heißt  „Elastizitätsgrenze*'.  Bei  einem  und 
demselben  Stoffe  kann  sie  sehr  verschieden  sein,  je  nach  der  Art  der 
Beanspruchung,  und  es  ist  demgemäß  zu  unterscheiden  zwischen  Deh- 
nungsgrenze, Biegungsgrenze,  Torsionsgrenze  u.  s.  w.  Unterhalb  der 
Elastizitätsgrenze  besitzt  der  StofE  „elastische  Vollkommenheit",  d.  h.  er 
kehrt  nach  Aufhebung  der  Beanspruchung  genau  in  den  Anfangszostand 
zurück,  sei  es  sofort,  sei  es  (nach  stärkerer  Beanspruchung)  allmählich. 
Übrigens  ist  die  Elastizitätsgrenze  keine  eigentlich  bestimmte,  mathe- 
matische Größe,  die  sich  beliebig  genau  angeben  läßt;  sie  hängt  viel- 
mehr in  hohem  Maße  von  der  Feinheit  der  Feststellung  einer  dauernden 
Deformation  ab:  je  empfindlicher  diese  Feststellung,  desto  tiefer  her- 
unter rückt  ]ene  Grenze;  in  der  Praxis  muß  man  daher  eine  Über- 
einkunft treffen,  was  man  als  dauernde  Deformation  —  z.  B.  bei  der 
Dehnung  Va  ^^  ^^^  ^^  —  gelten  lassen  will. 

Charakteristisch  für  eine  Substanz  ist  ferner  die  gegenseitige  Lage 
ihrer  beiden  kritischen  Punkte,  der  Elastizitätsgrenze  und  der  Festig- 
keitsgrenze; bei  manchen,  wie  Glas  (bei  normaler  Temperatur),  fällt 
die  letztere  mit  der  ersteren  nahe  zusammen,  solche  Stoffe  heißen  spröde; 
bei  anderen  kann  man  starke  dauernde  Deformation  hervorrufen,  ohne 
ihren  Zusammenhang  zu  gefährden  —  solche  Stoffe,  wie  Blei,  heißen 
plastisch  oder  geschmeidig.  In  Wahrheit  sind  vermutlich  alle 
Stoffe  unter  geeigneten  Umständen  plastisch.  Diese  Plastizität  woHen 
wir  nun  noch  etwas  genauer  ins  Auge  fassen. 

664.  Plastizität.  Grenzdruck.  Viele  Stoffe  geraten,  wenn  sie 
genügend  großen  Beanspruchungen  unterworfen  werden,  in  einen  Zustand, 
in  dem  sie  fortdauernd  ihre  Gestalt  ändern;  sie  kommen,  wie  man  sagea 
kann,  in  „Fluß",  verhalten  sich  also  in  gewisser  Hinsicht  wie  Flüssig- 
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keiten.  Wird  dann  der  Drack  beseitigt,  so  haben  sie  eine  neue  Gestalt 
angenommen,  die  sie  nun  dauernd  bewahren.  Ein  naheliegendes  Bei- 
spiel sind  die  Münzen,  die  aus  Gold-,  Silberscheiben  oder  dergl.  durch 
den  Druck  des  Stempels  hergestellt  werden  und  ihren  Kopf,  ihr  Wappen, 
ihre  Inschrift  nun  für  Jahrhunderte  konservieren. 

Besonders  interessante  Versuche  über  die  Plastizität  und  den  Flufi 
fester  Stoffe  sowie  über  den  Greozdruck,  bei  dem  der  Fluß  eintritt, 
die  „Solidität^,  hat  Tresca  (M6m.  de  TAcad.  des  Sciences,  Paris, 
Bd.  XVIII  u.  XX,  1868  u.  1872)  angestellt.  Es  wurde  z.  B.  Blei  aus 
einer  Öffnung  im  Boden  eines  Gefäßes  herausgetrieben  u.  s.  w.  Dabei 
ergab  sich  als  Grenzdruck  für  Blei  rund  200000  g  für  das  Quadrat- 
zentimeter. 

Ist  G  der  Grenzdruck  und  wird  ein  größerer  Druck  Gi  angewandt, 
so  setzt  sich  der  Fluß  fort,  wenn  auch  nicht  unbegrenzt.  Es  kann 
nämlich  vorkommen,  daß  mit  fortschreitendem  Fluß  die  angreifenden 
Kräfte  sich  dem  Werte  G  nähern,  z.  B.  beim  Druck  auf  einen  Stab,  der 
dabei  nicht  nur  an  Länge  einbüßt,  sondern  auch  an  Querschnitt  zu- 
nimmt, 80  daß  der  Druck  für  die  Querschnitt seinheit  abnimmt.  Ein 
sehr  bezeichnendes  Beispiel  dieses  Verhaltens  liefert  der  Druck  einer 
Linse  (Kugelfläche)  gegen  eine  ebene  Platte  desselben  Materials;  hier 
paßt  sich  —  bei  plastischen  Substanzen  —  der  Körper  einem  bestimmten 
Einheitsdrucke  an,  den  man  als  Grundlage  für  eine  exakte  Definition 
der  Härte  plastischer  Körper  benutzen  kann  [vergl.  Auerbach,  Wied. 
Ann.  Bd.  45  (1892)]. 

Bei  einer  Flüssigkeit  ist  der  Grenzdruck  natürlich  null.  Bei 
Körpern,  die  an  der  Grenze  zwischen  beiden  Aggregatzuständen  stehen, 
wie  Pech  oder  erwärmtes  Siegellack,  ist  eine  gewisse  „Solidität"  vor- 
handen. Wenn  ein  Stab  aus  derartigem  Material  gebogen  und  das 
biegende  Kräftepaar  dann  plötzlich  entfernt  wird,  so  geht  die  Biegung 
um  einen  gewissen  Betrag  zurück,  als  ob  die  Substanz  wirkliche  Gestalts- 
elastizität besäße.  Man  muß  indes  bedenken,  daß  für  den  Widerstand 
eines  elastischen  Körpers  gegen  Biegung  beide  Elastizitätsmoduln  eines 
isotropen  Körpers  in  Betracht  kommen.  Der  zähe  Stab  bietet  also 
einen  Gestaltwiderstand  dar,  der  von  der  Geschwindigkeit  der  Gestalt- 
änderung abhängt;  außerdem  aber  einen  wahren  Volumenwiderstand. 
Jener  ist  sehr  groß,  selbst  für  kleine  Deformationsgrade.  Die  kom- 
primierten und  dilatierten  Teile  können  sich  von  der  erfahrenen  Volumen- 
änderung nicht  sofort  befreien,  weil  die  Rückveränderung  des  Volumens 
nur  mit  einer  gleichzeitigen  Gestaltänderung  vor  sich  gehen  kann,  die 
ihrerseits  Zeit  braucht.  Wird  also  das  angreifende  Kräftepaar  ent- 
fernt, so  findet,  infolge  der  Reaktion  gegen  Kompression  und  Dilatation, 
elastische  Rückkehr  statt;  wird  dagegen  das  Kräftepaar  aufrecht  er- 
halten, so  hilft  sich  die  Substanz  durch  seitliche  Dilatation  der  kom- 
primierten und  seitliche  Kontraktion  des  dilatierten  Gebietes,  und  es 
tritt  ein  gewisser  Grad  von  Rückbiegung  ein. 
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Übrigens  ist  es  wahrscheinlich,  daß  Pech,  wenn  es  rasch  und 
periodisch  wechselnder  Beanspruchung  von  geringem  Betrage  unter- 
worfen wird,  eine  wirkliche  Solidit&t  besitzt;  denn  wenn  man  ein  Stück 
Pech  in  Glockenform  gießt,  gibt  es  beim  Anschlagen  einen  richtigen 
musikalischen  Ton  Yon  bestimmter  Höhe  von  sich,  ein  Beweis,  daß  die 
Gegenkraft  mit  der  Abweichung  der  Glocke  Yon  ihrer  mittleren  oder 
Gleichgewichtsgestalt  proportional  ist. 

Dies  gilt,  wie  gesagt,  für  periodische  Beanspruchung;  bei  stetiger, 
wenn  auch  kleiner  Beanspruchung  dagegen  —  es  genügt  hierzu  das 
eigene  Gewicht  des  Pechs  —  gibt  es  allmählich  nach  und  fließt  schließlich 
in  eine  dünne  Schicht  aus.  Bei  anderen  Stoffen  ist  hierzu  schon  eine 
größere  Kraft  erforderlich,  bei  Blei  eine  sehr  große,  und  bei  yielen 
MetaUen  ist  die  Solidität  so  groß,  daß  überhaupt  kein  noch  so  geringer 
und  noch  so  langsamer  Fluß  stattfindet.  So  hat  man  z.  B.  in  alten 
Gräbern  und  in  den  Ruinen  alter  Städte  Ornamente,  Schmuckstücke 
und  Kunstwerke  aus  Gold,  Silber  oder  Bronze  gefunden,  die  Tausende 
von  Jahren  alt  sind  und  doch  alle  Linien  und  Feinheiten  noch  mit 
solcher  Schärfe  aufweisen,  als  ob  sie  eben  erst  hergestellt  worden  wären. 

665.  Zähigkeit  der  festen  Körper.  Von  den  hier  betrachteten 
Eigenschaften  der  festen  Körper  wohl  zu  unterscheiden  ist  ihre  Zähig- 
keit oder  innere  Reibung,  in  dem  in  §  343  (S.  373)  und  §  348  (S.  376) 
erläuterten  Sinne.  Die  Gestaltänderung  eines  festen  Körpers  involviert 
eine  relative  Bewegung  seiner  kleinsten  Teile  gegeneinander,  und  dieser 
Bewegung  leisten  die  Reibungskräfte  Widerstand.  Dies  wird  in  sehr 
einfacher  Weise  durch  die  Tatsache  bewiesen,  daß  die  Schwingungen 
einer  Stimmgabel  weit  rascher  abklingen,  als  es  nach  der  Energieabgabe 
an  die  umgebende  Luft,  d.  h.  nach  der  äußeren  Reibung  allein,  zu  er- 
warten wäre;  viel  kräftiger  als  diese  äußere  muß  also  die  innere  Reibung 
sein;  ähnliches  folgt  aus  den  Erscheinungen  der  Torsions  Schwingungen 
u.  a.  m.  £)s  ist  dies  sogar  eine  mit  Vorteil  angewandte  Methode,  um 
die  innere  Reibung  zu  messen. 

666.  Elastisclie  Ermüdung.  Innere  Reibung  der  festen 
Körper.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  in  den  erwähnten  Fällen,  besonders 
bei  Torsionsschwingungen,  die  Abnahme  der  Amplituden  (unter  gewissen 
Umständen,  die  noch  nicht  völlig  klar  gestellt  sind)  von  der  Zeit  ab- 
hängt, während  deren  die  Schwingungen  bereits  unterhalten  wurden. 
Derartige  Versuche  hat  Lord  Kelvin  im  Jahre  1865  angestellt  (Proc. 
R.  Soc,  Mai  1865);  sie  zeigten,  daß  ein  Draht,  der  tage-  oder  wochen- 
lang in  Schwingungen  erhalten  wurde,  eine  wesentlich  stärkere  Dämpfung 
besaß  als  ein  anderer,  der  während  dieser  Zeit  in  Ruhe  blieb.  Diese 
Ergebnisse  stimmen  freilich  nicht  mit  den  späteren  von  Streintz  (Pogg. 
Ann.  S.  153,  1874),  Pisati  (Sitz.-Ber.  Wien.  Ak.  80  (2),  1879)  u.  a., 
welche  das  entgegengesetzte  Resultat  erhielten. 
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Die  Z&bigkeit  einer  großen  Zahl  yon  Drähten  bei  verschiedenen 
Temperaturen  ist  Ton  Blyth  und  Dunlop  und  dem  Verfasser  dieses 
Werkes  untersucht  worden,  mit  dem  Ergebnis,  daß  in  Stahl,  Messing 
und  Kupfer  (Handels-  wie  reinem  Kupfer)  die  Dämpfung,  also  auch  die 
innere  Reibung  bei  90^  merklich  größer  ist  als  bei  150;  nur  bei  einem 
Draht  aus  Neusilber  verhielt  es  sich  umgekehrt.  Man  hätte  erwarten 
sollen,  daß  sich  alle  Metalle  wie  das  Neusilber  verhielten,  weil  mit 
steigender  Temperatur  eine  Annäherung  an  den  Zustand  der  Flüssig- 
keiten stattfindet,  deren  innere  Reibung  natürlich  sehr  viel  kleiner  ist 
als  die  der  festen  Körper.  Auch  W.  Voigt  hat  eine  systematische 
Untersuchung  der  Zähigkeit  der  Metalle  angestellt  (Wied.  Ann.  S.  47, 
1892),  aber  nur  für  Kupfer  und  Nickel  Ergebnisse  erhalten,  die  als 
reiner  Ausdruck  der  inneren  Reibung  anzusehen  sind  (die  Zahlenwerte 
der  Zähigkeit  sind  hier,  wie  zu  erwarten,  ganz  kolossal);  für  die  übrigen 
Metalle  kompliziert  sich  die  Deutung  der  Resultate  durch  die  offenbare 
Mitwirkung  der  elastischen  Nachwirkung  und  event.  noch  anderer 
Faktoren. 

Von  Wichtigkeit  ist  femer,  daß  auch  die  Schwingungsdauer  (Voigt) 
und  die  Schwingungsweite  (Gray,  Blyth  und  Dunlop)  von  Einfluß 
auf  das  Dämpfungsverhältnis  ist;  es  bedarf  daher  noch  weiterer  Auf- 
klärung dieser  Fragen. 

667.  Resilienz  eines  deformierten  Körpers.  Wirkung  der 
plötzlichen  Anwendung  einer  Kraft.  Rein  sprachlich  bedeutet 
Resilienz  eines  deformierten  Körpers  die  Reaktion  desselben  gegen  die 
angewandten  deformierenden  Kräfte,  die  Tendenz  zurückzuspringen. 
In  der  wissenschaftlichen  Elastizitätslehre  benutzt  man  indessen  den 
Ausdruck  in  etwas  anderem  Sinne,  man  versteht  darunter  die  bei  einer 
gegebenen  Deformation  eines  Körpers  geleistete  Arbeit. 

Wenn  der  elastische  Widerstand  dem  Hookeschen  Gesetze  genügt, 
so  ist  das  Maß  der  Resilienz  offenbar  das  Produkt  aus  der  zuletzt  an- 
gewandten Kraft  und  der  halben  zuletzt  stattfindenden  Deformation. 
Wird  z.  B,  eine  Spiralfeder  durch  ein  Gewicht  von  6  kg  um  60  cm  aus- 
gezogen, so  ist  ihre  Resilienz  in  erg: 

-^  X  6  X  1000  X  60  X  981  =  176  580  000, 

oder  in  Meterkilogrammen: 

^  X  6  X  0,6  =  1,8. 

Yon  der  Beanspruchung  wird  hier  angenommen,  daß  sie  in  kleinen 
Stufen  gesteigert  werde.  Wenn  die  Endkraft  gleich  in  voller  Höhe 
plötzlich  einsetzte,  so  würde  eine  Dehnung  eintreten,  doppelt  so  groß 
wie  die  vorige.  Denn  das  Gewicht  würde  bei  der  Dehnung  der  Feder 
nach  unten  rücken,  seine  Geschwindigkeit  würde  sich  steigern,  bis  die 
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nach  oben  gerichtete,  von  der  Dehnung  herrührende  Gegenkraft  gerade 
gleich  dem  Gewichte  wäre,  dann  würde  sie  ebensolange  wieder  ab- 
nehmen, das  Gewicht  also  im  ganzen  herabsinken,  so  lange,  bis  die  nach 
oben  gerichtete  elastische  Kraft  gleich  dem  doppelten  Gewichte  wäre. 
Dann  erst  kehrt  das  Gewicht  um,  die  Feder  zieht  sich  entsprechend 
zusammen,  und  es  beginnt  eine  Reihe  von  auf  und  ab  gerichteten,  all- 
mählich abnehmenden  Schwingungen. 

Diese  Betrachtung  wird  dem  Leser  zugleich  klar  machen,  wie  es 
kommt,  daß  ein  Körper  durch  eine  plötzliche  Beanspruchung  brechen 
kann,  während  er  eine  ebensogroße,  wenn  sie  ganz  allmählich  angewandt 
wird,  ohne  Schaden  ausbält.  Es  ist  das  der  Gegensatz  zwischen 
statischer  und  dynamischer  Festigkeit;  der  extreme  Fall  der  letztere!) 
ist  die  Stoßfestigkeit. 

Der  Betrag  der  Arbeit,  die  der  Körper  wieder  abgibt,  wenn  ihm 
erlaubt  wird,  in  seine  ursprüngliche  Konfiguration  zurückzukehren,  kann 
unter  Umständen  merklich  yerschieden  sein  von  der  bei  seiner  Deforma- 
tion geleisteten,  und  zwar  selbst  in  dem  Falle,  daß  das  Hookesche 


Kraft 


Xnft 


Gesetz  für  den  betreffenden  Vorgang  erfüllt  ist.  Man  kann  sich  das 
durch  graphische  Darstellung  nach  der  in  §  187  (S.  198)  angegebenen 
Art  leicht  klar  machen.  Nimmt  man  nämlich  als  Abscissen  die  Kräftet 
als  Ordinaten  die  Deformationen,  so  erhält  man  eine  Kurve  der  auf- 
steigenden Deformationen  OBC  (Fig.  373).  Für  absteigende  Kräfte 
wird  dann  die  Kurve  eine  andere,  CB'O^  und  zwar  liegt  sie  überall 
höher  als  die  erste  Kurve;  bei  jeder  unvollkommenen  Federwage  kann 
man  das  ganz  im  groben  sehen.  Die  entsprechenden,  von  der  Abscissen- 
axe,  der  Endordinate  und  der  Kurve  eingeschlossenen  Flächen,  also 
OPCBO  bezw.  OjPCjB'O  sind  die  betreffenden  Arbeiten,  ibre  Differcnx, 
d.  h.  die  von  den  beiden  Kurven  eingeschlossene  Fläche  OBCB'0,isi 
daher  die  bei  dem  „Kreisprozeß"  anscheinend  verloren  gegangene,  in 
Wahrheit  aber  zerstreute  (in  Wärme  und  innere  Zustandsänderung  des 
Körpers  übergegangene)  Energie.  Soweit  der  allgemeine  Fall  Ist 
speziell  das  Hookesche  Gesetz,  und  zwar  für  Hin-  und  Rückweg,  er- 
füllt, so  ist  ein  Kreisprozeß  dieser  Art  nicht  möglich,  da  die  Kurven 
dann  gerade  Linien   sind    und  folglich,  wenn  sie  gleiche  Elndpuokte 
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haben,  zusammenfallen  müssen.  Es  kann  aber  (Fig.  374)  yon  C  aas 
die  absteigende  Gerade  CB'O'  über  der  aufsteigenden  verlaufen,  sie 
endet  dann  aber  in  einem  Punkte  0'  über  dem  Nullpunkt;  der  Prozeß 
ist  ungeschlossen,  es  ist  am  Schlüsse  eine  permanente  Deformation  vor- 
handen,  die  dann,  infolge  der  „elastischen  Nachwirkung",  event.  noch 
nacbträglicb  allmählich  verschwindet. 

668.    Besilienz  eines  gedrillten  Stabes  oder  Schaftes.     Die 

Resilienz  eines  gedrillten  Stabes  findet  man  offenbar,  indem  man  das 
Endkräftepaar  L  mit  der  Hälfte  des  Winkels  b  multipliziert,  um  den 
das  eine  Ende  gegen  das  andere  gedrillt  worden  ist.     Man  hat  also: 

R  =  ]-Ld (U8) 

Das  Kräftepaar  ist  aber  für  einen  geraden  kreiszylindrischen  Stab 

WO  r  der  Querschnittradius,  l  die  Länge  und  n  der  Torsionsmodul  ist; 
also  wird  . 

Entsprechend  wird  für  eine  gerade  zylindrische  Röhre 

i?  =  --  nJ.  y  e« (149) 

wo  A  der  Querschnitt  und  k  sein  Trägheitsradius  ist. 

Versteht  man  unter  0^  den  Torsionswinkel,  den  der  Stab  eben 
noch  ertragen  kann,  ohne  daß  die  äußersten  Schichten  ins  Fließen 
kommen,  so  hat  man 

^'  =  T  "  T  ^''^ 

anderseits  ist  das  der  Drehung  des  äußersten  Mantels  widerstehende 
Kräftepaar 

r  =  2nn  -y-  öl, 

und  die  Fläche  ist  2nrdr.  Daher  ist  die  Tangentialkraft  pro  Flächen- 
einheit, welche  in  dem  Querschnitte  der  Scherungsdeformation  Wider- 
stand leistet,  gleich  nrOi'l  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  gleich  i^. 
Damit  wird  aber  der  Wert  des  Kraftepaares 

Li=jVr' (150) 

Wird  nun  jeder  Teil  des  Querschnittes  bis  zum  Grenzdruck  defor- 
miert, so  geben  die  äußeren  Schichten  nach  und  geraten  ins  Fließen; 
das  weiterer  Drehung  widerstehende  Kräftepaar  ist  dann 


766  Fünfzehntes  KapiteL 

Li  =  2n  {  fix^dx  =^  f}r^      ....     (151) 

0 

also  das  4, 3  fache  von  X]. 

669.  Torsion  einer  Welle  fnr  Kraftübertragung.  Im  Falle 
einer  Welle,  die  zur  Kraftübertragung  mittels  Torsion  dient,  ist  das 
Kräftepaar  X  =  J  ff  nr^Ol,  und  der  Betrag  an  Arbeit,  der  in  der  Minute 
geleistet  wird,  ist  (^nnr^O  l)2nX  oder  n^nNr^H  /,  wo^  die  Touren- 
zahl pro  Minute  ist  Geht  man  zu  Pferdestärken  P  über,  die  sich  auf 
die  Sekunde  beziehen,  und  deren  eine  75  Meterkilogrammen  entspricht, 
so  erhält  man 

n'^nN .  —  =r  P  X  60  X  75 
=  4500  P. 

Nun  ist  der  größte  Scherungsdruck ,  den  man  dem  Material  zumuten 
darf,  er  heiße  S,  gleich  nrO/Jt  es  wird  also 

n^NSr^  =  4500  P 
oder 

4_500  P (1-2) 

~"  n^S    N 

hieraus  ergibt  sich  der  Radius,  den  man  der  Welle  zu  geben  hat. 

Für  Stahl  beispielsweise  kann  man  in  runder  Zahl  S  für  das 
Quadratzentimeter  zu  1000kg  ansetzen,  also  für  das  Quadratmeter, 
das  man  nehmen  muß,  da  auch  P  sich  auf  Meter  bezieht,  zu  10000000  kg; 
so  erhält  man  in  Metern: 

r  =  t/"~^^^^ir7Z (153) 

\  9,87   X   107     N 
oder  in  Zentimetern: 

(154) 


=  3,.f| 


Es  herrscht  keine  Libereinstimmung  unter  den  Fachleuten  über  die 
Frage,  welche  (rröße  das  wahre  Maß  sei  für  die  Tendenz  einer  Substanz, 
den  Zusammenhang  ihrer  Teile  trotz  angreifender  Kräfte  zu  bewahren. 
Coulomb  nahm  an,  daß  es  die  größte  in  ihr  hervorgerufene  Scheniog, 
Poncelet  und  später  St.  Venant,  daß  es  die  größte  Dilatation  &ei; 
nach  Tresca  und  G.  H.  Darwin  ist  die  maximale  Differenz  zwischen 
der  größten  und  der  kleinsten  llauptspannung  maßgebend,  ein  Malh 
das  eher  mit  dem  Coulombschen  verwandt  ist. 

IJeim  Druck  einer  Kugelfläche  gegen  eine  ebene  Fläche  desselben 
spröden  Materials  ist,  wie  Auerbach  bei  seinen  Versuchen  zur  ab- 
soluten Härtemessung  nachwies,  der  Grenzdruck,  bei  dem  der  erste 
Sprung  eintritt,  verschieden  je  nach  dem  Radius  der  Linse. 
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Eine  sehr  eingehende  Untersuchung  dieser  Frage  hat  neuerdings 
Voigt  durchgeführt  und  gefunden,  daß  im  allgemeinen  weder  die 
Deformationen  an  sich  noch  die  Spannungen  an  sich  entscheidend  sind 
für  das  Zerreißen,  sondern  daß  die  Verhältnisse  weit  verwickelter  sind; 
es  kann  jedoch  hier  darauf  nicht  näher  eingegangen  werden. 

In  der  Praxis  pflegt  man  den  Druck  u.  s.  w.,  unter  welchem  das 
Material  Schaden  erleiden  würde ,  durch  eine  Zahl  /  zu  dividieren ,  die 
man  den  „Sicherheitsfaktor"  für  die  betreffende  Art  der  Be- 
anspruchung nennt,  und  für  den  man,  je  nach  den  Umständen,  Werte 
zwischen  3  und  12  wählt.  Das  Nähere  hierüber  findet  man  in  den 
praktischen  Lehrbüchern  der  Elastizität  und  Festigkeit. 


670.  Stoß  elastischer  Kugeln.  Die  Lehre  vom  elastischen  Stoß 
ist  zu  ausgedehnt ,  um  hier  ausführlich  behandelt  werden  zu  können. 
Übrigens  ist  das  Problem  in  strenger,  von  der  Lehre  von  den  elasti- 
schen Schwingungen  ausgehender  Theorie  bisher  nur  für  Kugeln  gelöst 
und  vollständig  durchgeführt  worden,  in  einer  außerordentlich  inter- 
essanten Abhandlung  von  Hertz,  in  der  iiie  Geschwindigkeiten  nach 
dem  Stoße,  die  Stoßfläche,  die  Stoßdauer,  kurz  alle  in  Betracht  kom- 
menden Größen  exakt  abgeleitet  werden.  Es  kann  hier  darauf  nicht 
eingegangen  werden;  wir  müssen  uns  mit  einigen  einfachen  Betrach- 
tungen begnügen. 

Newton  fand,  daß,  wenn  zwei  elastische  Kugeln  sich  in  der  ihre 
Mittelpunkte  verbindenden  geraden  Linie  bewegen  und  dann  zusammen- 
stoßen, ihre  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stoße  zu  denen  vor  dem  Stoße 
in  einer  von  der  Natur  der  Körper  abhängigen  Beziehung  stehen.  Sind 
nämlich  ii|  und  u^  die  Geschwindigkeiten  vor,  Vi  und  v^  die  nach  dem 
Stoße,  und  m^  und  m^  die  Massen  der  Kugeln ,  so  hat  man  für  die  Be- 
wegungsgröße vor  dem  Stoße  m^  u^  4~  ^2^2*  ^^^  ^^  ^i^^  °^c^  ^^^ 
dritten  Bewegungsgesetze  auch  die  Bewegungsgröße  nach  dem  Stoße 
sein  muß,  erhält  man  die  Gleichung 

Die  AnnäheruDgsgeschwindigkeit  der  Kugeln  aneinander  war  vor  dem 
Stoße  ii|  —  U21  nachher  ist  die  Trennungsgeschwindigkeit  V2  —  Vi) 
setzt  man  nun,  nach  Newton,  diese  beiden  Differenzen  in  ein  be- 
stimmtes Verhältnis  e  zueinander,  so  bekommt  man  die  zweite  Gleichung 

V2  —  Vi  =  e  (mi  —  üj). 

Die  Zahl  e  kann  man  den  Restitutionskoeffizienten  der  Kugeln  nennen. 
In  allen  Fällen  von  Zusammenstößen  zwischen  zwei  Körpern  muß 
die  von  dem  einen  Körper  in  irgend  einer  Richtung  eingebüßte  Be- 
wegungsgröße gleich  der  von  dem  anderen  Körper  in  derselben  Rich- 
tung gewonnenen  Bewegungsgröße  sein,  und  zwar  gilt  dies  nicht  nur 
für  den   Vergleich   des   Zustandes   vor   dem   Zusammenstoße   mit  dem 
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nachher,  sondern  auch  für  jede  Phase  des  Zasammenstoües  seihst.  Nun 
muß  es  in  dem  hier  betrachteten  Falle  offenbar  einen  Moment  während 
des  Stoßes  geben,  in  welchem  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Körper 
einander  gerade  gleich  sind  —  und  zwar  offenbar  gleich  der  Geschwin- 
digkeit des  Schwerpunktes  der  beiden  Körper  vorher  wie  nachher  (denn 
nach  dem  Schwerpunktssatze  ändert  sich  diese,  wie  wir  wissen,  nicht). 
Diese  Geschwindigkeit  sei  F,  dann  gilt  die  Gleichung: 

Aus  diesen  und  den  früheren  Gleichungen  folgt  aber,  wie  man  leicht 
nachweist: 

F  —  r,  =  c(ui  —  F),     r,  —  F  =  c(F  —  1*2)  .    ,     (155) 

Aber  u^  —  F  war  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  iiti  vor  dem  Stoße 
relativ  zum  Schwerpunkte,  und  F  —  t^i  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Schwerpunktes  gegenüber  der  Kugel  m,  nach  dem  Stoße.  Diese  relative 
Geschwindigkeit  wird  also,  wie  man  sieht,  durch  den  Stoß  erstens  der 
Richtung  nach  umgekehrt  und  zweitens  der  Größe  nach  im  Verhältnie 
von  e  :  1  geändert;  und  zwar  gilt  dies,  wie  die  Doppelgleichung  (155) 
lehrt,  für  beide  Kugeln. 

Da  die  Wirkungen  der  Kugeln  aufeinander  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sind,  muß  die  Geschwindigkeit  F  des  Schwerpunktes  der  Kugeln 
während  des  Stoßes  stets  gleich  der  Geschwindigkeit  der  Berührungs- 
fläche sein.  War  also  z.B.  1*3  =  0,  so  folgt  aus  Gl.  (155):  t?^ —  V=€V, 
Nimmt  man  außerdem  an,  daß  e  =  1  ist,  was  für  Kugeln  aus  toII- 
kommen  elastischem  Material,  also  z.  B.  für  Kugeln  aus  Elfenbein  oder 
Stahl,  nahezu  erfüllt  ist,  so  erhält  man: 

^=   2  "^^^^^^ 

das  ist  die  schon  in  §  145  (S.  146)  aufgestellte  Beziehung. 

Im  allgemeinen  Falle  setzt  sich  die  kinetische  Energie  der  beiden 
Kugeln  vor  dem  Stoße  zusammen  aus  der  Energie,  die  sie  haben 
würden,  wenn  sie  sich  beide  mit  der  Geschwindigkeit  ihres  Schwer 
punktes  bewegten,  und  aus  der  Energie  ihrer  Bewegungen  relati?  vm 
Schwerpunkte.     Die  erstere  ist  vorher  wie  nachher: 

2  (»»1  + »«.)  y^ 

die  letztere  ist  vor  dem  Stoße: 


l  „,^iv-u,r+  l  w,(u,  -  rr. 


nach  dem  Stoße: 


e*  [2-  »«1  (^  -  «1)'  +   2"  ""■'  (««  -  ^*]' 
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der  Verlast  betr&gt  also : 

I  (1  -  c«)  [m,  (F  -  «,)«  +  m,(«,  -  Vn 

Diese  Energie  wird  ohne  Zweifel  hauptsächlich  in  Schwingungsenergie 
der  Kugeln,  also  schließlich  in  W&rme  verwandelt,  der  Rest  zum  Teil 
in  die  Energie  der  Lufftschwingungen ,  entsprechend  dem  beim  Zu- 
sammenstoße hervorgerufenen  Ton;  aber  auch  dieser  Teil  geht  schließ- 
lich in  W&rme  über. 

671.  Zusammenstoß  zweier  St&be  mit  ihren  Enden.  Betrachten 
wir  zwei  ähnliche  prismatische  Stäbe,  mit  ebenen  Enden,  von  demselben 
Stoffe  und  von  gleicher  Länge,  mit  ihren  Azen  in  einer  Linie,  auf  ihren 
<2uer8chnitten  ähnlich  gelegen  und  sich  in  der  liichtung  der  gemein- 
samen Aze  bewegend.  Sie  stoßen  mit  ihren  Enden  zusammmen ;  und 
während  die  Enden  die  Dauer  des  Zusammenstoßes  über  in  Kontakt 
bleiben,  läuft  längs  jedes  der  Stäbe  eine  Kompressionswelle  von  dem 
getroffenen  nach  dem  freien  Ende.  Während  jeder  Zeiteinheit  ändert 
sich  die  Bewegungsgröße  in  jedem  Stabe  um  gleich  viel,  und  so  bleibt 
die  Kraft  zwischen  ihnen  während  der  ganzen  Berührungszeit  konstant. 
Nachdem  die  Kompressionswelle  bis  zum  freien  Ende  gelangt  ist,  be- 
ginnt der  Stab  sich  wieder  auszudehnen,  und  eine  Dilatationswelle  läuft 
von  dem  freien  Ende  eines  jeden  Stabes  nach  dem  anderen  Ende  zurück. 
Hat  sie  das  letztere  erreicht,  so  trennen  sich  die  Stäbe  voneinander  mit 
derselben  relativen  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  vor  dem  Stoße  sich 
einander  näherten,  aber  mit  vertauschten  absoluten  Geschwindig- 
keiten. 

Bezeichnen  Vi  und  v^t  die  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stoße,  so  ist 
die  gemeinsame  Geschwindigkeit  ihrer  Enden  während  des  Stoßes 
a(^i  ~i~  ^'2)*  Aber  ein  Teil  des  ersten  Stabes,  der  von  der  Welle  noch 
nicht  erreicht  ist ,  bewegt  sich  noch  mit  der  Geschwindigkeit  Vi ,  und 
folglich  hat  sich  das  Stabstück,  das  die  Welle  bereits  durchlaufen  hat, 
um  Vit  —  \(Vi  +  v^)f,  also  um  \(Vi  — Vj)*  verkürzt.  Die  ursprüng- 
liche Länge  dieses  Stückes  war  aber,  wenn  a  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Welle  ist,  gleich  at.  Folglich  ist  das  anfängliche 
Kompressionsverhältnis,  und  zwar  für  den  einen  Stab  wie  für  den  an- 
deren, gleich  \  (yj  —  ^2)  /  a. 

Jeder  Teil  eines  jeden  Stabes  fährt  fort,  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit t;,  bezw.  V2  zu  bewegen ,  bis  die  Welle  ihn  erreicht.  Sobald  dies 
geschieht,  geht  sie  plötzlich  in  |  (t^i  -|-  v^)  über  und  behält  diesen 
Wert  bei,  bis  die  zurückkehrende  Dilatationswelle  ihn  erreicht,  und 
springt  in  diesem  Augenbhcke  auf  v^  für  den  ersten,  auf  Vi  für  den 
zweiten  Stab. 

Es  sei  bemerkt,  daß  das  Zurückprallen  eines  Stabes  nach  dem 
Stoße  auf  eine  unnachgiebige  Wand  genau  so  stattfindet ,  als  ob  er  in 
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der  hier  beschriebenen  Weise  mit  einem  gleichen,  aich  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegenden  Stabe  la- 
Sammengestoßen  wäre. 

Ganz  anders  —  und  besonders  interessant  —  gestaltet  aich  die 
Sache,  wenn  die  St&be,  ohne  daß  sonst  etwas  ge&ndert  würde,  rerschieden 
lang  genommen  werdeo.  Die  gemeinsame  Geschwindigkeit  der  zu- 
gekehrten  £nden  wird  auch  hier  im  Moment  des  Stoßes  \  (pi  -{-  v^). 
Auch  hier  wird  eine  Kompressions  welle  im  Betrage  \(üi  —  t?^)/^  die 
beiden  St&be  entlang  laufen  und  von  den  freien  Enden  als  Dilatatioos- 
welle  reflektiert  werden.  Auch  hier  wird  der  erste  kürzere  Stab  wie  dort 
mit  der  Geschwindigkeit  v^  von  dem  anderen  abprallen,  gerade  als  ob 
er  mit  einem  Stabe  von  der  eigenen  Länge  zusammengestoßen  wäre. 
Der  längere  Stab  aber  wird  in  einem  Zustande  longitudinaler  Schwin- 
gungen zurückgelassen.     Dieser  Zustand  rührt  her  zunächst  von  der 

Fig.  875. 
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durch  den  Stoß  erzeugten,  ihn  durchlaufenden  Kompressions  welle,  nod 
über  diese  lagert  sich  alsdann,  nachdem  der  kürzere  Stab  abgeprallt 
ist,  eine  zweite,  ähnliche  Schwingung  infolge  des  plötzlichen  Aufhören» 
des  Druckes  auf  das  gestoßene  Ende. 

In  sehr  schöner  Weise  wird  dieser  Vorgang  durch  die  too 
de  Saint-Venant  gegebene  graphische  Darstellung  (Fig.  375)  Tei^ 
anschaulicht  Die  Vertikalaze  ist  die  Axe  der  Stäbe,  die  Uorizontsl- 
axe  ist  die  Zeit.  I,  II  sind  die  Stäbe  vor  dem  Stoße,  i  =  a  ist  der 
Moment  des  beginnenden  Stoßes;  im  Moment  ^  =  b  ist  der  kurze  Stab 
bereits  wieder  spannungslos,  hat  er  wieder  seine  natürliche  Länge  an- 
genommen; er  bleibt  aber  noch  weiter  in  Kontakt  mit  dem  längeren,  da 
dieser  sich  gerade  im  Stadium  der  Dilatation  befindet,  und  erst  zur  Zeit 
t  =  c  findet  die  wirkliche  Trennung  der  Stäbe  statt  Der  kurze  Stab 
geht  dann  als  starrer  Körper  weiter,  der  lange  hingegen  pulsiert  weiter. 
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während  er  sich  als  Ganzes  nach  oben  bewegt;  seine  Bewegung  ist  der 
eines  Warmes  yergleichbar,  der  sich  erst  reckt,  dann  die  hinteren  Glieder 
nachschiebt  o.  s.  w.  Zugleich  erkennt  man  aus  der  Zeichnung  in  den 
gestrichelten  Linien  den  Verlauf  der  Wellen. 

672.  Kristalle.  Kontroyersen  betreffend  die  Elastizitäts- 
konstanten.  Wir  haben  in  diesem  Kapitel  lediglich  die  Elastizitäts- 
Verhältnisse  isotroper  Körper  behandelt.  Für  Kristalle  gestalten  sich 
die  Dinge  natürlich  weitaus  verwickelter,  und  der  uns  zu  Gebote 
stehende  Raum  erlaubt  nicht,  auf  diesen  Gegenstand,  trotz  seiner  großen 
allgemein  physikalischen  Wichtigkeit,  näher  einzugehen.  Nur  wenige 
Worte  mögen  hier  Platz  finden.  Zunächst  kann  jede  der  sechs  Druck- 
komponenten als  homogene  lineare  Funktion  von  Jeder  der  sechs  Dilata- 
tionskomponenten  betrachtet  werden,  so  daß  sich  im  ganzen  36  »Ela- 
stizitätskonstanten^  ergeben  würden  [nämlich  (11)  .  .  .  (16), 
(21)  ...  (26),  U.S.W.].  Da  aber,  wie  Franz  Neumann,  Lord  Kelvin 
und  Kirchhoff  gezeigt  haben,  ein  elastisches  Potential  existiert, 
d.  h.  da  die  sechs  Drucke  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  und 
derselben  homogenen  quadratischen  Funktion  der  sechs  Dilatationen 
sind,  werden  die  Koeffizienten  (12)  und  (21)  u.  s.  w.  notwendig  gleich, 
es  werden  überhaupt  .-tO  von  ihnen  paarweise  gleich,  nur  die  sechs  von 
der  Form  (11)  u.  s.  w.  bleiben  einzeln;  im  ganzen  reduziert  sich  somit 
die  Zahl  der  Elastizitätskonstanten  auf  21.  Weitere  Reduktion  tritt  ein, 
wenn  besondere  Symmetrie  Verhältnisse  vorhanden  sind,  also  bei  allen 
Krystallsystemen  außer  dem  trikiinen;  bei  dem  regulären  System  sind 
nur  noch  drei  Konstanten  vorhanden,  also  nur  eine  mehr  als  bei  iso- 
tropen Körpern. 

Weitere  Reduktion  der  Zahl  der  Konstanten  erhält  man,  wenn 
man  bestimmte  molekulare  Vorstellungen  betreffend  die  Teilchen  der 
Körper  und  ihre  Wechselwirkung  zu  Grunde  legt  und  insbesondere  an- 
nimmt, daß  diese  Wirkung  von  der  Richtung  unabhängig  seL  Für 
isotrope  Körper  führt  diese  Annahme  ebenfalls  eine  Reduktion  der 
Konstantenzahl,  von  2  auf  1,  herbei,  indem  sich  zeigt,  daß  dann  Volumen- 
und  Gestaltelastizität  oder,  wie  man  es  auch  ausdrücken  kann,  Quer- 
kontraktion und  Längsdilatation  in  einem  bestimmten  Verhältnis  zu- 
einander stehen  müssen,  und  zwar  letztere  im  Verhältnis  1:4,  d.  h.  es 
müßte  die  Elastizitätszahl  n  für  alle  isotropen  Stoffe  gleich  1/4  sein. 
Diese  Schlußfolgerung  hat  sich  nicht  bewahrheitet;  und  wenn  gegen 
die  älteren  betrefienden  Versuche  eingewendet  wurde,  daß  dann  eben 
jene  Substanzen  nicht  homogen  waren,  so  läßt  sich  dieser  Einwand 
hinsichtlich  der  neueren  Versuche,  zumal  mit  Jenaer  Gläsern,  nicht 
mehr  aufrecht  erhalten;  denn  diese  Gläser  können  von  der  idealen  Iso- 
tropie höchstens  ganz  unbedeutend  abweichen,  und  sie  liefern  doch, 
wie  Straubel  gezeigt  hat,  ganz  beträchtlich  verschiedene  Werte  vonfi. 
Aber  noch  mehr:  auch  die  für  Kristalle  aus  jener  Vorstellung  sich  er- 

49* 
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gebenden  Beziehungen  zwischen  den  Konstanten  sind,  wie  Voigt  in 
einer  großen  Reihe  von  Arbeiten  gezeigt  hat,  oft*  nicht  annähernd  er- 
füllt. Man  muß  also,  wenn  man  die  Molekulartheorie  aufrecht  erhalten 
will,  die  Annahme  der  Unabhängigkeit  der  Wirkung  von  der  Richtung 
fallen  lassen,  d.  h.  den  Molekeln  zahlreicher  Substanzen  Polarität  so- 
schreiben. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  eine  kleine  Tafel  von  Zahlenwerten  Aer 
Elastizitätskonstanten  für  einige  praktisch  wichtige  Stoffe  beigefägt; 
sie  grOndet  sich  hauptsächlich  auf  Bestimmungen,  die  in  den  letzten 
Jahren  in  Großbritannien  durchgeführt  worden  sind. 


Aohang  zum  fünfzehnten  Kapitel. 
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Kapillarität 


673.  Ursache  der  Kapillaritätserscheinimgen.  Im  Yiertea 
Kapitel  sind  eiDige  RechDungen  über  die  Wirkungen  der  Oberflächen- 
spannung einer  Flüssigk^-it  mitgeteilt  worden;  hier  sollen  die  physika- 
lische Ursache  der  Oberflächenspannung,  die  Erscheinungen,  die  aus 
ihr  hervorgehen,  und  einige  Methoden,  durch  die  sie  gemessen  werden 
kann,  kurz  betrachtet  werden. 

Es  kann  keinem  Zweifel  unterliegen,  daß  es  Wechselkräft«  gibt 
zwischen  den  Molekeln  der  Substanzen,  d.  h.  zwischen  den]enigen  ihrer 
Teilchen,  welche  Urbestandteile  sind  in  dem  Sinne,  daß  sie  nicht  mehr 
geteilt  werden  können,  ohne  daß  sich  die  physikalischen  Eigenschaften 
der  Substanz  ändern.  Es  scheint  nicht  gänzlich  ausgeschlossen,  daß 
diese  Kräfte  nichts  anderes  seien  als  die  Gravitation sanziehnngen  zwischen 
den  Teilchen;  Anziehungen,  die  bei  kleinen  Abständen  stark  genug 
werden  können,  um  sich  bemerklich  zu  machen  infolge  der  Hetero- 
genität  der  in  einer  mit  den  Dimensionen  der  molekularen  Struktur 
vergleichbaren  Nähe  befindlichen  Nachbarsubstanz.  —  Oder  es  kann 
auch ,  wie  viele  glauben ,  besondere  Kräfte  der  Kohäsion  u.  s.  w.  geben, 
Kräfte,  die  sich  von  der  Gravitation  deutlich  unterscheiden,  und  die  ins 
Spiel  gerufen  werden,  wenn  die  Molekeln  einer  und  derselben  oder  ver- 
schiedener Substanzen  einander  genQgend  nahe  gebracht  werden.  Sicher 
ist  indessen,  daß,  wenn  es  möpflich  sein  wird,  sämtliche  Umstände  der 
Wirkungen  der  Molekeln  aufeinander  zu  berücksichtigen  und  die  Wir- 
kungen ihrer  relativen  Bewegungen  in  Rechnung  zu  ziehen,  eine  erheb- 
liche Verminderung  der  Anzahl  der  zwischen  ihnen  wirksamen  Spezial- 
kräfte sich  ergeben  wird;  und  daß  daraus  eine  Einheit  dynamischer 
Wirkungen  hervorgehen  wird,  die  zu  denjenigen,  welche  wir  zwischen 
gewöhnlichen  Teilen  der  Materie  in  endlichem  Abstände  voneinander 
wirksam  finden,  in  stetigem  Übergänge  hinleiten  wird. 

Bis  jetzt  ist  noch  keine  endgültige  Aufstellung  des  Wirkungs- 
gesetzes molekularer  Kräfte  möglich.  Von  der  Natur  der  Molekel 
wissen  wir  so  gut  wie  nichts;  und  wenn  vrir  den  sonst  gültigen  Satz 
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aufstellen,  daß  die  zwischen  zwei  Molekeln  wii'ksame  Kraft  längs  der 
Verbtndangslinte  der  Molekeln  wirkt  und  von  dem  Abstände  zwischen 
ihnen  abhftngt,  so  setzen  wir  entweder  Toraus,  daß  die  Molekeln  bloße 
Kraftzentren  sind,  oder  daß  sie  Teilchen  Ton  kugelförmig  angeordneter 
Materie  sind,  deren  jedes  so  wirkt,  als  ob  seine  ganze  Masse  in  seinem 
Mittelpunkte  vereinigt  w&re.  Die  Wahrscheinlichkeit  spricht  dafür,  daß 
die  Wirkung  sehr  annähernd  dieselbe  ist  wie  die  von  Kraftzentren. 
Aber  gerade  wie  die  Planeten  einander  nur  annähernd  so  anziehen,  als 
ob  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären,  und  wie  es 
Erscheinungen  gibt,  z.  B.  Präzession  und  Nutation,  die  aus  dem  Um- 
stände entstehen,  daß  die  Mittelpunkte  der  planetaren  Massen  nicht 
genau  Mittelpunkte  der  ganzen  von  ihnen  ausgeübten  äußeren  An- 
ziehungen sind,  und  gerade  wie  die  Wirkungen  dieser  Anziehungen  für 
einen  Zuschauer  von  außen  durch  die  Bewegungen  der  Planeten  bedeu- 
tend modifiziert  werden,  so  gibt  es  zweifellos  auch  Erscheinungen,  die 
auf  den  Umstand  zurückzuführen  sind,  daß  die  Molekeln  nicht  reine 
Kraftzentren  sind,  und  vor  allen  Dingen  darauf,  daß  sie  sich  in  relativer 
Bewegung  befinden. 

674.  Nicht  wahrnehmbare  Kräfte  in  wahrnehmbaren  Ab- 
ständen. Eine  sehr  vollständige  theoretische  Darstellung  der  Kapil- 
larität serscheinungen  kann  auf  der  Annahme  aufgebaut  werden,  daß 
die  Glieder  eines  jeden  Paares  von  Molekeln  aufeinander  wirken  wie 
ein  Paar  von  Kraftzentren,  mit  Kräften,  die  nur  auf  solche  Entfernungen 
wahrnehmbar  sind,  welche  mit  den  Dimensionen  einer  Molekel  ver- 
gleichbar sind.  Der  Ausdruck  „Dimensionen  einer  Molekel **  muß  aber 
Bäher  präzisiert  werden.  In  |edem  Körper  ist  höchstwahrscheinlich 
nur  ein  kleiner  Teil  des  ganzen  von  ihm  eingenommenen  Raumes  wirk- 
lich mit  Materie  erfüllt;  es  gibt  immer  Zwischenräume,  und  zwar 
genügend  große,  um  eine  beträchtliche  Bewegung  der  Teilchen  gegen- 
einander zu  erlauben.  Die  Erscheinungen  der  Diffusion  der  Flüssig- 
keiten ineinander  beweisen,  daß  ihre  Teilchen  eine  bedeutende  relative 
Bewegung  haben,  und  die  Roberts- Austen  sehen  Experimente  neuesten 
Datums  über  die  Diffusion  von  Gold  durch  Blei  bei  gewöhnlichen  Tem- 
peraturen zeigen,  daß  selbst  in  einem  festen  Körper  die  Molekeln  nicht 
in  Ruhe  sind.  Somit  sind  die  Dimensionen  einer  Molekel  als  die 
Dimensionen  des  mittleren  Volumens  des  von  einer  Molekel  ein» 
genommenen  Raumes  zu  verstehen,  d.h.  des  Raumes,  den  man  durch 
Teilung  des  Körpervolumens  durch  die  Anzahl  der  in  ihm  enthaltenen 
Molekeln  erhält.  Über  die  Schätzungsmethoden  der  Anzahl  von  Mo- 
lekeln in  einem  Körper  wird  im  zweiten  Bande  einiges  mitgeteilt  werden. 

Die  durch  die  Molekel  ausgeübte  Anziehungskraft  nach  außen  ist 
über  einen  sehr  kleinen  Abstand  hinaus  nicht  wahrnehmbar,  d.  h.  über 
einen  sehr  kleinen  Abstand  von  dem  Kraftzentrum  hinaus,  das  man 
sich  durch  die  Molekel  dargestellt  denken  kann.     Eine  Kugel  von  dem 
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Radius  dieses  Abstandes  kann  die  Wirkungssphäre  der  Molekel 
genannt  werden.  Dann  wird  offenbar,  wenn  eine  regelmäßige  Anord- 
nung der  Molekeln  in  einer  Flüssigkeit  statt  bat  und  eine  sehr  große 
Anzahl  von  ihnen  sich  in  einem  endlichen  Teile  des  von  der  Flüssigkeit 
eingenommenen  Raumes  befindet,  eine  Molekel,  die  von  allen  Teilen 
der  Flüssigkeitsgrenze  weiter  entfernt  ist  als  der  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre, unter  der  Wirkung  der  sie  umgebenden  Molekeln  stehen,  so 
daß  sie  nach  keiner  Richtung  eine  Tendenz  erfährt.  Wenn  sie  sich 
dagegen  in  geringerem  Abstände  als  dem  Radius  der  Wirkunsjssphäre 
▼on  der  Flflssigkeitsgrenze  befindet,  so  wird  die  Wirkung  der  Molekeln 
von  der  Flüssigkeitsseite  her  die  der  Molekeln  von  der  anderen  Seite 
überwiegen,  und  es  werden  Kräfte  ins  Spiel  treten,  die  sich  im  Innern 
der  I*  lüssigkeit  nicht  offenbaren. 


Fig.  376. 


676.  Laplacesche  KapiUaritStstheorie.  Auf  diese  Idee  Ton 
nicht  wahrnehmbaren  Kräften  in  wahrnehmbaren  Abständen  be- 
gründete La  place  seine  Kapillaritäts- 
theorie.  Das  hier  Folgende  ist  eine 
Skizzierung  mit  einigen  kleinen  Abände- 
rungen seiner  Forschungsmethode.  Er 
betrachtete  zunächst  die  Anziehung  einer 
Kugel  von  gleichförmiger  Dichte  auf  einen 
langen,  geraden,  gleichförmigen  Faden  voa 
derselben  Dichte,  der  normal  auf  die 
Kugeloberfläche  auftriSt  Es  sei  OMN 
in  Fig.  376  die  Kugel,  OS  der  Faden, 
der  als  vom  Querschnitt  eins  angenommen 
seL  Q  sei  die  der  Kugel  und  dem  Stabe 
gemeinsame  Dichte ;  es  soll  die  Anziehung 
einer  Schale  Yom  Radius  u  und  der  Dicke 
du  auf  ein  Stabelement  dr  mP  betrachtet 
werden,  das  um  r  von  C,  dem  Kogel- 
mittel  punkte,  entfernt  ist  Es  handle  sieb 
vorerst  um  die  von  einer  Kugelzone  aaf 
das  Element  dr  ausgeübte  Anziehung;  und  zwar  von  einer  Zone,  die 
durch  Umdrehung  eines  Elementes  von  der  Breite  udfi  im  Punkte  £ 
um  OS  als  Axe  entstehen  soll.  Die  Masse  dieses  Kugelstreifens  iit 
2  7iQu^  sinHdUdu^  und.,  wenn  eine  Masse  m  m  E  eine  Anziebaog 
»»9C/)  längs  der  Linie  FE  (=  f)  auf  die  Masse  eins  in  P  ausübt,  •<> 
ist  die  von  der  Kugelzone  längs  PC  auf  das  Element  dr  ausgeftbte 
Anziehung 

27tQ'^u^sin0d0dudrq)(f)  ^  ~y^^^^  ^ 


(r  —  ucosfl)/f=  cos  CPE 
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ist.     Nun  ist  aber/»  =  r»  +  w^  —  2rucosOt  so  daß 

r  —  ucosO df 

7  ~  dr 

ist.     Die  von  der  Kugelzone  auf  das  Element  dr  ausgeübte  Anziehung 
ist  demnach 


Es  sei  nun 


2xQ^u^  sine  de  dudrq)(f)  |^. 


dann  ist  die  von  dem  Eugelstreifen  auf  das  Element  dr  ausgeübte 
Anziehung  : 

—  2  XQ^u^  sin  e  de  dudr  -^^i^ . 

dr 

Wird  dieser  Ausdruck  mit  Rücksicht  auf  r  zwischen  den  Grenzen  h 
und  00  integriert  unter  der  Annahme,  daß  /!(/)  eine  Größe  ist,  die 
mit  größter  Geschwindigkeit  abnimmt,  wenn  /  zunimmt,  so  findet  sich 
als  die  Anziehung  der  Kugelzone  auf  den  Faden: 

2nif^u^sinededun(f)^^^, 

wo  h  der  Abstand  CO  ist. 

Nun  möge  0  sich  ändern,  während  r  konstant  und  gleich  h  bleibt; 
dann  verwandelt  sich,  da  sin  Ode  =  fdf/bu  ist,  der  vorige  Aus- 
druck in: 

2»?«  j  dun{f)fdf. 

Dieser  Ausdruck,  integriert  zwischen  Grenzen  von  /,  der  Änderung 
von  e  zwischen  0  und  n  entsprechend,  ergibt: 

—  2nq^  j  du  [*(5  +  u)  —  ^(6  —  w)], 

wo  ^  eine  Funktion  von  solcher  Art  ist,  daß  77  {f)fdf  =  —  ^'  (/)  ist 
Der  Abstand  /  ändert  sich  aogenscheinlich  von  h  —  uhvsh  -\-  u. 

Wenn,  wie  hier  angenommen  wird,  der  Abstand  h  -{-  u  größer 
ist  als  derjenige,  in  welchem  ein  Materieteilchen  eine  merkliche  An- 
ziehung auf  den  Faden  ausüben  kann,  so  wird  ^  (&  -f  u)  =  0  werden, 
und  die  gesamte  von  der  Schale  ausgeübte  Anziehung  ist  alsdann 

2  3rp«  ~  du.iif(f>  —  u). 

Es  möge  nun  h  —  u  mit  z  bezeichnet  werden,  so  daß  —  udu=z{b  —  z)de 
ist;  dann  wird,  wenn  jetzt  noch  über  z  integriert  wird,  die  ganze  von 
der  Kugel  auf  den  Faden  ausgeübte  Anziehung 
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b  0 

6 


.    (1) 


wenn  die  Zeichen  K  und  ^  für  die  beiden  Integrale  gesetzt  werden. 
Dies  ist  der  berühmte  Laplacesche  Ausdruck  für  die  Wirkung  einer 
Flüssigkeitskugel  auf  einen  normal  auf  sie  auf  treffenden  Faden.  La- 
place  setzte  ^  =r  1 ,  und  die  hier  gegebenen  Ausdrücke  weichen  von 
den  seiuigen  dadurch  ab,  daß  sie  q^  als  Faktor  haben. 

676.  Normaldruck  in  einer  Flüssigkeit  Die  von  einer  Flüssig- 
keitskugel von  endlichem  Radius  h  auf  einen  außer  ihr  befindlichen, 
gleichförmigen  und  unendlich  dünnen,  normal  zu  ihrer  Oberfläche  bis 
in  die  Unendlichkeit  verlaufenden  Flüssigkeitsfaden  ausgeübte  An- 
ziehung ist  demnach 

pro  Querschnitteinheit  des  Fadens,  so  daß  dieses  der  yon  der  Basis  des 
Fadens  auf  die  Kugel  wirksame  und  durch  die  Gregenwirkung  der  Kugel 
aufgehobene  Druck  sein  muß.  Die  Größen  K  und  H  sind  vom  Kugel- 
radius  unabhängig;  und  da  die  Molekularkräfte,  von  welchen  diese 
Größen  abhängen,  als  in  endlichen  Abständen  unwirksam  angenommen 
werden,  so  ist  es  klar,  daß  K  —  Hi}>  die  Anziehung  ist,  die  von  einer 
durch  einen  Teil  einer  Kugeloberfläche  vom  Radius  6,  zu  der  der  Faden 
normal  ist,  begrenzten,  im  übrigen  aber  unbegrenzten  Flüssigkeitsmasse 
auf  den  F'aden  pro  Flächeneinheit  ausgeübt  wird.  Es  ist  also  nur 
notwendige  daß  jeder  Teil  der  Begrenzung  der  Flüssigkeitsmasse  (außer 
der  gekrümmten  Oberfläche)  in  einem  endlichen  oder  wahrnehmbaren 
Abstände  von  der  Grundfläche  des  Fadens  sich  befinde,  und  daß  der 
Faden  selbst  von  endlicher  Länge  sei,  um  festzustellen,  daß  der  Druck 
an  seiner  Grundfläche  K  —  HIh  sein  muß. 

Die  Größe  H  ist  klein  im  Vergleich  mit  K,     Denn  es  ist: 

wo  z  der  Abstand  der  Grundfläche  des  Fadens  von  der  Oberfläche  einer 
mit  der  Kugel  vom  Radius  b  konzentrischen  und  in  ihr  befindlichen 
Schale,  if  {z)  eine  (unbekannte)  Funktion  von  £  und  das  Integral  zwi- 
schen den  Grenzen  null  und  h  genommen  ist;  anderseits  ist 


H=  2nQ^  \  I  tl;{g)dz. 


Normaldruck. 
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Die  einzigen  Werte  von  if{e)dz,  die  eine  merkliche  Wirkung  beim 
Aufbau  eines  der  Integrale  haben,  sind  diejenigen,  für  welche  £  sehr 
klein  ist  im  Vergleich  mit  &,  wegen  der  Annahme,  daß  die  Kr&fte  in 
endlichen  Abst&nden  nicht  wahrnehmbar  seien.  Daher  muß,  wie  be* 
hauptet  wurde,  H  im  Vergleich  p^.  377 

mit  K  klein  sein. 

Man  wird  bemerken,  daß, 
wenn  b  unendlich  wird,  H/b 
null  wird,  und  daß  daher  das 
Integral  K  der  Druck  ist,  der 
in  der  Grundfläche  des  Fadens 
erzeugt  werden  würde,  wenn 
er  gegen  die  ebene  Begrenzung 
einer  im  übrigen  unendlichen 
Flüssigkeitsmasse  mündete, 
wie  OS  in  Fig.  377  gegen  die 
Ebene  KL,  Dann  ist  offen- 
bar, wenn  OMN  die  an- 
ziehende Kugel  und  OS  den 
bei  0  die  Kugel  berührenden  Faden  darstellt,  H/b  der  Betrag,  der 
infolge  des  fehlenden  Meniskus  JlfX  OKN  abgezogen  werden  muß;  d.  h. 
Hlb  ist  der  Druck,  der  durch  den  Meniskus,  wenn  er  allein  wirkte, 
erzeugt  werden  würde.  K  kann  als  Normaldruck  auf  die  Flüssigkeit 
bezeichnet  werden. 

677.  Normaldruck  und  Kriimmungsdruck.  Da  es  keine  An- 
ziehung auf  einen  Faden  von  endlicher  Länge  im  Innern  einer  unend- 
lichen Flüssigkeitsmasse  gibt,  so  muß  die  nach  oben  auf  den  Faden  OS 
Yon  der  Kugel  OMN  ausgeübte  Anziehung  der  Anziehung  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung,  herrührend  von  derjenigen  Masse  unter  der 
Kugel,  welche  notwendig  wäre,  um  die  anziehende  Masse  unendlich  in 
allen  Richtungen  zu  machen,  gleich  und  entgegengesetzt  sein.  Diese 
letztere  Anziehung  muß  aber  der  von  der  Kugel  OPQ  auf  den  Faden 
ausgeübten  samt  der  von  dem  doppelten  Meniskus  MLQONKP  her- 
rührenden Anziehung  gleich  sein.  Die  Anziehung  des  einen  Meniskus 
MLONK  ist  nach  dem  oben  gefundenen  Ergebnisse  vom  Betrage  Hjb 
und  nach  oben  gerichtet.  Folglich  ist  die  nach  unten  gerichtete  An- 
ziehung der  ganzen  Flüssigkeit  unterhalb  der  Fläche  LOK  auf  den 
ebenfalls  unterhalb  der  Fläche  befindlichen  und  in  ihr  aufhörenden 
unendlichen  Faden 

b    ^    b 
oder  iL.     Somit  ist  die  Anziehung  der  gesamten  unterhalb  der  Fläche 
LOK  auf  einen  ebenfalls  unterhalb  der  Fläche  befindlichen  und  in  ihr 
aufhörenden  unendlichen  Faden  gleich  der  von  einer  unendlichen  Masse 
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unterhalb  der  Fläche  in  derselben  Richtung  auf  einen  über  der  Fläche 
befindlichen  und  in  ihr  aufhörenden  Faden  ausgeübten  Anziehung  K. 
Ferner  ist  die  Anziehung  des  Meniskus  PKOLQ  auf  den  Faden 
unterhalb  der  Fläche  dieselbe  wie  die  Anziehung  des  Meniskus MLONK 
auf  dieselbe  Masse.  Denn,  betrachten  wir  irgend  ein  Element  des 
MemakuB  PKOLQ  in  9,  Fig.  377,  und  ein  entsprechendes  und  gleiches 
Element  von  MLO  QN  in  q'  einem  Punkte  auf  der  durch  q  zu  LOK 
gezogenen  Normale,  der  von  der  Fläche  LOK  ebenso  weit  wie  q  ent- 
fernt ist;  zeichnet  man  alsdann  die  gleichschenkeligen  Dreiecke  Oqr, 
Oq'r'  (Fig.  377),  so  sieht  man,  daß  das  Element  in  q  keine  Wirkung 
längs  dem  Faden  auf  den  Teil  Or  ausübt,  ebensowenig  wie  q'  auf  Of'. 
Folglich  ist  die  Wirkung  von  q'  nach  oben  auf  den  in  0  abschließenden 
Faden  dieselbe  wie  die  von  q  auf  den  unterhalb  r  befindlichen  Teil 
des  Fadens.  Somit  ist  die  gesamte  Wirkung  des  Meniskus  PKOLQ 
auf  den  Faden  OS  aufwärts  gerichtet  und  vom  selben  Betrage  wie  die 
von  MLONK  auf  den  Faden  OS  ausgeübte  Anziehung.  Wenn  also  S 
die  nach  unten  ausgeübte  Aniiehung  der  Kugel  POQ  auf  OS  ist,  so 
ist  S  —  H/b  =  K,  d.  h. 

S  =  K+^ (2) 

Also  ist  die  von  einer  unendlichen,  von  einer  konvexen  sphärischen 
Oberfläche  vom  Radius  b  begrenzten  Masse  auf  einen  Massefaden  Ton 
unbegrenzter  Länge,  der  seine  Basis  in  0  hat,  ausgeübte  Anziehung 
gleich  K  -\-  H/b  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes,  und  diese  Größe 
ist  der  Druck  in  0.  Wenn  anderseits  die  Oberfläche  konkav  ist,  so 
ist  der  Druck  K —  H/b.  Hieraus  schloß  Laplace,  daß  der  von  einem 
Teil  einer  Kugeloberfläche  zwischen  zwei  sich  in  0  im  Radius  schnei- 
denden und  um  einen  kleinen  Winkel  dO  gegeneinander  geneigten 
Ebenen  herrührende  Teil  dieser  Anziehung 


(-f) 


de 
\       0  / 

ist. 

Laplace  nimmt  die  Dichte  der  Flüssigkeit  als  eins  an;  anter  der 
Annahme,  daß  die  Dichte  q  ist,  müssen  die  Werte  von  K  und  H,  wenn 
diese  Größen  die  ihnen  oben  zugeschriebenen  Bedeutungen  haben,  mit 
Q^  multipliziert  werden,  da  sowohl  die  Flüssigkeit  als  der  Faden  die 
Dichte  Q  haben.  Es  soll  indessen  vorausgesetzt  werden,  daß  dies  bei 
der  Berechnung  von  H  und  K  in  Betracht  gezogen  worden  ist,  d.  h.  daß 

K=  2Jt  /  Qi^(e)djg 
ist,  und  ebenso  für  H. 

678.    Sekimd&res  Prinzip  der  kontraktilen  Haut.     Der  Leser 

wird  bemerkt  haben,  daß  H/b,  der   von  der  Oberflächenkrümmung 
herrührende  Druck,  als  durch  eine  kontraktile  Oberflächenschicht  von 
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der  Spannung  T=  H/2  herrührend  betrachtet  werden  kann,  wo  T 
wie  oben  in  §  204  definiert  wird.  Diese  Idee  einer  kontraktilen  „Haut^ 
stammt  von  Thomas  Young,  der  eine  Theorie  der  Kapillaritäts- 
erscheinongen  gab,  worin  er  dieses  sekundäre  Prinzip  benutzte,  ehe 
La  place  die  Frage  aufnahm;  und  er  strebte  überdies  an,  die  Wirkung 
mit  Hilfe  molekularer  Kräfte  zu  erklären. 

679.  Physikalische  Bedeutung  yon  K.  Die  physikalische 
Bedeutung  von  K  ist  zwar  oben  erklärt  worden,  doch  kann  ihre  etwas 
eingehendere  Darlegung  von  Nutzen  sein.  Es  ist  dies  der  Zug  pro 
Flächeneinheit  des  Querschnittes,  der  auf  eine  unendlich  dünne  Säule 
OS  ausgeübt  wird  infolge  der  Anziehung  einer  unendlichen  Masse,  in 
die  OS  eingebettet  ist,  und  die  durch  eine  zu  OS  senkrechte,  ebene 
Oberfläche  begrenzt  wird.  Er  muß  daher  in  einem  beliebigen  Punkte  S 
durch  einen  der  Säule  erteilten  Druck  K  ausgeglichen  werden.  Der 
Vorgang  ist  derselbe,  wie  der  zwischen  zwei  durch  gegenseitige  An- 
ziehung zusammengehaltenen  Teilen  eines  festen  Körpers.  Die  eine 
Halbkugel  der  Erde  wird  durch  die  beiden  gemeinsame  Kontaktfläche 
an  die  andere  angepreßt.  Die  entgegengesetzten  Drucke,  die  je  von 
der  Jenseits  befindlichen  Materie  auf  die  entgegengesetzten  Seiten  einer 
Mittelschicht  ausgeübt  werden,  werden  natürlich  durch  elastische 
Reaktion  ausgeglichen.  Der  Druck  würde  durch  die  Kraft  pro  Flächen- 
einheit gemessen  werden,  die  aufgewandt  werden  müßte,  um  die  Halb- 
kugeln zu  trennen.  Daß  Flüssigkeiten,  wenn  sie  von  Luft  befreit 
worden  sind,  große  Spannungen  aushalten  können,  ist  eine  durch  Ex- 
perimente festgestellte  Tatsache. 

Weder  ein  in  die  Flüssigkeit  eingetauchter  fester  Körper  noch 
eine  zwei  Teile  der  Flüssigkeit  trennende  materielle  Schicht  erfährt  den 
Druck  K,  Denn  durch  die  Einschiebung  eines  festen  Körpers  ent- 
stehen weitere  Oberflächen,  deren  jede  Ursache  eines  Druckes  K  in 
die  Flüssigkeit  hinein  auf  jede  in  der  Oberfläche  endende  Säule  von 
der  Fläche  eins  ist.  Alles,  was  ein  in  die  Flüssigkeit  eingetauchtes 
System  verursachen  kann,  hängt  ab  von  dem  der  Oberfläche  von  außen 
erteilton  Druck,  von  dem  Druck,  den  die  Flüssigkeit  infolge  der  Gravi- 
tation erfährt  und  von  den  Wirkungen  der  Krümmung  der  Oberfläche 
und  der  Fiüssigkeitsbewegung.  Freilich,  bei  sehr  innigem  Kontakt 
kann  ein  Körper  die  Molekularwirkung  von  Seiten  des  benachbarten 
Fluidums  oder  festen  Körpers  erfahren  (Beispiel:  Adhäsion  zwischen 
frischen  Metallflächen). 

Bildet  sich  jedoch  innerhalb  der  Flüssigkeit  eine  kleine  Hohlkugel 
vom  Radius  r,  so  wird  der  Druck  in  dieser  K  —  H/r.  Daß  H/r  un- 
endlich groß  werde,  wird  durch  die  Unstetigkeit  der  Substanz  verhindert, 
wenn  r  so  klein  ist,  daß  es  mit  molekularen  Dimensionen  verglichen 
werden  kann,  so  daß  der  Grenzdruck  K  ist.  Dieser  Punkt  kann  hier 
nicht  völlig  eingehend  erörtert  werden;  es  ist  aber  sehr  wichtig,  zu 
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beachten,  daß,  da  das  Gesetz  sich  Ändert,  wenn  r  yon  der  Größenord- 
nung der  Koh&aionskrftfte  der  FlAssigkeit  ist,  diese  letztere  von  der 
Größenordnung  Ton  Kj  T  ist  Also  ist  K  der  Druck  im  Inneren  einer 
Uohikugel  von  sehr  kleinem  Radius  in  der  Flüssigkeit 

680.     Youngsche    Sehfitzang   der   Molekulardimensiomen. 

Young  nahm  an,  daß  die  von  einer  ^iolekel  ausgeübte  Anziehungskraft 
in  dem  ganzen  Bereiche,  in  dem  sie  überhaupt  wirksam  ist,  konstant 
und  jenseits  desselben  gleich  null  wäre.  Auf  Grund  dieser  Theorie  ge- 
langte er  zu  einer  Schätzung  a  des  Bereiches  als  durch  die  Gleichung 

gegeben.  Indem  er  K  als  23000  Atmosphären  und  T  als  3  Gran  pro  Zoll 
(0,078  g  pro  Zentimeter)  setzte,  fand  er,  daß  ,der  Bereich  der  Kohftsions- 
kraft  auf  ungefähr  ein  2ö0miiliontel  eines  Zolles  (oder  rund  den  100  mil- 
lionten Teil  eines  Zentimeters)  beschränkt  sein  muß*^,  und  bemerkt  fol- 
gendes zu  diesem  Ergebnis:  „Innerhalb  gleicher  Ungewißheitsgrenzen 
können  wir  zu  einer  Art  mutmaßlicher  Schätzung  der  gegenseitigen 
Entfernungen  der  Teilchen  von  Dämpfen  voneinaoder  gelangen,  und 
sogar  zu  einer  Schätzung  der  tatsächlichen  Größe  der  elementaren 
Atome  von  Flüssigkeiten,  die  nach  der  Annahme  in  naher  Berührung 
miteinander  sind;  denn,  wenn  der  Abstand,  in  dem  die  Kohftsionskraft 
zu  wirken  beginnt,  bei  derselben  Temperatur  konstant  ist«  und  wenn 
die  Dampfteilchen  sich  verdichten,  wenn  sie  sich  einander  bis  auf  diesen 
Abstand  nähern,  so  folgt  daß  bei  60»  F.  (1 5®  C.)  der  Abstand  der  Teilchen 
des  reinen  Wasserdampfes  ungefähr  250  milliontel  Zoll'  (ein  lOOmilliontel 
eines  Zentimeters)  beträgt;  da  nun  femer  die  Dichte  dieses  Dampfes 
ungefähr  1/60000  von  der  des  Wassers  ist,  so  muß  der  Abstand  der 
Teilchen  ungefähr  40  mal  so  groß  sein,  d.  L,  es  muß  der  gegenseitige 
Abstand  der  Teilchen  ungefähr  den  1 0  000  millionten  Teil  eines  Zolles 
(den  4000  millionten  eines  Zentimeters)  betragen/  Nach  einigen  Be- 
merkungen über  die  Wirkung  der  Temperatur  fährt  er  fort:  „Im  ganzen 
scheint  der  Schluß  ziemlich  sicher,  daß  ...  der  Diameter  oder  Abstand 
der  Teilchen  des  Wassers  zwischen  dem  2  tausendtel  und  dem  lOtau- 
sendtel  eines  miliiontel  Zolles  (einem  800  tel  und  einem  4 tausendtel 
eines  miliiontel  Zentimeters)  liegt/     (Youngs  Works  I,  461.) 

Es  ist  ferner  zu  beachten,  daß,  wenn  ^  die  Dichte  der  Flüssigkeit 
und  F^  die  Anziehung  der  unendlichen  Masse  über  LOK  (Fig.  377) 
pro  Längeneinheit  auf  ein  Element  dx  des  Fadens  OS  ist,  der  als  vom 
Querschnitt  eins  angenommen  wird,  die  ganze  Kraft  /FQdx  ist,  wobei 
das  Integral  längs  der  Länge  OS  genommen  ist.  Dies  ist  aber  die 
ganze  Arbeit,  die  geleistet  werden  mußte,  um  eine  Menge  Materie  Q 
von  der  Basis  0  des  Fadens  in  einem  unendlichen  Abstände  Yon LOK 
fortzuschaffen.     So  kann  man  zu  einer  Schätzung  von  K  gelangen ,  in- 
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dem  man  die  bei  der  YerwaDdlong  der  Flüssigkeit  in  Dampf  geleistete 
Arbeit  mißt  Anf  diese  Weise  hat  man  K  zu  ungef&hr  25000  Atmo- 
sphären für  Wasser  gefunden. 

681.  Fall  zweier  sich  berührender  Flüssigkeiten.  Lord 
Rayleigh  hat  die  Laplace sehen  Ergebnisse  auf  den  Fall  zweier  sich 
berührenden  Flüssigkeiten  übertragen.  Es  sei  in  Fig.  378  OMN  eine 
Kugel  Yon  der  Dichte  p.^,  und  sie  sei  auf  allen  Seiten  von  einer  unend- 
lichen Flüssigkeit  von  der  Dichte  Q^  umgeben.  Es  seien  ^0,  OB  zwei 
Säulen,  die  theoretisch  unendlich  lang  sind,  aber  in  der  Wirklichkeit 
sich  Yon  der  Oberfläche  aus  nach  den  beiden  Seiten  nur  bis  zu  einer 
Entfernung  erstrecken,  die  groß  ist  im  Vergleich  mit  der  Größenord- 
nung der  Molekularkräfte;  diese  Säulen  treffen  im  Oberflächenpunkte  0 
zusammen.  Wenn  jede  Flüssigkeit  so  auf  die  andere  wirkt,  wie  sie 
auf  sich  selbst  wirken  würde  —  y'     378. 

abgesehen  vom  Unterschied  der  ,.^-^:^,,^<?^,,,.:.,r?j^^ 

Dichte  — ,  so  kann  angenommen        j^^      p  yv;  \ 

werden,  daß  hier  einfach  der  Fall        ^^^^^^^""""^  """  ^ 

einer    ununterbrochenen    unend-        ^^^^^K  ^ 

liehen  Flüssigkeitsmasse  von  der         ^^^^^m  \ 

Dichte  9i,  mit  einer  superponier-         W00^^^'       '  "  ^-^       ^  '■ 

ten  Kugel  OMN  "von  der  Dichte  ^^^     \  /  \ 

Pa  —  Qi  vorliegt.  Der  Druck 
wird  dem  Faden  Ä  0  entlang  von 
A  nach  0  abfallen,  und  der  Be- 
trag des  Abfalles  längs  einem  Element  ds  wird  die  Anziehung  der  Kugel 
von  der  Dichte  Q^  —  Qi  auf  die  Substanz  des  Elementes  sein.  Somit 
ist  der  gesamte  Abfall  des  Druckes  von  A  bis  0 


K  .-- 


U. 


i^-:_:-^4:ü*i>:ii4u^i'****;ftiU»^  > 


92  (P2  —  9i)(^+  y). 


wo  h  der  Radius  der  Kugel  OMN  ist  und  K  und  H  die  durch  das 
Laplace  sehe  Verfahren  für  eine  Flüssigkeit  von  der  Dichte  eins  ge- 
wonnenen Konstanten  sind.  Ebenso  ist  der  Abfall  des  Druckes  von  0 
nach  B 


9i(Pa  —  Qi){^—  y)- 


Der  Druck  in  A  übertrifft  also  den  in  B  um  die  Summe  dieser  beiden 
AusdrQcke,  d.  h.  um 

(p|  -  Qt)^  +  i(f*  -  Qi)*  y  =  ■^'  +  y  • 

Es  gibt  also  einen  Überdruck  K\  der  von  der  KrQmmung  unabhängig 
und  mit  Q^  —  p,^  proportional  ist,  und  einen  weiteren  W jh,  der  mit 
der  Krümmung  und  mit  {(f^  —  QiY  proportional  ist. 
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Sind  drei  verBchiedene  Medien  vorhanden,  und  sind  ^12«  -Ha«  -^si 
die  Werte  von  H'  für  das  erste  Mediam  in  lierOhrang  mit  dem  zweiten. 
das  zweite  in  Berührung  mit  dem  dritten  and  das  dritte  in  Berührung 
mit  dem  ersten,  dann  ist,  da  diese  mit  (q^  —  Qi)*9  iQs  —  Pt)^  iQj  —  Ps)' 
proportional  sind:  

Diese  Beziehung  wird  durch  das  Experiment  nicht  bestätigt,  und  es 
muß  deshalb  die  oben  gemachte  Annahme  über  die  Wirkung  einer 
Flüssigkeit  auf  die  andere  ungenau  sein.  In  der  Tat  gibt  es  keinoi 
zulänglichen  physikalischen  Grund,  sie  für  genau  zu  halten. 

Wenn  das  dritte  Fluidum  Luft  ist,  so  ist  annähernd  Q^  ^  0,  und' 
folglich,  wenn  Hi   die  Konstante  für  die  erste  Substanz  in  Berührung 
mit  Luft,  H^  die  Konstante  für  die  zweite  Substanz,  ebenfalls  in  Be- 
rührung mit  Luft  ist:  

Diese  Gleichung  liefert,  wenn  H^  i>-  H^  vorausgesetzt  wird,  die 
Ungleichung : 

-^IS  <  -^1    —   -^21 

die  durch  das  Experiment  wirklich  bestätigt  wird.     8.  §  685. 

Die  oben  mitgeteilte  Untersuchung  kann  indessen  dazu  dienen, 
nachzuweisen,  wie  der  kapillare  Druck  gänzlich  verschwinden  kann, 
wenn  der  Übergang  von  einem  Fluidum  zum  anderen  allmählich  genug 
gemacht  wird.  Nelimen  wir  den  Fall  des  Oberganges  von  der  Dichte 
null  zur  Dichte  Q;  der  Wechsel  möge  in  zwei  Stufen  vor  sich  gehen, 
zuerst  von  einem  Fluidum  von  der  Dichte  null  zu  einem  von  der  Dichte 
V2  9f  dann  von  diesem  zu  einem  von  der  1  lichte  Q\  die  Flüssigkeits- 
schicht von  der  Halbdichte  sei  von  einer,  im  Vergleich  mit  dem  Krüm- 
mungsradius kleinen,  im  Vergleich  mit  dem  Radius  der  Wirkungssphäre 
gproßen  Dicke.  An  Jeder  Stufe  ist  die  Differenz  des  kapillaren  Drucket 
nur  ein  viertel  von  der  aus  dem  plötzlichen  Obergange  von  null  zu  (f 
folgenden,  und  so  geht  alles  in  allem  durch  Einlegung  der  Zwischenschicht 
die  halbe  Wirkung  verloren.  Gäbe  es  drei  gleiche  Stufen,  so  würde  die 
Wirkung  auf  ein  Drittel  reduziert  werden  u.  s.  w.  Wenn  die  Anxahl 
der  Stufen  unendlich  wird,  verschwindet  der  kapillare  Druck  vollständig 


Doppelt  gekrümmte  Oberfläche.  Im  allgemeinen  ist  die 
gekrümmte  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  nicht  ein  Teil  einer  Kugel,  son- 
dern hat  verschiedene  Krümmungen  erstens  in  ihren  verschiedenes 
Punkten  und  zweitens  in  einem  und  demselben  Punkte  in  den  rer- 
schiedenen,  durch  die  Normale  in  ihm  gelegten  Lbenen.  Ganz  all- 
gemein kann  indessen  in  der  nächsten  Umgebung  jedes  Punktes  die 
Oberfläche  als  mit  einer  gegebenen  bestimmten  Oberfläche  zweiten 
Grades  zusammenfallend  betrachtet  werden.  Denn,  nehmen  wir  des 
Anfangspunkt  in  irgend  einem  Punkte  der  Oberfläche,  die  Kormale  in 
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diesem  Punkte  als  jer-Axe  und  die  x-  und  y-Axen  senkrecht  zueinander 
in  der  Tangentialebene  an  den  Anfangspunkt  Die  Oberfl&chengleichung 
kann  alsdann  in  der  Form 

z  =  ax*  +  2yxy  +  /Sy«  +  u.b.w (3) 

geschrieben  werden,  wo  unter  u.  s.  w.  höhere  Potenzen  und  Produkte 
von  X  und  y  begriffen  sind.  Folglich  ist,  wenn  z  sehr  klein  und  von 
konstantem  Wert  c  genommen  wird.  Gl.  (3)  die  Gleichung  des  Schnittes 
der  Oberfläche  mit  der  zur  Tangentialebene  parallelen  und  in  einem 
Abstände  c  von  ihr  belegenen  Ebene.  Wenn  wir  x  und  y  als  unendlich 
klein  erster  Ordnung  nehmen  und  Größen,  die  unendlich  klein  von  der 
dritten  oder  höherer  Ordnung  sind,  nämlich  x\  x^y,  xy^  u.  s.  w.,  ver- 
nachlässigen, so  ergibt  sich  als  Gleichung  des  Durchschnittes 

.      ax^  +  2yxy  -^  ßy^  =  c (4) 

Dies  ist  die  Gleichung  der  sogenannten  Indikatrix  der  Oberfläche ;  sie 
ist  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  oder  ein  paar  paralleler  gerader 
Linien,  ]e  nachdem  aß  —  y^  positiv,  negativ  oder  null  ist 

Die  Krümmung  der  Oberfläche  im  Anfangspunkte  in  der  jerjc-Ebene 
ist  d^e/dx\  und  ist  nach  GL  (3)  folglich  2  a,  und  ebenso  ist  die  Krüm- 
mung in  derzy-Flikche  2  ß.  Denn  dz/dx  ist  die  Tangente  der  im  Punkte 
0  stattfindenden  Neigung  der  Tangente  zur  Oberfläche  in  der  rrjer- Fläche, 
also  nach  unseren  Festsetzungen  gleich  null.  Das  Verhältnis,  in  dem 
diese  Null-Tangente  mit  x  wächst,  muß  das  Verhältnis  sein,  in  dem  die 
Tangentenlinie  in  0  ihre  Richtung  pro  Längeneinheit  der  Verrückung 
des  Berührungspunktes  längs  der  Kurare  ändert.  Folglich  liegt,  wenn 
2a  positiv  ist,  der  Krümmungsradius  in  der  positiven  Richtung  von  z. 
Nun  sollen  sich  die  x-  und  |^-Axen  um  einen  Winkel  0  herum- 
drehen, und  es  sollen  die  neuen  Azen  x  und  y  mit  x*  and  y'  bezeichnet 
werden.     Dann  ist 

X  =  xf  cosO  —  y'smö,      y  =  xf  sind  +  y'cosO, 
Die  Oberflächengleichung  wird 

ß  =  (acos^O  +  2y8indcosd  +  ßsin^O)x'^ 

—  2[(a  —  ß)  sind  cos 6  —  yicos^O  —  8in^0)]x'y' 
+  {nsin^O  —  2ysinOcose  +  ßcos^d)y\ 
Die  Krümmung  in  der  x' fr'- Ebene  ist 

2(acos^0  4-  2ysinecos0  +  ßsin^O), 
und  die  in  der  ^j?'- Ebene  ist 

2(a8tw«0  —  2ysin0costi  +  ßcos^ff). 

Die  Summe  dieser  Krümmungen  ist  2  (a  -{-  /))  i  so  daß  die  Summe  der 
Krümmungen  in  zwei  zueinander  senkrechten  Ebenen  durch  die  Nor- 
male immer  denselben  Wert  hat.  Wenn  also  die  Krümmung  ihren 
Maximalwert  in  einer  El)ene  durch  die  Normale  hat,  so  hat  sie  ihren 
Minimalwert  in  der  zur  ersteren  senkrechten  Ebene  durch  die  Normale. 

Gray,  Physik    I.  50 


(5) 
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Diese  beiden  Krfimmungen  heißen  die  Hauptkrflmmangen,  ibre 
Summe  ist  2  (a  +  ß). 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Ebenen,  die  mit  der  x-Axe  die  Winkel  ff 
und  0  -^  dO  bilden.     Die  Krümmung  beträgt 

2(acos^0  +  2y8inecosd  +  ßsin^O), 
und  das  zwischen  ihnen  liegende  Oberflächenstück  kann  als  der  Brach 
dO/n  der  Oberfläche  einer  Kugel  von  dem  Radius,  der  dem  Reziproken 
dieses  Ausdruckes  gleich  ist,  betrachtet  werden.  Somit  gilt  für  die 
Anziehung  der  ganzen  jenseits  der  Oberfläche  liegenden  Substanzmasse 
auf  einen  mit  der  Basis  in  0,  in  die  anziehende  Masse  eingebetteten 
Faden  vom  Querschnitt  eins  die  Gleichung 

n 

K  ±^  H  \  (acos^O  +  2ysfnecose  -f-  ßsin'^Q)d6 

0 

i:±  («  +  ftH  =  A'  ±  1  H  (1  +  i,) 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  ist  anzuwenden,  je  nachdem  die  Ober- 
fläche konkav  oder  konvex  ist.  B  und  If  bezeichnen  die  beiden 
Hauptkrümmungsradien. 

683.  Gaufische  oder  energetische  KapillaritStstheorie. 
Identit&t  der  OberUfichenspannung  mit  der  Energie  pro  Einheit 
der  Oberfläclie.  Etwa  25  Jahre  nach  der  Laplaceschen  wurde  eine 
neue  Kapillarität stheorie  von  Gauß  gegeben,  in  welcher  die  Idee  von 
der  Energie  der  Materie  verwertet  wurde.  Da  von  den  Molekeln  der 
Flüssigkeit  angenommen  wird,  daß  sie  aufeinander  und  auf  die  Molekeln 
eines  mit  der  Flüssigkeit  in  Berührung  stehenden  festen  Körpers  mit 
Kräften  Mrirken ,  die  Funktionen  der  Abstände  zwischen  den  Teilchen 
sind,  so  kann  ein  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  der  Flüssigkeit 
hingeschrieben  werden,  und  aus  dem  IVinzip,  daß  die  potentielle  Energie 
immer  die  Tendenz  haben  muß,  sich  zu  verringern,  kann  die  Form  der 
Oberfläche  in  verschiedenen  Fällen  gefunden  werden.  Auf  diese  Wei^e 
erörterte  Gauß  den  Gegenstand  und  stellte  die  Beschränkungen  fest, 
die  bezüglich  des  Gesetzes  der  zwischen  den  Teilchen  wirksamen  Kraft 
erforderlich  sind,  um  die  theoretischen  Schlüsse  mit  den  beobachteten 
Erscheinungen  in  Einklang  zu  bringen.  Ein  bei  Laplace  unerklärt 
gebliebener  Punkt  wurde  durch  die  Gaußsche  Theorie  völlig  erledigt, 
nämlich  die  beobachtete  Erscheinung,  daß,  wenn  eine  gegebene  Flässig- 
keit  und  ein  fester  Körper  miteinander  in  Berührung  stehen,  die 
Flüssigkeitsoberiiäche  den  festen  Körper  immer  unter  demselben  Winkel 
trifft.  Die  Theorie  von  Gauß  soll  an  dieser  Stelle  nicht  behandelt 
werden;  wir  wollen  vielmehr  das  sekundäre  Prinzip  der  Oberflächen- 
spannung und  die  Konstanz  des  Berührungs winkeis  einer  Flüssigkeit 
mit  einem  festen  Körper  als  gegeben  annehmen. 
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Die  energetische  Theorie  führt  nicht  weniger  direkt  als  die  La- 
placesche  zum  Begriffe  der  Oberflächenspannung.  Denn  wenn  ein 
Teil  einer  Flüssigkeit  seine  Oberfläche  vergrößert,  so  ist  die  yermehrto 
Anzahl  von  Molekeln,  die  jetzt  in  oder  nahe  der  Oberfläche  liegen,  aus 
der  Nachbarschaft  anderer  Molekeln  entgegen  den  molekularen  An- 
ziehungen herausgerissen  worden,  und  so  muß  von  außen  Arbeit  auf 
die  Substanz  geleistet  worden  sein,  um  die  Ausdehnung  zu  bewirken. 
Folglich  ist  in  diesem  Falle  —  abgesehen  von  etwaigen  Energieände- 
rungen infolge  von  thermischer  oder  Schwere  Wirkung  —  die  potentielle 
Energie  der  Substanz  von  Vq  auf  V^  gestiegen,  wo  Fj  —  "Po  ^^  ^^^ 
äußeren  Kräften  bei  der  Ausdehnung  der  Oberfläche  geleistete  Arbeit 
ist.  Vergrößert  sich  die  Oberfläche  von  Sq  auf  Si ,  so  ist  die  bei  der 
Dehnung  der  Haut  pro  Flächeneinheit  geleistete  Arbeit 

Vt-Vo 

Si  —  s«  ■ 

Es  leuchtet  ein,  daß  die  molekularen  Kräfte  die  Tendenz  haben  werden, 
die  Größe  der  Oberfläche  zu  verringern,  so  daß  Fj  wieder  nach  Vq  zu 
abnimmt,  d.  h.  es  hat  für  die  Beobachtung,  für  die  es  ]a  keine  mole- 
kularen Kräfte  gibt,  den  Anschein,  als  ob  es  eine  zusammenziehbare 
Haut  gebe,  die  durch  Kohäsion  mit  der  darunter  beflndlicben  Flüssig- 
keit zusammenhängt,  in  vielen  Fällen  auch  mit  dem  festen  Körper,  mit 
dem  die  Flüssigkeit  in  Berührung  steht;  und  durch  diese  Haut  werden 
die  Phänomene  scheinbar  verursacht  Wir  werden  uns  hier  so  aus- 
drücken, als  ob  diese  Haut  wirklich  existierte,  wie  sie  das  ja  in  einem 
gewissen  Sinne  auch  wirklich  tut;  nur  darf  sich  der  -picr  379 
Leser  nicht  zu  allzu  grob  sinnlicher  Vorstellung  von 
dieser  Wirklichkeit  verleiten  lassen. 

Es  sei  AB  (Fig.  379)  eine  auf  einer  Oberflächen-  \       x 

haut  gezogene  Linie,  dann  neigt  die  Haut  längs  der  X/^       ) 

Oberfläche  quer  durch  ein  Element  ds  von  AB  zur  ^     ^M^ 

Zusammenziehung.      JP  sei    die   durch   ds  hindurch- 
wirkende  Kraft;    F/ds  wird   dann   die   Oberflächen-     \^" 
Spannung  der   Haut  genannt;   sie  werde  mit   T  be- 
zeichnet.   Es  wird  einleuchten,  daß,  wenn  die  Haut  sich  in  horizontaler 
Lage  im   Gleichgewichte   befindet,    die   Oberflächenspannung  in   allen 
Punkten  dieselbe  sein   muß.      Dehnt  sich  die   Haut,  so  daß  aus  der 
Fläche  So  der  Flächeninhalt  Si  wird,  ohne  Änderung  der  Oberflächen- 
spannung, so  muß  T(Si  —  So)  die  Arbeit  sein,  die  von  äußeren  Quellen 
geleistet   worden   ist,   um  diese  Flächenzunahme   zu   erzielen.      Denn, 
denken   wir  uns  die  Begrenzung  längs  der  Tangentialebene  zur  Haut 
um  einen  kleinen  Abstand  u  in  einer  Richtung  verschoben,  die  um  den 
Winkel  (i  gegen  die  in  jener  Ebene  in  diesem  Punkte  nach  außen  ge- 
zogene Normale  geneigt  ist;  die  gegen   die  Oberflächenspannung  (die 
senkrecht  zur  Begrenzung  wirkt)  quer  durch  ein  Begrenzungselement  ds 
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geleistete  Arbeit  ist  Tu  cos  0  da.  Nun  ist  aber  ucosOds  der  von  dem 
Element  ds  beschriebene  Flächeninhalt  dS,  und  somit  ist  die  gesamte, 
bei  Ausdehnung  der  Haut  geleistete  Arbeit  f  TdS,  wobei  das  Integral 
rings  um  die  Begrenzung  genommen  ist.  Natürlich  ist  an  den  Stelleo, 
woO  größer  ist  als  ^'2,  das  hinzugefOgte  Flftchenelement  negativ,  d.h. 
es  findet  dort  Zusammenziehung  der  Haut  statt.  Hei  konstantem  T 
ist  die  geleistete  Arbeit  T/dS  oder  T(Sj  —  Sq).  Offenbar  ist,  bei 
Annahme  konstanter  Spannung,  die  gesamte,  hei  Schaffung  einer  Ober- 
flAcbe  vom  Inhalt  S  geleistete  Arbeit  T&  T  kann  demnach  ala  Energie 
pro  Oberfl&cheneinheit  gedeutet  werden. 

Als  ein  elementares  Beispiel  kann  ein  einfaches  Experiment  be- 
trachtet werden,  durch  das  man  eine  rohe  Bestimmung  der  Oberflächen- 
spannung gewinnen  kann.  Ein  rechtwinkliger  Rahmen  wird  senkrecht 
aufgestellt  und  mit  einer  Haut  aus  Seifenschaum  ausgefüllt,  deren  untere 
Kante  sich  an  einen  horizontalen  Draht  anlegt,  der  nach  oben  oder 
unten  beweglich  ist.  Wenn  l  der  Abstand  zwischen  den  vertikalen 
Rahmenseiten  ist,  so  ist  die  gesamte  nach  oben  gerichtete  Kraft,  mit 
der  die  Haut  den  Draht  zieht,  TL  Wird  der  Draht  um  ein  Stück,  K 
heruntergezogen,  so  ist  die  geleistete  Arbeit  Thl,  d  h.  TS,  wenn  S 
den  Zuwachs  Ih  an  der  Oberfläche  bezeichnet.  Die  Oberflächenspan- 
nung T  kann  durch  Messung  der  Kraft  Tl  annähernd  bestimmt  weiden. 

684.  Temperaturänderung  bei  stärkerer  Ausdehnung  einer 
Flüssigkeitsoberfläche.  Wenn  eine  FlQssigkeitshaut  sich  schnell 
ausbreitet,  so  ändert  sich  ihre  Temperatur,  in  der  Regel  fällt  sie;  es 
muß  der  Haut  Wärme  zugeführt  werden,  wenn  ihre  Temperatur  kon- 
stant bleiben  soll.  Im  Falle  einer  Wasserhaut  ist  der  Wärmebetrag^ 
der  ihr  zugeführt  werden  muß,  um  die  Temperatur  konstant  zu  erhalten, 
wenn  die  Haut  sich  ausbreitet,  ungefähr  der  Hälfte  des  Energiebetrages, 
der  bei  der  Ausdehnung  zur  Überwindung  der  konstanten  Oberflächen- 
spannung aufgewendet  wird,  äquivalent.  Es  ergibt  sich  dies  aus  dem 
Umstände,  daß  die  Oberflächenspannung  eine  Funktion  der  Temperatur 
p.     QgQ  ist;    die    Theorie    dieser  Wirkung   wird   im   zweiten 

Bande   im  Kapitel    über  Thermodynamik   erklärt 

werden. 

Man  hat  zu  beachten,  daß  die  Dimensionaformei 

yon  T  die  der  Kraft  pro  Längeneinheit,  d.  h. 

[MT-^] 
ist. 

Fig.  380  stellt  einen  Schnitt  durch  einen  Teil 

der  Flüssigkeit  vor,  der  durch  eine  vertikale,  gerade  — 

oder  doch  so  wenig  gekrümmte  Wand,  daß  sie  als 

gerade  gelten  kann,  begrenzt  ist.     Der  Schnitt  ist  als 

eine  Fläche  senkrecht  zur  Verbindungslinie  der  Medien  gedacht.     Im 

allgemeinen  bildet  die  Flüssigkeitsoberfläche,  gleichviel  ob  die  Wand 


er 
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Tertikai  ist  oder  nicht,  einen  bestimmten  Winkel  mit  der  Wandober- 
fiäche.  Wenn  FT  die  Liuie  ist,  in  der  die  Ebene  der  Figur  Ton  einer 
sEur  Oberfläche  im  Punkte  P  tangentialen  Fläche  geschnitten  wird,  so 
heißt  der  Winkel  WPT^=  a  der  Kontaktwinkel  der  Flüssigkeit  mit 
der  Oberfläche  im  Punkte  P.  In  den  meisten  Fällen  sind  die  in  P  sich 
berührenden  drei  Medien  AB  C  die  Flüssigkeit,  die  Luft  und  die  Materie 
der  festen  Wand.  Für  Quecksilber  in  Berührung  mit  Glas  bei  Vor- 
handensein Yon  Luft  als  drittem  Medium  ist  der  Winkel  WPT  un- 
gefähr 48*\  Häufig  gilt  übrigens  der  Supplementwinkel  von  WPT 
als  Kontaktwinkel.  Wenn  das  Medium  B  die  Luft  ist,  so  wird  dieser 
Winkel  häufig  der  Luftwinkel  der  Berührung  der  Flüssigkeit  mit  dem 
festen  Körper  genannt. 

685.  Dreieck  der  Spannungen.  In  manchen  Fällen  sind  die 
drei  Medien  drei  Flüssigkeiten  oder  zwei  Flüssigkeiten  und  Luft,  und 
es  könnte  nach  der  Theorie  so  scheinen,  als  müßte  Gleichgewicht  herrschen, 
wenn  die  drei  Oberflächen  so  gegeneinander  geneigt  wären,  daß  jede 
der  verschiedenen  Spannungen  T],  Tj,  T^  in  einer  die  gemeinsame  Kante 
senkrecht  schneidenden  Ebene  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  den 
beiden  anderen  proportional  wäre,  wie  im  Dreick  der  Kräfte.  Aber, 
wie  Lord  RayleigM)  bewiesen  hat,  ist  das  Dreieck  der  Spannungen 
niemals  möglich,  weil  immer  eine  von  den  drei  Flüssigkeiten  die  Tren- 
nungsschicht der  beiden  anderen  überfluten  wird.  Alle  Experimentatoren 
sind  zu  diesem  Ergebnis  gelangt.  So  behauptet  z.  B.  Marangoni 
(Pogg.  Ann.  143,  1871),  daß  „die  Grenzschicht  zwischen  zwei  Flüssig- 
keiten eine  kleinere  Oberflächenspannung  hat,  als  die  Differenz  der 
Oberflächenspannungen  der  Substanzen  selbst  (mit  Ausnahme  des 
Quecksilbers) ''.  Wenn  man  also  zwei  Flüssigkeiten  hat,  deren  Ober- 
flächenspannungen in  Berührung  mit  Luft  Ti  und  T^  sind,  so  ist  die 
Oberflächenspannung  T12  der  in  Berührung  befindlichen  beiden  Flüssig- 
keiten kleiner  als  T»  —  T«.  Also  ist  T,  >  Ta  +  r,2,  und  die  Flüssig- 
keit T2  verbreitet  sich  über  die,  die  Flüssigkeit  von  der  Spannung  T,  von 
der  Luft  trennende  Schicht  Ein  öltropfen  kann  nicht  auf  Wasser  stehen, 
wenn  nicht  das  Wasser  schon  mit  einer  dünnen  ölschicbt  bedeckt  ist. 
Auch  ist  Quecksilber  keine  wirkliche  Ausnahme.  Wie  Quincke  be- 
wiesen hat,  verbreitet  sich  ein  Wassertropfen  über  eine  Oberfläche  von 
reinem  Quecksilber;  gewöhnlich  bleibt  ein  Wassertropfen  auf  einer 
Quecksilberbchicht  stehen,  aber  nur  deshalb,  weil  diese  mit  einer  fettigen 
Haut  bedeckt  ist. 

686.  Eine  Ölschieht  auf  einer  Wasserfläche.  Wirkung  des 
Öls  auf  Wellen.  Em  auf  eine  Wasserfläche  gebrachter  Öltropfen  ver- 
breitet sich  sofort  als  ein  dünnes  Häutchen  über  die  Fläche,  so  daß 
dadurch  die   tatsächliche  Oberflächenspannung   der  Wasserfläche  ver- 

*)  Lord  ßayleigh,  Über  die  Theorie  der  Oberflächenkräfie.  Phil.  Maa;. 
Dez.  1890. 
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ändert  wird.  Nachdem  sich  das  öl  ganz  ausgebreitet  hat,  Termehrt 
eine  noch  weitere  Verdünnung  der  Ölschicht  wiederum  die  Oberflacheo- 
Spannung.  Wenn  also  Wasser  seine  Oberflächenform  so  ändert,  wie  es 
bei  der  Wellenbewegung  der  Fall  ist,  tritt  an  den  Stellen,  wo  sich  die 
Oberfläche  zusammenzieht,  eine  Verdickung  der  ölschicht  und  dem- 
entsprechende  Abnahme  der  Spannung  auf,  und  an  den  Stellen,  wo  sich 
die  Oberfläche  erweitert,  Verdünnung  der  Ölschicht  und  Zunahme  der 
Spannung.  Es  werden  also  Kräfte  wachgerufen,  die  dahin  streben,  die 
frühere  Konfiguration  wieder  herzustellen,  und  die  Ölschicht  leistet  den 
mit  der  Ausbreitung  von  Wellen  yerbundenen  periodischen  Schwan- 
kungen des  Oberflächeninhalts  Widerstand.  Eine  Welle  bricht  sich 
infolge  des  Umstandes,  daß  sie  vorn  steiler  und  hinten  sanfter  wiid. 
Ist  nun  die  Oberfläche  mit  einer  ölschicht  bedeckt,  so  wird  diese  Torn 
infolge  der  Zusammenziehung  dicker,  hinten  wegen  der  Ausdebnang 
dünner  werden.  Dadurch  würden  aber  Span nungsänderun gen  erzeugt 
werden,  die  der  Formänderung  der  Welle  Widerstand  leisten  und  sie 
so  verhindern,  sich  zu  brechen.  Durch  diese  Wirkung  werden  auch 
die  Kräuselungen  und  kleinen  superponierten  Wellen  ausgeglättet, 
welche  anderenfalls  die  Kämme  der  großen  Wellen  zum  Fortschreiten 
und  zur  l'rechung  führen  würden.  Man  verdankt  diese  Erklärung 
der  Wirkung  von  Öl  auf  Wellen  Osborne  Reynolds  (Rep.  Brit 
Assoc.  1880). 

687.  Wirkung  der  Dickeänderung  auf  Oberflächenspan- 
nungen. Lord  Kayleigh  hat  nachgewiesen,  daß  auch  an  Seifen- 
blasen die  Zu-  und  Abnahme  der  Oberflächenspannung  mit  Verdünnaog 
und  Verdickung  des  Seifenhäutchens  gezeigt  werden  kann.  Es  möge 
eine  Seifenblase  in  einem  Drahtringe  dadurch  erzeugt  werden,  daß  man 
den  Ring  in  eine  flache  Schale  mit  Seifenlösung  eintaucht.  Solange 
die  Ebene  des  Ringes  horizontal  erhalten  wird,  muß  jeder  Teil  des 
Häutchens  gleiche  Spannung  haben;  wird  aber  die  Ringebene  vertikal 
gestellt,  während  das  Häutchen  im  Gleichgewicht  bleibt,  so  wird  offenbar 
die  Spannung  oben  größer  werden  als  am  Boden,  und  zwar  um  den 
zum  Tragen  des  dazwischen  liegenden  Stückes  erforderlichen  Betrag. 
Die  Flüssigkeit  sickert  langsam  von  oben  herunter,  und  die  Blase  wird 
oben  dünner.  Dies  geht  so  lange  fort,  bis  der  obere  Teil  eine  gewisse 
Grenzdicke  erreicht,  bei  der  dann  die  Oberflächenspannung  abzunehmen 
anfängt  und  die  Blase  platzt.  Dieses  Ereignis  tritt  ein,  wenn  die  Dicke 
mit  molekularen  Dimensionen  vergleichbar  wird,  so  daß  die  Messung 
der  Grenzdicke  es  geradezu  ermöglicht,  zu  einer  Schätzung  dieser  Di- 
mensionen zu  gelangen.  Es  sind  Experimente  über  diese  Frage  von 
Reinold  und  Rücker  angesteUt  worden;  die  Ergebnisse  werden  im 
zweiten  Bande  bebandelt  werden. 

688.  Die  durch  aufgelost«  Substanzen  erzeugte  Abnahme 
der  Oberflächenspannung  des  Wassers.    Die  Lösltchkeit  einer  Sab- 
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stanz  in  Wasser  führt  za  einer  graduellen  Abnahme  der  Oberflächen- 
spannung von  dem  Werte  für  reines  Wasser  bis  zu  dem  für  die  mög- 
liche stärkste  Lösung  der  Substanz.  Zum  Beispiel  löst  sich  ein  auf 
Wasser  gelegtes  Stückchen  Kampfer,  und  die  Spannung  der  Wasser- 
oberfläche nimmt  ab,  und  zwar  in  desto  höherem  Grade,  \e  mehr  Kampfer 
in  dem  Wasser  an  der  Oberfläche  vorhanden  ist;  hieraus  entstehen  die 
sonderbaren  Bewegungen  eines  Stückes  Kampfer  auf  Wasser.  Der 
Kampfer  löst  sich,  der  gelöste  Teil  wird  nach  außen  gezogen  infolge 
der  höheren  Spannung  der  umgebenden  Wasseroberfläche.  Wenn  die 
Oberfläche  mit  dem  Finger  berührt  wird,  so  kann  die  Bewegung  durch 
das  sich  der  reinen  Wasseroberfläche  mitteilende  und  rasch  auf  ihr 
verbreitende  Fetthäutchen  gehemmt  werden.  Lord  Rayleigh  hat  die 
zur  Hemmung  der  Bewegung  kleiner  Kampferstückeben  nötige  Schicht- 
dicke von  Olivenöl  dadurch  bestimmt,  daß  er  das  Gewicht  des  hinzu- 
gefügten Öls  und  die  Fläche  des  Gefäßes  bestimmte.  Er  fand,  daß  für 
eine  kreisförmige  Oberfläche  von  84  cm  Durchmesser  0,8  mg  genügten. 
Dies  ergibt  eine  Schicht  von  1,6  X  10~'  cm  Dicke;  und  Lord  Rayleigh 
schätzt,  daß  eine  Dicke  von  zwei  Milliontel  Millimeter  genügt  haben 
würde,  wenn  die  Oberfläche  von  Anfang  an  vollkommen  rein  gewesen  wäre. 
Die  Annahme  der  Oberflächenspannung,  die  durch  Hinzufügung 
von  Alkohol  entsteht,  kann  man  sehr  deutlich  auf  folgende  Weise 
zeigen:  man  überflutet  eine  schräg  gehaltene  Glasplatte  mit  anilin- 
gefärbtem Wasser  und  zieht  dann  horizontal  mitten  durch  die  benetzende 
Wasserschicht  einen  in  Alkohol  getauchten  Kamelhaarpinsel.  Die 
Flüssigkeit  wird  auf  beiden  Seiten  des  Alkohols  zurückweichen,  sie  wird 
auf  der  oberen  Seite  herauf  und  auf  der  unteren  herablaufen  unter 
Freilassung  des  mittleren  Teiles  der  Platte.  Das  Herauflaufen  wird  so 
lange  andauern,  bis  die  Flüssigkeit  auf  der  Platte  eine  solche  Tiefe  er- 
reicht hat,  daß  sie  durch  die  Wirkung  der  Schwere  zurückfließt.  Hält 
man  einen  in  Äther  getauchten  Pinsel  dicht  über  die  Wasserschicht,  so 
wird  das  Wasser  von  dieser  Stelle  aus  ringsherum  zurückweichen. 

689.  Die  sogenannten  Tränen  starker  Weine.  Auf  dieselbe 
Weise  ist,  wie  J.  Thomson  nachgewiesen  hat,  das  Phänomen  der 
^ Tränen^  starker  Weine  zu  erklären.  Wein,  der  ein  Glas  oder  eine 
Flasche  zum  Teil  füllt,  hat  eine  rundherum  an  der  Wand  heraufstehende 
Schicht,  die  sich  in  eine,  die  Ränder  des  Gefäßes  benetzende  dünne  Schicht 
fortsetzt.  Aus  dieser  verdampft  der  Alkohol  schneller  als  das  Wasser, 
so  daß  die  Spannung  zunimmt.  Da  nun  die  Spannung  oben  stärker 
ist  als  unten,  so  wird  Flüssigkeit  an  den  Wänden  heraufgezogen,  bis 
sie  in  Tropfen  herabläuft.  Befindet  sich  der  Wein  in  einer  teilweise 
gefüllten  verkorkten  Flasche,  so  geht  die  Bewegung  nicht  von  statten, 
da  die  Verdampfung  aufhört,  wenn  der  Dampf  mit  der  Flüssigkeit  im 
Gleichgewicht  ist.  Doch  kann  die  Bewegung  in  Gang  gebracht  werden, 
wenn  man  die  Flasche  öffnet  und  den  Dampf  abzieht,  indem  man  ihn 
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durch  ein  Röhrchen  ahsangt,  das  so  hineingesteckt  ist,  daß  das  tiefere 
Ende  sich  über  der  Flüssigkeitsoberflache  befindet  Wenn  die  alko- 
holische Lösung  zu  stark  oder  zu  schwach  ist,  zeigen  sich  keine  „TraneD^. 
Eine  Lösung,  die  etwa  25  Pros,  stark  ist,  ergibt  die  beste  Wirkung. 


Steigen  und  Fallen  yon  Flüssigkeiten  in  Rohren  und 
zwischen  Platten«  Wir  können  nun  das  Steigen  und  Fallen  einer  in 
einem  Rohre  oder  zwischen  zwei  Platten  einsreschlossenen  Flüssigkeit  er- 
klären. Fig.  381  zeigt  den  Anstieg  des  Wassers  in  einem  Glasrohr 
über  das  Niveau  des  horizontalen  Wasserspiegels  in  einem  es  um- 
gebenden äußeren  Gefäße,  Fig.  382  die  Depression  einer  Flüssigkeit, 
wie  Quecksilber  in  einem  ebensolchen  Rohre.  Für  den  Fall  des  Wassers 
ergibt  sich  als  allgemeines  Resultat  der  Experimente,  daß  der  Kontakt' 
Fig.  381.  Fig.  382.  Fig.  383. 


Winkel  gleich  null  ist,  d.  h.,  es  ergeben  sich  180^  für  den  Luftwinkel; 
für  den  Fall  des  Quecksilbers  ist  der  Winkel  endlich  und  ungefähr  48^. 


Fig.  384, 


Betrachten  wir  zwei  Punkte,  einen,  P,  auf  der  freien  Oberfläche  im 
äußeren  Gefäße,  den  anderen,  Q,  auf  der  Meniskusoberfläche  im  Rohre, 
in  einiger  Entfernung  von  der  Wandung.  Der  Druck  in  der  Flüssig- 
keit an  der  freien  Oberfläche  ist  iC,  in  derselben  Höhe  in  dem  Rohre 
ist  er 


2        Vr,    ^  rj' 


wenn  Vi  und  r^  die  Hauptkrümmungsradien  im  Punkte  Q  sind  und  i 
dessen  Höhe  über  P  ist.  Da  diese  beiden  Drucke  gleich  sein  müssen, 
80  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  Schweredruck  in  Q: 


1    „/l     ,      1\ 
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oder,  wenn  man  2  T  für  H  setzt: 

^^^  =  ^7:  +  ^) («> 

Die  Fig.  383  und  384  zeigen  genauer  die  Form  der  Oberfläche  in 
weiten  Rohren.  Die  gestrichelte  Linie  bedeutet  in  beiden  Fällen  den 
ungestörten  Spiegel. 

Hat  das  Kohr  einen  kleinen  Radius  a,  so  sieht  man  leicht  ein,  daß 
Ti  sehr  annähernd  gleich  r^  sein  muß.  Am  Grunde  des  Meniskus  ist 
Ti  gleich  r^'t  wenn  wir  beide  mit  r  bezeichnen,  so  erhalten  wir 

gQZ  =  2T^ (7) 

Wenn  die  Flüssigkeit  das  Rohr  unter  einem  endlichen  Winkel  a  schneidet, 
so  ist  die  Krümmung,  in  einem  Schnitt  durch  den  Meridian,  an  der 
Kante,  wie  wir  annehmen,  1/r',  in  der  anderen  Normalebene  ist  sie 
cosa/a  (ygl.  S.  697).  Denn  die  Oberfläche  ist  an  der  Berührungslinie 
mit  dem  Rohre  im  Winkel  a  zu  den  erzeugenden  Linien  der  Rohrober- 
fläche geneigt;  folglich  muß  ein  enger  Oberflächenring  in  dieser  Linie  mit 
einer  Kugeloberfläche  yom  Radius  a'cos  a  zusammenfallen;  wenn  also  e 
die  Höhe  der  Kante  des  Meniskus  über  dem  Niveau  der  freien  Oberfläche 
ist,  so  ist 

»"=^(^+^) «> 

Aber  der  gesamte  von  der  obersten  Schicht  auf  die  Flüssigkeit  aus- 
geübte Zug  beträgt  2  7laTco$a\  und  wenn  h  die  mittlere  Höhe  ist,  bis 
zu  der  die  Flüssigkeit  steigt,  so  ist 

xa^gQh  =  2naTcosa 
oder 

gQh  =  2T'-^ (9) 

a 

Da  nun  das  Rohr  sehr  eng  ist,  so  ist  h  sehr  annähernd  gleich  jer,  und 

daher  ist 

„»  =  r(.l  +  5^) (10) 

Die  Vergleichung  der  Formeln  (9)  und  (10)  ergibt:  /  =  a/cösa, 
d.  h.  die  beiden  Krümmungsradien  sind  am  Rande  des  Meniskus  sehr 
annähernd  gleich.  Aber  am  tiefsten  Punkte  ist  ggjs  =  2  T/r,  wenn 
r  der  Krümmungsradius  an  dieser  Stelle  ist;  folglich  ist  auch  dort 
1/r  =  cosa/a^  und  somit  jede  der  Krümmungen  die  gleiche  sowohl 
am  tiefsten  Punkte  des  Meniskus  als  auch  an  seinem  Rande;  und  so 
müssen  sie  an  allen  Punkten  annähernd  gleich  sein.  Der  Meniskus  ist 
demnach  ein  Teil  einer  Kugeloberfläche  vom  Radias  a/cosoc. 

Ist  der  Kontaktwinkel  gleich  null,  so  ist  der  Krümmungsradius 
gleich  a.  Dies  ist  der  Fall  für  Wasser  und  jede  andere  Flüssigkeit, 
die  einen  festen  Körper  benetzt,  mit  dem  sie  in  Kontakt  steht. 
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Die  Höhe,  bis  zu  der  eine  FlüsBigkeit  in  einem  Rohre  steigt,  steht 
im  umgekehrten  Yerhfiltnis  zum  Radius  des  Rohres.  Dasselbe  Gesetz 
gilt  für  das  Steigen  einer  Flüssigkeit  zwischen  zwei  benachbarten 
parallelen  Platten;  nur  ist  die  Formel  hier  etwas  verschieden.  Es  gibt 
nur  eine  Krümmung,  und  sie  beträgt  cosu/a,  wenn  a  der  halbe  Ab- 
stand zwischen  den  Platten  und  a  der  Kontaktwinkel  ist.  Folglich  ist 
in  diesem  Falle,  wenn  h  die  mittlere  Höhe  ist, 

ggh  =  T  —^ (11) 

Die  Höhe  h  ist  also,  wie  der  Vergleich  mit  Gl.  (9)  zeigt,  nur  die  Hälfte 

derjenigen  für  ein  Rohr  von  einem,  dem  Abstände  zwischen  den  Platten 

gleichen  Durchmesser. 

In  diesem  Falle  wird,  wenn  der  Krümmungsradius  irgend  eines 

Punktes  der  gekrümmten  Oberfläche  r  ist,  die  Höhe  ^,  bis  zu  der  die 

Flüssigkeit  steigt,  durch  den  Ausdruck 

T 
9((e=  ^^ (12) 

gegeben. 

Natürlich  wird  für  den  Fall  der  konvexen  Oberfläche  die  Tiefe  ft, 
bis  zu  der  irgend  ein  Punkt,  in  dem  die  Krümmungsradien  r^  und  r^ 
sind,  unter  die  freie  Oberfläche  herabsinkt,  durch  GL  (6)  und  der  Abfall 
zwischen  den  Platten  durch  Gl.  (12)  ausgedrückt.  Es  ist  dies  der- 
jenige Fall,  in  welchem  die  Flüssigkeit  die  Rohrwandung  nicht  benetzt., 
wie  z.  13.  Wasser  in  einem  Rohr,  dessen  Wandung  mit  einer  ölschicht 
überzogen  worden  ist. 

Man  kann  auf  folgende  Weise  ein  interessantes  Experiment  an- 
stellen, welches  das  Gesetz  des  Steigens  und  Fallens  einer  Flüssigkeit 
zwischen  zwei  Platten  veranschaulicht:  man  stellt  zwei  rechteckige 
Glasplatten  so  auf,  daß  sie  sich  längs  der  einen  Yertikalkante  berühren, 
wie  in  Fig.  385,  und  daß  sie  an  den  beiden  anderen  Yertikalkanten 
durch  einen  dünnen  Keil  leicht  getrennt  sind,  und  stellt  sie  mit  ihren 
unteren  Horizontalkanten  in  einen  Trog,  der  mit  anilingefärbtem  Wasser 
gefüllt  ist.  Wenn  a  der  Abstand  ist,  bis  zu  dem  der  Keil  die  letzt- 
genannten Kanten  trennt,  und  l  die  horizontale  Länge  der  Platten  ist, 
so  haben  wir  als  ihren  Abstand  voneinander  in  einer  Entfernung  x  von 
der  vertikalen  Berührungskante  xa/ 7.  Annähernd  wird  daher  die  Höhe 
^,  bis  zu  der  das  Wasser  an  diesem  Punkte  steigt,  durch 

gQZ=  T  — 

^  xa 

gegeben.     Folglich  ist 

xz  =  T  — - (13) 

gga 

d.  h  xz  ist  eine  Konstante.    Somit  ist  die  Berührungskurve  des  Wassers 
mit    der   Platte    eine  rechtwinklige  Hyperbel,    deren    Asymptoten  die 


steigen  zwischen  Platten. 
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vertikale  BerühruDgekante   der  Platten  und   eine   mit  der  Oberfläche 
zusammenfallende  Linie  längs  jeder  Platte  sind. 


Fig.  385. 


Fig.  386. 


691.  Form  der  Flttssigkeitsoberfläche  in  der  N&he  einer  ein- 
getancllten  ebenen  Platte.  Betrachten  wir  nun  die  Form  der  Ober- 
fläche auf  jeder  Seite  einer  in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  ebenen 
Platte.  Fig.  386  zeigt  die  Form  der  Oberfläche  wenigstens  an  allen 
Punkten,  die  nicht  unendlich  nahe  an  der  Wandung  liegen.  Die  Form 
wird  sich  für  jeden  Kontaktwinkel  ergeben,  wenn  man  die  Platte  in 
solcher  Lage  zeichnet,  daß  sie  die  Oberschicht  im  geeigneten  Winkel 
schneidet.  Ein  Schnitt  der  Oberfläche  durch  eine  zu  der  horizontalen 
Kante,  in  der  die  Flüssigkeit  die  Platte  trifft,  senkrechten  Ebene  muß 
die  elastische  Linie  sein,  da  die  Krümmung  in  irgend  einem  Punkte 
P  dieses  Oberflächenschnittes  dem  vertikalen  Abstände  des  Punktes 
von  dem  in  Ruhe  beflndlichen  Niveau  proportional  ist  Folglich  ist, 
wie  wir  in  §  655  gesehen  haben,  wenn  c  eine  Konstante  ist,  die  Gleichung 
des  Querschnittes 


a;  =  — y4a*  —  y^   +  alog 


2  g  -4-  y  4  g'»  —  yg 


y 


+  c  .    .   (14) 


Wenn  für  c  der  Wert  a  '^  2  —  alog  (l  -|-  V^)  gewählt  wird,  so  wird 
der  Anfangspunkt  0,  am  Fuße  der  vertikalen  Tangente  genommen,  x 
wird  horizontal,  y  vertikal  gemessen.  OA,  die  Höhe  des  Berührungs- 
punktes über  0,  ist  a^ 2, 

Wenn  p  für  dy/dr  steht,  no  ist  die  Krümmung  in  irgend  einem 
Punkte  F  gleich 

dp_ 

dx 
(l  +  pV"' 

und  dies  steht,  wie  wir  sahen,  mit  der  Ordinate  y  des  Punktes  in  Be- 
ziehung durch  die  Gleichung 

dp 

(1  +  !>*)'• 
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Setzen  wir  a'  für  T/gQj  so  y  er  wandelt  sich  die  Gleichung  in 

Ein  erstes  Integral  dieser  Gleichung  erhält  man,  indem  man  beide  Seiten 
mit  p  multipliziert  und  integriert.     Dies  ergibt 

da  y  =  0,  wo  jp  =  0  ist.  Also  kann  diese  Gleichung,  wenn  0  die 
Neigung  der  Tangente«  gegen  die  ^-Axe  in  irgend  einem  Punkte  ist, 
dB  p  ^=  tgO  ist,  in  der  Form 

a^cosO  =  a'  —  —  y"     oder     a»(l  —  cosO)  =:  ---  y* 
also 

-■»2=Ä (1»> 

geschrieben  werden. 

692.  Theorie  eines  großen  Tropfens  auf  5  oder  einer  Luft^ 
blase  unter  einer  horizontalen  Platte.  Es  können  verschiedenartige 
Anwendungen  dieses  letzten  Ergebnisses  gemacht  werden.  Wenn  man 
durch  jEJ,  den  Punkt,  in  dem  die  Kurve  horizontal  ist,  eine  horizontale 
Linie  zieht,  so  erhält  man  annähernd  den  Meridianschnitt  einer  sehr 
großen  kreisförmigen  Luftblase  in  Wasser  unter  einer  sehr  gut  benetzten 
Glasplatte,  d.  h.  einen  von  einer  Ebene  durch  die  Figuraxe  gemachten 
Schnitt. 

Die  Höhe  der  Blase  ist  KE^  und  diese  ergibt  sich  aus  Gl.  (17)  in 
dem  negativen  Wert  der  Wurzel  aus  (1  +  J)*).  Folglich  ist  für  diesen 
Punkt  y  ^  2a.  Die  Höhe  des  Punktes  Ä  über  der  Abszissenaxe  ist 
0^2,  d&  y  =  2asin\0  und  0  =  90»  ist. 

Wenn  die  Höhe  der  Blase  oder  die  Höhe  des  Punktes  A  gemessen 
ist,  so  kann  die  Oberflächenspannung  berechnet  werden  unter  Anbrin- 
gung einer  Korrektion  für  die  Vernachlässigung  der  Krümmung  in  der 
anderen  Normalebene. 

693.  Bestimmung  der  Oberflächenspannung  Yon  Blasen  und 
Tropfen.  In  einem  Falle,  in  dem  der  Luftkontaktwinkei  a  ist,  denken 
wir  uns  eine  horizontale  Linie  durch  den  Punkt  C  gezogen,  in  welchem 
die  Kurve  um  eben  diesen  Winkel  gegen  die  Horizontale  geneigt  ist 
Dann  werden  wir  als  Ordinate  dieses  Punktes,  die  h  heißen  möge, 

h=2asin^    '     • (19) 

haben.  Diese  Größe,  welche  die  Höhe  der  Blase  ist,  werde  gemessen, 
ebenso  wie  die  Höhe  OA^  d.  h.  a^2.     Dann  ist  a  bekannt,  und  es 
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fehlt  nur  noch  eine  Bestimmung  von  q,  um  die  Berechnung  der  Ober- 
flächenspannung zu  ermöglichen.  Auch  kann,  da  a  bekannt  ist,  der 
Koutaktwinkel  nach  Gl.  (19)  berechnet  werden. 

Diese  Methode  kann  auf  große  Tropfen  von  Flüssigkeit  angewandt 
werden,  welche  auf  einer  horizontalen  Platte  liegen,  ohne  sie  zu  benetzen; 
z.  B.  ein  Tropfen  Quecksilber    auf   einer  Fig.  887. 

Glasplatte,  wie  in   Fig.  387.      Wird  der        O  r'^^^^m^^^^ 
Anfangspunkt  am  Punkte  0  (Fig.  387)  ge-  j^pi^4~rl4^^^^^ 

nommen  und  y  nach  unten  gemessen,  so  ^^^^^^^^m^^fi^^^'^^'^^'^^^^^ 
sind  die  oben  gegebenen  Formeln  ohne  ^-^^^^^^Är^ÄMÄ^^ 
Änderung  anwendbar.  Nur  ist  Q  die  Dichte  der  den  Tropfen  bildenden 
Flüssigkeit. 

Die  Messung  von  Tropfen  zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Ober^ 
flächenspannung  ist  von  Gauß  in  seiner  Abhandlung  über  die  Kapillarität 
empfohlen  und  von  Quincke  mit  großer  Sorgfalt  ausgeführt  worden. 
Indessen  ist  zu  bedenken,  daß  die  Theorie  unvollkommen  ist,  da  die 
vollständige  Differentialgleichung  nicht  Gl.  (16),  sondern 


r       dp  -1 

dx  ,    cosO  \ 


(20) 


ist,  wo  r  der  Radius  des  horizontalen  Schnittes  durch  den  Tropfen  an 
der  Krümmungsstelle  und  0  der  Winkel  ist,  den  die  Normale  in  diesem 
Punkte  mit  der  Durchschnittsebene  bildet.  Wenn  R  der  Radius  des 
gprößten  Querschnittes  und  x  die  Abszisse  des  Punktes  vom  Punkte  0, 
Fig.  387,  aus  gemessen  ist,  so  ist  r  =  12  —  x,  und  6  der  Komplement- 
winkel von  arctgp.     Daher  ist 

cosO  =  —  ^— 
Vi  +  p« 
und  die  Gleichung  lautet : 


,«  ^ + p_        1  = 

L(i  +  p»)%  ^  (R-x) Vi  +pü 


(21) 


Diese  Gleichung  ist  von  Laplace  erschöpfend  behandelt  worden  in 
einem  zweiten  Supplement  zum  10.  Buch  der  M6canique  Celeste,  worin 
er  die  Kapillarität  weiter  erörtert.  Er  vergleicht  die  von  Gay-Lussac 
gemessene  Höhe  eines  Quecksilbertropfens  von  1  dm  Durchmesser  mit 
der  Theorie,  wobei  er  den  Kontaktwinkel  als  48^  nimmt,  und  findet 
3,397  mm  als  Höhe  gegen  die  beobachtete  Höhe  von  3,378  mm.  Die 
Höhe  eines  Tropfens  von  derselben  Größe  war  vorher  von  Segner  als 
3,4067  mm  gefunden  worden. 

Die  für  dieses  Glied  erforderliche  Korrektion  der  Oberflächen- 
Bpannung  des  Quecksilbers  ist  von  Worthington  (Phil.  Mag.  Jan. 
1885)  berechnet  worden. 
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694.  Die  Plateauschen  Tersuche«  Es  ist  von  Plateaa  &nt 
Reihe  wichtiger  Untersuch uo gen  angestellt  worden,  mit  Tropfen  tod 
Olivenöl  in  einer  Mischung  von  Alkohol  und  Wasser,  die  so  abgepaßt 
war,  daß  sie  gerade  die  spezifische  Schwere  des  Öls  hatte,  so  daß  die 
Gestalt  einer  Masse  ohne  jede  andere  Verzerrung  als  die  durch  die  der. 
Masse  etwa  erteilte  Bewegung  hervorgerufene  betrachtet  werden  konnte. 
Es  ergab  sich,  daß  ein  Öltropfen  Kugelgestalt  hat,  wenn  er,  der  Wirkung 
jeder  Kraft  entzogen,  in  Ruhe  ist,  ein  kirgebnis,  das  natürlich  für  alle 
Flüssigkeiten  gelten  muß.  Die  Oberflächenschicht  zieht  sich  so  zu- 
sammen, daß  er  die  kleinste  Fläche  einnimmt,  die  bei  einem  gegebenen 
Volumen  möglich  ist,  und  das  ergibt  bekanntlich  die  Kugelgestalt. 
Diese  ist  die  einzige  Gestalt  von  endlicher  Ausdehnung,  welche,  wenn 
die  Begrenzung  keinem  Zwange  unterliegti  überall  die  Bedingung 

J.  +  JL  =  1 (22) 

befriedigt,  wo  a  eine  Konstante  ist. 

Wenn  man  einen  dieser  Tropfen  senkrecht  mitten  durchbohi*te  mit 
einem  so  geölten  Draht,  daß  der  Tropfen  ihm  anhing,  und  diesen  Draht 
dann  um  sich  selbst  drehte,  so  bauchte  sich  der  Tropfen  unter  der 
Wirkung  der  Zentrifugalkraft  horizontnl  aus,  bis  schließlich  bei  irgend 
einer  kleinen  Erschütterung  ein  Äquatorring  sich  von  dem  Hauptkörper 
trennte  und  um  den  Äquator  der  zentralen  Masse  rotierend  yerblieb, 
wie  der  Ring  des  Saturn  um  den  Äquator  dieses  Planeten. 

Es  sind  viele  andere  hochwichtige  Untersuchungen  von  Plateau 
ausgeführt  worden,  die  in  seiner  Statique  ....  des  Liquides  soumis 
aux  seules  Forces  Moleculaires  beschrieben  sind;  hierauf  muß  der  Leser 
für  eingehendere  Belehrung  verwiesen  werden. 

695.  Häutchen  mit  zwei  Oberflächen.  Betrachten  wir  jetzt 
Flüssigkeitshäutchen  mit  zwei,  durch  eine  dünne  Flüssigkeitsschicht 
getrennten  Oberflächen.  Dies  sind  z.  B.  Seifenblasen,  die,  wenn  bei  der 
Bereitung  der  Lösung  ^)  geeignete  Maßregeln  angewandt  werden,  sich 
tagelang  halten  und  in  verschiedenen  Lagen  untersucht  werden,  sowie 
auch  sich  Begrenzungen  verschiedener  Gestalt  anschmiegen  können. 
In  diesem  Falle  kann  die  Spannung  der  Blase  als  das  Doppelte  der 
Spannung  jeder  Oberfläche  angesetzt  werden. 

Die  Blase  sei  geschlossen,  p  sei  der  Luftdruck  in  ihrem  Innern, 


*)  Man  nehme  1  Tl.  Marseille!-  Seife,  pchneide  sie  in  kleine  Stiicke  ond 
löse  sie  in  40  Gewtln.  mäßig  warmen  destillierten  Wassers;  man  filtriere  und 
mische  15  Volumtle.  der  Lösunuf  mit  11  Tln.  reinen  Glyzerins.  Dies  lasse  ninn 
eine  Woche  stehen;  am  8.  Ta}?e  biinge  man  es  für  sechs  Stunden  auf  3*C., 
filtriere,  indem  man  der  Vorsicht  hall 'er  ein  kleines  Gläschen  mit  Ei«  in  den 
Filter  stellt,  wiederhole  das  Filtrieren,  bis  die  Lösung  klar  ist,  und  hebe  diese 
bei  normaler  Temperatur  in  Flaschen  auf. 


^1 
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P  der  äußere  Luftdruck.    Wenn  22^,  R^  ^^^  HauptkrÜmmungsradien  in 
irgend  einem  Punkte  sind,  so  ist 

i  +  i  =  ^fi^ <2^> 

696.  Zylinderförmige  Blase.  Als  Beispiel  wählen  wir  eine 
Blase  in  Gestalt  eines  Zylinders,  der  mit  zwei  sphärischen  Kappen  ab- 
schließt. Man  kann  sie  leicht  herstellen,  indem  man  zwei  Brahtkreise 
in  horizontalen  Ebenen  in  passendem,  vertikalem  Alistande  und  so,  daß 
ihre  Zentren  in  einer  Vertikalen  liegen,  aufhängt.  Dies  kann  geschehen, 
indem  man  den  unteren  Kreis  durch  drei  divergierende  Drähte  und  den 
oberen  durch  drei  divergierende  dünne  Fäden  stützt,  die  an  Punkten 
der  Ringe  befestigt  sind,  dann  etwas  Seifenlösung  an  die  ÖfEnung  eines 
Strohhalmes  oder  Röhrchens  nimmt,  das  Ende  zwischen  die  Ringe  bringt 
und  nun  die  Blase  so  lange  aufbläst,  bis  sie  mit  beiden  Ringen  in  Be- 
rührung kommt.  Wird  dann  das  Röhrchen  vorsichtig  ^g.  33^, 
zurückgezogen,  während  man  das  offene  Ende  mit  dem 
Finger  schließt,  so  kann  man  die  Blase  zwischen  den 
Ringen  in  Ruhe  stehen  lassen.  Wird  dann  der  obere  ^^/  -^.^^.^^^ 
Ring  vertikal  gehoben,  so   wird  sich  die  Blase  dehnen  ^^jC"T^ 

und  wird  sich  mit  zunehmender  Länge  der  Zylinderform 
uähern.  Denn  durch  das  Heben  des  oberen  Ringes  nimmt 
die  Krümmung  in  einem  vertikalen  Schnitt  durch  die  Axe 
ab,  während  sie  in  einem  horizontalen  Durchschnitt  zu- 
nimmt. Wenn  die  Krümmung  im  vertikalen  Durchschnitt 
null  geworden  ist,  so  ist  die  im  horizontalen  in  jedem 
Punkte  1/a,  wo  a  der  Radius  jeden  Ringes  ist;  dann 
müssen  die  abschließenden  Kappen  Kugelkalotten  sein. 
Wenn  a  der  Radius  jeden  Ringes  und  p  —  P  wie  zu- 
vor die  Differenz  zwischen  innerem  und  äußerem  Druck  ist,  so  ist  für 
den  zylindrischen  Rumpf  der  Blase 

2  T  -  =  1)  —  P (24) 

Wenn  ferner  r  der  Radius  der  Kugelkalotte  ist,  so  ist 

4T~=1>  —  P (25) 

V 

folglich  ist  2/r  =^  l/a  oder  2a  =  r.     Es  ist  somit  der  Radius  der 
Enden  gleich  dem  Durchmesser  des  Röhrchens.    Folglich  ist  (Fig.  388) 

r  $m  a  -=  -~  r     oder     stna  =   -  y 
d.  h.  a  =  300. 

697.    Das  Katenoid.     Wenn  die  kugeligen  Enden  durchstochen 
werden,  so  gleichen  sich  der  innere  und  der  äußere  Druck  der  zylin- 
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drischen  Blase  plötzlich  aas  und  die  zylindrische  Form  Yerschwiiidet; 
die  Oberfläche  verwandelt  sich  in  eine  Rotationsoberfläche  nm  die  die 
Zentren  der  beiden  Kreise  verbindende  Linie  und  hat  in  jedem  Punkte 
eine  doppelte  Krümmung,  welche  durch  die  Gleichung 

i  +  i  =  « <^«> 

gegeben  ist. 

Diese  Formel  kann  man  mit  Hilfe  des  Meuni  er  sehen  Theorems 
umformen.  Dieses  Theorem  setzt  die  Oberflächen  krümm ung  in  einem 
Punkte  P  in  einer  Normal  ebene  in  Verbindung  mit  der  Krümmung 
in  einem  jene  Ebene  in  einer  Tangentiallinie  an  die  Oberfläche  in 
dem  besagten  Punkte  schneidenden  Durchschnitt.  Wenn  B,  der  Krüm- 
mungsradius in  der  Normalebene  und  a  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Ebenen  ist,  so  ist  der  Krümmungsradius  in  der  anderen  Ebene  R  cos  o- 
Denn  die  Schnitte  der  beiden  Ebenen  in  P  fallen  in  unendlicher  An- 
näherung zusammen  längs  eines  kleinen  Bogens  ds^  der  seinen  Mittel- 
punkt in  P  hat  Die  Sehnen  dieser  beiden  annähernd  zusammenfallen- 
den Bogen  sind  im  Grenzwert  von  gleicher  Länge.  Wenn  aber  d  der 
Abstand  der  Sehne  von  P  im  Normalschnitt  ist,  so  ist  der  Abstand  der 
anderen  Sehne  yon  P  gleich  d  i  cos  a.  Wenn  2  ij  der  von  ds  im  Krüm- 
mungsmittelpunkte  im  Normalschnitt  umspannte  Winkel  ist,  so  ist 

Ä  (1  —  cosd)  =  d 
oder,  da  0  klein  ist, 

~  Bö«  =  d,     d.h.     -—  =d. 

Ebenso  ist,  wenn  r  der  Krümmungsradius  im  anderen  Durchschnitt  ist, 

1^  _     ^ 
2    r  cosa 

Somit  ist 

r  =  R  cos  a, 

und  das  ist  eben  das  Meuni  ersehe  Theorem. 

Ist  nun  1  /i?i  die  Krümmung  in  einer  Ebene  durch  die  Axe,  die 
wir  Meridianebene  nennen  wollen,  so  ist  1/22^  in  der  zu  dieser  senk- 
rechten Ebene,  die  auch  die  Normale  im  Punkte  P  enthält,  mit  dem 
Abstand  r  des  Punktes  P  von  der  Axe  verknüpft  durch  die  Gleichung 

1  cosO 

%  =—' 

wenn  r  der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Axe  und  0  der  Winkel 
MPN  ist.    Demnach  ist 

1    cosü 

%  —  '"T' 

oder 

r  =  —  li^cose (27) 
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Es  ist  somit  die  Krümmung  in  der  Meridianebeno  entgegengesetzt  der 
in  der  anderen  Normalebene,  und  der  Krümmungsradius  in  der  ersteren 
Ebene  ist  PN^  der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Kreuzung  der 
Normalen  mit  der  Oberflächenaxe.  Die  Kreuzung  der  Oberfläche  durch 
eine  axiale  Ebene  ist  also  (s.  oben  §  324  f.)  eine  Art  Kette,  deren  Axe 
die  Direktrix  ist.  Daher  wird  die  Oberfl&che  ein  Katenoid  genannt. 
Wenn  die  Dr&hte  enger  zusammengestellt  oder  weiter  auseinander 
gerückt  werden,  als  es  der  zylindrischen  Gestalt  der  Blase  zwischen 
ihnen  entspricht,    so    wird  sich   die  Blase  im  p^     3^9 

ersten  Falle  konvex  in  einer  Meridianebene  aus-  ^^ 

bauchen,  im  zweiten  wird  sie  durch  die  äußere 
Luft  eingedrückt  werden.  Wenn  wir  (Fig.  389) 
s  als  Ton  P  nach  Q  anwachsend  annehmen,  so 
werden  wir  für  die  Krümmung  in  P 

_  dö 

ds 
haben. 

Wenn  femer  y  der  Abstand  des  Punktes  P 
Yon  der  Kurvenaze  ist,  so  haben  wir  für  die  Krümmung  in  der  anderen 
Ebene  cosO/y.     Folglich  ist 

_dö        eosö^l 

ds  y  a 

wenn  2  a  für  2  T/(p  —  P)  steht.  Nun  ist  aber  cosO  =  y/p,  wo  Q 
für  PNj  den  Krümmungsradius  in  der  zweiten  Normalebene  steht  und 
sinO  =  dy/ds  ist.  Folglich  ist  ds  =  dy/sindj  und  die  soeben  mit- 
geteilte Gleichung  wird  jetzt 

—  ysinOdO  -f  cosOdy  =  —  ydy\ 

das  Integral  Yon  dieser  ist 

ycosQ  =  -f-  +  C (29) 

wo  C  eine  Konstante  ist.     Nun  ist  cosO  =  yjif  und  daher 

y'{\-j-^  =  ^ ('«> 

698.  Kapillare  Rotationsoberflächen,  Entstehung  der  Un- 
dnloide,  Katenoide  und  Nodoide.  Nun  denken  wir  uns  die  Kurve 
PQ  durch  das  Rollen,  entlang  der  Axe,  einer  anderen  Kurve,  mit  dem 
Berührungspunkt  in  JV^  beschrieben.  PJ7  ist  daä  vom  Punkt  P  auf  die 
Tangente  an  die  rollende  Kurve  gefällte  Lot.  Die  in  Gl.  (30)  gegebene 
Beziehung  zwischen  dem  Kadiusvektor  Q  und  y  ist  genau  die  Beziehung 
zwischen  der  Länge  des  Radiusvektors  ff  vom  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnittes nach  einem  Punkte  auf  der  Kurve  und  dem  Lote,  das  vom 
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Brennpunkte  aus  auf  die  Tangente  an  den  .Eegelsclinitt  in  P  gefftllt 
wird.  Der  Leser  kann  dies  ohne  weiteres  für  die  Ellipse  aus  dem  Ver- 
gleich mit  den  Gleichungen  aus  §  79  entnehmen.  Die  eine  Halbaxe 
des  Kegelschnittes  ist  a,  die  andere  ist  y2aC.  Somit  ist  die  Kurve 
die  vom  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes,  während  er  der  Kurvenaxe 
entlang  rollt,  beschriebene  Linie. 

Wenn  die  rollende  Kurve  eine  Ellipse  ist,  heißt  die  vom  Brenn- 
punkte gezeichnete  Kurve  Unduloide  (Fig.  390);  ist  sie  eine  Parabel« 
so  heißt  die  Kurve  Kettenlinie  (Fig.  389,  a.  v.  S.);  ist  sie  endlich  eine 
Hyperbel,  so  heißt  die  Kurve  Nodoide  und  besteht  aus  einer  Reihe 
von  Schleifen,  wie  in  Fig.  .^91.  Die  entsprechenden  Umdrehungsflächen 
heißen  Unduloid,  Katenoid  und  Nodoid. 

Fig.  390.  Fig.  391. 
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699.  Stabilität  yon  Zylinder  und  Katenoid.  Es  ist  hier  nicht 
Raum,  die  Stabilit&t  von  Zylinder  und  Nodoid  zu  bebandeln.  Für  diese 
Untersuchungen  sei  der  Leser  auf  Maxwells  Artikel  über  Kapillarität 
in  der  Encyclopaedia  Britannica,  9.  Auflage,  verwiesen.  Die  Ergeb- 
nisse sind,  daß  eine  zylindrische  Blase  zwischen  den  Kanten  zweier 
paralleler  kreisförmiger  Endplatten,  wenn  keine  Kr&fte  auf  sie  wirken, 
nur  dann  stabil  ist,  wenn  der  Abstand  zwischen  den  Platten  kleiner  ist 
als  der  Umfang. 

Ein  an  den  Enden  von  zwei  offenen  Ringen  begrenztes  Katenoid 
ist  stabil,  wenn  die  Tangenten  an  die  Enden  der  erzeugenden  Ketten- 
linie sich  über  der  Direktrix  der  Kurve  schneiden,  d.  h.  ehe  sie  die  Axe 
des  Katenoids  erreichen. 

Der  erste  Fall  ist  wichtig  durch  seine  Geltung  für  die  Stabilität 
eines  Flüssigkeitsstrahles.  Zylindrische  Teile,  die  länger  sind  als  die 
besagte  Grenze,  werden  in  einzelne  getrennte  Teilchen  zerstauben,  deren 
jedes  die  Tendenz  nach  der  Kugelgestalt  haben  wird,  und  die,  wenn  sie 
sich  fortgesetzt  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  frei  bewegen, 
schließlich,  nach  einer  genügenden  Anzahl  von  Schwingungen  um  die 
Kugelgestalt,  diese  auch  wirklich  annehmen  werden. 

700.  Einfluß  der  Oberflächenspannung  auf  die  Wellenaus* 
breitung«  Der  Einfluß  der  Kapillarität  auf  die  Ausbreitungsgeschwindig- 
keit ist  zuerst  von  Lord  Kelvin  (Phil.  Mag.  Okt  1871)  und  sodann 
von  Kolaczek  (Wied.  Ann.  5,  1878)  untersucht  worden.  Die  Aus- 
breitungsgeschwindigkeit von  Wellen,  die  kurz  sind  im  Vergleich  mit 
der  Tiefe  des  Wassers,  ist  durch  die  Gleichung 
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-i 


gegeben,  wo  k  die  Wellenlänge  und  g  eine  eolche  Größe  ist,  daß  ggz 
der  Druck  in  einer  Tiefe  0  unter  der  Oberfläche  an  irgend  einem  Punkte 
ist  In  gewöhnlichen  Fällen  ist  g  nur  einfach  die  Beschleunigung  durch 
die  Schwere.  Die  Wirkung  der  Oberflächenspannung  geht  aber  dahin, 
den  Druck  in  einer  Tiefe  z  zu  vermehren ,  wenn  die  Oberfläche  konvex 
bt,  und  ihn  zu  vermindern,  wenn  sie  konkav  ist  Es  sei  das  Wellen- 
profil längs  der  Ausbreitungsrichtung  durch  den  Ausdruck 

y  =  astn  —r-  x 

gegeben,  wo  y  die  Höhe  der  Oberfläche  über  dem  mittleren  Niveau  der* 
selben  ist.     Wir  haben  dann  für  die  Krümmung 

_   d^y   _    4  31« 
und  es  ist  folglich  der  von  der  Krümmung  herrührende  Druck  in  der 

-^Äl  =  -ir^y (32) 

Der  Druck  im  mittleren  Oberflächenniveau  ist  dieser  Ausdruck,  ver* 
größert  um  gQy^  so  daß  der  Gesamtdruck  dort  den  Wert 


0  +  *»'^)^^ 


f   2n 


erreicht.  Es  geht  also  die  Wellenausbreitung  so  vor  sich,  als  ob  die 
Schwere  von  g  auf  ^  (1  -|-  An^T/ggk*)  zunähme.  Somit  ist  die  Aus- 
breitungsgeschwindigkeit 

^^ w 

Dieser  Ausdruck  wird  für  verschiedene  Werte  von  Q  verschiedene  Werte 
haben.     Er  wird  seinen  kleinsten  Wert  für 

gk   _   2nT 

2«  Xq    ' 

99 

haben,  und  es  wird  alsdann 


=  f^ 


(34) 
sein. 


701.  Wellen  und  Rippungen.  Für  Wellen,  bei  welchen  k  größer 
ist  als  2  7C  y  TgQj  ist  mehr  die  Schwerkraft  als  die  Oberflächenspannung 
maßgebend,  für  Wellen,  bei  welchen  k  kleiner  ist  als  dieser  Grenzwert, 
mehr   die  Oberflächenspannung   als  die   Schwerkraft.     Diese  letzteren 

51  • 
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Wellen  nennt  man  nach  Lord  Kelvin  u.  A.  Rippungen  oder  Kräuse- 
lungen. Man  kann  sie  sehr  deutlich  erkennen,  wenn  man  von  einem 
Boote  aus  eine  feine  Angelrute,  durch  ein  eingetauchtes  Bleikügelchen 
gespannt,  ins  Wasser  hält,  während  das  Boot  vorwärts  gerudert  wird. 
Es  entsteht  ein  Wellenmuster,  das  sich  bis  in  einige  Entfernung  vor  der 
Angel  ausbreitet.  Die  Wellen  gehen  von  der  Angelschnur  vom  im  Wasser 
(das  sich  gerade  an  der  Schnur  mit  derselben  Geschwindigkeit  wie  diese 
bewegt)  aus,  bis  ein  Punkt  erreicht  wird,  wo  infolge  der  langsameren 
Bewegung  des  Wassers  die  Ausbreitungsgeschwindigkeit  der  Wellen 
gerade  der  Bootsgeschwindigkeit  gleich  ist.  Dieser  Punkt  bezeichnet 
die  Spitze  des  Musters  von  stationären  Wellen,  die  sich  mit  dem  Boote 
vorwärts  bewegen.  Die  der  Schnur  nächste  stationäre  Welle  ist  die 
Welle  von  kleinster  Geschwindigkeit,  dann  kommen  die  beiden  Gruppen 
schneller  fortschreitender  Wellen,  nämlich  die  GravitationsweUen  und 
die  Kräuselungen.  Die  ersten  nehmen  an  Wellenlänge  zu,  die  zweiten 
ab  und  beide  nehmen  an  Amplitude  ab  in  dem  Maße,  wie  die  Ent- 
fernung von  der  Schnur  wächst.  Wenn  w  die  Ausbreitungsgeschwindig- 
keit der  WeUon  und  F  die  Geschwindigkeit  der  Quelle  ist,  so  ist  die 
Außenseite  des  Wellenmusters  in  einiger  Entfernung  von  seiner  Spitie, 

um  den  Winkel 

w 
arcsm  — 

gegen  die  Bewegungsriohtung  geneigt. 

702.  Bestimmung  der  Oberflächenspannung  durch  Kräuse- 
lungen« Dieses  theoretische  Ergebnis  ist  von  Lord  Rayleigh  und 
Mathi essen  geprüft  und  von  dem  ersteren  zur  experimentellen  Be- 
stimmung der  Oberflächenspannung  benutzt  worden  ')»  ^^^  Methode 
ist  jeder  anderen  vorzuziehen,  da  bei  ihr  Vorsichtsmaßregeln  zur  Rein- 
haltung der  Flüssigkeitsoberfläche  getroffen  werden  können,  die  bei  den 
anderen  Methoden  nicht  anwendbar  sind. 

Ein  flacher  Porzellantrog,  25  zu  30  cm,  nahm  das  Wasser  auf;  zur 
Wellenerregung  diente  ein  geradkantiges  Stückchen  Glas,  das  an  der 
einen  Zinke  einer  durch  einen  Elektromagneten  in  Schwingung  erhaltenen 
Stimmgabel  befestigt  war;  diese  letztere  hatte  die  durch  Yergleichung 
mit  Normalgabeln  bestimmte  Schwingungszahl  42,12.  Sichtbar  gemacht 
wurden  die  Wellen  mit  Hilfe  einer  in  die  Brennebene  einer  großen 
Linse  von  etwa  80  cm  Brennweite  gebrachten  Gasflamme.  Die  Linse 
befand  sich  nur  ein  paar  Zentimeter  über  der  Wasseroberfläche,  und 
die  Flamme  wurde  ein  ganz  weniges  auf  die  eine  Seite  der  Symmetrie- 
axe  postiert,  damit  nicht  der  Brennpunkt  nach  der  Reflexion  und  einem 
zweiten  Durchgang  durch  die  Linse  mit  der  Lichtquelle  zusammenfiele. 


^)   Lord    Eayleigh,    Phil.    Mag.    Juli    1883     und    November     1890. 
Matthi essen,  Wied.  Ann.  38,   188». 
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Eine  in  Verbindung  mit  dem  Erreger  in  Einklang  erhaltene  Stimm- 
gabel blendete  das  Licht  der  Flamme  bei  jeder  Schwingung  mit  Hilfe 
eines  Stückchens  Weißblech  ab;  auf  diese  Weise  wurde  die  Oberfläche 
bei  jeder  Schwingung  momentan  sichtbar  und  zeigte  die  Wellen  immer 
in  derselben  Phase. 

Das  Auge  wurde  dicht  an  den  Brennpunkt  herangebracht,  zu  dem 
das  reflektierte  Lichte  gelangte,  und  so  subtil  war  die  Anordnung,  daß 
Wellen  sichtbar  wurden,  die  bei  Betrachtung  der  Oberfläche  auf  die 
gewöhnliche  Weise  yollkommen  unsichtbar  blieben. 

Bei  einigen  der  Versuche  wurde  eine  etwas  schwerere  Stimmgabel 
(Schwiogungszahl  40,9)  benutzt  und  das  Ergebnis  als  mit  den  mit  der 
anderen  Stimmgabel  erzielten  völlig  übereinstimmend  gefunden. 

Um  die  Wasserfläche  rein  zu  erbalten,  wurde  ein  dünner  Metall- 
reifen, breiter  als  das  Wasser  tief  war,  eng  um  den  die  Wellen  er- 
regenden Taucher  herumgelegt  und  dann  losgelassen,  so  daß  er  sich  bis 
an  die  Gefäßwanduug  ausdehnte.  Diese  ein-  oder  zweimal  angewandte 
Prozedur  reinigte  die  Oberfläche  sehr  gründlich;  von  Zeit  zu  Zeit  wurde 
sie  wiederholt,  da  sich  Staubteilchen  aus  der  Luft  auf  der  Wasserfläche 
festsetzten. 

Die  Anzahl  der  Kräuselungen  zwischen  zwei  Punkten  dicht  an  der 
Oberfläche  wurde  gezählt,  und  es  ergab  sich  daraus  die  Wellenlänge. 
Die  (vorher  bekannte)  Periode  ermöglichte  es  alsdann,  die  Oberflächen- 
spannung durch  Gl.  (33)  zu  berechnen,  wobei  gk/2  7C  als  zu  vernach- 
lässigen betrachtet  wurde. 

Als  mittleres  Resultat  ergab  sich  T  für  Wasser  als  74  Dynen 
pro  cm  bei  der  Temperatur  von  18®  C.  Dies  ist  bedeutend  unter  dem 
von  Quincke  aus  Beobachtungen  an  Luftblasen  unter  Glasplatten  ge- 
fundenen Werte.  Dagegen  stimmt  es  mit  anderen  Beobachtungen  von 
Lord  Rayleigh  über  die  Transversalschwingungen  von  Wasserstrahlen 
(Proc.  R  Soc.  Nr.  196,  1879)  überein,  für  welche  die  Quinckeschen 
Resultate  nach  den  Angaben  Worthingtons  eine  zu  kleine  Wellen- 
länge ergaben. 

703.  Mikroskopische  oder  teleskopische  Methode.  Die  fol- 
gende Methode  wurde  von  Craw  gelegentlich  seiner  Versuche  über 
die  Oberflächenspannung  von  Quecksilber  in  Berührung  mit  verschie- 
denen Lösungen  ausgearbeitet.  £s  wird  eine  Flüssigkeit  in  ein  flaches 
Gefäß  gefüllt,  das  auf  dem  Resonanz  kästen  eines  Monochords  steht. 
Wird  das  Monochord  gestrichen,  so  entsteht  ein  deutliches  Muster 
stehender  Kräuselwellen  durch  Interferenz  der  von  den  Gefäß  Wandungen 
vorschreitenden  Wellen.  Diese  Wellen  enthalten  verschiedene  kon- 
stituierende Serien,  von  denen  Jede  durch  geeignete  Verteilung  von 
Glasstäbchen  auf  der  Oberfläche  herausgehoben  werden  kann. 

Fig.  392  (a.  f.  S.)  veranschaulicht  die  Anordnung.  T  ist  ein  recht- 
eckiger Trog  mit  der  Flüssigkeit,  der  mit  dem  Resonanzkasten  fest  ver- 
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bunden  ist.  Das  von  der  Lichtquelle  L  ausgehende  Licht  wird  durch 
die  Sammellinse  G  parallel  gemacht,  geht  durch  den  Schlitz  S,  wird  durch 
den  Spiegel  ü  (der  sich  jeder  Lage  anpassen  läßt)  auf  die  Flüssigkeits- 
oberfläche geworfen  und  von  dort  in  das  Mikroskop  zum  Ablesen  oder 
besser  in  das  Teleskop  eines  horizontalen  Kathetometers  H  reflektiert. 
Der  Spiegel  ist  mit  dem  Teleskop  starr  verbunden. 

Das  Monochord  wird  durch  eine  elektrische  Anordnung  in  Schwin- 
gung erhalten.  Zwei  Drähte  A  und  B  werden  auf  die  Ilöhe  einer 
Normalstim mgabel  gestimmt  und  durch  parallel  verbundene  Elektro- 
magnete  EE,  einer  über,  der  andere  unter  seinem  Draht,  erregt.  Der 
Quecksilberkontakt  für  jeden  Draht  dient  als  Unterbrecher  für  den 
Elektromagneten  des  anderen,  so  daß  die  Gleichförmigkeit  der  Tonhöhe 
und  Phase  der  beiden  Drähte  gesichert  ist.  Das  Schlitzbild  und  der  Faden 
im  Okular  werden  in  genauer  Koinzidenz  mit  dem  Bilde  des  Kammes 
einer  Kräuselwelle  und  parallel  mit  ihm  angeordnet,  und  das  Mikroskop 

Fig.  392. 


(oder  Teleskop)  wird  über  tH  Kämme  wegbewegt.  Dann  nimmt  man 
die  Differenz  der  Skalenablesungen  d,  woraus  sich  X  =  d/m  als  Länge 
einer  einzelnen  Kräuselwelle  ergibt.  Die  auf  diesem  Wege  erhaltenen 
Messungen  haben  sich  als  innerhalb  des  persönlichen  Fehlers  (ungefähr 
0,10  Proz.  der  Oberflächenspannung)  mit  denjenigen  übereinstimmend 
erwiesen,  welche  durch  eine  einfache  Serie  ebener  Wellen  von  kleiner 
Amplitude,  entweder  durch  Funkenbeleuchtung  und  Photographie  oder 
durch  direkte  Mikroskopablesung  gemessen,  gewonnen  wurden. 

704.    Scheinbare  Anziehung  und  Abstoßung  zwischen  zwei 
Platten.     Bewegung  eines  Tropfens  in  einem  konischen  Rohr. 

Wenn  eine  Flüssigkeit  zwischen  zwei  eng  zusammenstehenden  Platten 
ansteigt,  so  ziehen  diese  scheinbar  einander  an;  in  Wahrheit  werden 
sie  nur  durch  den  Überdruck  auf  die  Außenseiten  aneinander  gepreßt. 
Es  ist  nicht  schwierig,  die  Kraft  für  einen  gegebenen  Fall  zu  berechnen. 
Lassen  wir  Wasser  zwischen  zwei  in  einem  großen  Gefäße  nahe  bei- 
einander vertikal  und  parallel  aufgestellten  Platten  bis  zu  einer  mitt- 
leren Höhe  h  über  dem  Niveau  im  Gefäße  steigen.  Der  Druck  in  einer 
Höhe  X  ist  P  —  gQx,  wenn   P  der  Atmosphärendruck  ist.      Nun  ist 
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aber  der  Druck  auf  die  Außenseite  P;  folglicli  ist  der  resultierende 
Druck  auf  einen  horizontalen  Streifen  der  Platte,  dessen  Länge  l  und 
Breite  da;  ist,  gflxdx.  Der  gesamte  Druck  auf  eine  Länge  l  der  Platten 
ist  also 

h 

gql  I  xdx  =  ~  gqlhK 


Hat  die  Flüssigkeit  einen  Kontaktwinkel  a  mit  den  Platten,  so  muß  ein 
Glied  Tlsina  hinzugefflgt  werden. 

Steht  die  Flüssigkeitsoberfläche  zwischen  den  Platten  tiefer  als 
das  ungestörte  äußere  Niveau,  und  stehen  die  Platten  dicht  beieinander« 
80  stoßen  sie  sich  scheinbar  ab  mit  einer  Kraft,  die  pj„  393 

auf  dieselbe  Weise  berechnet  werden  kann. 

Betrachten  wir  eine  kreisförmige  Flüssigkeits- 
schicht zwischen  zwei  eng  benachbarten  parallelen, 
horizontalen  Platten.  Der  Kontaktwinkel  sei  a. 
Die  Oberfläche  wird  in  jedem  Schnitt,  senkrecht  zu 
den  Platten  und  durch  ihren  Mittelpunkt  gehend, 
konkav  und  in  jedem  Querschnitt  parallel  mit  den 
Platten  konvex  sein. 

Wenn  d  der  Abstand  zwischen  den  Platten  ist,     -^^ 

so  ist  der  Krümmungsradius  im  ersten  Querschnitt 
annähernd  \d/cosaj  so  daß  die  Krümmung  2c08n/d  ist.     Wenn  B 
der  Radius  der  Platte  ist,  so  ist  die  andere  Krümmung  l/B.     Folglich 
beträgt  die  Abnahme  des  Druckes; 


■(^T-s)- 


Der  Flächeninhalt  ist  9ri^>,  und  darum  ist  der  von  der  Druckdifferenz 
herrührende  Druck,  mit  dem  Jede  Platte  gegen  die  andere  gedrückt 
wird: 

Hierzu    muß    der  von   der  Schicht  ausgeübte    Zug  2nBT sin  a 
hinzugerechnet  werden,  so  daß  die  ganze  Kraft 

2nR^T^^  —  nRT(\  —  2sina) 
a 

beträgt. 

So  werden  zwei  zusammengerückte  Eisblöcke    mit   einer  Schicht 

Wasser  zwischen  sich  zueinander  gezogen  und  backen  zusammen.    Ein 

Teil  des  in  Berührung  gebrachten  Eises  schmilzt  infolge  der  durch  den 

Druck  erzeugten  Erniedrigung  des  Gefrierpunktes,  dadurch  läßt  der 

Druck  teilweise  nach,  und  die  Schicht  gefriert,  wodurch  sie  die  beiden 

Blöcke  zusammenschweißt. 
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Ferner  wird  ein  FlüBsigkeitstropfon  in  einem  konischen  Bohre  neh 
nach  dem  engeren  oder  weiteren  Teile  des  Rohres  bewegen,  je  nachdem 
die  Flüssigkeit  das  Rohr  benetzt  oder  nicht.  Am  engen  Ende  des 
Tropfens  ist  die  Krümmung  größer  und  wird  der  Flüssigkeit  doreh  die 
Schicht  eine  größere  Kraft  erteilt,  als  an  seinem  weiten  Ende.  Diese 
Kraft  ist  nach  dem  engeren  Rohrende  zu  gerichtet,  wenn  die  Oberfläche 
konkav  und  entgegengesetzt,  wenn  sie  konvex  ist 

705.  Messung  der  Oberflächenspannimg  doreh  Kapillar^ 
röhren.  Viele  Bestimmungen  der  Oberflftchenspannung  des  Wassers 
sind  durch  Messung  des  Ansteigens  oder  Abfallens  von  Flüssigkeiten 
in  Röhren  gemacht  worden.  Line  der  ersten  wurde  von  Gay-Lussac 
gemacht  und  von  Laplace  in  seinem  schon  zitierten  Supplement  be- 
schrieben. Die  Röhre  war  von  weißem  Glas  und  hatte  einen  inneren 
Durchmesser  von  1,29441  mm.  Die  Erhebung  des  tiefsten  Punktes 
der  Oberfläche  betrug  23,1634  mm  bei  einer  Temperatur  von  8,5^  G. 
Das  Wasser  benetzte  die  Röhre  und  der  Kontaktwinkel  war  nnIL 
Wenn  wir  ein  Sechstel  des  Röhrendurchmessers  hinzu  addieren,  erhalten 
wir  als  mittlere  Böhe  23,3791  mm.  Hieraus  ergibt  sich  als  Oberflächen- 
spannung des  Wassers  bei  8,5^  C.  der  Wert  74,2  Dynen  pro  Zentimeter, 
fast  genau  das  von  Lord  Eayleigh  für  die  Temperatur  von  Ib^C.  ge- 
gefundene Resultat 

Ein  mit  einer  weiten  Röhre  angesteUtes  Experiment  ergab  ein  fast 
genau  übereinstimmendes  Resultat 

Bei  der  Ausführung  solcher  Experimente  ist  es  wesentlich,  die 
Röhren  äußerst  sorgfällig  nach  den  wirksamsten  chemischen  Methoden 
zu  reinigen  und  die  benutzten  Flüssigkeiten  so  gut  als  möglich  von 
Verunreinigung  frei  zu  halten.  Die  dünnste  Fettschicht  auf  der  Wasser- 
oberfläche in  einer  Röhre  würde  die  Höhe  der  Säule  yerringem  und 
das  Resultat  ungenau  machen.  Die  Höhe  der  Säule  muß  aus  der  Ent- 
fernung mittels  eines  Kathetometerteleskops  sorgfältig  abgelesen  werden. 

706.  Form  der  Tropfen.  Man  hat  Versuche  gemacht,  die  Ober* 
flächenspannung  von  Flüssigkeiten  dadurch  zu  ermitteln,  daß  man  das 
Gewicht  der  von  einem  horizontalen,  kreisrunden  Mundstück,  das  mit 
einem  die  betreffende  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefäße  in  Verbindung 
steht,  herabfallenden  Tropfen  feststellt  Doch  hat  man  bei  solchen 
Versuchen  irrtümlich  geschlossen,  daß  das  Gewicht  des  Tropfens  2xrT 
betrage,  wo  r  der  Radius  des  Tropfens  auf  der  Abreißhöhe  ist.  Wenn 
der  Tropfen  in  dieser  Höhe  zylindrisch  ist,  so  muß  der  Druck  im 
Inneren  den  atmosphärischen  um  T/r  übertreffen,  was  eine  nach  unten 
gerichtete  Kraft  vom  Betrage  xrT  auf  den  fallenden  Tropfen  ergeben 
würde.  Es  könnte  also  das  Gewicht  des  Tropfens  nur  gleich  xrT  sein, 
und  die  aus  dem  Gewichte  nach  der  falschen  Formel  erhaltene  Ober- 
flächenspannung würde  das  Doppelte  des  eigentlichen  Wertes  sein.  Die 
Methode  ist  auch  aus  anderen  Gründen  nicht  zuverlässig.     Die  Loa- 
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lösung  des  Tropfens  ist  von  dem  Loche  der  Röhre  heeinflußt.  Seihst 
mit  einem  in  beiden  F&Ilen  gleichen  äußeren  Durchmesser  und  Be- 
festigung an  der  äußeren  Kante  ist  das  (iewicht  des  losgelösten  Tropfens 
merklich  verschieden,  je  nachdem  das  Loch  sehr  weit  oder  sehr  eng  ist. 
Der  Leser  sei  auf  eine  Abhandlung  von  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag., 
Oktober  1899,  verwiesen. 

Fig.  394  zeigt  die  theoretische  Form  eines  hängenden  Tropfens. 
Die  unterbrochene  horizontale  Linie  zeigt  das  Niveau  des   normalen 

Fig.  394.  Fig.  395. 


Atmosph&rendruckes  in  dem  Tropfen.  Man  wird  bemerken,  daß  dort 
die  Krümmungen  im  horizontalen  und  vertikalen  Schnitt  entgegen- 
gesetzt sind;  sie  hehen  sich  sogar,  wie  man  leicht  einsiebt,  gerade  gegen- 
seitig auf,  so  daß  IjR^  -f  ^/^s  =  0  und  die  Druckdifferenz  null  ist. 
Fig.  395  ist  aus  einer  interessanten  Abhandlung  Ober  hängende  Tropfen 
von  Worthington  (Proc.  R.  Soc,  16.  Juni  1881)  entnommen.  Der 
Tropfen  war  Terpentin,  das  aus  einer  vertikalen  Zylinderröhre  aus- 
tropfte, deren  unteres  Ende  mit  einem  scharfen  Instrumente  flach  ge- 
schliffen war.  Das  vergrößerte  Bild  des  Tropfens  wurde  durch  eine 
Linse  auf  einem  Schirme  entworfen  und  in  verschiedenen  Entwicke- 
lungsstadien  des  Tropfens  aufgenommen. 
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Messungen  und  Instrumente. 


707.  Messung  der  Masse.  Wage.  Das  meiste  Yon  dem ,  was 
in  Betreff  der  Maßeinheiten  zu  sagen  ist,  findet  sich  bereits  im  ersten 
Kapitel  sowie  in  Verbindung  mit  den  Definitionen  abgeleiteter  flinheiten 
an  den  Stellen,  wo  diese  vorkommen.  £s  gibt  aber  einige  Punkte  im 
Zusammenhange  mit  der  Messung  der  Masse,  der  Längenmessung  in 
gewissen  besonderen  Fällen  und  der  Winkelmessuug,  die  geeignet  sind, 
an  dieser  Stelle  besprochen  zu  werden. 

Vor  allen  Biegen  handelt  es  sich  um  das  Standard-Instrument  zur 
Messung  der  Masse :  die  Wage.  Sie  besteht  im  wesentlichen  aus  einem 
zweiarmigen  Hebel,  dem  sogenannten  Wagebalken,  der  um  eine  hori- 
zontale, senkrecht  zu  seiner  Länge  yerlaufende  Axe  beweglich  ist,  und 
an  seinen  beiden  Enden  zwei  Wagschalen  trägt,  die  die  zu  Tergleichen- 
den  Massen  aufnehmen.  Im  allgemeinen  werden  die  Arme  genau  gleich 
lang  gemacht  I  d.  h.  wenn  die  Verbindungslinie  zwischen  den  Punkten, 
wo  die  Schalen  am  Balken  befestigt  sind,  horizontal  ist,  so  ist  sie  senk- 
recht zur  Axe,  und  diese  Punkte  sind  yon  der  die  Axe  enthaltenden 
vertikalen  Ebene  gleich  weit  entfernt  Ferner  ist  das  System  so  kon- 
struiert und  angeordnet,  daß  der  Balken  ruhig  in  der  horizontalen 
Lage  verharrt,  wenn  die  Wagschalen  sich  daran  befinden  und  keine 
Gewichte  tragen.  Jede  Abweichung  des  Balkens  von  der  horizontalen 
Lage  kann  durch  einen  kleinen  auf  einem  Zapfen  aufgesetzten  Ann, 
den  der  Balken  über  seinem  Mittelpunkte  trägt,  korrigiert  werden. 
Wird  derselbe  gedreht,  so  geht  der  Schwerpunkt  ein  wenig  nach  der 
einen  oder  der  anderen  Seite  des  Balkens,  und  außerdem  natürlich  seit- 
wärts. Der  Schwerpunkt  des  Balkens  einschließlich  der  Wagschalen 
liegt  unterhalb  der  Drehungsaxe  des  Balkens. 

708.  Beschaffenheit  einer  Pr&zisionswage.  Um  Irrtümer  zu 
vermeiden,  die  aus  der  Reibung  sich  ergeben  könnten,  läßt  man  den 
Balken  auf  zwei  horizontalen  „Schneiden*'  schweben,  die  äußerst  sorg- 
fältig aus  gehärtetem  Stahl  gemacht  und  so  abgeschliffen  sind,  daß  sie 
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«ine  gerade  glatte  Kante  haben.  Diese  Schneiden  sind  nach  unten 
gerichtet  und  ruhen  auf  glatten  horizontalen  Achatplatten,  deren  je 
«ine  sich  auf  jeder  Seite  des  Balkens  befindet  An  jedem  Ende  des 
Balkens  befindet  sich  eine  nach  oben  gerichtete  horizontale  Schneide. 
Auf  jeder  dieser  Schneiden  ruht  mittels  einer  Achatplatte  ein  Glied,  an 
dem  die  Wagschale  jedes  Endes  befestigt  ist.  Der  Abstand  zwischen 
den  Schneiden  ist  die  Länge  des  Balkens.    Die  Teile  sind  in  der  Fig.  396, 

Fig.  396. 


einer  von  Brunee  in  Göttingen  hergestellten  Präzisions  wage,  zu  sehen 
Ein  System  von  Hebeln  ermöglicht  es,  den  Balken  auf  seine  Schneiden 
zu  legen,  wenn  die  Wage  gebraucht  werden  soll,  und  ihn  anderweitig 
zu  stützen,  wenn  sie  nicht  im  Gebrauch  ist.  Die  Spitze  eines  langen, 
Tom  Balken  herabhängenden  und  sich  mit  ihm  drehenden  Zeigers  be- 
wegt sich  längs  einer  graduierten  Skala  nahe  an  der  Basis  der  tragenden 
Säule  und  erlaubt  so  noch  eine  sehr  kleine  Abweichung  des  Balkens 
Ton  der  horizontalen  Lage  zu  messen. 

Die  Wage  ist  in  einem  gut  angepaßten  Gehäuse  eingeschlossen,  so 
daß  der  Balken  u.  s.  w.  vor  Luftzug  geschützt  ist,  und  es  werden  Vor- 
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ricbtungen  in  feinster  Arbeit  angebrsclit,  um  die  Gewichte  anfznl^eo 
und  zu  bewegen,  obne  das  Gehäuse  zu  öffnen.  Gut  ist  es,  das  Gehiuie 
innen,  an  Stellen,  wo  kein  Glas  ist,  mit  dünnem  Kupferblech  anszu* 
füttern,  um  die  innere  Temperatur  auszugleichen. 

Mit  Hilfe  eines  Yom  einen  Ende  des  Geh&uses  heransragenden 
Armes  kann  man  kleine  „Reiter"  an  verschiedenen  Stellen  des  Balkens 
aufsetzen,  um  kleine  Änderungen  der  Gewichte  um  bekannte  Beträge 
Yorzunehmen.  Hierfür  dient  eine  graduierte  Skala  längs  des  Balkens, 
wie  die  Figur  zeigt.  Die  Wirkung  eines  Reiters  von  bekanntem  Ge- 
wichte kann  Yon  der  Graduierung  der  Skala  abgelesen  werden. 

Auch  kann  man  aus  Fig.  396  die  Vorrichtung  der  „Arretierung*' 
erkennen,  durch  welche  der  Balken,  wenn  nötig,  in  seine  normale  Lage 
zurückgebracht  werden  und  die  mittelste  Schneide  jederzeit  in  eine 
bleibende  Stellung  auf  ihrer  Unterlage  gebracht  werden  kann.  Ebenso 
sind  dort  die  Maßregeln  erkennbar,  die  getroffen  sind,  um  die  End- 
schneiden sich  mit  absoluter  Sicherheit  auf  den  Achatplatten  bewegen 
zu  lassen.  Die  Wagschalen  müssen  mit  dem  Ansatzstück,  an  dem  sie 
hängen,  durch  ein  oder  zwei  lose  Glieder  verbunden  sein,  damit  nicht 
ein  Unterschied  durch  das  Auflegen  eines  Gewichtes  auf  der  einen  oder 
der  anderen  Stelle  der  Schale  sich  geltend  machen  kann.  Eine  voll- 
ständige Vertrautheit  mit  dem  Bau,  dem  Gebrauch  und  der  Regulierung 
der  Wage  ist  nur  durch  langes  sorgfältiges  Umgehen  mit  dem  Apparate 
zu  erlangen;  hier  kann  kein  Versuch  gemacht  werden,  auf  die  Einzel- 
heiten einzugehen. 

709.  Theorie  der  Wage.  Empfindlichkeit.  Es  werde  eine 
Wage  betrachtet,  deren  Mittel-  und  Endschneiden  parallel  und  horizontal 
stehen  und  fast  in  einer  Ebene  liegen.  Die  an  den  Ansatzstücken  der 
Enden  angehängten  Gewichte  einschließlich  Wagschalen  u.  s.  w.  seien  w 
und  w  -\-  dwy  die  Längen  der  korrespondierenden  Arme  l  und  l -{- dh 
Der  Schwerpunkt  des  Balkens  in  horizontaler  Stellung  sei  in  einem  Ab- 
stände h  unter  der  Ebene  der  Endscbneiden,  und  die  mittlere  Schneide 
sei  in  einer  Höhe  h*  über  der  Ebene  durch  die  Endschneiden;  das 
Gewicht  des  Balkens  sei  w\  und  dieser  drehe  sich  von  der  Horizontalen 
weg  um  einen  Winkel  0.  Das  nach  der  Wiederherstellung  des  Gleich- 
gewichtes strebende  Moment  ist,  wie  der  Leser  an  der  Hand  einer 
schematischen  Zeichnung  leicht  einsehen  kann: 

wQcosO  +  h'sine)  +  w' {h  +  h')sinO 
—  (w  +  öw)  [(l  +  dl)cose  —  h' Sinti]. 
Ist  das  Kräftepaar  null,  d.  h.  herrscht  in  der  abgelenkten  Lage  Gleich- 
gewicht, so  ist 

_         wg?  -f  Sw(l  4-  dJ) 

Sind  die  Arme  gleich  lang,  so  ist  fil  =  0,  und 
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'il  = ^ a) 

Das  Yerh&ltnis  igO/dw  gilt  als  Maß  der  Empfindlichkeit  der  Wage. 
Eine  Skala,  die  so  geteilt  wäre,  daß  sie  TangeDten  der  Abweichungen 
anzeigte,  würde,  horizontal  an  der  Basis  der  tragenden  Säule  angebracht 
und  Ton  einem,  von  dem  Balken  herabhängenden  Zeiger  durchmessen, 
Werte  von  tgd  für  verschiedene  Werte  von  dtv  ergeben.  Für  den 
Gebrauch  aber  genügt  es,  da  die  Ablenkungen  klein  sind,  eine  kreis- 
förmige Skala  zu  benutzen,  wenn  sie  gleichmäßig  geteilt  ist.  Gewöhn- 
lich ist  die  Wage  so  konstruiert,  daß  alle  Schneiden  in  einer  Ebene 
liegen,  und  daß  daher  V  nur  einen  kleinen  Teränderlichen  Wert  infolge 
der  Biegung  des  Balkens  unter  den  an  seinen  Enden  angehängten  Ge- 
wichten hat  Die  Empfindlichkeit  ist  daher  um  so  größer,  ]e  größer  l 
und  ]e  kleiner  das  Gewicht  tv'  des  Balkens  ist.  Da  h'  klein  ist,  ist  die 
Empfindlichkeit  nahezu  unabhängig  von  der  Last  2«;,  wenigstens  in 
einem  beträchtlichen  Bereiche  ihrer  Wertereihe.  Gewöhnlich  ist  h' 
gleich  null  für  eine  gewisse  mittlere  Last  und  hat  daher  entgegen- 
gesetzte Werte,  ]e  nachdem  die  Last  kleiner  oder  größer  ist  als  der 
betreffende  Wert.  Die  Empfindlichkeit  nimmt  also  mit  wachsender 
Belastung  erst  zu  und  dann  ab;  sie  kann  durch  Auf-  und  Abwindung 
«ines  kleinen,  von  dem  Balken  getragenen  Gewichtes,  wodurch  der 
Wert  von  h  variiert  wird,  geändert  werden.  Wenn  ihr  Wert  s  be- 
kannt ist,  so  kann  der  Wert  von  dw  durch  Ablesen  der  Ablenkung  0 
gefunden  werden;  er  ist  annähernd  0,5. 

710.  Stabilität  der  Wage.  Eine  Wage  soll  nicht  nur  empfind- 
lich, sondern  auch  so  schnell  als  möglich  in  der  Wirkung  sein.  Um 
zu  erkennen,  wovon  diese  letztere  Eigenschaft  abhängt,  muß  die  Zeit- 
dauer einer  kleinen  Schwingung  ermittelt  werden.  Der  Balken  sei  also 
um  einen  Winkel  0  abgelenkt,  eB  sei  äw  =  0  und  A{  =  0.  Das  auf- 
richtende Kräftepaar  beträgt 

wg(lcos6  +  h!  Sinti)  +  iv'g(h  +  h')3ind  —  wgQcosd  —  VstwÖ), 

^®^  2wgh!sind  +  w'g{h  +  Ä')sinö. 

Die  Abstände  der  Vertikalen,  in  denen  die  Gewichte  w  liegen,  von 
der  Vertikalen  durch  die  Azen  sind  IcosU  +  hsinH,  IcosH  —  hsind. 
Folglich  ist,  wenn  w  die  an  jedem  Balkenende  aufgehängte  Gesamtmasse 
ist  und  unter  der  Annahme,  daß  sich  die  Gewichte  w  in  jedem  Augen- 
blicke in  der  Vertikalen  durch  den  Aufhängepunkt  bewegen,  das  Moment 
der  Bewegungsgröße  der  Gewichte  um  die  Axe 

^  ^  (^^^^^  +  *«*wÖ)2  +  ^^  (IcosO  —  h[sinfl)^ 

=  2«7  ^  (l^cos^O  +  h^sin^ß). 
dt 


814 


Siebzehntes  Kapitel. 


Ferner  ist,  wenn  k  der  Gyrationsradius  de«  Balkens  um  die  Aze  ist 
das  Moment  der  Bewegnngsgröße  des  Balkens  to'k^H.  Setzt  man  den 
zeitlichen  Änderungsgrad  der  Bewegnngsgröße  des  Systems  (anter  Ter* 
nachlässigung  der  Glieder,  die  0*  als  Faktor  enthalten)  gleich  dem  anf- 
richtenden  Kräftepaar,  so  erhält  man  f&r  die  Periode  T  einer  kleinen 
Schwingung 

^    —*''  g[2wh'+w'ih  +  h')] 
Wenn,  wie  gewöhnlich,  h'  null  oder  nahezu  null  ist,  so  ist 

r=2;r|/  T^  (2> 

Wenn  mit  s  die  Empfindlichkeit  tgOjSw  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
Gl.  (1): 

wo  C  eine  von  der  Last  in  der  Wagschale  abhängende  Konstante  ist. 
Für  eine  gegebene  Belastung  ändert  sich  also  die  Periode  direkt  wie 
die  Quadratwurzel  der  Empfindlichkeit. 

Fig.  397. 


Eine  kurze  Periode  ermöglicht  es,  Ablesungen  der  Ablenkung  auf 
jeder  Seite  schnell  auszuführen  und  festzustellen,  ob  annähernd  Gleich- 
gewicht erreicht  worden  ist.  Offenbar  ist  aber  diese  erwünschte  Ge- 
schwindigkeit der  Wiederaufrichtung  unvereinbar  mit  großer  Empfind- 
lichkeit, und  es  ist  nur  möglich,  ein  Kompromiß  zwischen  beiden  ein- 
zugeben, dessen  spezielle  Wahl  von  dem  Grade  der  in  den  Wägungen 
zu  erreichenden  Genauigkeit  abhängen  wird.  Die  Länge  des  Balkens 
sollte  immer  genügend   sein,  um  jede  Unsicherheit  über  die  wirksame 
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li&nge  des  Armes  infolge  der  LageTerschiebung  der  Endansätze  auf 
ihren  Schneiden  unmöglich  zu  machen.  Es  ist  immer  wünschenswert, 
den  Balken  so  leicht  als  möglich  za  machen,  und  dies  wird  erreicht« 
indem  man  ihm  dieGrestalt  eines  leichten,  durchbrochenen  Bindebalkens 
gibt  und  ihn  von  so  leichtem  Material  als  möglich  macht.  Man  fertigt 
jetzt  Aluminiamwagen  an,  und  Fig.  397  yeranschaulicht  eine  sehr 
leichte  und  steife  Balkenform  aus  diesem  Material,  die  in  der  in  Fig.  396 
gezeigten  Wage  in  Anwendung  kommt 

711.  Justierung  der  Wage.  Vor  jedesmaligem  Gebrauche  mu6 
die  Wage  mit  Hilfe  der  Fußschrauben  sorgfältig  nivelliert  und  durch 
das  bewegliche  Gewicht  bis  zu  der  gewünschten  Empfindlichkeit  Justiert 
werden.  Die  zunehmende  Empfindlichkeit  kann  durch  Beobachtung 
der  wachsenden  Periode  verfolgt  werden;  es  ist  oben  gezeigt  worden, 
daß  die  Empfindlichkeit  mit  dem  Quadrat  der  Periode  proportional  ist. 
Die  Horizontalität  des  Balkens  bei  unbelasteten  Wagschalen  wird  durch 
den  drehbaren  Arm  oder  andere  für  diesen  Zweck  gemachte  Vorrich- 
tungen hergestellt 

Wenn  die  Wage  richtig  arbeitet,  wird  sie  nur  geringen  Reibnngs- 
widerstand  erfahren.  Dies  kann  dadurch  geprüft  werden,  daß  man 
den  Balken  um  die  Mittellage  schwingen  läßt  und  die  Teilstriche  auf 
der  horizontalen  Skala  beobachtet,  welche  die  Weite  der  aufeinander 
folgenden  Ablenkungen  des  Zeigers  bezeichnen ;  sie  sollen  langsam  an 
Amplitude  abnehmen.  Femer  soll  der  Zeiger  immer  in  dieselbe  Lage 
auf  der  Skala  zurückkehren,  wenn  mehrere  Male  nacheinander  der 
Balken  von  den  Schneiden  abgenommen  und  wieder  auf  sie  aufgelegt 
wird. 

Man  muß  aufpassen,  ob  die  Wirkung  eines  Gewichtes  von  der  Stelle 
der  Wagscbale  unabhängig  ist,  auf  die  es  aufgelegt  wird.  Die  Yer» 
änderlichkeiten  dieser  Art  werden  nur  gering  sein,  wenn,  wie  eben 
gesagt  wurde,  die  Wagschale  durch  ein  oder  zwei  völlig  lose  Gelenke 
mit  dem  am  Ansatzstücke  befestigten  Haken  verbunden  ist 

712.  Wägung  durch  Schwingungen.  Um  Zeit  zu  sparen,  tut 
man  gut,  beim  Wägen  die  aufeinanderfolgenden  Umkehrpunkte  des 
Zeigers  auf  der  Skala  zu  verzeichnen;  denn  aus  diesen  Ablesungen 
läßt  sich  die  Lage,  in  der  die  Nadel  zur  Ruhe  kommen  würde,  ableiten, 
ohne  daß  man  das  völlige  Aufhören  der  Schwingungen  abzuwarten 
braucht.  Für  diese  Ablesungen  wählt  man  zweckmäßig  den  Nullpunkt 
der  Skala  am  rechten  Ende,  so  daß  der  Mittelpunkt  die  Zahl  10  oder 
20  u.  s.  w..  Je  nach  der  Einteilung,  trägt.  Eine  Reihe  von  aufeinander- 
folgenden Umkehrpunkten,  mit  einem  linksstehenden  angefangen,  sei 
^1«  ^8*  ^^  ^'  "•  ^■)  ^°^  ^^^  L^g^T  in  der  die  Nadel  schließlich  zur  Ruhe 
kommen  würde,  sei  n.  Die  erste  Ablenkung  von  der  Ruhelage  ist 
nj  —  n,  die  zweite  n  —  w^,  die  dritte  n^  —  n.     Wenn  man  annimmt. 
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daß  in  den  drei  aufeinander  folgenden  Ablenkungen  die  gleiche  Ab- 
nahme statthat,  80  ist 

t»!  —  n  —  (n  —  n,)  =  ff  —  n,  —  (»,  —  n) 
oder 

ni  +  fh  +  ^^ 

n-  j 

Wenn  der  Teilstrich ,  an  dem  der  Zeiger  der  Wage  bei  gleicher 
Belastung  der  Wagschalen  zur  Ruhe  kommt,  ni  ist,  so  ist  n  —  m  die 
Yon  der  Ungleichheit  der  Belastungen  herrührende  Ablenkung.  Wenn 
der  Betrag  w  dieser  Ungleichheit  bekannt  ist  (er  kann  so  klein  sk 
irgend  erforderlich  gemacht  werden ,  wenn  man  gleiche  bekannte  Ge- 
wichte TT,  W  in  die  Wagschalen  legt  und  ein  bekanntes  kleines 
Gewicht  to  hinzufügt),  so  ist  die  Empfindlichkeit  proportional  mit 
(n  —  m)/w. 

Dies  wird  selbstverständlich  die  Empfindlichkeit  für  die  Belastung 
2  W  sein;  man  muß  für  verschiedene  Belastungen  verschiedene  Be- 
stimmungen ausführen,  und  eine  Kurve  mit  den  Belastungen  als  Ab- 
szissen und  den  Empfindlichkeiten  alsOrdinaten  auf  Koordinatenpapier 
aufzeichnen,  um  die  Resultate  in  einer  für  die  Bestimmung  des  Gewichts- 
unterschiedes benutzbaren  Form  darzustellen. 

713.    Bestimmung  des  Terh&ltnisses  der  Wageanne.      Dss 

Verh&ltnis  der  Lftngen  der  Arme  einer  Wage  kann  folgendermaßen 
bestimmt  werden,  wobei  nicht  angenommen  wird,  daß  die  benutzten  Ge- 
wichte wirklich  ihren  Nennwert  haben.  Der  Nennwert  der  beiden  Gewichte 
in  der  linken  bezw.  rechten  Wagschale,  die  den  Balken  genau  im  Gleich- 
gewichte halten,  sei  tr  und  iv'.  Dann  tausche  man  diese  beiden  selben 
Gewichte  gegeneinander  aus,  wobei  im  allgemeinen  nicht  wieder 
genaues  Gleichgewicht  herrschen  wird,  und  ändere  tc;  in  fc;  4-  d«?,  um 
wieder  Gleichgewicht  zu  schaffen.  (Wenn  öw  fQr  das  Gleichgewicht 
negativ  sein  muß,  so  muß  das  es  darstellende  Gewicht  in  die  Wag- 
schale mit  w'  gelegt  werden.)  Wenn  alsdann  l  und  V  die  Längen  des 
linken  und  rechten  Armes  sind,  so  ist  toi  =  «;'/,  w'l  =  («;  +  ök)1' 
und  daher  annähernd 

T=^+TV (^' 

Als  Beispiel  sei  das  folgende  aus  Kohlrauschs  „Lehrbuch  der 
physikalischen  Messungen^  gewählt.  Ein  einzelnes  Gewicht  von  nominal 
50  g  in  der  linken  Wagschale  wurde  durch  eine  Anzahl  von  Gewichten, 
insgesamt  von  50,000^3  g,  aufgewogen.  Alsdann  wurden  die  Gewichte 
ausgetauscht  und  es  fand  sich,  daß,  wenn  0,()02i)6g  zu  dem  50g-Ge- 
wichte  hinzugefügt  und  die  überschüssigen  0,00083  g  auf  der  anderen 
Seite  weggenommen  wurden,  wieder  Gleichgewicht  eintrat.  Also  war 
öw  offenbar  0.00256  +  0,00083,  d.  h.  0,0ü339g.     Folglich  ist 
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l  ,     .     0,00339         .^^^^«„^ 

7  = '+-100-  =  ^^^^^^^'^- 

Das  Verhältnis  der  Samme  der  Gewichtsstücke,  die  nominell 
50,00083  g  ausmachten,  zu  dem  wirklichen  Gewichte  des  mit  50g  be- 
zeichneten Stuckes  war  also  Vß,  d.  h.  1,0000339  oder  50,001695:50. 
Nimmt  man  also  das  50  g-Gewicht  als  richtig  an,  so  hatten  die  Gewichts- 
stücke von  50  g  ein  Mehrgewicht  gegenüber  dem  Nennwerte  von 
0,000865  g.  Hieraus  ist  die  Methode,  nach  der  man  einen  Satz  Ge- 
wichte vergleicht  und  prüft,  zu  ersehen. 

714.  Doppelwägung.  Irrtümer,  die  sich  aus  der  Ungleichheit 
Yon  l  und  V  ergeben,  können  durch  das  Verfahren  der  Doppelwägung 
vermieden  werden.  Der  Körper  wird  in  eine  Wagschale,  etwa  die  linke, 
getan  und  durch  Gewichte  Wi  in  der  rechten  aufgewogen.  Alsdann 
wird  er  in  die  andere  Wagschale  herübergebracht  und  durch  ein  Ge- 
wicht 11^2  in  der  linken  aufgewogen.  Dann  ist,  wenn  W  das  wahre 
Gewicht  des  Körpers  ist,  Wl  =  wV  und  w^l  =  WV.  Folglich  ist 
TF=  ^iOiiJO^-  Da  nun  tOi  und  w^  nur  wenig  verschieden  sind,  so 
kann,  wenn  es  nicht  auf  äußerste  Genauigkeit  ankommt,  statt  des  geo- 
metrischen auch  das  arithmetische  Mittel  \  {tOi  -^  ^s)  &1*  Wert  von  W 
gesetzt  werden. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  auch  eine  Vergleichung  von  l  und  2';  sie 
hat  aber  den  Nachteil,  daß  dabei  w^  und  ti;^,  die  nominellen  Werte  der 
Gewichte,  als  die  richtigen  Werte  angenommen  sind.      Alsdann  ist 

IV  =  yiÄ'. 

715.  Reduktion  der  WKgung  auf  das  Takuum.  Wägungen 
werden  gewöhnlich  in  Luft  ausgeführt  und  erfordern  eine  Korrektion 
für  den  Auftrieb  der  Luft,  wie  oben,  §  423,  ausgeführt  wurde.  Es  sei 
Q  die  Dichte  des  Körpers  und  Qa  die  der  Luft.  Dann  ist,  wenn  W  das 
wahre  Gewicht  des  Körpers  ist,  das  Gewicht  der  durch  ihn  verdrängten 
Luft  WQa/Q'  Also  ist  das  durch  den  Wägungsprozeß  gemessene  Ge- 
wicht W  (l  —  Qg/q)'  Wenn  anderseits  der  Nominalwert  der  den 
Körper  aufwägenden  Gewichte  W'  und  ihre  Dichte  (bezw.  ihre  mittlere 
Dichte,  wenn  sie  aus  verschiedenen  Stoffen  gemacht  sind)  Q„  ist,  so  ist 
ihr  effektives  Gewicht  W(l  —  Qa/Qu>\     Demnach  ist 


W 
und 


"0-^f)=^'0-Ö 


1-?^ 


w=  W ^^  =  W'(l  +  ?2.  —  £2.')  . 

j    _  £0  \  9  9ie/ 

9 

letzteres  sehr  annähernd,  da  Qa  klein  ist  im  Vergleich  mit  Q, 

Or»y,  Phytik.   1.  52 
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Ein  durch  die  Wägong  in  Luft  ohne  Korrektion  für  den  Auftri^ 
erlangter  Näherungswert  von  q  genügt  fär  den  Gebrauch  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung.  Der  Wert  von  Qu,  ist  gewöhnlich  ge- 
nügend genau  bekannt.  Für  Messinggewichte  kann  q^,  als  8,4,  für 
Platingewichte  als  21,5  angenommen  werden.  Wenn  der  Nominalwert 
der  Messinggewichte  Wi  und  der  der  Platingewichte  Wi  ist,  so  ist 

^'^  ~  21,5  Wi  +  SAWi ^  ^ 

Der  Wert  von  Qa  für  gewöhnliche  atmosphärische  Luft  wird  ge- 
wöhnlich zu  0,0012  g  pro  Kubikzentimeter  angesetzt. 

Wenn  also  ein  Stück  Kupfer  von  der  Dichte  8,9  mit  Messing- 
gewichten gewogen  wird  und  W  das  scheinbare  Gewicht  in  Luft  in 
Grammen  ist,  so  ist  die  Korrektion  0,0012  (1/8,9  —  1/8,4)  eines  Gram- 
mes  pro  Gramm  von  W\  d.  h.  0,008  eines  Milligramms  pro  Gramm 
Ton  W\  und  das  wahre  Gewicht  beträgt 

W=  W'il  —  0,000008). 

Hier  ist  also  die  Korrektion  sehr  klein;  sie  kann  aber  auch  recht 
groß  werden,  z.  B.  wenn  man  ein  Stück  Holz  vom  spezifischen  Gewichte  1 
durch Platingewiehte  wägt:  hier  ist  die  Korrektion  0,0012(1  —  1  21,5), 
also  0,001 144,  und  das  wahre  Gewicht 

W=  W  (1,001 144). 

716.  Korrektion  des  spezifischen  Gewichtes  auf  das  Takuum. 

Bei  Ermittelung  des  spezifischen  Gewichtes  wird  die  Substanz  in  Luft 
und  in  Wasser  gewogen.  Die  Korrektion  für  dieW&gung  in  Luft  maß 
in  der  eben  beschriebenen  Weise  geschehen.  W  sei  das  soeben  ge- 
fundene wahre  Gewicht.  Die  von  der  Temperatur  abhängende  Dichte 
des  Wassers  sei  q\  Der  scheinbare  Gewichtsverlust  eines  in  Wasser 
eingetauchten  Körpers  ist  Wq'/q.  Wenn  das  das  Gleichgewicht  her- 
stellende Gewicht  auf  der  anderen  Wagschale  W"  ist,  so  ist  das  wahre 
Gewicht  in  Wasser  W"  (l  —  QaiQvf)*  ^^  ^iö  vorher  Qu,  die  Dichte  der 
Gewichte  ist.     Es  ist  daher 


»'('-f)=^"('-£> 


Folglich  ist  Wq'/q  =  W  —  W'*(l  —  qJQw)  und 


P  = ^!^— ^ (6) 


W  —  W"  (l  —  ^) 
r  das  Nominalgewicht 

\  Qu:         qJ 


Wenn  aber  W'  wie  bisher  das  Nominalgewicht  des  Körpers  in  Luft 
ist,  so  ist 

W 


Beduktion  auf  das  Yakaam.    Komparator. 


819 


und  hieraus  erhält  mau,  wenn  man  für  Q  im  Klammergliede  den  Nähe- 
rungswert q'W'/(W'  —  W")  setzt  und  Glieder,  die  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  sind,  vernachlässigt: 


oder 


W'q'        /  P«     .        \ 

P  =  Pi(l-|?)  +  9«  .     .     . 


(7) 


wo  Qi  der  unkorrigierte  Wert  von  Q  ist. 


717.  Lfingenvergleichung.  Der  Komparator.  Zur  exakten 
Längenmessung  werden  verschiedene  Vorrichtungen  benutzt.  Eine 
davon  ist  der  Komparator  ,  der  dazu  dient,  mit  Hilfe  eines  graduierten 
Maßstabes  den  Abstand  zwischen  zwei  Marken  auf  einem  Stabe  oder 
einer  Skala  festzustellen.  An  dem  Normalmaßstabe  ist  ein  Gleitstück 
befestigt,  das  ein  Ablesungsmikroskop  trägt.  Das  Instrument  ist  so 
eingerichtet,  daß  die  Linie,  deren  Länge  bestimmt  werden  soll,  der 
Skala  parallel  und  unter  dem  Objektiv  des  Mikroskops  liegt.  Dann 
wird  eine  der  Marken  in  den  Brennpunkt  des  Mikroskops  und  in 
Koinzidenz  mit  einem  vom  Okular  getragenen  Fadenkreuz  gebracht. 
Dieses  Fadenkreuz  befindet  sich  in  der  Brennebene  des  Objektivs,  wenn 
sich  das  Objekt  im  Brennpunkte  befindet.  Alsdann  wird  eine  Ablesung 
von  der  Lage  eines  Zeigers  gemacht,  der  quer  über  die  Skala  läuft, 
wenn  das  Gleitstück  bewegt  wird.  Darauf  wird  das  Gleitstück  längs 
der  Skala  verschoben,  bis  die  andere  Marke  in  den  Brennpunkt  und  in 
Koinzidenz  mit  dem  Fadenkreuze  im  Gesichtsfelde  gebracht  ist  Die 
Ablesung  der  starke  wird  wiederum  vollzogen,  und  die  Yerschiebung 
längs  dem  Maßstabe  ergibt  den  zu  ermittelnden  Abstand. 

718.  Der  Yernier  oder  Xonius.  Zur  genaueren  Entfernungs- 
bestimmung kann  der  Vernier  oder  Nonius  benutzt  werden.     Das 

Fig.  398. 
Skala 
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Nonint 

Schema  ist  in  Fig.  398  angegeben.  Auf  der  einen  Kante  des  Gleit- 
stückes, das  sich  an  der  graduierten  Seite  des  Maßstabes  hin  und  her 
schieben  läßt,  werden  in  ein  Stück,  das  auf  der  Skala  des  Maßstabes 
in  neun  Teile  geteilt  ist,  10  Teilstriche  vermerkt,  und  diese  Teilstriche 
(nicht  die  Zwischenräume)  werden  als  0,  1,  2,  3...,  10  in  der  Richtung 
der  wachsenden  Zahlen  des  Maßstabes  bezeichnet  Die  Marke  null 
beißt  der  Nullstrich  des  Nonius  und  liegt  zwischen  zwei  Teilstrichen 

52* 


820  Siebzehntes  Kapitel. 

der  Skala.  Der  Abstand  des  Nullstriches  Ton  dem  ersten  hinter  ihm 
liegenden  Teilstriche  des  Maßstabes  wird  folgendermaßen  gefanden. 
Der  Teilstrich  n  des  Nonius  möge  mit  einem  Teilstriche  der  Skala  zu- 
sammenfallen, dann  beträgt  der  eben  genannte  Abstand  n  Zehntel  eines 
Zwischenraumes  oder  Teiles  des  Maßstabes.  Um  dies  einzusehen, 
schieben  wir  den  Nullstrich  des  Nonius  so  weit  zurück,  daß  er  mit  dem 
vorher  unmittelbar  hinter  ihm  gelegenen  Skalenstrich  zusammenfällt. 
Der  Teilstrich  1  auf  dem  Yernier  wird  hinter  dem  vor  ihm  befindlichen 
Skalenteilstrich  gerade  um  den  Unterschied  zwischen  einem  Yernier- 
grade  und  einem  Skalengrade,  also  um  Vio'S^^l^^Sf^^^^«  zurückbleiben, 
der  Teilstrich  2  hinter  dem  nächsten  vor  ihm  befindlichen  gerade  um 
^'iQ  eines  Skalenteiles  u.  s.  w.,  so  daß  der  Noniusteilstrich  n  hinter  dem 
nächsten  vor  ihm  befindlichen  Skalenteilstrich  um  einen  Abstand  zurück- 
bleibt, der  gerade  n/10  eines  Skalengrades  beträgt. 

Also,  wenn  die  Entfernung,  um  die  der  Nullstrich  zurückgerückt 
worden  ist,  n/10  eines  Skalengrades  beträgt,  so  fiel  der  Teilstrich  n 
des  Nonius  mit  einem  Teilstriche  des  Maßstabes  zusammen,  als  der 
Nullstrich  des  Nonius  in  der  bewußten  Lage  war. 

Wenn,  wie  es  vorkommen  kann,  kein  Teilstrich  des  Vemiers  mit 
einem  Skalenstriche  zusammenfällt,  so  werden  zwei  aufeinander  folgende 
Vemierstriche  —  etwa  der  (n  —  1).  und  der  n.  zwischen  zwei  Skalen- 
strichen liegen.  Dann  wird  ein  gedachter  Teilstrich,  um  n-|-/Nonius- 
grade  vom  Nullstrich  entfernt  (wo  /  ein  Bruch  ist),  mit  einem  Teilstrich 
des  Maßstabes  zusammenfallen,  und  der  zu  messende  Abstand  ist 
n  -\-  /zehntel  eines  Maßstabgrades  vom  Nullstriche  entfernt.  Der 
Bruchteil  /  kann  meistens  mit  genügender  Genauigkeit  geschätzt  werden. 
Das  Ergebnis  kann  durch  Schätzung  des  Bruchteiles/'  eines  Nonius- 
grades,  um  den  sich  der  Teilstrich  n  —  1  vor  dem  dahinter  liegenden 
Skalenstrich  befindet,  geprüft  werden.  Dann  ist  die  zu  messende  Ent- 
fernung ebenfalls  (n  —   1  +  /')  zehntel  eines  Maßstabgrades. 

Manchmal  läuft  die  Graduierung  des  Nonius  in  entgegengesetzter 
Richtung  wie  die  des  Maßstabes.  In  diesem  Falle  müssen  10  Nonius- 
grade  11  Maßstabgrade  einschließen.  Auch  sind  manche  Nonien  in 
50  Grade  auf  49  des  Maßstabes  bezw.  in  50  Grade  auf  51  des  Maß- 
stabes geteilt,  je  nachdem  die  Graduierung  des  Nonius  mit  der  Maßstab- 
graduierung  gleich  oder  entgegengesetzt  läuft.  Der  Nonius  ermöglicht 
es  dann,  einen  Bruchteil  eines  Skalengrades  in  ÖOteln  eines  Maßstab- 
grades zu  berechnen.  In  manchen  Fällen  werden  die  Striche  des  Nonius 
sogar  noch  verdoppelt,  so  daß  die  Noniusablesung  das  Resultat  in 
lOOteln  von  Maßstabgraden  ergibt. 

719.    Messung  von  Strecken  durch  die  optische  Bank.    Die 

Einrichtung  eines  längs  einem  graduierten  Maßstabe  beweglichen  Gleit- 
stückes kann  benutzt  werden,  um  den  mit  der  Maßstabrichtung  parallelen 
Abstand   zwischen   zwei   parallelen  Flächen,  die   quer  zum  Maßstabe 
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liegen,  zu  bestimmen.  In  den  meisten  Fällen  stehen  diese  senkrecht 
zum  Maßstabe,  wie  bei  den  an  der  sogenannten  optischen  Bank  an- 
gebrachten Schirmen  und  Linsen  (s.  Bd.  II).  Bier  trägt  das  Gleitstück 
eine  der  Flächen ,  deren  Abstand  voneinander  ermittelt  werden  soll. 
Nachdem  die  Ablesung  des  Nullstrichs  seines  Nonius  erfolgt  ist,  als  die 
beiden  Flächen  in  der  richtigen  Stellung  waren,  wird  das  Gleitstück 
soweit  verschoben,  bis  die  von  ihm  getragene  Fläche  mit  dem  nächst 
gelegenen  Ende  eines  kleinen  Maßstabes  in  Berührung  kommt,  dessen 
anderes  Ende  mit  der  Fläche  in  Berührung  steht.  Sein  Nonius  wird 
abgelesen  und  die  Verschiebung  aus  beiden  Ablesungen  gefunden;  zu 
der  bekannten  Länge  des  Maßstabes  hinzuaddiert,  ergibt  sie  den  ge- 
suchten Abstand. 

720.  Mikrometerschraube  und  Noniustaster.  Mikrometer- 
schrauben werden  zur  Messung  kleiner  Strecken,  wie  z.  B.  der  Dicke 
von  Drähten,  benutzt.  Bei  allen  verschiebt  sich  ein  Punkt  um  eine 
bestimmte  Strecke  bei  jeder  Umdrehung  der  Schraube,  die  einen  mit 
KreisteiluDg  versehenen  Kopf  hat,  an  dem  Bruchteile  einer  Umdrehung 
abgelesen  werden  können.  Die  Schraube  bewegt  sich  längs  eines  gra- 
duierten Maßstabes,  durch  den  man  die  Strecke  erkennt,  um  die  sich  die 
Schraube  von  der  Nullstellung  aus  bewegt  hat,  als  welche  gewöhnlich  die- 
jenige gilt,  bei  der  sich  die  Spitze  mit  dem  vor  ihr  angebrachten  Vor- 
sprung berührt.  Wird  die  Schraube  zurückgedreht,  so  bildet  sich  eine 
Spalte  zwischen  ihrer  Spitze  und  diesem  Vorsprung,  und  in  diese  Spalte 
wird  der  zu  messende  Körper  in  geeigneter  Weise  eingeschoben.  Dann 
wird  die  Schraube  vorwärts  gedreht,  bis  der  Körper  zwischen  der  Spitze 
und  dem  Vorsprung  fest  eingeklemmt  ist.  Die  Zahl  der  ganzen  Teile 
auf  der  Skala  und  der  durch  die  Ablesung  auf  dem  Schrauben  köpfe 
angegebene  Bruchteil  ergeben  die  zu  messende  Größe.  Wenn  z.  B. 
der  Maßstab  halbe  Millimeter  anzeigt,  der  Kopf  in  20  Grade  geteilt  ist 
und  die  Schraube  eine  Umdrehung  für  jeden  Maßstabgrad  macht,  wenn 
ferner  die  Ablesung  des  Maßstabes  bei  einer  Messung  4  und  die  Kopf- 
ablesung 13  ergibt,' so  beträgt  die  Strecke  4^V20  halbe  Millimeter  oder 
2,325  mm. 

Die  Konstruktion  der  gewöhnlichen  Mikrometerschraube  ist  darin 
fehlerhaft,  daß  der  Schraubenkopf  kaum  je  groß  genug  gemacht  wird, 
um  exakte  Graduierung  zu  ermöglichen ;  außerdem  muß  der  Schrauben- 
draht sehr  sorgfältig  geschnitten  sein,  um  ohne  „toten  Gang*'  zu 
laufen.  Der  Vorsprung  sollte  immer  verstellbar  sein,  um  eine  etwa 
falsch  gewordene  Nullstellung  am  Instrumente  wieder  ausgleichen  zu 
können. 

Eine  andere  Form  dieses  Instrumentes  ist  der  Noniustaster. 
Hierbei  sind  die  sogenannten  Backen  des  Tasters  zwei  längs  einem 
graduierten  metallenen  Lineal  bewegliche  Vorsprünge.  Einer  von  diesen 
wird  mit  einem  durch  eine  Stellschraube  beweglichen  Nonius  versehen, 
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durch  den  die  SteUnog  des  Oleitstückes  Ton  der  Skala  abgelesen  werden 
kann.  Der  zu  messende  Körper  wird  in  die  Spalte  gebracht  and  das 
Gleitstück  an  ihn  herangeschoben.  Dann  wird  der  Nonins  abgelesen 
und  die  Strecke  berechnet. 

721.  SphSrometer.  Eine  Form  der  Mikrometerschraube  ist  so- 
wohl zur  Messung  der  Dicke  von  Körpern  als  auch  der  Oberflächen- 
krümmungen —  z.  B.  von  Linsen  —  eingerichtet.  Drei  parallele,  in 
abgerundeten  Spitzen  endende  Stahlfül^,  so  angeordnet,  daii  sie  in 
den  Eckpunkten  eines  gleichseitigen  Dreiecks  liegen,  werden  durch 
einen  Rahmen  zusammengehalten,  der  außerdem  eine  Mutter  trägt, 
durch  die  eine  vierte  Stahlspitze  senkrecht  zu  der  eben  erwähnten 
Dreieckebene,  also  parallel  mit  den  drei  Füßen,  bewegt  werden  kann. 
Diese  Spitze  liegt,  wenn  sie  sich  in  der  Ebene  des  Dreiecks  befindet 
genau  im  Schwerpunkte  desselben,  d.  h.  von  Jedem  der  drei  Scheitel- 
punkte in  einem  Abstände  von  s/yd,  wo  s  die  Seite  des  Dreiecks  ut 
Die  Mutter  trägt  einen  großen  Mikrometerschraubenkopf,  dessen  Kante 
von  einem  mit  der  ßewegungsrichtung  der  Mittelspitze  parallelen  Maß- 
stabe überragt  wird.  Eine  Umdrehung  des  Kopfes  entspricht  einem 
Grade  der  Skala,  die  gewöhnlich  in  halbe  Millimeter  geteilt  ist,  so  daß, 
wenn,  wie  üblich,  der  Kopf  in  250  Grade  geteilt  ist,  eine  Umdrehung 
des  Kopfes  um  einen  Grad  eine  Bewegung  der  Spitze  um  ^/^oo^iQ  ^^^^ 
^■5000  cm  ergibt. 

Wird  das  Instrument  benutzt,  um  die  Dicke  einer  Glasplatte  zu 
messen,  so  setzt  man  es  auf  eine  horizontale  Glasplatte  auf,  deren  obere 
Fläche  vollständig  eben  ist,  und  schraubt  die  vierte  Spitze  in  einen 
genügenden  Abstand  zurück;  dann  legt  man  die  zu  messende  Platte 
zwischen  die  das  Dreieck  bildenden  Spitzen,  und  die  vierte  Spitze  wird 
allmählich  bis  zur  Berührung  heruntergeschraubt.  Die  Berührung 
macht  sich  sofort  dadurch  bemerkbar,  daß  das  Instrument  um  die 
mittelste  Spitze  zu  schwanken  oder  wackeln  beginnt,  welcher  Moment 
von  einem  an  das  Instrument  gewöhnten  Experimentator  mit  größter 
Genauigkeit  festgestellt  wird.  Die  Ablesungen  vom  Maßstabe  und  der 
Mikrometerschraube  ergeben  die  Strecke,  um  welche  die  vierte  Spitze 
aus  der  Ebene  der  drei  Spitzen  zurückgeschraubt  worden  ist,  wenn  die 
Mikrometerschraube  sich  am  Nullpunkte  des  Maßstabes  befindet. 

Soll  diese  Anordnung  benutzt  werden,  um  die  Krümmung  einer 
sphärischen  Oberfläche  zu  messen,  so  wird  das  Instrument  auf  die  Ober- 
fläche aufgesetzt  und  die  vierte  Spitze  so  gestellt,  daß  gerade  Beruh- 
rung  eintritt.  Dann  werden  die  Ablesungen  gemacht  und  ergeben  den 
Abstand  d  eines  Oberflächenpunktes  von  der  Ebene  der  drei  Spitzen. 
Betrachten  wir  die  Ebene,  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und 
einen  der  Füße  F  hindurchgeht  und  die  Verbindungslinie  der  beiden 
anderen  Füße  in  einem  Punkte  P  schneidet.  Der  Abstand  FP  ist 
s\3  2,  und  in  einem  Punkte  auf  der  Linie  2/3 FP,  d.  h,  s/V 3  von  F 
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entfernt,  ist  der  Radius  senkrecht  zu  FP. 
Radius  der  Oberfläche  ist,  (r  —  d)^  +  s^/3 


Folglich  ist,  wenn  r  der 
=  r^,  oder 


iL 
6d 


+  h 


(8) 


Eine  wesentliche  Veryollkommnung  hat  das  Sph&rometer  durch 
Carl  Zeiß  in  Jena  dadurch  erfahren,  daß  die  drei  Füße  durch  einen 
kreisförmigen,  nach  oben  gerichteten  Rand  ersetzt  wurden,  während  die 
abgerundete  Mittelspitze  sich  infolge  einer  Federwirkung  einfach  in 

Fig.  399. 


ßerührung  mit  dem  betreffenden  Körper  einstellt  (Fig.  399).  Der  Rand 
ist  nicht  scharf,  sondern  hat  eine  innere  Schneide  (für  konvexe  Flächen) 
und  eine  äußere  (für  konkave). 

722.  Bifllarwage.  Die  Messung  von  Kräftepaaren  durch  bifl- 
lare  Aufhängung  ist  bereits  in  §  302  (8.  329)  erwähnt  und  die 
Theorie  der  Anordnung  besprochen  worden.  Das  durch  die  doppelte 
Aufhängung  ausgeübte  Gegenkräftepaar  ist  in  Gl.  (19)  und  (20)  des 
sechsten  Kapitels  gegeben;  es  seien  hier  einige  Bemerkungen  über 
die  Einstellung  des  Instrumentes  und  über  seine  Vorteile  hinzugefügt. 
Die  Aufhfingung  wird  gewöhnlich  bei  einem  Instrumente  benutzt,  das 
durch  Stellschrauben  leicht  in  seiner  Lage  geändert  werden  kann.  So 
kann  die  die  Befestigungspunkte  der  Fäden  verbindende  Linie  leicht 
nach  der  einen  oder  anderen  Seite  geneigt  werden.  Nimmt  man  sowohl 
die  oberen  Befestigungspunkte  als  die  unteren  auf  gleichem  Niveau 
und  die  Fäden  als  gleich  lang  an,  so  daß  die  Bifllarwage  richtig  ein- 
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gestellt  ist,  so  würde  eine  leichte  Hebung  der  einen  Seite  die  Große  c 
des  §  302  ändern ,  ohne  /  merklich  zu  beeinflussen.  Denn  es  würde 
etwas  mehr  Gewicht  dem  einen  Faden  zugemutet  werden  als  dem 
anderen,  und  die  Empfindlichkeit,  gemessen  am  Yerhältnis  der  Ab. 
lenkung  zum  widerstrebenden  Krftftepaar,  wird  zunehmen.  Wenn  also 
die  Gleichheit  nur  ann&hemd  hergestellt  wird,  wird  /  sehr  klein  sein, 
und  jeder  Zuwachs  von  c  wird  die  Empfindlichkeit  steigern.  Wenn 
dagegen  die  Wirkung  des  Neigens  des  Instrumentes  die  ist,  die  auf  die 
Fäden  wirkenden  Gewichte  mehr  auszugleichen,  so  wird  die  Empfind- 
lichkeit Termindert.  Jede  Änderung  der  Empfindlichkeit  wird  sich 
sofort  bei  Beobachtung  der  Schwingungsdauer  bemerkbar  machen, 
welche  der  Quadratwurzel  der  Empfindlichkeit  proportional  ist  Wenn 
eine  geringe  Hebung  des  einen  Fadens  durch  Neigen  des  Instrumentes 
die  Schwingungsdauer  verlängert,  während  die  Hebung  des  anderen 
Fadens  sie  verkürzt,  so  ist  der  erste  Faden  stärker  belastet  als  der 
andere,  und  die  Ungleichheit  muß  durch  Verkürzung  des  schwächer  be- 
lasteten Fadens  und  Verlängerung  des  anderen  beseitigt  werden,  bis  eine 
solche  Einstellung  erreicht  ist,  daß  eine  Abweichung  von  ihr  durch  Heben 
des  einen  oder  anderen  Fadens  in  jedem  Falle  die  Periode  verlängert 

723.  Korrektion  der  Bifllarwage  wegen  der  Torsions-  und 
Biegungsstarrheit.  Jeder  Faden  wirkt  als  unifilare  Aufhängung  in- 
folge seiner  Driilung.  Wenn  t  die  Torsionselastizität  jedes  Fadens  ist, 
so  ist  das  ganze,  von  der  Bifilarwage  gelieferte  Eräftepaar  nach  §  302, 
nach  der  dort  angenommenen  Bezeichnung,  für  einen  kleinen  Winkel 

X  =  -%  y  m«  4-  2  i:  j (9) 

Haben  die  Fäden  auch  Biegungselastizität,  so  wird  jeder  von  ihnen 
durch  die  Ablenkung  in  die  Kurve  gebogen,  die  oben  Fig.  371  von 
dem  halben  Balken  zwischen  jedem  Ende  und  der  Mitte  gezeigt  wird. 
Wir  nehmen  an,  daß  die  beiden  Enden  durch  die  Art  der  Befestigung 
vertikal  erhalten  werden,  dann  kommt  durch  das  Biegen  der  Fäden  ein 
Kräftepaar  ins  Spiel.  Wenn  die  senkrechte,  streckende  Kraft  in  jedem 
Faden  iC,  die  Biegungselastizität  (§  651)  des  Fadens  B  und  der  Faden 
lang  ist,  so  muß  das  aus  der  eben  mitgeteilten  Formel  abgeleitete 
Kräftepaar  im  Verhältnis  1  zu  1  —  2  yB  / 1  yK  vergrößert  werden 
(wie  der  Leser  aus  den  im  §  651  entwickelten  Sätzen  beweisen  kann), 
d.  h.  das  Kräftepaar  ist  dasselbe  als  das  nach  der  Gleichung  für  eine 
Aufhängung  berechnete,  die  um  2/^B/K  kürzer  wäre  als  7.  Der  Betrag 
dieser  Verkürzung  ist  ganz  merklich;  für  einen  Draht  von  Vioo  ^^"^ 
Durchmesser  beläuft  er  sich  bei  einer  Streckung  durch  ein  Gewicht  von 
100g  auf:  0,22  cm  für  Kupfer,  0,17  cm  für  Silber,  0,18  cm  für  Gold  und 
0,26  cm  für  Platin.  Diese  Korrektionen  sind  durch  zwei  zu  dividieren, 
wenn  nur  ein  Ende  des  Drahtes  in  senkrechter  Richtung  befestigt  ist. 
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724.  Yergleiehung  bifllarer  und  unifllarer  Wagen.  Eine 
Yergleichung  der  bifilaren  Aufhängung  mit  einer  unifilaren ,  die  durch 
die  Torsion  ein  gegenwirkendes  Kräftepaar  liefert,  zeigt,  daß  für  Silber-, 
Gold-  und  Kupferdraht  (den  doppelten  Draht  bei  der  bifiliaren  und  den 
einfachen  bei  unifilarer  Aufhängung),  wenn  er  gerade  stark  genug  ist, 
um  das  Gewicht  zu  tragen,  beide  Wagen  die  gleiche  Empfindlichkeit 
haben,  wenn  das  Verhältnis  des  Abstandes  der  Drähte  voneinander 
zum  Durchmesser  ungefähr  5  ist,  und  für  Platindraht,  wenn  dieses  Ver- 
hältnis 6  ist. 

Die  Bifilarwage  hat  vor  der  unifilaren  den  Vorteil,  d&Q  sie  nur 
sehr  wenig  dem  Einfluß  der  Temperatur  unterliegt.  Die  Län^nände- 
rung  der  Fäden  tut  bei  ihr  eine  viel  geringere  Wirkung  als  die  Ände- 
rung der  Torsionselastizität.  Sie  könnte  selbstregulierend  gemacht 
werden,  indem  man  die  Drähte  an  einem  Balken  befestigte,  der  durch 
seine  Ausdehnung  die  Enden  gerade  weit  genug  auseinander  treiben 
würde,  um  die  Zunahme  der  Fadenlänge  auszugleichen. 

725.  Messung  kleiner  Kräftepaare  durch  Pendel.  Eine  sehr 
einfache  Methode,  kleine  Kräftepaare  zu  messen,  besteht  darin,  daß  man 
das  Kräftepaar  in  einer  horizontalen  Ebene  angreifen  läßt,  indem  es 
entgegengesetzt  gerichtete  Ablenkungen  zweier  einfacher  Pendel  von 
gleicher  Länge  und  gleichen  Pendelkörpern  verursacht.  Die  Pendel 
seien  an  zwei  Punkten  gleicher  Höhe  aufgehängt,  und  ein  horizontal 
gestelltes  Drehkreuz,  auf  das  das  Kräftepaar  wirken  soll,  werde  über 
den  Kügelchen  und  so  gegen  die  Fäden  gestellt,  daß  diese  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  abgelenkt  werden,  wenn  das  Kreuz  gedreht  wird, 
während  sie  dabei  in  parallelen  Ebenen  verbleiben.  Diese  letztere  Be- 
dingung kann  dadurch  erfüUt  werden ,  daß  man  die  gerade  über  den 
Pendelkörpern  befindlichen  Teile  der  Fäden  sich  längs  zwei  horizontalen 
Stäben  zu  bewegen  zwingt,  die  senkrecht  zu  der  Ebene  der  ungestörten 
Fäden  angebracht  sind. 

Wenn  M  die  Masse  jedes  Pendelkörpers  ist,  so  ist  das  Kräftepaar 
2  Mgp  sin  0,  wo  j>  der  Abstand  der  Auf hängepunkte  der  Pendel  von- 
einander und  0  der  Ablenkungswinkel  ist. 

726.  Loch,  Schlitz  und  Ebene  als  Träger  eines  Instrumentes. 

Es  ist  oft  von  Wichtigkeit,  ein  Instrument  von  seinem  Platze  fort  und 
dann  derart  wieder  dorthin  zurückzubringen,  daß  es  die  vorige  Stelle 
genau  wieder  einnimmt  Dies  kann  geschehen,  indem  man  das  Instru- 
ment auf  drei  Füße,  z.  B.  die  abgerundeten  unteren  Enden  dreier  Stell- 
schrauben, stellt  und  das  von  Lord  Kelvin  angegebene  Arrangement 
von  Loch,  Schlitz  und  Ebene  benutzt.  In  den  als  Träger  dienenden 
Tisch  wird  ein  triedrisches  Loch  von  der  Gestalt  einer  verkehrten  drei- 
eckigen Pyramide  geschnitten,  und  in  einer  Linie  damit,  so  daß  sein 
Mittelpunkt  gerade  um  den  Abstand  der  Füße  des  Instrumentes  unter- 
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einander  von  dem  Loche  entfernt  ist,  ein  V-förmiger  Schlitz,  heide, 
Loch  wie  Schlitz,  weit  genug,  um  je  einen  Fuß  des  Instrumentes  auf- 
zunehmen. Wird  ^ann  das  Instrument  mit  dem  einen  Fuße  in  das 
Loch ,  mit  dem  zweiten  in  den  Schlitz  und  mit  dem  dritten  auf  die 
ebene  Oberfl&che  gestellt  und  dann  nivelliert,  so  kann  es  nur  in  einer 
einzigen  Stellung,  mit  demselben  Fuße  wie  vorhin  im  Loche  und  dem- 
selben im  Schlitze  stehen.  Wenn  also  die  Stellschrauben  nicht  ver- 
ändert werden,  kann  es  mit  absoluter  Sicherheit,  wieder  die  alte  Lage 
einzunehmen,  fortgenommen  und  wieder  zurückgebracht  werden,  vor- 
ausgesetzt, daß  an  dem  Träger  nichts  geändert  worden  ist. 

727.  Dynamometer  oder  Ergometer.  Ergometer  oder,  wie  sie 
gewöhnlich  genannt  werden,  Dynamometer,  sind  Arbeitsmesser.  Es 
gibt  ihrer  zwei  Arten,  FriktionsdynamometerundTransmissions- 
dynamometer.  Die  erstere  Art  verbraucht  alle  geleistete  Arbeit, 
ermöglicht  es  aber,  die  in  irgend  einer  Zeit  von  einem  primären  Motor 
gelieferte  gesamte  Arbeit  nach  dem  überwundenen  Reibungswiderstande 
und  der  Geschwindigkeit,  mit  der  er  überwunden  wurde,  zu  schätzen. 
Um  ein  Schwungrad  oder  eine  senkrechte  Rolle  wird  ein  Seil  oder 
Riemen  geschlungen,  und  es  werden  an  den  beiden  Enden  zwei  ver^ 
schiedene  Gewichte  angehängt,  um  es  auf  der  Rinne  des  Rades  zu 
erhalten.  Nun  wird  die  Rolle  in  der  Richtung  in  Bewegung  gesetzt, 
daß  es  mittels  der  von  der  Rinne  dem  Riemen  erteilten  Reibung  das 
schwerere  Gewicht  nach  oben  zieht;  wenn  der  Reibungswiderstand  groß 
genug  ist,  wird  das  Gewicht  gehoben  werden.  Kann  diese  Schwebe 
aufrecht  erhalten  und  die  Geschwindigkeit  gemessen  werden  t  so  kann 
das  Maß,  in  welchem  Arbeit  geleistet  wird,  berechnet  werden. 

Ayrton  und  Perry  haben  gefunden,  daß  bei  Benutzung  einer 
gerieften  Rolle  und  eines  Hanfseiles  ein  Knoten  im  Seile,  der  durch 
den  Zug  am  Seile  sanft  in  die  Rille  eingezwängt  wird,  genügt,  um  dem 
System  die  nötige  Selbstregulierung  zu  erteilen,  so  daß  es  bei  Ver- 
änderungen des  Reibungskoeffizienten  stetig  weiter  laufen  kann.  Die 
Reibungsflächen  werden  durch  darauf  tropfendes  Seifenwasser  kühl 
erbalten.  Wenn  große  Friktionsdynamometer  benutzt  werden  sollen, 
z.  B.  solche,  bei  denen  ein  von  Holzklötzen  eingefaßtes  Metallband  den 
Radrand  umgibt  und  durch  eine  Feder  oder  ein  an  der  betreffenden 
Seite  niederziehendes  Gewicht  am  Drehen  gehindert  wird  („Brems- 
zaun ^),  wird  manchmal  der  Rand  ausgehöhlt  und  ein  großer  Wasser- 
strom wird  um  ihn  herum  fließend  erhalten,  um  Unglücksfälle  durch 
Heißlaufen  zu  verhüten.  Die  ganze  Arbeit  wird  im  Erzeugen  von 
Wärme  ausgegeben ,  die  daher  bei  einer  großen  Maschine  in  sehr  be- 
deutendem Verhältnis  erzeugt  wird. 

Die  Berechnung  des  Arbeitsmaßes  ist  sehr  einfach.  Es  sei  C  der 
Umfang  des  Rades  in  Metern,  W  die  Gewichtsdifferenz  in  Kilogrammen 
zwischen  den  beiden  Seilenden  (oder  der  Zug  in  der  Feder  auf  das  eben 
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erwähnte  System)  und  N  die  Zahl  der  Umdrehungen  in  der  Minute. 
Das  gesamte,  auf  das  Bad  wirkende  Widerstands  - Kräftepaar  ist  dann 
WC  12%,  Der  bei  einer  Umdrehung  zurückgelegte  Winkel  ist  2ir, 
und  folglich  ist  die  bei  einer  Umdrehung  geleistete  Arbeit  WC,  Die 
in  der  Minute  geleistete  Arbeit  ist  demnach  WCN  m  Meter -Kilo- 
grammen, und  der  Effekt  in  Pferdestärken  ist  WCNjAhOO. 

728.  Transmissionsdynamometer.  £s  gibt  verschiedene  Formen 
von  Transmissionsdynamometern.  Es  seien  hier  nur  zwei  erwähnt,  das 
von  Hefner-Alteneck  und  das  Federdynamometer  von  Ayrton  und 
Perry.  Im  ersteren  trägt  ein  vertikales  Glied  zwei  Rollen,  A  und  B\ 
auf  diese  wirken  die  beiden  Teile  des  Treib- 
riemens oder  -Seiles,  wie  in  der  Fig.  400  zu 
sehen.  Die  eine  Seite,  die  Treibseite  des  Kie- 
mens,  ist  fest,  die  andere  verhältnismäßig  locker. 
Die  treibende  Seite  geht  über  der  Rolle  B  hin- 
durch, die  lockere  Seite  unter  der  oberen  Rolle  A. 
Das  Glied  wird  also  mit  einer  von  der  Differenz 
der  streckenden  Kräfte  abhängigen  Kraft  P 
heruntergezogen  werden,  und  diese  Kraft  wird  durch  eine  Feder  ge- 
messen, wenn  das  Glied  im  Gleichgewichte  ist,  in  derjenigen  Lage,  in 
welcher  die  Teile  des  Riemens  auf  beiden  Seiten  jeder  Rolle  alle  den 
gleichen  Winkel  mit  der  Horizontalen  bilden.  Dieser  Winkel  sei  0. 
Wenn  dann  T'  und  T  die  streckenden  Kräfte  in  den  festen  und  losen 
Teilen  des  Riemens  sind,  so  ist  2  (T'  —  T)  sin  0  =  P  oder  T'  —  T 
=  P/2  sin  0  =  P/2  ti ,  wenn  0  klein  ist.  P  sei  in  Kilogrammen  aus- 
gedrückt, und  der  Riemen  habe  die  Geschwindigkeit  von  i;  Metern  in 
der  Minute,  dann  ist  die  Arbeit  gleich  Pv/20  pro  Minute,  d.  h.  der 
Effekt  in  Pferdestärken  ist  Pt;/9000  0. 

Es  gibt  andere  Dynamometer,  wo  die  Arbeit  direkt  von  einer  Axe 
auf  die  andere  ohne  Riemenübertragung  vermittelt  wird.  Eines  von 
diesen  ist  von  Ayrton  und  Perry  erfunden.  Die  Verbindung  zwischen 
den  getriebenen  und  treibenden  Axen  wird  durch  Federn  hergestellt» 
deren  Ablenkung  durch  das  treibende  Kräftepaar  eine  versilberte  Perle 
veranlaßt,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  dessen  Durchmesser  vom  Betrage 
des  Kräftepaares  abhängt.  Die  Beobachtung  dieses  Darchmessers  und 
der  Geschwindigkeit  führt  zur  Ermittelung  des  Effektes. 

Das  Prinzip  dieses  letzteren  Dynamometers  ähnelt  einigermaßen 
dem  vor  langer  Zeit  von  JamesThomson  erfundenen,  das  von  Joule 
bei  seinen  letzten  Bestimmungen  des  Arbeitsäquivalents  der  Wärme 
benutzt  worden  ist.  In  einem  zylindrischen  Gefäße  wurde  Wasser  durch 
eine  Schaufel  herumgetrieben,  welche  durch  Stricke,  die  durch  fallende 
Gewichte  sich  von  einer  senkrechten  Spindel  abwickelten,  im  Gefäße 
herumbewegt  wurde.  Die  Reibung  zwischen  Wasser  und  Gefäß  strebte 
danach,  das  Gefäß  mit  der  Schaufel  herumzudrehen,  und  das  auf  die 
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Schaufel  «lugeübte  Drehirngsbestreben  wurde  durch  Messong^  des  Krifte- 
paares  ermittelt,  das  nötig  war,  nm  das  GelU  in  Rohe  za  erhalten« 
Das  Produkt  dieses  Kräftepaares  in  die  Winkelgeschwindigkeit  ergab 
den  Effekt. 

Dasselbe  Prinzip  ist  benutzt  worden,  nm  die  snm  Treiben  der 
Armatur  einer  Dynamomaschine  im  magnetischen  Felde  Terbranehte 
Arbeit  zu  messen,  und  so  die  zur  Erzeugung  der  Strome  in  der 
Schließung  verbrauchte  Aktivität  zu  bestimmen.  Feldmagnete  nnd 
Armatur  werden  von  getrennten  Rahmen  getragen,  und  derjenig'e. 
welcher  die  Magnete  trägt,  kann  sich  um  eine  Axe  in  einer  Linie  mit 
dem  die  Armatur  tragenden  drehen.  Die  elektromagnetische  Wirkan^r 
8trebt  einerseits  danach,  die  Armatur  zum  Stillstände  zu  bringen, 
anderseits  danach,  die  Magnete  in  derselben  Richtung  herumzudrehen, 
in  der  die  Armatur  rotiert.  Das  Kräftepaar,  das  notwendig  ist,  um 
die  Magnete  in  Ruhe  zu  erhalten,  wird  bestimmt  und  der  Effekt  wie 
vorher  gefunden. 
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gr.  8.    Jährlich  24  Hefte,  am  1.  und  15.  jedes  Monats  erscheinend. 
Preis  pro  Jahrgang  M.  8. — . 


Vorlesungen  über   Experimentalphysik. 

Von  Augrust  Kundt, 

weiland   Professor  an  der  Universität  Berlin. 

Herausgegeben  von  Karl  Sclieel. 

Mit  dem  Bildnis  Kundts,  584  Abbildungen  und  einer  farbigen  Bpektraltafel. 

gr.   8.     Preis   geh.   15   Jk,   geb.   in  Halbfranz   17,50  Jk 


Die  Dissoziierung  und  Umwandlung 
chemischer  Atome. 

Von  Dr.  Johannes  Stark, 

Privatdosent  an  der   Universität  OOttlngcu. 
8.    Preis  freh.  1,50  JL 


Sichtbare  und  unsichtbare  Bewegungen. 

Vorträge, 

auf  Einladung   des  Vorstandes  des  Departements  Leiden   der  Maat- 

schappi]  tot  nut  Tan  't  Allgemeen  im  Febmar  und  M&rz  1901 

gehalten  Ton 

H.  A.  Lorentz. 

Unter  Mitwirkung  des  Verfassers  aus  dem  Holländischen  übersetzt  von 

Q.  Siebert. 

Mit  40  Abbildungen,    gr.  8.    Preis  geh.  3  Ji,  geb.  3,80  Jk 


Verlag  von  Friedrich  Yieweg  ft  Sohn  in  Brannschweig. 


Wellenlehre  und  Schall. 

Von  W.  C.  L.  van  Schaik. 

Aixtorisirte  deutsclie  Ausgabe  bearbeitet  von 

Professor  Dr.  Hugo  Fenkner. 

Mit  176  in  den  Text  eingedruckten  Abbildaugen, 
gr.  8.    Preii  geh.  8  A,  geb.  9  A 

Tafeln 

über  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes 

zwischen  76  und  10t,5  Grad, 
bezogen  auf  das  Luftthermometer. 

Mit  einem  Beiblatt:   Enthaltend  die  Gorrectionen  auf  das  Wasser- 
stoff-Thermometer. 
Aaf  Grund  der  Ergebnisse  neuer  Versuche  berechnet  und  herau8gegel>en 

von  Dr.  H.  F.  Wlebe^ 

Professor  an  der  phytikalieeh  -  teohnitohen  Belehumstalt. 
Zweite  vermehrte  Ausgabe,    gr.  8.    Preis  geh.  2  Jk 


Einführung  in  die  physikalische  Chemie 

von  Dr.  James  Walker, 

Professor  der  Chemie  an  der   Universität   Dandee. 

Naoh  der  sweiten  Auflage  des  OriginalB  unter  Mitwirkung  des 

Verfassers  übersetzt  und  herausgegeben  von 

Dr.  H.  y.  Steinwehr, 

Assistent  bei  der  physikalisch -technischen  Seichsanstalt  su  Charlottenbnrg. 
Mit  48  eingedruckten  Abbildungen,    gr.  8.    Preis  geh.  6  A,  geb.  7  A 


Physikalisch-chemische  Theorieen 

von  Dr.  A.  Beychler^ 

Professor  an  der  Universität  zu  Brüssel. 

Nach  der  dritten  Auflage  des  Originals  bearbeitet  von 

Dr.  B.  Külin. 

Mit  Abbildungen,    gr.  8.    Preis  geh.  9  A,  geb.  10  A 


Physikalisches  Praktikum 

mit  besonderer  Berücksichtigung  der  physikalisch- chemischen 

Methoden  von 

EiUiard  Wledemaiin  und  Hermami  Ebert. 

Vierte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.    Mit  366  Hoizstiohen. 
gr.  8.    Preis  geh.  10  A,  geb.  11  A 
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